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Vorwort.

Als icli im Dezember 1^93 der zweiten Auflage dieses 1. Bandes

meiner Vorlesungen iiber Geschichte der Matheraatik ein Vorwort zur

Begleitimg gab, aiiBerte ich mich in einer Weise, die heute Wieder-

hokmg finden konnte. Abernials liegt ein Zwischenraum von 13 Jahren

zwischen dem Erscheinen der vorigen und der neuen Auflage. Aber-

mals habe ich gesucht, die Ergebnisse zu verwerten, welche neue Be-

arbejter des geschichtlichen Bodens, die sich von Jahr zu Jahr mehren,

gewonnen haben oder gewonnen zu haben wahnen. Abermals spreche
ich die Uberzeugung aus, daB jeiier Boden noch lange nicht erschopft

ist, daB es immer noch offene Fragen gil)t, iiber deren Beantwortung
man uneinig sein kaun, und daB es die Pflicht des gewissenhaften
Geschichtschreibers ist, seine Leser auf die Streitpunkte aufmerksam

zu machen. Ich hoffe dieser Pflicht geniigt zu haben.

Heidelberg, Dezember 1906.

Moritz (laiitor.
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Einleitung.

Canti'Tv, Geschichte dar IVIatliematik I 3. Aufl. 1





Liingst war der ErdbaU so weit erkaltet, daB auf der festge-
wordenen Oberflache Organismen sich entwickeln konnten. In Zeit-

raumen, deren jeder weitaus die Spanne iibertrifft, welche wir mit

dem stolzen Namen der Geschichte belegen — als ob nur durch den

Menschen etwas geschehen konnte ! — hatten neue und neue Arten

lebender Wesen sich abgelost. Jetzt erschien der Mensch, ausge-
zeichnet durch Entwicklungsfiihigkeit vor alien anderen Geschopfen,
hilflos wie keines in das Leben tretend, machtig wie keines auf dem

Gipfel seiner Ausbildung.
Der einzelne Mensch liefert nur das verkleinerte Bild desMenschen-

geschlechtes. Die Entwicklung des Menschengeistes hat in den, Volker

genannten, Gesamtheiten stattgefunden, und ihre aufeinanderfolgenden
Stufen zu vergleichen ist von spannender Anziehung.

Eines diirfen wir freilich bei Anerkennung der Ahnlichkeit der

Entwicklung des Einzelmenschen mit der des Menschengeschlechtes
nicht auBer Augen lassen. Das Kind lernt vom Tage seiner Geburt

an durch Menschen. Das Menschengeschlecht begann damit, von

niedrigeren Geschopfen lernen zu miissen. Werden doch wohl Tiere

sein Vorbild gewesen sein, aus deren Beispiel er entnahm, wie man

den Durst, den Hunger stille, wie man in Hohlen Schutz suche vor

der Unbill der Witterung, wie man zur Wehr sich setze gegen feind-

lichen Angriff. Aber der Mensch war schwacheren Korpers als seine

Lehrmeister. Ihni war nicht eine dichtere Behaarung wahrend der

kalteren Jahreszeiten gegeben. Er konnte nicht mit Handen und

Zahnen des Baren oder der Hyane Herr werden, denen er, die ihm

den Aufenthalt streitig machten. Und seine Schwache wurde seine

Starke. Er muBte denken ! Er muBte erfinden, wenn er leben wollte.

Er miiBte von der ihm auBerlich gebotenen Erfahrung weiter schreiten.

Das Tier fiihrte ihn zum Baume der Erkenntnis, die Frucht des-

selben pfliickte er selbst.

Mit dem Gedanken war das Bediirfnis der Mitteilung desselben

erwacht, die Sprache entstand. Der Mensch lernte den Menschen

verstehen, nicht nur in dem Sinne wie das Tier das Tier versteht,

nicht nur, wo es den Ausdruck besonders starker Empfinduugen durch

Tonbildung gait, sondern wo bestimmte Ereignisse oder gar Begriffe
1*



4 Einleitung.

zur Kenntnis des anderen gebracht werden sollten. Freilich lieganu

die Sprachbildung nicht erst, als die Begriffsbildung abgeschlossen

war. Ist doch erstere wie letztere bis auf den heutigen Tag noch

im Flusse. Die beiden Tatigkeiten gingen offenbar nebeneinander

einher, und selbst BegTiffe, welche einer und derselben Gedanken-

reihe entstammen, sind mit ihrer lautlichen Yersinnlichung als zu

verschiedenen Zeiten entstanden zu denken. Fiir das Sprachliche an

dieser Behauptung ist es nicht schwer den Beweis zu fiihren, auch

nur unter Zuziehung solcher Worter, die dem Mathematiker von

altester und hervorragendster Wichtigkeit sind; wir meineu die

Zahlworter.

Zahlen, insofern damit nur das bewuBte Zusammenfassen be-

stimmter Einzelwesen gemeint ist, bildet, wie scharfsinnig hervor-

gehoben worden ist^), keine menschliche Eigentiimlichkeit ; auch die

Ente ziihlt ihre Jungen. Diesem niedersten Standpunkte ziemlich

nahe bleibt das, was von einem siidafrikanischen Stamme berichtet

wird^), daB wahrend wenige weiter zahlen konnen als zehn, dessen-

ungeachtet ihre Vorstellung von der GroBe einer Herde Vieh so

bestimint ist, daB nicht ein Stiick daran fehlen darf, ohne daB sie es

sogieich merkten. „Wenn Herden von 400 bis 500 Rindern zu Hause

getrieben werden, sieht der Besitzer sie hereinkommen und weiB be-

stimmt ob einige fehlen, wieviel und sogar welche. Wahrscheinlich

haben sie eine Art zu zahlen, bei welcher sie keine Worte hrauchen

und wovon sie nicht Recheuschaft zu geben wissen, oder ihr Gedacht-

nis erlangt fiir diesen einzelnen Gegenstand durch die ITbnng eine

so ungemeine Starke." Ohne nach so fernen Gegenden unseren Blick

zu richten, konnen wir ahnliche Erfahrungen taglich an ganz kleinen

Kindern machen, welche sofort wissen, wenn von Dominosteinen etwa,
mit denen sie zu spielen gewohnt sind, ein einzelner fehlt, wahrend

sie sich und anderen iiber die Anzahl ihrer Steine noch nicht Recheu

schaft zu geben wissen. Sie kennen eben die Einzel-Individuen als

einzelne, nicht als Teile einer Ge-:amtheit, und ihr Gedachtnis ist

') H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittel-

alter. Leipzig 1874. S. 7. Wir zitieren dieses Buch kiinftig immer ala Hankel.

Einen ganz ahnlichen Gedanken hat inach Kaestner, Geschichte der ^[athe-

matik I, 242) auch schon Pietro Bongo (oder Bungus) in seinem Werke

Nmni-roruiii m-i/sieria (1599, II. Auflage 1618) ausgesprochen. ^) Pott, Die

quinare und vigesimale Zahlmethode bei Volkern aller "Welttheile, Halle 1S47 S 17

Dieses Buch zitieren wir in der ganzen Einleitung als Pott I, wilhrend Pott II
die Schrift desselben Verfassers: Pott, Die Sprachverschiedenheit in Europa
an den Zahlvrortern nachgewiesen, sowie die quiniii-e und vio-esimale Zahl-
methode. Halle 1868, bedeuten soil.
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fiir die Erinnerung an Angeschautes um so treuer, je weniger andere

Eindriicke es zu bewahren hat. In der Sprache driickt sich diese

Individualisieriing nicht selten dadurch aus, daB dieselbe Anzahl je nach

den gezahlten Dingen einen anderen Namen fiihrt, wie es bei manchen

ozeanischen Volkerstiimnien, aber auch fur Sammelworter im Deutschen

vorkommt, wenn man von einem Koppel Hunde oder, wenn deren

niehrere sind, von einer Meute Hunde, von einer Herde Schafe, von

einem Rudel Hirsche, von einer Plucht Tauben, von einer Kette

Feldhiihner, von einem Zug Schnepfen, von einem Schwarm Bienen

zu reden pflegt').
Das eigentliche Zahlen, das menschliche Zahlen, wenn man so

sagen darf, setzt voraus, daB die Gegenstande als solche gleichgiiltig

geworden sind, daB nur das getrennte Vorhandensein unterschiedener

Dinge begriiflich erfaBt, dann sprachlich bezeichnet werden soU. Es

liegt darin bereits eine keineswegs unbedeutende AuBerung der Fahig-
keit zu verallgemeinern, zugleich auch eine ihrer friihesten AuBe-

rungeii, denn die Zahlworter gehoren zu den altesten Teilen des

menschlichen Sprachschatzes. In ihneu lassen sich oft noch Ahnlich-

keiten, niithin Beweise alter Stammesgemeinschaft spater getrennter
Volker auffinden, wahrend kaum andere Worter auf die gleiche Zeit

eines gemeinsamen Ursprunges zurtickdeuten. Und was war nun der

urspriingiiche Sinn dieser altesten, der Entsteliungszeit wie dem Inhalte

nach ersten Zahlworter? Die Annahme hat gewiB viel fiir sich, da6^

sie anfanglich nicht Zahlen, sondern ganz bestimmte Gegenstande be-

deuteten, sei es nun, daB man von der eigenen, von der angeredeten,
von der besprochenen Personlichkeit, also von den Wortern: ich, du,
er ausging, um aus ihnen den Urklang fiir: eins, zwei, drei zu ge-

winnen"), sei es, daB man von GliedmaBen seines Korpers deren

Anzahl entnahm^): „Es war dem Menschen ohne Zweifel ein eben

so interessantes BewuBtsein fiinf Finger als zwei Hande oder zwei

Augen zu haben; und das Interesse au dieser Kenntnis, welche eiii-

mal einer Entdeckung bedurfte, war ihm die Schripfung eines zu deren

Zahluug eigens verweudbaren Ausdruckes wohl wert; von hier aus

mag der Gebrauch auf andere zu zahlende Dinge iibertragen worden

sein, zunachst auf sokhe, bei denen es auffallen mochte, daB sie in

ebenso groBer Zahl vorhanden waren, als die Hand Finger hat." Wir

wiederholen es, solche Annahmen haben viel fiir sich, sie tragen ihre

beste Enipfehlung in sich selbst, aber leider auch ihre einzige. Die

Sprachforschung hat nicht vermocht deren Bcstatigung zu liefern,,

M Pott I, S. 126. ") Pott I, S. 119. =) L. Geiger, Ursprung und Ent~

wiekelung der menschlichen Sprache und Vernunft. 1868. Bd. I, S, 319.
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oder vielmehr jeder, der mit der Deutung der Zahlworter sich be-

faBte, hat aus ihnen diejenigen Zusammenhange zu erkennen gewuBt,
welche seiner Annahme entsprachen, lauter voUgelungene Beweise,

wenn man den einen hort, sich gegenseitig vernichtend, wenn man

bei mehreren sich Rat holt, und dieser mehreren sind obeudrein

recht viele. Sind demnach die eigentlichen Fachmanner iiber Ursprung

der altesten einfachen Zahlworter im Hader, so miissen wir um so

mehr darauf verzichten, auf die noch keineswegs erledigten Fragen

hier einzugehen. Einige Sicherheit tritt erst bei Besprechung der

abgeleiteten, also jiingeren Zahlworter hervor.

Es ist leicht begreiflich, daB auch die regste Einbildungskraft,
das starkste Gedachtnis es nicht vermochten, fiir alle aufeinander

folgenden Zahlen immer neue Worter zu bilden, zu behalten. Man

muBte mit Notwendigkeit sehr bald zu gewissen Zusammensetzungen

schreiten, welchen die Entstehungsweise einer Zahl aus anderen zu-

grunde liegt, welche uns aber damit auch schon einen unumstoB-

lichen Beweis fiir die hochwichtige Tatsache liefern: daB zur Zeit,
als die meisten Zahlworter erfunden wurden, der Mensch von dem

einfachsten Zahlen bereits zum Rechnen vorgeschritten war.

Das alteste Rechnen diirfte durch ein gewisses Anordnen ver-

mittelt worden sein, sei es der Gegenstande selbst, denen zuliebe

man die Rechnung anstellte, sei es anderer leichter zu handhabender

Dinge. Kleine Steinchen, kleine Muscheln konnen die Vertretung
iibernommen haben, wie sie es noch heute bei manchen Tolkerschaften

tun, und diese Marken, diese Rechenpfennige wiirde man heute sagen,

werden in kleinere oder groBere Haufchen gebracht, in Reihen ge-

legt das Zusammenzahlen ebenso wie das Teilen einer gegebenen

Menge wesentlich erleichtert haben. So lange man es nur mit kleinen

Zahlen zu tun hatte, trug man sogar das leichteste Versinnlichungs-
mittel stets bei sich: die Finger der Hande, die Zehen der FiijBe.

Man reichte freilich unmittelbar damit nicht weit, und Yolkerschaften

des siidlichen Afrika zeigen uns gegenwartig noch, wie genossen-

schaftliches Zusammenwirken die Schwierigkeit besiegt, mit nur zehn

Pingern groBere Anzahlen sich zu versinnlichen ^) : „Beim Aufzahlen,
wenn es iiber Hundert geht, miissen in der Regel immer drei Mann

zusammen diese schwere Arbeit verrichten. Einer zahlt dann an den

Fingern, welche er einen nach dem andern aufhebt und damit den

zu zahleuden Gegenstand andeutet oder womoglich beriihrt, die Ein-

heiten. Der zweite hebt seine Finger auf (immer mit dem kleinen

'■) Schrumpf in der Zeitschrift der deutschen morgeulandischen Geaell-
schaft XVI, 463.
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Finger der linken Hand beginnend und fortlaufend bis zum

kleinen Finger der Rechten) fiir die Zehner, so wie sie voll

werden. Der dritte figuriert fiir die Hunderte."

Die hierbei festgehaltene Ordnung der Finger mag man nun er-

klaren wollen, wie es auch sei^), sie findet statt und wird uns im Ver-

laufe der Unter.suchungen als Grundlage des sogen. Fingerrechnens
noch mehr als einmal begegnen. Sie wird sogar abwechselnd mit

der entgegengesetzten Ordnung benutzt, um einem einzelnen zu

ermoglichen beliebig viele Gegenstande abzuziihlen. 1st namlich mit

dem kleinen Finger der rechten Hand die Zehn erfiillt worden, so

beginnt mit eben demselben allein aufgehoben die nachste Zehnzahl,
um dieses Mai nach links sich fortzusetzen, d. h. der kleine Finger

der linken Hand vollendet die Zwanzig und wird zugleich auch

wieder Anfang der nachsten Zehnzahl usf. Natiirlich muB bei dieser

Zahlenangabe, wenn es nicht um ein allmiihliches Entstehen, sondem
um ein einmaliges Ausdriicken einer Zahl sich handelt, besonders an-

gedeutet werden, daB und wie oft Zehn voUendet wurde, was etwa

so geschehen kann wie bei den Zulukaffern-), die in solchem Falle beide

Hande mit ausgestreckten Fingern wiederholt zusammenschlagen.
Es ist wohl zu beachten, daB diese letztere Methode der Yer

sinnlichung einer Zahl, einfacher insoweit als sie nur die Hande

eines einzigen beschaftigt, begrifflich weit unter jener anderen

Methode steht, die unmittelbar vorher gekennzeichnet wurde und drei

oder gar noch mehrere Darsteller einer Zahl erfordert. Der einzekie

kommt durch die Zehnzahl der menschlichen Finger allerdiugs dazu,
die Gruppe Zehn als eine besonders hervortretende zu erkennen, aber

wie oft diese Gruppe selbst auch erzeugt werde, jede Neuerzeugung
ist fiir ihn der anderen ebenbiirtig. Ganz anders bei der Methode

stufenmaBiger Darstellung durch mehrere Personen. Wie der Erste

so hat der Zweite, der Dritte nur je zehn Finger, und so erscheint

die Gruppierung von zehn Einem zwar zunachst, aber in gleicher
Weise auch die von zehn Zehnern, von zehn Hundertern. Das schein-

bar umstandlichere Verfahren fiihrt zu dem einfacheren Gedanken,
zum Zahlensystem. Wenn von einem Schriftsteller*) darauf hin-

gewiesen worden ist, daB die Wiederholung der Zehnzahl bis zu

10 mal 10 sich bei Erfiillung der nachsten 10 ebensowohl zu

11 inal 10 als zu 10 mal 10 und 10, in Worten ebensowohl zu

elfzig als zu hundertzehn fortsetzen konnte, und daB es ein besonders

gliicklicher Griif war, der fast alien Volkern der Erde gelang, soweit

1) Pott n, S. 46, aber auch S. 31 und 42. =) Pott H, S 47. =") Hankel,

S. 10—11.
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ihre Fassungskraft iiberhaupt bis zum BewuBtwerden bestinimter

hoherer Zahlen ausreicht, gerade die Wahl zu treffen, welche dem

Zahlensystem seine Grundlage gab, so ist diese feine Bemerkung

vielleicht dahin zu erganzen, daB auf eine der hier erorterten nahe-

stehende Weise jene gliickliche Wahl eingeleitet worden sem mag.

Uber die Grundzahlen solcher Zahlensysteme werden wir so-

leich noch reden. Fiirs erste halten wir daran fest, daB Zahlen

systeme eine allgemein menschliche Erfindung darstellen, in alien

bekannt gewordenen Sprachen zu einer Grundlage der Bilduug von

bald mehr bald weniger Zahlwortern benutzt, indem hohere Zahlen

durch Vervielfaltigung von niedrigeren zusamniengesetzt werden und

bei Benennung der Zwischenzahlen auch Hinzufiigungen noch not-

wendig erscheinen, Multiplikation und Addition sind also

zwei Rechnungsverfahren so alt wie die Bildung der Zahl

worter,

Das Zahlensystem, welches wir in seinem Entstehen uns zu ver-

gegenwartigen suchten, wurde, sofern es auf der Grundzahl Zehn

fuBte, zum Dezimalsystem, heute wie unserem Zifferrechnen so

auch in unseren MaBen, Gewichten, Miinzen fast der ganzen gebil-
deten Erdbevolkerung unentbehrlich. Wir haben als wahrscheinlich

erkannt, daB es nach der Zahl der Fiager sich bildete, aber eben

vermoge dieses Ursprunges war es nicht das allein mogliche. Wie

man samtliche Finger durchzahlen konnte, um eine Einheit hoheren

Ranges zu gewinnen, so konnte man Halt machen nach den Fingern

nur einer Hand, man konnte neben den Fingern der Hande die Zehen

der FiiBe benutzen. In dem einen Falle blieb man beim Quinar-

systeme, in dem anderen ging man zum A^igesimalsystem iiber.

Ein strenges Quinarsystem wiirde, wie leicht ersichtlich, 5 mal

5 oder 25, 5 mal 5 mal 5 oder 125 usw. als Einheiten hoheren

Ranges nachst der 5 selbst besitzen miissen, welche durch einfache

oder auch zusammengesetzte Namen bezeichnet mit den Namen der

Zahlen 1, 2, 3, 4 sich vereinigen, um so alle zwiscbenliegende Zahlen

zu benennen. Ein solches strenges Quinarsystem gibt es nicht ^).

Dagegen gibt es Quinarsysteme in beschrankterem Sinne des Wortes,
wenn zur Benutzung dieses Wortes schon der Umstand als geniigend
erachtet wird, daB die Fiinf bei allmahlicher Zahlenbildung einen Ruhe-

punkt gewahre, von dem aus eine weitere Zahlung wieder anhebt.

Was dementsprechend von einem strengen Vigesimalsysteme zu

verlangen ist, leuchtet gleichfalls ein: ein solches miiB die Grund

zahl 2<J durchhoren lassen, muB die Einheit hoheren Rano-es 20 mal

') Pott II, S. 35 und 46 in den Anmerkungen.
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20 oder 4(J(J, vielleicht auch noch hohere Einheiten unter besonderen

Namen besitzen. Sprachen, in welchen dieses System maBgebend
ist, hat man mehrfach gefunden. Die Mayas in Yukatan'j haben

eigene Worter fiir 20, 400, 8000, 160000. Die Aztekeu in Mexiko^)
hatten wenigstens besondere Worter fiir 20, 400, 8000 mit der Ur-

bedeutung: das Gezahlte, das Haar, der Beutel, wobei auffallend er

scheinen mag, daB das Haar eine verhiiltnismaBig niedrige Zahlen-

bedeutung hat, wahrend es in karaibischen Sprachen ■') weit iiberein-

stimmender mit der Wirklichkeit eine sehr groBe Zahl auszudriicken

bestimmt ist. Noch andere Beispiele eines bemerkbaren mehr oder

minder durchgefiihrten Vigesimalsystems hat vornehmlich Pott, dem

wir hier fast durchweg folgen, in Fiille gesammelt. Wir erwahnen

davon nur als den meisten iinserer Leser zweifellos bekannt die

Uberreste eines keltischen Vigesimalsystems in der franziisischen

Sprache in Wortern wie qnatrcvii/r/fs, sixviu<jts, quiuzrruHits^). V(m

diinischen Uberresten eines Systems, in welchem Yielfache von 20

eine Rolle spielen, ist weiter unten in etwas anderem Zusammenhange
die Rede.

Den Ursprung der drei Systeme, deren Grundzahlen 5, 10, 20

lieiBen, haben wir oben in die Finger und Zehen des Menschen ver-

legt. Auch dafiir sind sprachliche Anklange vorhanden. Zwischen

den Wortern fiir 5 und fiir Hand ist in manchen Sprachen vollige

Gleichheit, in anderen nahe Verwandtschaft ^). Alsdann darf man

aber wohl annehmen, daB es friiher wiinschenswert war die Glieder

des eigenen Korpers zu benennen, als Zahlworter zu bilden, daB also

5 von Hand abgeleitet wurde, nicht umgekehrt. Das Wort fiir 10

heiBt in der Korasprache
^
) (einem amerikanischen Idiome) so viel

wie Darreichiing der Hande, und daB ein und dasselbe Wort 2^) und

Mensch bedeutet kommt mehrfach vor ''). Ob freilich, wie manche

wollen, auch das deutsche zehn mit den Zehen, das lateinische deann

mit digiti in Verbindiing gebracht werden darf, dariiber gehen die

Meinungen weit auseinander, und Pott, unser Gewahrsmann, steht

auf der Seite der Yerneinenden. Jedenfalls ist aber schon durch die

erwahnten Beispiele ein innerer Zusammenhang der drei genannten

Systeme untereinander und mit den menschlichen Extremitaten hin-

langlich unterstiitzt. Gibt es nun Sprachen, in welchen auch andere

Grundzahlen als 5, 10 oder 20 sich nachweisen lassen?

M Pott I, S. 93. =^ I'ott I, S. 97—98. ■"') Pott II, S. 6S. •*) Pott I, S. 8^.

'■) Pott I, i^ 27 flgg. und S. 12S flgg. fiihrt Beispiele aus ozeanischen Sprachen,

aus dem Sanskrit und dem Hebrilischen an, wenn er auch den letzteren gegen-

iiber die von Denary und Ewald heiTiihren, sich ziemlich skeptisch verhalt.

") Pott I, S. 90. ■') Pott I, S, 92.
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Wenn man gesagt hat i), daB kein Yolk auf der ganzen
Erde

je von einer anderen Grundzahl, als einer der genannten aus, sem

Zahlensystem mit einiger Konsequenz ausgebildet habe, so ist dieser

Ausspruch entschieden allzu verneinend, selbst wenn man einen be

sonderen Nachdruck auf das Wort Konsequenz legt, dem gegeniiber

die Frage erhoben werden mochte, wo denn folgerichtige Anwendung

des Quinarsystems sich finde?

Allerdings hat man einige Gattungen von Zahlensystenien nur

mit Unrecht nachweisen zu konnen geglaubt. Falsch war es, wenn

Leibniz bei den Chinesen ein Binarsystem annahm ^). Falsch scheint

Kohl den Osseten im Kaukasus ein Oktodezimalsystem zugeschrieben
zu haben ^). Dagegen sind andere Angaben doch zu wohl beglaubigt,

um sie ohne weiteres leugnen oder totschweigen zu diirfen. Die

Neuseeliinder mit ihrem merkwiirdigen Undezimalsysteme*), welches

besondere Worter fiir 11, fiir 11 mal 11 oder 121, fiir 11 mal 11 mal

11 oder 1331 besitzt, welches 12 durch 11 mit 1, 13 durch 11 mit 2,

22 durch 2 mal 11, 33 durch 3 mal 11 usw. ausdriickt, lassen

sich nicht vornehm beiseite schieben. Ob der Zeitraum von 110

Jahren, nach welchen, wie Horaz im 21. und 22. Verse seines Cormen

saeculare berichtet, die romische Erinnerungsfeier wiederkehrte, der

man den Namen der saecularen beilegte, mit einer Vermengung dezi-

maler und undezimaler Zahlweise zusammenhangt, bleibe dahingestellt.
Das Wort triouech oder 3 mal 6 fiir 18 in der Sprache der Nieder-

bretagner ist neben dem deunaiv oder 2 mal 9 der Welschen^) fiir

eben dieselbe Zahl nun einmal vorhanden. Die Bolaner oder Bura-

maner an der Westkiiste Afrikas ^) lassen, wenn sie 6 und 1 fiir 1,

wenn sie 2 mal 6 fiir 12, wenn sie 4 mal 6 fiir 24 sagen, die Grund

zahl 6 gleichfalls durchhoren. Einige assyrische Zahlworter (7 und 8 1,

auf welche wir im 1. Kapitel zuriickkommen werden, zeigen dieselbe

Abhangigkeit von 6. Und wenn der Altfriese 120 mit dem Worte

iolfticli benannte'), so ist das sogar ein Hinweis darauf, daB auch

das vorhin als menschlichem Geiste im allgemeinen fremdverponte

elfzig seine Analogien besitzt, ist es zugleich ein Beispiel fiir ein

eigentiimlich gemischtes System mit Deziinal- und Duodezimalstufen

wie Skandinaven und Angelsachsen es teilweise besaBen*), wie eine

verhaltnismaBig spatere Wissenschaft es in Babylon einbliro-erte,
von wo es als Sexagesimalsystem das astronomische Rechnen aller

^) Hankel, S. 19. -) M. Cantor, Mathematische Beitrage zum Kultur-
leben der Volker. Halle 1863. S. 48 figg,, auch S. 44. Wir zitieren dieaea
Buch kiinftig immer als; Math. Beitr. Kulturl, ^) Kohl, Reisen in SiidruBland.
Bd. II, S. 216 und Pott I, S. 81, *) Pott I, S. 75 flgg. '^) Pott II, S. 83

«) Pott H, S. 30. ') Pott II, S. 38. *>) Math. Beitr. Kulturl, S. 147.
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Volker durch Jahrhunderte beherrscht. Die Vermengung dezimalen

und duodezimalen Ziihlens konnte auch als Stiitze der Moglichkeit
dienen, welche oben fiir dezimale und undezimale Zahlen beansprucht
wurde.

Das Vorhandensein von Zahlensystenien, deren Grundzahl nicht

5 oder Yielfaches von 5 ist, durfte damit nachgewiesen sein, Aber

allerdings bilden dieselben nur Ausnahmen von seltenem vereinzeltem

Yorkommen. Auch eine andere Gattung von Ausnahmen gegen
friiher Erwahntes miissen wir kurz beriihren. Wir haben hervor-

gehoben, daB die Zwischenzahlen zwischen den Einheiten aufein

anderfolgenden Ranges multiplikativ und additiv gebildet werden;
wir haben daraus auf das hohe Alter dieser Rechnungsverfahren
geschlossen. Es gibt nun Sprachen, welche die Bildung der Zahl

worter auf Subtraktionen und Divisionen stiitzen, wodurch das

hohe Alter auch dieser Rechnungsverfahren wenigstens bei den

Volkern, denen jene Sprachen angehoren, gleichfalls zur Moglichkeit

gelangt.
Die Subtraktion wird am haufigsten beziiglich der Zahlworter

eins und zwei geiibt ^). Dieses entspricht z. B. in der lateinischen

Sprache durchweg dem Gebrauch bei den Zehnern. Man sagt duode-

viginti, d. h. 2 von 20 fiir 18, ebenso undecentum 1 von 100 fiir 99 usw.

Auch im Griechischen werden 1 und 2 bei den Zehnern zuweilen ab-

gezogen, wozu das Zeitwort dslv in seiner transitiven wie in seiner

intransitiven Bedeutung als bediirfen und als fehlen angewandt
wird. So driickt man 58 aus durch dvot-v diovreg i^Yj-xovtcc = 60

welche 2 bediirfen, 49 durch svbg d'a'ovro^ JiEi'T)]xovTa = bO woran

1 fehlt, und ein vereinzeltes Yorkommen von 9700 = lOOiHJ^ welche

300 bediirfen TQLaxofftoiv aitodiovra avQia wird aus den Schriften des

Thukydides angefiihrt ^). Auch im Gotischen findet subtraktive Bil

dung von Zahlwortern statt. In der gemeinsamen Stammsprache, im

Sanskrit, ist gleichfalls eine Subtraktion mittels des Wortes wia

(vermindert, weniger) im Gebrauch. Sei es nun, daB das n-ua selbst

allein einem Zahlwort vorgesetzt wird, und man im Gedanken eka

eins hinzuhoren muB, z. B. tiunci-ngsaii , vermindertes 20 statt 19,
oder daB das e/irt. wirklich ausgesprochen wird und sich dabei mit

■u-na zu el;ona zusammensetzt, z. B. elwiiaschaschta, um 1 vermindertes

60 statt 59, oder daB andere Zahlen als 1 abgezogen werden, z. B.

pa-ntschonaiigsatmn, um 5 vermindertes 100 statt 95. Ob die baby-

lonische Benutzung von lal = weniger hierher gehort ^) oder als

eigentliche Subtraktion aufznfassen ist, sei dahingestellt.

>) Math. Beitr. Kulturl. S. 157. -) Pott I, S. 181, Anmerkung. ') Reisner

in i3erl. Akad. Ber. 1896, S. 425—426 mit Berufung auf Tontafeln von Ur.
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Am seltensten dient die Division zur sprachlichen Bildung der

Zahlworter. Hier kommen neben den sofort verstandlichen Teilungen:

ein viertel Hundert, ein halbes Tausend usw., namentlich solche

Worter in Betracht, welche eine nicht voll vorhandene Einheit zur

Teilung bringen. Anderthalb, dritthalb, sechsthalb besagen, daB das

Andere, d. h. Zweite, daB das Dritte, daB das Sechste halb zu

nehmen sei, die Existenz des Ersten, der 2, der 5 Vorhergehenden
als selbstverstanden vorausgesetzt. Verwandte Bildungen sind in latei-

nischer und in griechischer Sprache sesquialter = aTttdevtegog = 1
,»,

sesqidterti'us = enCxQixog = Vj^, se.squioctaviis = sito-ydoog = ly^ usw.

Besonderer Hervorhebung scheint es wert, daB die danische Sprache
in Europa und im fernen Siiden und Osten die Sprache der Dajacken
mid Malaien auf den nachsten Zwanziger beziehungsweise Zehner

iibergreift, um ihn halftig vorweg zu nehmen ^). Ein altes Vigesimal-

system in deutlichen Spuren verratend (S. 9) sagt die danische

Sprache nicht bloB treiinddyve oder 3 mal 20 fiir 60, firesind.ifgve
oder 4 mal 20 fur 80, sondern auch licdvtredsindstyve, iudvfird.simlstgve
fiir 50 und 70, d. h. der dritte, der vierte Zwanziger, welcher bei 60,
bei 8(1 voll vorhanden ist, kommt hier nur zur Halfte in Rechnung.
Ja man hat sogar halvfenmndstyve oder fiinfthalb Zwanziger fiir 90,
wahrend 100 nur durch Jnmdreih- und nie durch femsindstyve aus-

gedriickt wird. Bei den Malaien heiBt halb dreiBig, halb sechzig es

soUe von dem letzten, also hier von dem dritten, sechsten Zehner

nur die Halfte genommen werden, man meine also 25, 55. Im Alt-

tiirkischen wird das Vorgreifen auf den nachsten Zehner noch weiter

ausgedehnt ^). „Vier dreiBig" bedeutet „vier von dem dritten Zehner"

also 24. Endlich im Athiopischen findet sich ein merkwiirdiger Aus-

nahmefalP). Die Athiopen besitzen besondere Zeichen fiir die Einer, die

Zehner, die Hunderter, mittels deren sie die Zwischenzahlen zusammeu-

setzen. Sie schreiben also z. B. 59 durch die Zeichen „fiinfzig neun"'.

Einzig und allein 99 wird anders geschrieben, namlich nicht „neunzio'

neun", sondern ,,neunzig hundert", d. h. also etwa ,,ein Neunzio-er

nahe bei Hundert" Der Grund dieser Ausnahme ist unermittelt.

Alle diese Teilungen in sich schlieBende Ausdriicke sind o-ewiB

merkwiirdig, eine genaue Einsicht iu das Alter der Division ver-

glichen mit dem Alter der Sprachbildung geben sie uns deshalb doch

nicht. Es sind eben Worter mit Zahlenbedeutung, aber es sind nicht

die Zahlworter! Neben ihnen und statt ihrer sind auch andere moo--

') Pott I, S. 103 und II, S. 88. -') J. :\Iarquart, Die Chronologie der alt-
turkiachen Inschriften. Leipzig 1898. ») C. Bezold, Kebra Nagast, Miinchen
1905. S, XV, Note 3
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licherweise viel iiltere Ausdriicke in Gebrauch und lassen die Ent-

stehungszeit der jiingeren Benennung im dichtesten Dunkel. Nicht

anders verhiilt es sich mit den vorerwabnten subtraktiven Bildungen,

zu welchen als weiteres Beispiel bestinimter Grenzpunkte, auf welche

Vorhergehendes ebenso \v[e Folgendes bezogen wird, die Kalender-

bezeichnung der Romer mit ihren Calenden, Nonen und Iden treten

mag. Entscheidend dagegen sind die subtraktiven Zahlworter einiger

Sprachen, z. B. der Krahenindianer in Nordamerika '). Bei ihnen

heiBen 8 und 9 nie anders als -nopaqK, amdtape, d. h. wiirtlich 2 da

von, 1 davon, und das Wort Zehn, d. h. die Anzahl, von welcher 2,

beziehungsweise 1 weggenommen werden soUen, ist als selbstverstand-

lich weggelassen. Hier kann ein Zweifel kaum walten: die Namen

der 8 und 9 sind erst entstanden, nachdem der Begriff' der 10 sich

gebildet hatte, nachdem das Rechnungsverfahren der Subtraktion er-

funden war. Mit dieser Bemerkung kehren wir zu unserer friiheren

Behauptung zuriick (S. 4), zu deren Begriiudiing wir die ganze Er-

orterung iiber Zahlworter und iiber die ersten Anfange des Rechnens

gleich hier ankniipfen durften. Die Sprache hielt in ihrer Entstehung

nicht immer gleichen Schritt mit der Entstehung der Begrifte. Das

aufeinanderfolgende Zahlen wurde unterbrochen durch das BewuBt

sein notwendiger Zahlenverkntipfungen, Spriinge in der Erfindung der

Zahlworter sind nahezu sicher.

Und wieder machte der menschliche Erfindungsgeist einen Schritt

Torwarts, einen Schritt, zu welchem er auch nicht die geringste Aii-

regung von auBen erhielt, der ganz aus eigenem Antriebe erfolgend
mindestens ebenso sehr wie die kiinstliche Entfachung des Feuers als

wesentlich menschlich, als keinem anderen Geschopfe moglich aner-

kaiint werden muB: er erfand die Schrift. Bilderschrift, so nimmt

man gegenwartig wohl ziemlich allgemein an, war die erste, welche

dem Spiegel der Rede (wie bei einem Negervolke das Geschriebene

heiBt) ^) den Ursprung gab. Aber mit Bildern allein kam man nicht

aus. Neben wirklichen Gegenstanden muBten Tatigkeiten, Eigen-

schaften, Empfindungen dem kiinftigen Wissen aufbewahrt werden.

Die Notwendigkeit symbolischer oder willkiirlich eingefiihrter Zeichen

fiir diese nicht gegenstiindlichen Begriffe zwang zur Abhilfe. So

miissen Begriffszeichen entstanden sein, gemeinsam mit den friiheren

Bildern eine Wortschrift herstellend. Jetzt erst — aber wer weiB

in wie langer Zeit? — konnte man dahin gelangen in dem Ge-

sprochenen nicht nur den ganzen Klang, sondern die einzelnen Laute,

aus welchen er sich zusammensetzt, zu verstehen, und diese Einzel-

>) Pott II, S 65. =) Pott I, S. IS
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laute dem Auge zu versinnlichen. Die Silheii- und Buchstabenschrift

entstand. Fiir die Zahlen behielt man allgemein das Verfahren bei,

welches in anderer Beziehung sich iiberlebt hatte. Inmitten dor

Silben-, der Buchstabenschrift treten Zahlzeichen, d. h. Wort-

zeichen auf, und wer ein Freund philosophischen Griibelns ist, mag

dariiber sinnen, warum gerade hier eine Ausnahme sich aufdrangte.

Warum hat gerade das mathematische Denken von jeher durch Wort-

zeichen, sei es durch Zahlzeichen, sei es durch andere sogenannte

mathematische Zeichen, Unterstiitzung, Erleichterung und Forderung

gefunden? Wir stellen die Frage, wir wagen nicht sie zu beant-

worten. Aber die Tatsache, an welche wir die Frage kniipften, steht

fest, ebenso wie es feststeht, daB ein Zahlenschreiben iu alteste

Kulturzeiten hinaufreicht, wo dessen Zeichen inmitten geschichtlicher
Inschriften vorkommen.

Die Verschiedenheit der Zahlzeichen ist eine gewaltige. Wir

werden in mannigfachen Kapiteln dieses Bandes von solchen zu reden

haben und wiinschen nicht vorzugreifen. Aber ein Prinzip der Zahlen-

schreibung hat sich fast iiberall Bahn gebrochen, dessen Entdeckung
dem Scharfsinne Hankels ') um so groBere Ehre macht, als es trotz

seiner groBen Einfachheit stets iibersehen worden war. Es ist das

Gesetz der GroBenfolge, wie wir, um eine kiirzere Redeweise zu

besitzen, es kiinftig nennen wollen, und besteht darin, daB bei alien

additiv vereinigten Zahlen das Mehr stets dem Weniger

vorausgeht ^). Natiirlich ist die Richtung der Schrift bei Priifung
dieses Gesetzes wohl zu beachten, und wenn bei der von links nach

rechts gehenden Schrift des Abendlandes der Hauptteil der Zahl links

auftreten muB, so ist die Stellung bei Zahlendarstellungen semitischen

Ursprunges entgegengesetzt, und wieder eine andere, wenn, wie bei

den Chinesen, die Schrift in von oben nach unten gerichteten Reihen

verlauft.

Die mathematischen Begriffe, bei denen wir in unserer fliichtigen
Betrachtung der Anfange menschlicher Kulturentwicklung, Anfange,
welche selbst Jahrtausende in Anspruch genommen haben mogen, zu

verweilen Gelegenheit nahmen, gehoren samtlich dem einen Zweio-e

der GroBenlehre an, welcher fiber das Wieviel? der nebeneinander

auftretenden Dinge das Was? derselben vernachlassigt. Es ist aber

wohl keinem Zweifel unterworfen, daB neben Kenntnis und einfachster

Yerbindung der Zahlen einfache astronomische wie geometrische Be

griffe wach geworden sein miissen.

1) Hankel, S. 32. =') tjber Abweichungen von dieaem Geaetze vergl.
Kapitel 4.
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Wir werden der Geschichte der Astronomic grundsiitzlich fern

bleiben, um nicht den 'schon so fiir uns fast unbezwingbar sich ce-

staltenden Gegenstand unserer Darstellung ohne Not zu vergroBern,
aber zwei Bemerkungen konnen wir hier nicht unterdriicken. Auf-

gang und Untergang der Sonne waren gewiB schon in den Zeiten

nomadischen Wandems die beiden Marksteine, die Zeit und Raum

in Grenzen schlossen. Morgen und Abend, Ost und West waren

Begriffepaare, deren Entstehung wohl nicht fruh genug angenommen

werden konnen. Und als beim Ansassigwerden der Volker die Sonne

zwar immer noch ihre Uhr, aber nicht ihren taglichen Wegweiser
bildete, nach deren Stande sie sich zu richten pfiegten, war das

Orientierungsgefuhl doch noch geblieben, hatte womoglich an Genauig-
keit noch zugenommen. Am Siidende des Pfaffiker-Sees in der Schweiz

sind Pfahlbauten beobachtet worden, welche genau nach den Himmels-

gegenden gerichtet sind '), und jene Bauten reichen jenseits der soge-

nannten Bronzezeit in eine Periode hinauf, welche nach geologischer

Schatznng etwa 4000 Jahre vor Christi Geburt lag. Wir stellen in

keiner Weise in Abrede, daB man bei der Orientierung der Wohn-

hauser an praktische Riicksichten, an Besonnung, Wind und Wetter

dachte, aber man dachte doch, man iibte nicht Zufalliges und Un-

beabsichtigtes. Yon ahnlichen Orientierungen werden wir verschiedent-

lich zu reden haben. Die Richtung nach den Himmelsgegenden
selbst wird uns niemals als Beweis der Ubertragung von Begriffen
von einem Yolke zum andern gelten diirfen. Nur die Ermittlungs-
weise dieser Richtung wird zum genannten Zweck tauglich erscheinen.

Auch geometrische Begriffe, sagten wir, miissen friihzeitig ent

standen sein. Korper und Figuren mit geradliniger, mit krummliniger

Begrenzung miissen dem Auge des Menschen aufgefallen sein, sobald

er anfing nicht bloB zu sehen, sondern um sich zu schauen. Die

Zahl der Ecken, in welchen jene Flachen, jene Linien aneinander-

stoBen, ^vird ihm der Bemerkung wert gewesen sein, wird ihn heraus-

gefordert haben jenen Gebilden Namen zu geben. Vielleicht ist auch

in altesten Zeiten und in gegenseitiger Unabhangigkeit an vielen

Orten zugleich beachtet worden, daB der Arm beim Biegen am Ellen-

bogen, das Bein beim Biegen am Knie, daB die beiden Beine beim

Ausschreiten einen Winkel bilden, und der Name jeder von zwei

einen Winkel bildenden Linien als (j-^sAog bei den Griechen, cms bei

den Roinern, Schenkel bei den Deutschen, leg bei den Engliindern,

jaiidie bei den Franzosen, idliu, d. h. Arm bei den Indern, Jmu, d. h.

') Diese Beobachtung riihrt von Professor Quincke her, der uns freund-

liohut gestattete, von dieser seiner miindlichen Mitteilung Gebrauch zu machen.
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Hiifte bei den Chinesen, der Zusammenhang y&vog Winkel mit yovv

Knie, dieses und iihnliches braucht nicht in alien Fallen Ubertragung

zu sein. Die genannten modernen Namen werden allerdings kaum

anders als durch Ubersetzung aus dem Lateinischen, wenn nicht aus

dem Griechischen entstanden sein, aber die antiken Worter konnen

sehr wohl uraltes Ergebnis mehrfacher Selbstbeobachtung sein, uraltes

Wissen.

Ist nun uraltes Wissen auch uralte Wissenschaft? MuB erne

Geschichte der Mathematik so weit zuruckgreifen, als sie noch hoffen

darf mathematischen Begriffen zu begegnen?
Wir haben unsere Auffassung, unsere Beantwortung dieser Fragen

darzulegen geglaubt, indem wir diese Einleitung vorausschickten.

Kein Erzahler hat das Recht das Brechen, das Zusammentragen der

ersten Bausteine, aus welchen Jahrhunderte dann ein stolzes Gebaude

aiifgerichtet haben, ganz uubeachtet zu lassen; aber die Bausteine

sind noch nicht das Gebaude. Die Wissenschaft beginnt erzahlbar

erst dann zu werden, wenn sie Wissenschaftslehre geworden ist. Erst

von diesem Zeitpunkte an kann man hoffen wirkliche Uberreste von

Regeln und Yorschriften zu finden, welche es erlauben mit einiger
Sicherheit und nicht in allem und jedem dem eigenen Gedankenfluge
vertrauend Bericht zu erstatten. Mogen Schriftsteller friiherer Jahr

hunderte ihre eigentlichen historisch-mathematischen Untersuchungen
mit der Schopfung begonnen haben den Worten der Schrift folgend:
Aber du hast alles geordnet mit MaB, Zahl und Gewicht ^). Uns be

ginnt eine wirkliche Geschichte der Mathematik mit dem ersten

Schriftdenkmal, welches auf Rechnung und Figurenvergleichung Be-

zug hat.

'-) Weisheit Salomos XI, 22.
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1. Kapitel.

Die Babylonier.

Es wird die alteste menschliche Erfahrung sein, welche sich zur-

zeit an das vorderasiatische Zweistromland kniipft, in welchem be

stimmte Konigsnamen bis auf eine Zeit zuruckweisen, die fiinfthalb-

tausend Jahre vor dem Beginne der christlichen Zeitrechnung liegt ^).
Wenn wir auch von der politischen Geschichte der, wie wir gleich
sehen werden, sich dort ablosenden Reiche nicht genauer berichten

durfen, so ist uns die Geschichte ihrer Kulturentwicklung um so

wichtiger, insoweit sie Mathematisches betrifft, und diese wieder notigt
uns weniges von den mindestens zwei Yolksstammen vorauszuschicken,
die dort in engste Yerbindung traten und zu einem Mischvolke sich

vereinigten, dessen Bildung nur Wahrscheinlichkeitsschlusse dafiir ge-

stattet, welchem der Urstamme wir diesen oder jenen Bestandteil des

spater gemeinsamen Wissens gutschreiben soUen.

Neuere Yolkerkunde hat die Gegend der Hochebene Pamir '),
etwa unter dem ^i<. Grade nordlicher Breite und dem 90. Grade ost-

licher Lange gelegen, als das in Wirklichkeit freilich nichts weniger
als paradiesische Paradies der orientalischen Sagen erkannt. Vier

Gewasser flieBen von ihr nach den vier Himnielsrichtungen ab, der

Indus, der Helmund, der Oxus, der Yaxartes. Yon dort zunachst,
mutmaBlich noch weiter von Nordosten, von den Abhangen des

erzreichen Altaigebirges, drangen Skythenvolker turanischen Stammes,
ihrem Hauptbestandteile nach Sumerier^), herab, eine bereits ziem

lich entwickelte mathematische Bildung mit sich bringend, wie wir

nachher sehen wollen. Sie setzten sich fest auf dem Hochlande von

Iran, besonders in dem nordlichsten Teile, der spater Medien genannt

') G. Ma spero, Geschichte der morgenlandiachen Volker im Alterthum

nach der 2. Auflage des Originals und unter Mitwirkung des Verfasaers iiber-

setzt von Dr. Rich. Pietsohmanu. Leipzig 1877. C. Bezold, Niniveh und

Babylon. Bielefeld und Leipzig 1903. '') Maspero-Pietschmann S. 128.

^) Diesen Namen erkannt zu haben gehort zu den zahlreichen Verdiensten von

J. (Jppert. Uber die Wanderung der Sumerier vergl, Maspero-Pietsch

mann S. 131.
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wurde. Die Sumerier drangen dann weiter sudlich bis nach Chaldaa

vor. Und ein zweites Yolk kam ebendahin 0- Es war, wie man

fruher annahm, aus dem Lande Kusch aufgebrochen, welches man

gleichfalls im Osten aber weiter siidlich, etwa in Baktrien, suchte.

Von seiner Heimat fuhrte es den Namen der Kuschiten und hatte,

wie man glaubte, den eigenen Namen bei seiner Wanderung auf das

Gehirge des Hindukusch ubertragen, welches das Hochland von Iran,

wo wir die Turanier Niederlassungen grundend fanden, von den Ebenen

der Bucharei trennt. Heute ist man beziiglich der Wanderrichtung

der Kuschiten der entgegengesetzten Meinung. Man nimmt an, sie

seien von Westen gekommen und hatten ihre Heimat in Afrika, ge

nauer gesprochen in Agypten, gehabt. Die Sumerier sprachen eine

jener sogenannten agglutinativen Sprachen, in welchen alle moglichen

Beziehungen vermittels neuer Bestandteile bezeichnet werden, die

sich mit den Wurzeln nie verschmelzen, also nie das hervorbringen,

was man Beugung zu nennen pflegt. Die Sprache der Kuschiten

dagegen war dem Hebraischen und Arabischen sehr nahe verwandt,

sie war eine semitische Sprache, und die meisten nehmen auch ge-

radezu an, Semiten und Kuschiten seien nur zwei zu verschiedenen

Zeitraumen zur Gesittung gelangte Teile ein und derselben Rasse.

Die erste Begegnung von Sumeriern und Kuschiten auf chaldai-

schem Boden gehort in die vorgeschichtliche Zeit, ein Wort, dessen

Geltungsgebiet gegen fruher weit zuriickverlegt ist, seitdem die Ent-

zifferungskunde alter Denkmaler gestattet hat, selbst als mythisch

geltende Zustande und Ereignisse naher zu beleuchten. Aber so weit

man auch die Ziele der Geschichtswissenschaften stecken mag, sie

reichen nicht weiter als schriftliche Aufzeichnung, und solche sind

uns in Chaldaa nur aus der Zeit der erfolgten Vereinigung jener
Volkselemente erhalten, geben uber die Vereinigung selbst keinen

AufschluB. Dagegen wissen wir aus einheimischen und fremden

schriftlichen Denkmalern mancherlei uber die Schicksale des Misch-

volkes. Sein staatlicher Verband blieb keineswegs unverandert, Haupt-
stadte und Furstengeschlechter weohselten. Auf Ninive folgte Ba

bylon, auf dieses wieder Ninive als Herrschersitz. Das altassyrische,
das babylonische, das zweite assyrische Reich losten einander in o-e-

schichtlicher Bedeutung ab, in bald siegreichen, bald ungunstio- ver-

laufenden Kampfen untereinander und mit den Nachbarvolkern den

Hebraem, den Phonikern, den Agyptern, bis endlich das Perserreich

alles verschlang.
Wir haben einheimische Schriftdenkmaler erwahnt. Deren Schrift

'-) Maspero-Pietschmann S. 141 flgg. Bezold S. 22—23,
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war, wie man annimmt, urspriinglich eine Bilderschrift, welche aber

vermoge der gewiihlten Unterlage eine eigentumliche Umbildung er-

fuhr. Man ritzte die Schriftzuge mittels eines Griffels in eine gleich-
viel wie zur nachtraglichen Erhartung gebrachte Tonmasse ein, und

dadurch entstanden in Winkeln aneinander stoBende Eindrucke, welche
man bei der Wiederauffindung nicht ungliicklich als keilformig be

zeichnet hat; es entstand die Keilschrift. Die meisten Fach-

gelehrten glauben, die Keilschrift sei bereits den Sumeriern eigen
tiimlich gewesen, doch mag sie entstanden sein, wo sie woUe, dariiber
ist kein Zweifel, daB sie in Chaldaa einer semitischen Sprache dienst-

bar wurde, die somit wundersam genug von links nach rechts, statt

wie in alien anderen Fallen von rechts nach links zu lesen ist, eine

Erscheinung, auf welche wir gleich jetzt bei Erorterung der Zahl

zeichen der Keilschrift hinweisen miissen ^). Das Prinzip der GroBen

folge wird namlich ihr entsprechend, wo es zur Geltung kommt, ver-

anlassen, daB wir die Zahlzeichen, welche den hoheren Wert be

sitzen, stets links von denen zu suchen haben, welche mit niedrigerem

Werte behaftet durch Addition mit jenen verbunden sind.

Unter den vielfaltigen Vereinigungen, welche aus keilformigen
Eindriicken sich bilden lassen, sind es vornehmlich drei, welche beim

Anschreiben ganzer Zahlen benutzt wurden, der Vertikalkeil |, der

Horizontalkeil »-, der aus zwei mit dem breiten Ende verschmolzenen,
die Spitzen nach rechts oben und unten neigenden Keilen zusammen

gesetzte Winkelhaken ^ Der Vertikalkeil stellt die Einheit, der

Winkelhaken die Zehnzahl dar, und diese Elemente addierten sich

durch Nebeneinanderstellung. Teils aus Griinden der Raumersparung,
teils aus solchen der besseren Ubersehbarkeit wurden oft mehrere

Keile oder Winkelhaken ubereinander in zwei bis drei Reihen ab-

gebildet, stets hochstens drei Zeichen in einer Reihe. Blieb bei dieser

Art der Zerlegung ein einzelnes Element iibrig, so wurde dasselbe

meistens in breiterer Form unter den iibrigen beigefiigt. Vielleicht

kam auch die Beifiigung eines solchen einzelnen Zeichens rechts von

den iibrigen vor, wie es durch das Gesetz der GroBenfolge gestattet

war, wahrend ein additives Einzelelement links neben anderen in

Reihen verbiindenen gleichartigen Elementen jenem Gesetze wider-

1) Wir haben diesen Gegenstand ausfiihrlich und mit Verweisung auf

Quellenechriften schon friiter behandelt: Math. Beitr, Kulturl. S. 28 flgg. Unsere

geo-enwiirtige teilweise wortlich iibereinstimmende Darstellung diirfte dem

heutigen etwas veriinderten Standpunkte des Wissens iiber diese Dinge ent-

sprechen. Mit den assyrischen Zahlwortern beschaftigt sich George Bertin,

The Assyrian Numerals, abgedruckt in den Transactions of the Society of

Biblical Archaeology Vol. VII, pag, 370—389,
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gprochen haben wurde. Mit diesen Bemerkungen erledigt sich die

schriftliche Wiedergabe samtlicher ganzer Zahlen unter 100, aber

von dieser Zahl an, deren Zeichen ein Vertikalkeil mit rechts folgen-

dem Horizontalkeile J>- ist, tritt eine wesentliche Veriinderung ein.

Zwar die Richtung der Zeichen im groBen und ganzen, also der

Hunderter, Zehner, Einer, bleibt wie vorher von links nach rechts

abnehmend, aber neben der Juxtaposition der Zahlteile verschiedener

Ordnung erscheint plotzlich ein vervielfachendes Verfahren, mdem

links vor das Zeichen von 100 die kleinere Zahl gesetzt wird, welche

andeutet, wie viele Hundert gemeint sind. Die Yermutung wird da

durch sehr nahe gelegt, es sei infolge dieses multiplikativen Ge-

dankens, daB 1000 durch Vereinigung des Winkelhakens , des Ver-

tikal- und Horizontalkeils <y^ als 10 mal 100 dargestellt werde.

Aber dieses 1000 wird dann selbst wieder als neue Einheit benutzt,

welche kleinere multiplizierende Koeffizienten links vor sich nimmt.

Gemafi der Deutung unserer Assyriologen kam sogar „eiQ mal tausend"

vor, d. h. multiplikatives Vorsetzen eines einzelnen Vertikalkeils

links von dem Zeichen fur 1000, und jedenfalls erscheint 10 mal

1000 als die gesicherte Bedeutung von ^<y>^, welches man nicht

etwa 20 mal 100, d. i. 2000 lesen darf. Yielfache von 10000 werden

als Tausender bezeichnet, mithin 30000 als 30mal 1000, 100000 als

100 mal 1000, indem 30, beziehungsweise 100 links von 1000 ge

schrieben sind. Eine hochst bedeutsame Tatsache tritt dabei zutage,

diejenige namlich, daB die Babylonier das BewuBtsein der Einheiten

verschiedener dekadischer Ordnungen in viel hoherem MaBe hatten,

als ihre Bezeichnungsweise der Zehntausender vermuten laBt. Wer be

sondere Zeichen fur 10000, fur 100000 zur Verfugung hat, wird

natiirlich 127000 in 100000 -|- 2 • 10000 -f 7 • 1000 zerlegen, von

den Babyloniern dagegen, denen solche besondere Zeichen fehlten,
ware mit hoherer Wahrscheinlichkeit ein Anschreiben in der Form

127 • 1000 zu erwarten. Nichtsdestoweniger bedienten sie sich jener
fur sie viel umstandlicheren, aber mathematisch durchsichtigeren
Schreibweise. Wenigstens ist 36000 in der Form 30 ■ 1000 + 6 ■ 1000

wahrscheinlich gemacht und 120000 in der Form 100 • 1000 -f 20 • 1000

sichergesteUt. Bis zur Million scheint die Zahlenscbreibung der

Keilschrift sich nicht erstreckt zu haben; zum mindesten sind keine

Beispiele davon bekannt ').
Yon Briichen ist eine Bezeichnung der verschiedenen Sechstel,

'■) Menant, Expose des elements de hi grammaire assyrienne. Paris 1868

pag. 81: Les inscriptions ne noits ont pas donne, jusqu'ici du moins, de no-nibre

superieur aux centaiiies de mille; le signe qui repre'sente un million nous est

encore inconnu.
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~6 ' Y ' Y ' Y > Y 119'C'igewiesen worden, deren Entstehung nicht

•ersichtlich ist ^). Von den wichtigen Sexagesimalbriichen miissen wir

nachher in anderem Zusammenhange reden.

Wir haben soeben gesagt, die Million sei bisher noch nicht auf-

gefunden worden. Mussen wir bei diesem Ausspruche das Wort „bis-
her" besonders betonen oder diirfen wir in der Tat eine solche Be-

schrankung des Zahlbegriffes annehmen? Fiir die groBe Menge
der Bevolkerung scheint uns die letztere Annahme nicht bloB keine

Schwierigkeit zu haben, sondern allgemein verbreitete Notwendigkeit
zu sein. Bis auf den heutigen Tag, wo doch mit den Wortern

Million und sogar Milliarde nicht gerade haushalterisch umgegangen

wird, ist der Begriff, wie viele Einheiten zu einer Million gehoren,

keineswegs vielen Menschen gelaufig. Mancherlei Verdeutlichungen
mussen diesen Begriff erst klarstellen. So hat z. B. am 13. Juni

1864 die Direktion des Londoner Kristallpalastes den lOjahrigen Be-

stand jenes Gebaudes feierlich begangen. Damals wurde bekannt ge

macht, daB in jenem ersten Jahrzehnt der Palast von 15266882

Menschen besucht worden war, und um eine Yeranschaulichung der

Massenhaftigkeit der Zahl zu gewahren, lieB man auf weiBes Baum-

wollzeug eine Million schwarzer Punkte drucken. Jeder Punkt war

3 1
— Zoll breit und nur

— Zoll von dem nachsten Punkte entfernt und
lb b

doch bedeckten jene Punkte einen Flachenraum von 225 FuB Lange
auf 3 FuB Breite, den PuB zu 12 Zoll gerechnet. DaB in den jeden
falls weit gering-fiigigeren Verkehrsverhaltnissen einer um Jahrtausende

zuruckliegenden Zeit die Hohe der Zahlen noch viel friiher zu einer

Vergleichungslosigkeit verschwimmen muBte, welche wir eine dunkle

Ahnung des mathematischen UnendlichgroBen nennen wiirden,
wenn wir nicht befiirchteten dadurch die Meinung zu erwecken, als

soUe dadurch diesem UnendlichgroBen selbst ein solches Uralter ver-

schafi't werden, ist nur selbstverstandlich.

Yielfache Stellen biblischer Schriften, die nach dem Exile unter

der Einwirkung babylonischer Kultur entstanden zu sein scheinen,

geben der Yermutung Raum, daB nur die beiden groBen Zahlen

1000 und 1-0000, sowie deren Vervielfaltigung zur Schatznng aller-

groBter Vielheiten benutzt wurden. Saul hat Tausend geschlagen,
David aber Zehntausend °), heiBt es in bewuBter Steigerung. Tausend

mal tausend dieneteu ihm, und Zehntausend mal zehntausend standen

vor ihm*), heiBt es an anderer Stelle, und noch auffaUender bei dem

') Oppert, Etalon des mesures assyrieunes. Paris 1875, p. 35. ") I. Samuel

18, 7. '') Daniel 7, 10.
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Psalmisten: Der Wagen Gottes ist Zehntausend mal tausend'). Auch

steht nicht im Widerspruche, wenn der sterbende Konig David seine

Schatze aufziihlend erkliirt: Siehe ich habe in meiner Armut ver-

schafft zum Hause des Herrn hunderttausend Zentner Goldes und

tausend mal tauseud Zentner Silbers 2), denn die Unmoglichkeit diese

konkreten Zahlen buchstablich zu nehmen, zwingt zur Auffassung,

nur das unfaBbar GroBe seines Reichtums sei gemeint. SoUte eine

noch groBere Zahl bezeichnet werden, so muBten Vergleichungs-

worter dienen. Ich will Deinen Samen machen wie den Staub auf

Erden; kann ein Mensch den Staub auf Erden zahlen, der wird auch

Deinen Samen zahlen *i. Oder: Wer kann zahlen den Staub Jakobs?*)
Und unter Anwendung eines anderen Bildes: Siehe gen Himmel und

zahle die Sterne, kannst Du sie zahlen? Also soil Dein Same

werden^). Ja es wird unter Anwendung desselben Gedankens die

VoHfuhrung der unmoglichen Aufgabe nur dem Hochsten vorbehalten:

Er zahlet die Sterne und iiennet sie aUe mit Namen *).
Auch anderswo finden wir, wenn wir Umfrage halten, auBer-

gewohnliche Vielheiten durch die dritte und vierte Einheit des deka-

dischen Zahlensystems angedeutet. In China wiinscht das Yolk, wenn

es einen GroBen des Reiches leben laBt, ihm 1000 Jahre, wahrend

der dem Kaiser allein zukommende Heilruf sich auf 10000 Jahre

erstreckt'). Das altslavische Wort tma bedeutete sowohl 10000 als

dunkel, wahrend es im Russischen nur die letztere Bedeutung noch

beibehalten hat*).
Jedenfalls gehoren Zahlzeichen, mag ihre Anwendung sich er-

strecken so weit oder so wenig weit als sie will, zu Zeichen, welche
niemals ganz entbehrt werden konnten, welche sicherlich dem Yolke

bekannt gewesen sein miissen, das die betreffende Schrift, hier die

Keilschrift, iiberhaupt erfand. War dieses, wie man annimmt, das;

Yolk der Sumerier, so muBte demnach ihm diejenige Bezeichnuno-

der Zahlen, von der wir gesprochen haben, und die, wie wir noch-

mals hervorheben, einen durchaus dezimalen Charakter tragt, bekannt,

gewesen sein. Um so auffaUender ist es, daB in sumerischen Schrift-

denkmalern, die von eigentlichen Mathematikern und Astronomen
herzuriihren scheinen, mit der dezimalen Schreibweise eine andere

wechselt, beruhend auf dem Sexagesimalsysteme.
Es wurde von einem englischen Assyriologen Hincks entdeckt ^)

1) Psalm 68, 18. ^) I. Chronik 23, 14, ») I, Mose 13, 16 *) IV Mose
23, 10, -) I. Mose 15, 5, >>) Psalm 147, 4. ') De Paravey, Essai sur Vorigvne
unique et Ineroglyphique drs vhiffres et des lettres de tons les peuples. Paris 1826
pag. 111. «) Miindliche Mitteilung von H, Schapira. ") E, Hincks in den
Transactions of the B. Irish Acadrmy. Polite Litte-raturc XXII 6, pag, 406 flo-g
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In dem von ihm entzifferten Denkmale handelt es sich darum anzu-

geben, wieviele Mondteile an jedem der 15 Monatstage, die vom be-

ginnenden Mondscheine bis zum VoUmonde veiiaufen, beleuchtet seien.
Es seien, heiBt es, an diesen 15 Tagen der Reihe nach sichtbar:

5 10 20 4U 1.2G

1.36 1.52 2. 8 2.24 2.40

2.56 3.12 3.28 3.44 4

Hincks erlauterte die rtitselhaften Zahlen mit Hilfe der Annahme,
die Mondscheibe sei als aus 240 Teilen bestehend gedacht worden,
es bedeuten die weiter nach links geriickten Zeichen fiir 1, 2, 3, 4

je 60 der Einheiten, denen die rechts davon stehenden Zahlen ange

horen, und die Beleuchtungszunahine folge nach Angabe der Tabelle

an den funf ersten Tagen einer geometrischen, an den folgenden

Tagen einer arithmetischen Reihe.

DaB diese Erklarung Licht iiber die betreffende Tabelle ver-

breitet, ist unzweifelhaft. Unzweifelhaft ist es auch, daB sie dem

Gesetze der GroBenfolge Rechnung triigt, denn eine 60 bedeutende

1 kann links von 20, von 36, von 52 auftreten, wahrend eine Eins

gleichen Ranges mit jenen Zahlen zu ihrer Linken nicht geschrieben
werden durfte. Gleichwohl bedurfte es zur vollen Bestiitigung der

Auffindung neuer Denkmaler, und solche sind die Tafeln von

Senkereh. Ein Geologe W. K. Loftus fand 1854 bei Senkereh

am Euphrat, dem alten Larsam, zwei kleine auf beiden Seiten mit

Keilschriftzeichen bedeckte leider nicht ganz vollstandige Tiifelchen M-

Solche Tafelchen sind, allerdings nicht entfernt vergleichbaren In-

haltes, vielfach gesammelt worden. Die eine konkave Seite ist immer

als Yorderseite, die andere konvexe als Riickseite zu betrachten.

Lauft der Text auf beiden Seiten fort, so muB zum Weiterlesen ein

Umwenden fiber Kopf stattfinden. Die Tafelchen, aus Ton gebildet,
wie fast uberflussigerweise bemerkt sein soil, sind in der Mitte am

starksten und verdiinnen sich alsdann gleichmaBig gegen die Ecken.

Diese Eigenschaft, vereinigt mit dem Umstande, daB der Rand bei

der Zerbrechbarkeit des Stoffes nicht unter einen gewissen Grad von

Dunne abnehmen durfte, gestattet bei Bruchstucken von einiger Be-

trachtlichkeit, wie z. B. die erste der beiden Tafelchen von Senkereh

uns darstellt, Schlusse auf die GroBe des abgebrochenen und ver-

') Eine photographische Abbildung des einen Tiifelchens ist der Abhand-

luno- von R. Lepsius, Die babyloniaoh-assyrischen LiingenmaBe nach der Tafel

von Senkereh (Abhandlungen der Berliner Akademie fiir 1877) beigegeben. In

eben dieser Abhandlung flnden sich genaue Zitate der verschiedenen Gelehrten,

welche bei der Entzifferung beteiligt waren. Ebendort S. 111— 112 Bemerkungen

von Fr. I>elitzsch iiber Gestalt und Anordnung solcher Tafelchen.
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mutlich nicht wieder aufzufindenden Teiles zu ziehen, welche zur

Erganzung des Inhaltes von erheblichem Nutzen sein konnen. Das

«ine Tafelchen, und zwar das zweite nach der Bezeichnung, welche

den Tafelchen bei der Veroffentlichung beigelegt wurde, enthielt auf

Vorder- und Ruckseite zusammen 60 Zeilen, die ein fortlaufendes

Ganzes bilden. Jede einzelne Zeile enthiilt links und rechts Zahlen,

zwischen denselben suinerische Worter, unter welchen eines ildi zu

lesen ist. Rawlinson erkannte zuerst, daB hier die Tabelle der

ersten 60 Quadratzahlen vorliegt, und daB ibdi Quadrat bedeutet.

Die Anordnung ist eine solche, daB es zu Anfang heiBt:

1 ist das Quadrat von 1

4 ist das Quadrat von 2

9 ist das Quadrat von 3

16 ist das Quadrat von 4

25 ist das Quadrat von 5

36 ist das Quadrat von 6

49 ist das Quadrat von 7.

Diese sieben Zeilen waren vermoge der schon fruher erworbenen

Kenntnis der Zahlzeichen der Keilschrift verhaltnismaBig leicht zu

lesen und aus ihnen der Inhalt der Tabelle zu entnehmen. Nun war

selbstverstandlich als folgende Zeile zu erwarten:

64 ist das Quadrat von 8.

Aber so fand es sich nicht, sondern statt dessen

1-4 ist das Quadrat von 8

und dann setzten sich die weiteren Zeilen fort

1 21 ist das Quadrat von 9

1 40 ist das Quadrat von 10

58 • 1 ist das Quadrat von 59

1 ist das Quadrat von 1.

Diese ganze Fortsetzung konnte nur verstanden werden, wenn man

den vereinzelt links auftretenden Zahlen eine sexagesimale Wert-

steigerung beilegte, mithin 1-4 als 60 -|- 4, 1 21 als 60 + 21

68 1 als 58 X 60 -f 1 las und die letzte ZeUe als 1 x 60^ ist das

Quadrat von 1 X 60. So war die Yermutung von Hincks be-

statigt. Zur vollen GewiBheit wurde sie bei Entzifferuno- des ersten

Tafelchens von Senkereh erhoben. Dessen Yorderseite ist fur die

Geschichte der Metrologie von unschatzbarer Wichtio-keit indem sie
eine freilich luckenhafte Vergleichung zweier MaBsysteme enthalt
deren eines jedenfalls vollstandig nach dem Sexagesimalsysteme ein-

geteilt ist. Die Ruckseite gibt uns in ihrem erhaltenen Teile die
Kubikzahlen der aufeinanderfolgenden Zahlen von 1 bis 32 und
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es ist mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit anzunehmen,
daB auf dem seitlich fehlenden Stucke der Tafel auch die Kuben der

Zahlen 33 bis 60 gestanden haben werden. Die Anordnung ist durch

aus der der Quadratzahlentabelle nachgebildet. Auch hier treten regel-

maBig wiederkehrende Worter in jeder Zede auf, deren eines badie

gelesen und Kubus ubersetzt worden ist. Auch hier stehen am linken

Anfang jeder Zeile hohere Werte als nach rechts zu, und zwar in

den drei ersten Zeilen 1, 8, 27 links neben 1, 2, 3 rechts, von vorn-

herein die Yermutung erweckend, daB man es mit einer Kubik-

zahlentabelle zu tun habe. Auch hier ist die Schreibweise eine sexa

gesimale, indem gleich die vierte Zeile 64 oder den Kubus von 4 durch

1 • 4 darstellt. Yon der 16. Zede an geht diese Tabelle noch fiber

die Sechziger hinaus. Ist doch 163= 4096 = 1x602+8x60 4-16,
und so steht zu erwarten, daB in dieser Zeile 1 • 8 • 16 als Kubus

von 16 angegeben sein werde, eine Erwartung, die sich vollstandig
erfuUt. Die weiteren Zeilen liefern die Kubikzahlen der folgenden
Zahlen bis dahin, wo es heiBt: 7 • 30 ist der Kubus von 30, womit

genieint ist: 7 x 60" + 30 X 60 = 30^ Dann stehen noch in zwei

aufeinanderfolgenden Zeilen rechts erhalten 31 und 32, wahrend

deren links zu suchende Kuben und alles weitere fehlt. Ganz rihn-

liche Tafeln wurden in Kujundschik aufgefunden '-). Die Schreiber

der Tafeln von Senkereh und Kujundschik waren demnach im Besitz

der an sich bedeutsamen Kenntnis von Quadrat- und Kubikzahlen,
waren zugleich im Besitz eines folgerichtig ausgebildeten Sexagesimal-

systems mit wahrem Stellungswerte der einzelnen Rangordnungen,
da die Punkte, welche wir zur groBeren Deutlichkeit zwischen Einem

und Sechzigern anbrachten, in der Urschrift nicht vorhanden sind.

Welcher Stufe des Sexagesimalsystems die geschriebeuen Zahlen aii-

gehorten, wurde in den uns bekannt gewordenen Beispielen dem

Sinne entnommen. Dem Sinne nach verstand man offenbar, daB

1 ist das Quadrat von 1

gelesen werden wollte: 1x60^ ist das Quadrat von 1x60; dem

Sinne 'nach, daB

7 ■ 30 ist der Kubus von 30

heiBen sollte: 7 X 60^ + 30 X 60 ist der Kubus von 30 Einheiten.

Wir mussen hier einen Augenblick verweilen. Die Worter ibdi

und badie bedeuten, sagten wir mit Rawlinson, Quadrat und Kubus.

Damit ist die Beziehung gemeint, welche zwischen den rechts und

links von diesen Wortern stehenden Zahlen obwaltet. An und fur

eich konnte also

81 ibdi 9

1) Bezold S. 96.
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ebenso wie

81 ist das Quadrat von 9

auch bedeuten

81 die Quadratwurzel davon ist 9,

und vielleicht ware diese Ubersetzung vorzuziehen. Die wortliche

Bedeutung des Stammes di, welcher sowohl dem ibdi als dem ladie

zugrunde liegt, ist unbekannt. Man weiB bis jetzt nur, daB dt auf

anderen Tafeln in Yerbindung mit der bei Tieropfern wichtigen Unter-

suchung der Leber des geschlachteten Tieres vorkommt, dort also

einer mathematischen Bedeutung entbehrt ^). Dort kann nur von dem

die Rede sein, was in dem Tiere steckt, und erwagen wir, daB die

Quadratwurzel in der Zahl steckt, so ware damit ein Vergleichungs-

punkt der beiden Arten des Yorkommens gefunden.
Eine fernere Frage ist die nach dem Zwecke, welchen die bereits

in zwei Exemplaren bekannten Zahlentafeln erfullen sollten. Man hat

sie Hilfstafeln bei der Vermessung von Feldern und Grundstucken

genannt. Das mag ja zutreffen, aber in welchem Sinne? Quadrat

zahlen und Kubikzahlen eine unmittelbare Brauchbarkeit bei Ver-

messungen zuzuweisen, faUt schwer. Felder in Gestalt von Quadraten

gab es nur in den seltensten Fallen. Nicht der menschliche Wille

allein gibt den Grundstucken ihre Umgrenzung, die Bodenbeschaffen-

heit tut dazu das meiste. Wir konnen diese an sich schon eioleuch-

tende Behauptung noch naher belegen. Pater Scheil hat einen

Felderplan veroffentlicht, welcher aus der Zeit des Konigs Ine Sin

aus der zweiten Dynastie von Ur etwa 2400 v. Chr. stammt. Kein

einziges von den dort gezeichneten Feldern ist quadratisch, und wenn

auch fiber die genaue Erklarung der auf dem Plane vorkommenden

Zahlenangaben eine ziemlich weitgehende Meiaungsverschiedenheit ob

waltet^), soviet ist doch gesichert, daB die Felder bald dreieckig,
bald unregelmaBig viereckig aussehen, daB man deren Flacheninhalt

durch Yervielfachung von untereinander verschiedenen Zahlen zu er-

mitteln suchte.

Solche Vervielfachungen wurden ebenfalls um 2400 v. Chi-.' durch

damals vorhandene Tabellen unterstiitzt. Professor H. Y Hilprecht^)
hat bei den unter seiner Leitung vorgenommenen Ausgrabuno-en in

^) Miindliche Mitteilung von Herrn Bezold. -) Aug. Eisenlohr Ein

altbabyloniacher Felderplan nach Mitteilungen von F. V. Scheil. Leipzio- 1896
Jul. Oppert, L'administratioH des domaines, les comptes exacts et les ^ttx au

cinquieme miUcnium acant Vere chretienne. Paris 1899. Comrjtes Rendus rf's
seances de l'Academie des inscriptions et des belles-lettres. ") Die Ausorabuno-en
der Universitat von Pennsylvania im Beltempel zu Nippur. Ein Voitrag von°H
V. Hilprecht. Leipzig 1903. Vergl, besonders S, 59—60.
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Nippur auBer dem Stufentempel des Bel (dem, babylonischen Turni)

auch das damit verbundene Schulgebaude und die Bibliothek der

Priesterschule bloBgelegt, welche letztere viele Tausende von Tafeln

enthielt. In Beziehung auf diese heiBt es: „Besondere Aufmerksam-

keit wandte man dem Gebiete der Arithmetik, Mathematik und Astro

nomic zu. Zunachst wurde der Schuler im Gebrauche des Sexagesi

malsystems eingedrillt. Da heiBt es 60 -|- 7 X 10 = 2 X 60 -|- 10,
60 -f 8 X 10 = 2 X 60 + 20 u.sw. In geradezu phanomenaler Weise

wurde das Einmaleins geubt. Wir haben eine ganze Menge dieser

nach Serien eingeteilten Multiplikationstafeln, darunter mehrere Dupli-
kate. Eine Tafel enthalt das Einmalsechs (bis 60), eine zweite das

Einmalneun. Ich habe derartige Tafeln bis 1 mal 1350 in den Hiinden

gehabt." Wenn solche umfassende Rechenknechte, wie wir unter

Benutzung eines unserer Gegenwart angehorenden Wortes uns aus-

driicken wollen, vorhanden waren, dann muB eine nur Quadratzahlen,

nur Kubikzahlen enthaltende gleichfalls in Duplikaten vorhandene

Tafel ganz besonderer Zwecke wegen hergestellt worden sein, und

als einen solchen Zweck glauben wir die Erkennung einer Zahl als

Quadratzahl, als Kubikzahl uns denken zu durfen.

Man hatte beispielsweise durch Yervielfachung 9 X 361 = 3249

gewonnen und fand nun in der Tafel von Senkereh, das Quadrat von

57 sei gleichfalls 3249. Damit wiire die vorhin von uns vorgeschlagene

Ubersetzung
3249 die Quadratwurzel davon ist 57

in zweckentsprechender Ubereinstimmung.
Jene gewUnschte Yerwandlung einer anders beschaffenen Figur

in ein Quadrat, denn das ist doch am letzten Ende das hier voraus-

gesetzte Verfahren, konnte moglicherweise darin begriindet sein, daB

irgend eiue Besteuerung von Feldern nicht nach MaBstab ihrer Flache,

sondem nach MaBstab der Seite des fiachengleichen Quadrates vor-

genommen worden ware, eine Yermutung, welche wir allerdings vor-

laufig nicht zu stutzen imstande sind.

Hatten die Zahlentafeln von Senkereh den hier als denkbar ge-

schdderten arithmetischen Zweck, dann konnten sie auch zu einer

Interpolation dienen. Man sah, daB 3249 der Y'urzelzahl 57, daB

3364 der Wurzelzahl 58 entspracb, also muBte z. B. der Feldinhalt

3300 einer Wurzelzahl entsprechen, welche zwischen 57 und 58

lao- Im Yerlaufe von Jahrhunderten konnte sich dieses Wissen
D

zu immer genauerer Abschatzung irrationaler Quadratwurzeln ent

wickeln.

Die andere Tafel von Senkereh stand aber, wir sind wohl oder

ubel zu dieser unausweichlichen Folgerung gezwungen, in ahn-
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licher Beziehung zu der Lehre von den Kubikwurzeln wie die erste

zu der von den Qnadratwurzeln.

Wir kommen noch zu einer dritten Frage. Wir sagten oben,

man habe

7 ■ 30 badie 30

so gedeutet, daB 7 X 60^ -f 30 X 60' als Kubus von 30 erscheine,

daB man dem Sinne nach verstand, daB so und nicht etwa

7 X 60' + 30 = 30^ zu lesen war. Genugte der Sinn auch zum Ver-

standnis, wenn Einheiten irgend einer Stufe zwischen den anzuschrei-

benden fehlten? Wurde z. B. 7248 = 2 X 60^ -f 48 nur 2 • 48 ge

schrieben und uberlieB man es dem Leser aus dem Sinne zu ent

nehmen, daB in der Tat 7248 und nicht 168 = 2 x 60 -f 48 gemeint

war? Die Tafeln beantworten uns diese Frage nicht, wurden sie

auch nicht beantworten, wenn die ganze erste Tafel unzerbrochen

auf uns gekommen ware, da unter samtlichen Kubikzahlen bis zu

593 = 57 X 60^ -|- 2 X 60 -f 59 keine einzige vorkommt, welche sich

nur aus Einheiten der ersten und der dritten Stufe zusammensetzte.

Und doch leuchtet die hohe geschichtliche Wichtigkeit dieser Frage,
ob man das Fehlen von Einheiten einer mittleren Stufe besonders

andeutete, sofort ein, wenn man ihr die nur der Form nach ver-

schiedene Fassung gibt, oh, als die Tafeln von Senkereh entstanden,
die Babylonier eine Null besaBen? Eine Null, das ist ja ein

Symbol fehlender Einheiten! Ohne ein solches besaBen die Baby
lonier eine immerhin interessante, aber vereinzelte systemlose Be

nutzung des Stellenwertes. Mit einem solchen war von ihnen schon

eine ausgebildete Stellungsarithmetik erfunden. Von dem einen zu

dem andern fuhrt ein dem Anscheine nach kleiner, in Wahrheit un-

ermeBlicher Schritt. Schon der Wunsch auf diese eine Frage eine

Antwort zu erhalten, laBt die Veranstaltung weiterer Ausgrabungen
in Senkereh zu einem wissenschaftlichen Bedurfnisse heranwachsen.

Dort war allem Anscheine nach eine groBere Bibliothek. Dort ver

muten Assyriologen wie A. H. Sayce eine erhebliche Menge von

Tontafeln mathematischen Inhaltes '^). Dort wurde die Geschichte der

Mathematik moglicherweise wertvolle Ausbeute gewinnen. Fast mit

Sicherheit laBt sich mindestens das Eine erwarten, daB Auso-rabuno-en
zu Senkereh Datierungen liefern wUrden, welche es moglich machten

den Zeitpunkt, dem die Anfertigung jener Tafelchen entspricht an-

niihernd zu bestimmen. Gegenwartig ist nur aus den Wortern fur

Quadrat und fur Kubus der SchluB zu ziehen, daB diese Werte daB
auch das Sexagesimalsystem den Sumeriern bekannt o-ewesen sein

^) Briefliche Mitteilung dea genannten Gelehrten.
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muB '■). Es ist dann weiter vielleicht die Folgerung erlaubt, daB jene
Tafelchen vor der Regierung des Konigs Sargon I. entstanden, wed
damals das Sumerische bereits auBer tJbung geraten war. Sargon
selbst ist „Saryukin, der machtige Konig von Agana" nach inschrift-

lich erhaltenem Titel ^). Auf ihn folgte sein Sohn Naramsin, auf

diesen die Konigin Ellatbau und diese wurde durch Chammuragas,
Konig der Kassi im Lande Elam, entthront, von welchem die Kassiter-

dynastie gestiftet wurde. Hier gewinnt die P'orschung soweit festeren

Boden, als es unter den Assyriologen sicher scheint, daB die Kassiter-

dynastie bis etwa zu dem Jahre 1700 v. Chr. zuruckgeht. Sayce
folgert auf diese Wahrscheinlichkeitsrechnung gestutzt, daB die Tafel

chen von Senkereh etwa zwischea 2300 und 1600 v. Chr. entstanden

sein durften ^).
Fur eine wesentlich spatere Zeit konnen wir die Frage, ob die

Babylonier eine Null in dem angegebenen Sinne, d. h. ein Mittel

zur Kenntlichmachung einer Lucke in einer sexagesimal geschriebeuen
Zahl besaBen, allerdings bejahen. In astronomischen Schriften,
welche den drei letzten vorchristlichen Jahrhunderten entstammen,
und in welchen fast Zeile fur Zeile sexagesimal mit Stellungswert
versehene Zahlenangaben vorkommen, findet man haufig Beispiele wie

10
' ii ii.
60 60'' 60*

Mitunter wird die Tatsache, daB der Bruch, welcher 60^ im Nenner

hatte, fehlt, dadurch angedeutet, daB, wie wir es in unserer Nachbildung

nachahmten, die Bruche ;— und -r^ etwas weiter voneinander entfernt
'

60 60-'

abgebildet sind, als es der Fall ware, wenn keine Lucke in den Sexa-

gesimalbruchen anzudeuten gewesen ware. Mitunter ist aber ein die

Lucke ausfullendes aus zwei kleinen Winkelhaken bestehendes

Zeichen ^ vorhanden ^) , ein Zeichen, welches auch in nicht mathe

matischen Texten vorkommt und dort mancherlei Zwecken dient,
z. B. andeutet, ein Wort, welches auf einer Zeile nicht vollstandig

angeschrieben werden kann, setze sich auf der nachfolgenden Zeile fort.

Die soeben erwahnten Beispiele bestatigen, daB, wie Of)pert schon

fruher gezeigt hat, das Sexagesimalsystem auch nach abwarts fuhrte,

daB es Sexagesimalbruche erzeugte, deren Nenner durch die nach

rechts vorrfickende Stellung der allein geschriebeuen Zahler erkenn-

1) Delitzsch, Soss, Ner und Sar. Zeitschr. Agypt. 1878. ^) Maspero-

Pietachmann S. 194, ») Briefliche Mitteilung, ') Fr, Xav. Kugler, Die

Babylonische Mondrechnung. Keilinschiiftliche Beilagen Tafel IV und ofter

(Freiburg i. Br. 1900).
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bar sind. Dahin gehoren die Unterabteilungen des sexagesimalen

MaBsystems auf der Yorderseite des ersten Tafelchens von Senkereh,

von welchem oben im Yorbeigehen die Rede war.

Solchen Tatsachen gegenuber gehorte ein gewisser Mut dazu,

die auf keinerlei urkundlicher Grundlage beruhende Meinung aus-

zusprechen^), die Sumerier hatten urspriinglich ein Siebenersystem

besessen und nachtraglich das Sechzigersystem hinzuerfunden, weil

60 vielfach teilbar, 7 dagegen teilerlos war. Weit anmutender ist die

Annahme^), es habe von den beiden groBen Yolksbestandteilen, welche

in dem Zweistromlande ihre schon weit entwickelte Geistesbildung

vermischten, der eine ursprunglich ein Zehnersystem, der andere ein

Sechsersystem besessen, und bei dem Zusammenwachsen beider Stamme

habe sich das Sechzigersystem bilden konnen, welches enge Bezie

hungen zu beiden Grundzahlen, zu 10 und zu 6, an den Tag lege. Manches

bleibt allerdings auch bei dieser Annahme recht ratselhaft, z. B. welchem

Yolke man die Erfindung des Sechsersystems zuschreiben und wie

man diese Erfindung sich denken soil. Die von dem Urheher der

Yermischungstheorie (60 = 10 X 6) vorgeschlagene Erklarung, man

habe an den Fingern gezahlt und nach Ersehopfung der Finger einer

Hand diese Hand zum Zeichen eines Ruhepunktes im Zahlen ge

schlossen, fiihrt unseres Ermessens zum Ffinfersysteme (S. 8) und

nicht zum Sechsersysteme.
Weitere Bestatigung durch die Uberlieferung ist zwar nicht

erforderlich, wo bestimmte Inschriften so deutlich reden. Gleichwohl

lohnt es bei ihr Umfrage zu halten, was sie bezuglich babylonischen
Rechnens fiberhaupt, was sie fiber das babylonische Sexagesimalsystem
insbesondere uns zu sagen weiB.

Strabo laBt in Phonikien die Rechenkunst entstehen^); Josephus
hat deren Erfindusg den Chaldaern zugewiesen*), von welchen sie

durch Abraham den Weg nach Agypten gefunden habe, und Cedrenus,
ein byzantinischer Geschichtsschreiber der Mitte des XI. S., nennt sogar
Phonix, den Sohn des Agenor, der selbst Sohn des Neptun war als

Verfasser des ersten Buches fiber Philosophie der Zahlen (nsQl ri^v
c:gi,d-[i7]ri,K'rjv (piloeofpiav) in phonikischer Sprache^). Theon von

Smyrna im II. S. n. Chr. lebend sagt: bei Untersuchung der Planeten-

bewegung hatten sich die Agypter konstruktiver Methoden bedient

') H. von Jacobs, Daa Volk der Siebener-Zahler. BerUn 1896

*) G. Kewitsch, Zweifel an der astronomischen und geometrischen Grundlage
des 60-Syatems. Zeitschrift fiir Assyriologie XVIII, 73—95. StraBburg 1904

') Strabon XVI, 24 und XVII, 3 (ed. Meineke pag. 1056 und 1099)

*) Josephus, Antiquit. I cap. 8 § 2. ») Cedrenus, Compendium Historiaram
(ed. Xylander). Paris' 1647, pag. 19.
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hatten gezeichnet, wahrend die Chaldaer zu rechnen vorzogen, und

von diesen beiden Volkern hatten die griechischen Astronomen die

Anfange ihrer Kenntnisse geschopft'). Porphyrius, selbst in Syrien
geboren und am Ende des III. S. schreibend, erzahlt: von alters her

hatten die Agypter mit Geometrie sich beschaftigt, die Phonikier

mit Zahlen und Rechnungen, die Chaldaer mit den Lehrsatzen, die

sich auf den Himmel beziehen-).

Diese Uberlieferungen bezeugen, daB man von einem hohen Alter

der Rechenkunst in Yorderasien die Erinnerung bewahrt hatte. Ein

Widerspruch gegen eine andere Sage, die neben der Geometrie auch

die Rechenkunst in Agypten entstehen lieB, kann uns in der Bedeutung,
die wir solchen Uberlieferungen beilegen, nicht irre machen. War

doch in der Tat auch dort eine Rechenkunst vielleicht gleich hohen

Alters zu Hause, und steht doch der Sage, Abraham habe Rechen

kunst und Astronomie aus Chaldaa nach Agypten gebracht, die andere

gegenuber, Belos, der Ahne eines lydischen Konigsgeschlechtes, sei

Fuhrer agyptischer Einwanderer gewesen^). Beide Bildungen, die des

Nillandes, die des Euphratlandes, waren uralt; beide standen in ur

alter Beruhrung; beide beeinfluBten das spatere Griechentum sei es

unmittelbar, sei es mittelbar, und das Erfinderrecht, welches griechische

Schriftsteller, je weiter wir aufwarts gehen, um so ausschlieBlicher

den Agyptern zuweisen, hangt wohl damit zusammen, daB Griechen

in groBerer Zahl weit fruher nach den Hauptstadten von Agypten,
als nach denen von Yorderasien gelangten. Diese letztere Gegend
kann kaum vor dem Alexanderzuge als genfigend bekannt betrachtet

werden.

Spuren des babylonischen Sexagesimalsystems in den Uberliefe

rungen aufzufinden, wird uns gleichfalls gelingen, wenn wir nur richtig
suchen. Wir werden namlich hier nicht auf AuBeriingen ganz

bestimmter Natur fahnden durfen, die Babylonier oder die Phonikier

oder dieses oder jenes dritte Nachbarvolk seien Erfinder eines Zahlen

systems gewesen, welches nach der Grundzahl 60 fortschritt ; wir

werden uns begnugen mussen, der Zahl 60 und ihren Vielfachen als

Zahlen unbestimmter Vielheit zu begegnen. Von Sammelwortern

zur Bezeichnung unbestimmter Vielheiten war in der Einleitung (S. 5),
von gewissen Zahlen als Vertretern einer unubersehbar groBen Viel

heit in diesem Kapitel (S. 23—24) schon die Rede. Allein neben

den Ausdrucken unbestimmter Zusammenfassung, neben den Zahlen

') Theo Smyrnaeus (ed. Ed. Hiller). Leipzig IS7S, pag. 177. ^) Por

phyrius, De vita Fythagorica s. 6 (ed. Kiessling, pag. 12). ') Diodor I,

28, 29.

Cantor, Geschichte der Blatheimatik I. 3. Aufl. 3
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auBergewohnlicher Vielheit bilden kleinere ganz
bestimmte Zahlen in

dem Sinne einer nicht genau abgeziihlten oder abzuziihlenden Menge

ein ganz regelmaBiges Yorkommen').
Die Zahlen 5, 10, 20 als in den menschlichen GliedmaBen be-

grundet vertreten oftmals solche unbestimmte Vielheiten. Die Zahl 3

ist unbestimmte Vielheit in rQied^hog sowie in ter felix (dreifach

unglucklich, dreifach glucklich). Eben dahin gehort es, wenn der

Chinese „die vier Meere" statt alle Meere sagt, wenn wir von „unseren

sieben Sachen" statt von alien unseren Sachen reden, indem dort die

vier Weltgegenden den Vergleichnngspunkt zeigten, hier die weit

und breit besonders geachtete Zahl 7 mutmaBlich den 7 Tagen der

Schopfungswoche, die selbst mit den 7 Wandelstemen der alten

Babylonier zusammenhangen durften, ihre Heiligkeit und ihre hiiufige

Anwendung verdankt. An diesen wenigen Beispielen erkennen wir

bereits, daB nicht jede beliebige Zahl als unbestimmte Vielheit gewahlt

wird, sondern, daB Grunde, die freilich nicht immer am Tage liegeu,

den AnlaB gaben, bald dieser bald jener Zahl die genannte RoUe

zuzuweisen. So bildet 40 die unbestimmte Vielheit samtlicher Volker

ural-altaischer Abkunft^) bis auf den heutigen Tag. So waren es

40 Amazonen, von denen die skythische Sage berichtet. So ist im

Marchen Ali Baba mit 40 Raubern zusammengetroffen. So brachten

die Hebriier 40 Jahre in der Wuste, Mose 40 Tage nnd 40 Nachte

auf dem Berge Sinai zu. So dauerte der Regen, der die Sintflut ein-

leitete, 40 Tage und 40 Nachte, und so sind noch viele andere

biblische Stellen des alten wie des neuen Bundes, letztere wohl meistens

bewuBte Nachahmungen der ersteren, durch die Annahme zu erklaren,
die in ihnen vorkommende Zahl 40 sei eine unbestimmte Vielheit.

Wie aber 40 zu dieser Rolle kam, nnd zwar in altester Zeit kam,
. denn es sind gerade die altesten Bibelstellen, welche ein unbestimmtes

40 benutzen, das ist heute nicht bekannt.

Ahnlicherweise kommt nun 60 mit seinen Vielfachen und einicren

in ihm enthaltenen kleineren Zahlen als unbestimmte Vielheit vor,

aber immer und ausschlieBlich in solchen Verhaltnissen, wo eine

Beeinflussung von Babylon aus nachweisbar oder wenigstens mooiich

ist. Wir haben vor wenigen Zeilen von altesten Bibelstellen o-e-

sprochen. Theologische Kritik hat namlich aus Eigentumlichkeiten

'■) ijber solche unbestimmte Vielheiten vergl. Math. Beitr. Kultuil. 146 148

und 861—362, wo auf verschiedene Quellen hingewiesen ist. Zu diesen kommt

noch: Pott I, 119; dann Himly, Einige ratselhafte Zahlworter (Zeitschr d

morgenl. Gesefisch. XVIII, 292 und 381); Kaempf, Die runden Zahlen im

Hohenliede (ebenda XXIX, 629—632) und der Artikel: Zahlen von Kueucker
in Schenkela Bibellexikon. ^) Briefliche Mitteilung von Herrn Berth. Laufer
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der Sprache, der Glaubenssfitze, der Yorschriften usw. ein verschie-

denes Alter der in den 5 Buchern Mose vereinigten Erziihlungen
nachznweisen gewuBt. Sie hat beispielsweise festgestellt, daB der

Sintflutsbericht der Bibel ein doppelter ist. Der alteren Erzahlung

gehort der vorerwahnte 40tagige Regen an. In dem jungeren Berichte,
der erst nach 535, d. h. nach der Ruckkehr aus der babylonischen

Gefangenschaft niedergeschrieben sein soil, sind die MaBe der Arche

angegeben, 300 Ellen sei die Lange, 50 Ellen die Weite und 30

Ellen die Hohe^). Die Lange und Weite der Arche in Berichten der

Keilschrift scheinen auf 600 und auf 60 zu lauten ^). Das goldene Gotter-

bild, welches Konig Nebukadnezar errichten lieB, war 60 Ellen hoch

und 6 Ellen breit ^). Um das Bett Salomos her stehen 60 Starke aus

den Starken in Israel, und 60 ist die Zahl der Koniginnen*). Ander-

weitige Parallelstellen gewahrt die auBerbiblische hebraische und

chaldaische Literatur, von welchen wir nur der Reimzeile: „In des

einen Hause 60 Hochzeitballe, in des andern Kreise 60 Sterbefalle"^)

gedenken. Auch die griechische Literatur laBt uns keineswegs im

Stiche. Den ionischen Truppen wird von dem Perserkonige der Befehl

erteilt, an der Brticke fiber den Ister 60 Tage zu warten; Xerxes

liiBt dem Hellesponte 300 Rutenstreiche geben; Kyrus laBt den FluB

Gyndes, in welchem eines seiner heiligen Rosse ertrunken war, zur

Strafe in 360 Rinsel abgraben. So nach Herodot^). Entsprechend
berichtet Strabo: Man sagt, es gebe ein persisches Lied, in welchem

die 360 Nutzanwendungen der Palme besungen wurden'). Stobaus

laBt durch Oinopides und Pythagoras ein groBes Jahr von 60 Jahren

einrichten ^), und wir werden spater sehen, daB diese Philosophen als

Schuler morgenlandischer Weisheit betrachtet wurden. Vielleicht ist

damit die freilich von unserem Berichterstatter, Pausanias, anders

begriindete Sitte in Zusammenhang zu bringen, daB das Fest der

gi-oBen Dadala mit den Plataern auch von den ubrigen Bootern alle

60 Jahre gefeiert wurde: denn so lange war nach der Sage das Fest

zur Zeit der Yertreibung der Plataer eingestellt^).

') I. Mose 6, 5. -) Le pofeme Chaldeen du deluge traduit de Passyrien par

Jules Oppert (Paris 1885) pag. 8: Le navire que tu batiras, mesurera un ner

d'empans en longueur, un soss d'empans sera le compte de sa hauteur et de sa

largeur. Es ist nicht ohne Interesse, daB diese Angaben mit denen der Bibel

zusammentreffen, sobald man annimmt, die babylonische Einheit sei die Halfte

der bibfischen Bfie gewesen. ") Daniel 3, 1. *) Hohes Lied 3, 7 und 6, 8.

°) Dieses Beispiel und mehrere andere namentfich bei Kaempf in dem oben-

erwiihnten Aufsatze Zeitschr. d. morgenl. Gesellsch. XXIX. <=) Herodot IV, 98;

vn 35; I, 189 und 202. ') Strabo XVII, 1, 14. ^) Stobaeus, Eclog. Phys. I,

9 2. ") Pausanias, IX, 3.
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Endlich gehort sicherlich eine SteUe des Hesychios hierher, Saros

sei eine Zahl bei den Babyloniern i). Mit dieser Stelle haben wir den

Ruckweg zu den Schriftdenkmalern der Babylonier gewonnen,
aus

welchen unser Gewahrsmann unmittelbar oder mittelbar geschopft
haben

muB. Die Sprache der Babylonier enthielt namlich nicht bloB das

Wort Sar mit einer Zahlenbedeutung, welche aUseitig als 3600 ver

standen wird, sondern auch noch Ner mit der Bedeutung 600 und

Soss mit der Bedeutung 60.

Wir sagen ausdrucklich Soss, Ner, Sar haben diese Zahlenbedeu

tung, weil wir vermeiden wollen sie Zahlworter zu nennen. Sie

gehoren eben zu den Wortformen, deren es in anderen Sprachen auch

gibt, welche mit Zahlenwert versehene Nennworter sind, wie unser

Dutzend = eine Anzahl von 12, Mandel = eine Anzahl von 15,

Schock = eine Anzahl von 60, aber beim eigentlichen Zahlen, ins

besondere beim Bilden groBerer Zahlen, nicht anderen Zahlwortern

gleich benutzt werden. Ganz in derselben Weise wie das wohl nur

zufiillig lautrerwandte Schock bezeichnet Soss eine Anzahl von 60

irgendwelcher als Einheit gewahlter Gegenstande. Das Ner ist so

viel wie 10 Soss, der Sar so viel wie 60 Soss, aber immer unter

Voraussetzung konkreter Einheiten. So stellt uns der Soss, der Sar

die nachsthoheren Stufen des aufsteigenden Sexagesimalsystems vor,

welche auf die Einheiten folgen, und die Frage bleibt eine offene,

ob es noch Namen fiber diese hinausgab, ob es etwa ein Wort gab
fur 60 Sar, d. h. fur eine Anzahl von 216 000. Was fiber die den

Babyloniern in ihrer AUgemeinheit wohl anhaftende Beschrankung des

ZahlenbegrijBfes S. 23 gesagt wurde, genugt keineswegs diese Frage
beiseite zu schieben, denn wir stellen sie nicht mit Bezug auf

burgerUche, sondern auf wissenschaftliche Rechenkunst. Der Soss

freilich, und wohl auch der Ner, sind zum gemeinsamen Yolkseigen-
tume geworden. Ersterer in mathematischen Schriften, wie z. B. in

den Tafeln von Senkereh, durch einen Einheitsked bezeichnet, wel

chem die Stellung den Rang erteilte, scheint auch sonstigen Inschriften

in der Weise sich eingefugt zu haben, daB der Vertikalkeil links von

Winkelhaken stehend, zu welchen er dem Gesetze der GroBenfolge
halber nicht einfach addiert werden konnte, und welche er als Einheit

vervielfachen zu sollen keine Veranlassung besaB, die Bedeutuno- von

'■) Auf diese Stelle hat J. Br andis in seinem vortrefiflichen Werke: Das

Miinz-, MaB- und Gewichtswesen in Vorderasien bis auf Alexander d. GroBen
Berlin 1866, aufmerksam gemacht. Fiir den Mathematiker von besonderem
Interesse sind S. 9, 15, 595. Parallelstellen zu Hesychios bei Suidas und Syn-
keUoa vergl. in dem Aufaatze von Pr. Delitzsch, Soss, Xer, Sar. Zeitschr

Igypt. 1878, S. 56—70.
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Soss, d. i. also von 60 gewann, wie in mathematischen Schriften und

so sich addierte^). Freilich ist auch diese Behauptung, wie so manche

andere, die sich auf Entzifferung von Keilschrift bezieht, noch

bestritten, und der einzelne links von Winkelhaken befindliche

Vertikalked wurde von Oppert und Lenormant als 50 gelesen, eine

Auffassung, an welcher aber Oppert jedenfalls nicht mehr hartnackig
festgehalten hat.

Wir haben oben (S. 32) uns der Ansicht angeschlossen, das

Sexagesimalsystem. sei aus der Yermischung eines Sechsersystems
mit einem Zehnersystem entstanden, welche beide dem Sechziger-
systeme sich ein- und unterordnen konnten. Damit faUt die Annahme,
der wir selbst fruher huldigten, die Grundzahl 60 sei durch Sechs-

teilung der 360 Grade des Kreises entstanden, und diese hatten den

360 Tagen eines alten Sonnenjahres entsprochen. Man hat den sehr

richtigen Einwand erhoben^), man habe doch das Zahlen und An

schreiben der kleineren Zahlen gekannt und benutzt, bevor man zu

360 gelangte, man bilde kein Zahlensystem durch Yerkleinerung,
sondern allenfalls durch VergroBerung einer vorhandenen Grundzahl,
man konne also nicht den Gedankengang eingeschlagen haben, daB

man zuerst 360 und dann 60 als rechnerischen Ruhepunkt benutzte.

Man hat den ferneren Einwand erhoben, die Mangelhaftigkeit einer

Sonnenbahn von nur 360 Tagen musse sehr fruhzeitig erkannt worden

sein und musse die Notwendigkeit von mindestens 5 Zusatztagen er

zeugt haben; das Jahr von 360 Tagen sei nur ein Rechnungsjahr

gewesen, und zwar deshalb gewesen, weil man 6X 10 = 60 als Grund

zahl besaB, wodurch ebensowohl 6^ X 10 = 360 als 6 x 10^ = 600

in den Yordergrund arithmetischen Denkens treten muBten.

Damit fallen auch die anderen Yersuche, welche gemacht worden

sind") das Sexagesimalsystem astronomisch herzuleiten. Aber nicht

als hinfallig konnen wir betrachten, was wir ein Eindringen des

Sexagesimalsystems in die Astronomie und Geometrie der Babylonier
nennen mochten.

Das Sexagesimalsystem der Babylonier hangt, glauben wir, mit

astronomisch-geometrischen Dingen zusammen. So ungern wir von

unserer Absicht der Geschichte der Astronomie in diesem Werke fern

zu bleiben abweichen, hier mussen wir eine kleine Ausnahme inso

weit eintreten lassen, als wir von dem Altertum babylonischer Stern-

') Lepsius, Babylonisch-assyriache LangenmaBe (Abhandl. Berlin. Akademie

1877) S. 142—143. ^) Kewitsch in der Zeitschrift fiir Assyriologie Bd. XVHI.

StraBburg 1904. ') F. Ginzel, C. Lehmann, H. Zimmern haben solche

Versuche angestellt.
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kun'de wenigstens einiges berichten i). Mag man die Hunderttausende

von Jahren, durch welche hindurch Plinius anderen Berichterstattero

folgend babylonische Beobachtungen angestellt sein laBt, belacheln;

mag man zunachst auch den 31000 Jahren vor Alexander dem GroBen

mit ungliiubigster Abwehr gegenuberstehen, aus welchen nach Por

phyrius eine Beobachtungsreihe durch Kallisthenes an Aristoteles

gelangte; folgende Dinge stehen fest: Klaudius Ptolemaus, derVerfasser

des Almagest, wuBte von einer babylonischen Liste von Mondfinster-

nissen seit 747. Die Sonnenfinsternis vom 15. Juni 763 ist in den

assyrischen Reichsarchiven angegeben. Fur Konig Sargon, der etwa

3700 V. Chr. gelebt haben mag, ist eiu astrologisches Werk verfaBt,

welches der englische Assyriologe Sayce entzifi'ert und fibersetzt hat.

Fur eine sehr bedeutende Anzahl von Jahrestagen ist in diesem

Werke, welches wir am deutlichsten als Yorbedeutungskalender be-

zeichnen, erortert, welche Folge eine gerade an diesem Tage eintretende

Yei-finsterung haben werde. Man fiberlege nun, -nelches statistische

Material an Verfinsterungen und ihnen folgenden Ereignissen notig

war, um ein solches Wahrscheinlichkeitsgesetz, welches man selbst

verstandlich fur unfehlbare Wahrheit hielt, herzusteUen; selbst wenn

manche Ereignisse nicht der Erfahrung sondem der Einbildungskraft
des Verfassers des Kalenders entstammten, so wird man so viel

zuzugeben geneigt sein, daB wahrscheinlich mehrere tausend Jahre

vor Alexander eine babylonische Astronomie bestand, daB es unter

alien Umstanden zur Zeit von Konig Sargon eine beobachtende Stern-

kunde der Babylonier gab, die damals das Kalenderjahr langst besaBen.

Babylonisch und zwar aus ahnlich alter Zeit durfte auch die 7tagige
Woche sein, welche, wie wir schon gelegentlich bemerkt haben, in

7 7 O O 7

der hiblischen Schopfungswoche sich widerspiegelt, wahrend sie der

Anzahl der bekannten Wandelsterne ihren eigentlichen Ursprung ver

dankt. Auf die babylonische Heimat weisen die 7 Stufen verschiedenen

Materials hin, welche den Tempel des Nebukadnezar bildeten, dessen
Trumnier in Birs Nimrud begraben wurden, und der, wie manche

glauben, der Sprachenturm der Bibel war. Ebendahin weisen uns die

7 Walle von Ekbatana^), und die Macht der Planetengotter fiber das

menschliche Geschlecht und dessen Schicksale bildete einen Teil der

babylonischen Yorbedeutungswissenschaft'). Babylonisch ist dann

weiter die Eintedung des Tages in Stunden. Hier freilich ist eine o-anz

M Eine sehr iibersichtliche Zusammenstellung aller Quellen bei A. H. Sayce
The astrono-my and astrology of the Babylonians with translations of the tablets

relating to these subjects in den Transactions of the society of biblicalArchaeoloqy
VoL HI, Part. 1. London 1874. Vergl. auch das Programm von A. H abler

Astrologie im Alterthum, 1879. =') H ero do t I, 98. ^) D io d or H, 30.
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bestimmte Kenntnis des Sachverhaltes nicht vorhanden, denn wenn

Herodot uns ausdrficklich sagt, die Babylonier hatten den Tag in

zwolf Teile geteilt^), so sprechen andere GrUnde ffir eine Teilung
des Tages in 60 Stunden, und man hat versucht sich damit zu hel-

feii, daB man die 12 bfirgerlichen Stunden, welche den Tag ohne die

Nacht ausfuUten, von einer wissenschaftlichen Eintedung zu astro-

nomischen Zwecken unterschied^). Die Yermutung, man habe in

Babylon den Tag in 60 Stunden geteilt, beruht vornehmlich auf zwei

Griinden. Erstlich wendet Ptolemaus bei der auf Hipparch und auf

die Chaldaer Bezug nehmenden Berechnung der Mondunilaufe die

Sechzigteilung des Tages an'), und zweitens tedten die Yedakalender

der alten Inder gleichfalls den Tag in 30 Dtuhnrta, deren jeder aus

2 nddikd bestand, so daB 60 Teile gebildet wurden*). Indische

Astronomie weist aber vielfach mit zwingender Notwendigkeit auf

babylonische Beeinflussung zurfick. Die Dauer des lilngsten Tages
z. B. wurde in dem Yedakalender auf 18 muhiirta, d. h. also aaf

18

5, Tageslangen oder 14'' 24"" angegeben. Ptolemaus in seiner Geographie

bezeichnet sie zu 14^' 25™ fiir Babylon. In chinesischen QueUen er

scheint dieselbe Dauer in Gestalt von 60 Khe, deren jeder 14™ 24"*

betragt^). Die Dauer des langsten Tages ist aber selbstverstandlich

als von der Polhohe abhangig nicht aller Orten gleich; ferner waren

jn so weit zuruckliegenden Zeiten die Beobachtungen wie die daran

,sich knfipfenden Rechnungen nicht so feiner Natur, daB fast identische

Ergebnisse an verschiedenen Orten zu erwarten waren. Die Wahr-

scheinlichkeit ist daher nicht zu unterschatzen, daB die Zahlenangabe
ffir den langsten Tag sich von einem der drei Punkte nach den

beiden anderen verbreitet haben werde und zwar so, daB Babylon als

Verbreitungsmittelpunkt zu gelten hatte*). In Indien haben fibrigens

Zeitmesser, welche auf der Eintedung des Tages in 60 Teile beruhen,

bis auf die heutige Zeit sich erhalten, und der deutsche Reisende

Herm. Schlagintweit war in der Lage der Mfinchner Akademie

eine solche Uhr vorzuzeigen. Sie besteht aus einem Abschnitte einer

Hohlkugel aus dunnem Kupferblech, welcher unten fein wie mit einem

1) Herodot H, 109. "j Lepsius, Chronologie der Agypter S. 129, Note 1.

') Ptolemaus, Almagestum IV, 2. *) Lassen, Indische Altertumakunde pag. 823.

A. Weber, Uber den Veda-Kalender genannt Jyotischam (Abhandl. Berlin. Akad.

1862), S. 105. '■') Biot, Precis de I'astrononiie Chinoise. Paris 1861, pag. 29.

«) A. Weber in den .Monatsber. Berlin. Akad. 1862, S. 222 und in der vorzitier-

ten Abhandlung S. 14—15 und 29—30. Vergl. auch desselben Verfassers ; Vedische

Nachrichten von den Naxatra II. Teil (Abhandl. Berlin. Akad. 1862), S. 362.

Ento-egengesetzter Meinung sind Whitney und G. Thibaut. Vergl. des letz

teren: Contributions to the explanation of the Jyotisha-Veddnga, pag. 13.
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Nadelstich durchlochert ist. Setzt man diese Vorrichtung aufWasser,

so ffiUt sich die Kugelschale allmahlich an und sinkt nach bestimmter

Zeit, etwa nach anderthalb muhurta, unter horbarem Zusammenklappen

des Wassers fiber ihr, unter i).
Aus dieser ganzen Erorterung geht soviel hervor, daB die

Astronomen Bahylons die Zahl 60 mehrfach benutzten, und daB, wenn

ihnen eine Eintedung des Kreises in 360 Grade gelaufig war, diese

Eintedung von Laien so gedeutet werden konnte, daB jeder Grad den

Weg zu versinnlichen bestimmt war, welchen die Sonne bei ihrem

vermeintlichen Umlaufe um die Erde jeden Tag zurucklegte ^). Wollte

man nun von dieser Kreisteilung, von diesen Graden, wieder groBere

Mengen zusammenfassen, so lag es nahe, den Halbmesser auf dem

Kreisumfang herumzutragen. Man erkannte, wie wir ffirs erste uns

zu glauben bitten, die Begrundung uns bis zum Schlusse des Kapitels

versparend, wo wir uns mit baylonischer Geometrie beschaftigen

nifissen, daB ein sechsmaliges Herumtragen des Halbmessers als Sehne

den Kreis vollstandig bespannte und zum Ausgangspunkte zurfick-

fuhrend dem regelmaBigen Sechsecke den Ursprung gab. Dami aber

enthielt jeder dieser groBeren von einem Halbmesser bespannten

Bogen genau 60 Teile und faBte man sie besonders ins Auge, so war

damit wieder die Sechzigteilung, war zugleich die Sechstedung ge

wonnen. Letztere klingt in den Wortern siba groBes sechs = 7 und

sa-m-na = 6 + 2 = 8 wieder') und konnte auch in den so haufig
wiederkehrenden Sechsteln (S. 23) sich erhalten haben. Der Ursprung
der Sechzigtedung kann dabei sehr leicht in Vergessenheit geraten
sein, so daB man beispielsweise in jener Mondbeleuchtungstheorie (S.25)
den vierten Teil der Mondscheibe in 60 Teile zerlegte, wahrend man

den Graden entsprechend 90 solcher Tede im Quadranten ange
nommen hatte, wenn nicht, wie wir sagten, der Ursprung der Sech

zigteilung bereits vergessen gewesen ware.

Wir haben (S. 37) angedeutet, das Ner von 600 = 6 X 10^ habe

leicht in das Sexagesimalsystem der Babylonier Eingang finden konnen.
Wie mag man sich seiner bedient haben ? Wollen wir unsere Yer

mutung fiber diesen Gegenstand erortern, so mussen wir fiber das

Rechnen der Babylonier einiges vorausschicken. DaB sie rechneten

viel und gut rechneten, wissen wir bereits. DaB die Ero-ebnisse ihres

') Sitzungsbericht der math. phys. Klasse d. hair. Akad. d. Wissenschaft.
in Miinchen fiir 1871, S. 128 flgg, =) Diese Hypothese iiber den Ursprung der

Kreiseiuteilung in 360 Grade ist zuerst von Formal eoni, Saggio suUa nautica
antica dei Veneziani (Venedig 1788) ausgesprochen worden, wie S. Giinther
Handbuch der mathematischen Geographie (Stuttgart 1890), S. 173 Xote 1
berichtet. ') Bertin 1. c. p. 383.
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wissenschaftlichen Rechnens im Sexagesimalsysteme niedergeschrieben
wurden, wissen wir gleichfalls. Aber wie gelangte man zu diesen

Ergebnissen? Nach dem, was wir in der Einleitung (S. 6) auseinan-

dergesetzt haben, werden unsere Leser sich nicht erstaunen, wenn wir

fur die vorderasiatischen Volker der alten Zeiten ein Fingerrechnen
und ein instrumentales Rechnen in Anspruch nehmen, allerdings mehr

auf allgemeine Notwendigkeit als auf besondere Zeugnisse uns stfitzend.

Ffir das Fingerrechnen .steht eine vereinzelte Notiz zu Gebote, der
Perser Orontes behaupte, der kleine Finger bedeute sowohl eine

Myriade als Eins^j, sowie die Erwahnung diesesVerfahrens bei Schrift-

stellern, welche mit der Geschichte jUdischer Wissenschaft sich be

schaftigt haben ^). Noch schlimmer voUends steht es mit der auBereu

Begrundung des babylonischen Rechenbrettes, ffir welches nur

der einzige Umstand geltend gemacht werden kami, daB bei den

Stammen Mittelasiens bis nach China hintiber ein Rechenbrett mit

Schnuren zu alien Zeiten in Ubung gewesen zu sein scheint, wahrend

gerade in jener Gegend eine Veriinderung der Sitten und Gebrauche

wenigstens in geschichtlich genauer bekannter Zeit so gut wie nicht

vorgekommen ist, wahrend andererseits fur babylonisch-chinesische

Beziehungen altester Vergangenheit neben dem, was vorher von der

Dauer des langsten Tages gesagt wurde, noch eine andere bedeutungs-
voUe Ahnlichkeit uns nachher beschaftigen. wird. Gibt man uns auf

diese ziemlich unsichei-e Begrundung, deren einzige Untersttitzung wir

im 4. Kapitel in einem griechischen Vasengemalde erlangen werden,

zu, daB die Babylonier eines Rechenbrettes sich bedient haben mussen,

weil diese Annahme schlieBlich immer noch naturgemaBer ist, als

wenn man voraussetzen wollte, es seien alle Rechnungen von ihnen

ohne dergleichen Hilfsmittel vollzogen worden, so schlieBen wir

folgendermaBen weiter^). Das Rechenbrett, auf dessen Schilderung
wir im 2. Kapitel zuruckkommen werden, muB naturgemaB dem

herrschenden Zahlensystem sich anschlieBen, und wo es zwei Zahlen

systeme gibt, ein Dezimal- und ein Sexagesimalsystem, da infissen

auch zweierlei Bretter existiert haben, oder aber es muB die Moglich
keit geboten worden sein auf demselben Brette bald so, bald so zu

rechnen. Die Veranderung bestand im letzteren Fade z. B. darin,

daB man bald mehrerer bald weniger Rechenmarken sich bediente.

So forderte das Rechenbrett des Dezimalsystems fur jede Rangord-

nung hochstens 9 Marken, wahrend dasjenige des Sexagesimalsystems

') Pott II, 36 nach Suidas. -) Friedlein in der Zeitschr. Mathem. Phys.

IX 329. ') Vergl. unsere Rezension von Opperts Etalon des mesures assyriennes

in der Zeitschr. Math. Phys. XX, Histor. literar, Abtlg. 161.
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die Notwendigkeit in sich schloB bis zu 59 Einheiten jeder Rang-

ordnung anlegen zu konnen. Ebensoviele Marken auf dem Raume,

welcher ffir je eine Rangordnung bestimmt war, unmittelbar
zur An-

schauung zu bringen ist geradezu nnmoglich. Alle Ubersichtlichkeit

und mit ihr die Brauchbarkeit des Rechenbrettes ging verloren, wenn

nicht auf ihm in diesem Falle innerhalb des Sexagesimalsystems das

Dezimalsystem zu Hilfe gezogen wurde. Das aber hatte so wenig

Schwierigkeit, daB ahnliche Yorrichtungen, wie wir sie jetzt beschrei-

ben wollen, nur in etwas veranderter Anwendung uns wiederholt

begegnen werden. Wir denken uns in jeder Stufenabteilung des

Rechenbrettes zwei Unterabteilungen, eine obere und eine untere.

Jene etwa sei ffir die Einer, diese fur die Zehner der betreffenden

Ordnung bestimmt. Jene bedarf zur Bezeichnung aller vorkommen

den Zahlen 9, diese 5 Marken. Um nun die obere Abteilung der

ersten Stufe von der unteren in der Sprache zu unterscheiden, hatte

man die althergebrachten Namen Einer und Zehner. In der folgen
den Stufe stand fiir die Marken der oberen Abteilung der Name Soss,

fur die der unteren der Name Ner zur Yerffigung, beziehungsweise
diese Namen wurden zum Zwecke der Benennung der Abteilungen
erfunden. In der dritten Stufe ist uns nur Sar als Name der oberen

Abteilung bekannt. Ffir die untere Abteilung, deren Einheit 10 Sar

oder 36 000 betrug, mfiBte, wenn unsere Annahmen richtig sind,

gleichfalls ein Wort erfunden worden sein. Fredich ist ein solches

noch nicht bekannt geworden, aber auch Rechnungen sind noch nicht

bekannt geworden, in welchen innerhalb des Rahmens des Sexagesi
malsystems Zahlen fiber 36 000 sich ergaben und schriftlich aufge-
zeichnet werden muBten; solche Rechnungen dUrfteii fiberhaupt zu

den Seltenheiten gehort haben. Eine Zeitdauer von 36 000 Jahren

scheint Berosus allerdings den Babyloniern als besonders hervorge-
hobenen Zeitraum zuzuschreiben^).

Wir haben die Besprechung einer bedeutungsvoUen Ahnlichkeit

zugesagt, welche auf babylonisch-chinesische Beziehungen deute.

Eigentlich ist es eine Ahnlichkeit zwischen Zahlentraumereien der

Griechen und der Chinesen. Bei Plutarch wird den Pythao-oraern
nacherzahlt, die sogenannte Tetraktys oder 36 sei, wie ausgeplaudert
worden ist, ihr hochster Schwur gewesen; man habe dieselbe auch

das Weltall genannt als Vereinigung der vier ersten Geraden und

Ungeraden '2), d. h. 36 = 2 + 4 + 6 + 8 + 1 + 3 -f- 5 + 7. Diese

heilige Vierzahl laBt Plutarch an einer zweiten Stelle durch Platon

'■) Br an dis. Das Miinz-, MaB- und Gewiohtssystem iu Vorderi

-) Plutarch, De Iside et Osiride. 75.
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zu 40 erganzt werden ^). GewiB ist dieses eine unfruchtbare und

darum nicht naturgemaB sich wiederholende Spielerei. Um so auf

faUender muB es erscheinen, wenn in China das erstere System dem

Kaiser Fu hi, das zweite vollkommenere dem Ou wang, dem Yater

des Kaisers Ou wang, der um 1200 v. Chr. regiert haben soU, als

Erfinder zugewiesen wird 2). Chinesische Ruckdatierungen sind zwar,
wie wir seinerzeit erortern mfissen, von Zuverlassigkeit weit ent

fernt. Wir legen den Jahreszahlen als solchen deshalb hier keinen

sonderlichen Wert bei, aber um so mehr der Ubereinstimmung sinn-

loser Traumereien in so weit entlegener Gegend. Selbst die nicht zu

vernachliissigende Tatsache, daB die vervoUkommnete Tetraktys mit

jener runden Zahl 40 fibereinstimmt (S. 34), die den altesten hebrai

schen Sagen vorzugsweise anzugehoren schien, kann uns in der Yer

mutung nicht irre machen, daB wir es hier mit einem Stiicke baby
lonischer Zahlensymbolik zu tun haben, welches nach Westen

und nach Osten sich fortgepflanzt hat.

Babylonische Zahlensymbolik selbst ist fiber aUen Zweifel ge

sichert. Traumereien fiber den Wert der Zahlen nahmen unter den

religions -philosophischen Begriffen der Chaldaer einen bedeutsamen

Platz ein. Jeder Gott wurde durch eine der ganzen Zahlen

zwischen 1 und 60 bezeichnet, welche seinem Range in der

himmlischen Hierarchie entspracb. Eine Tafel aus der Bibliothek

von Ninive hat uns die Liste der haiiptsachlichsten Gotter nebst

ihren geheimnisvollen Zahlen aufbewahrt. Es scheint sogar, als sei

gegenuber dieser Stufenleiter ganzer Zahlen, die den Gottern beigelegt

wurden, eine andere von Brtichen vorhanden gewesen, welche sich

auf die Geister bezogen nnd gleichfalls ihrem jeweiligen Range ent

sprachen ^).
Als weitere Stiitze mogen die zahlensymbolischen Traumereien

im \'n. und VIH. Kapitel des Buches Daniel angefiihrt sein, eines

Buches, das unter dem ersichtlichen Einfliisse babylonischer Denk-

art geschrieben ist. Ahnliches erhielt sich auf dem Boden Palastinas

Jahrhunderte lang, wobei wir nur auf die Offenbarung Johannes

als Beispiel hinweisen wollen. Wir konnten aber auch auf die judische
Kabbala einen Fingerzeig uns gestatten, die, so spat auch das Buch

Jezirah und andere kabbalistische Schriften verfaBt sein mogen, der

Uberlieferung nach bis in die Zeit des Exits hinaufzureichen scheint.

Kabbalistisch ist die sogenannte Gematria, wenn ein Wort durch

') Plutarch, De aniniai- procreatione in Timaeo Platonis 14. '') Mon-

tucla, Histoire des mathematiques I, 124, wo auch auf die Ahnlichkeit mit den

Stellen bei Plutarch aufmerksam gemacht ist. ^) F. Lenormant, La magie

che: les Chaldcens. Paris 1874, pag. 24.
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das andere ersetzt wurde unter der Voraussetzung, daB die Buchstaben

des einen Wortes als Zahlzeichen betrachtet dieselbe Summe gaben,

wie die des anderen Wortes. Uber diese Zalilenbedeutung hehraischer

Buchstaben und ihr vermutliches Alter werden wir zwar erst im

vierten Kapitel im Zusammenhange mit ahnlichem Gebrauche der

Syrer, der Griechen handebi und konnen um einiger Beispiele wiUen

unseren Gang nicht unterbrechen; es sei trQtzdem gestattet hier die

Kenntnis jener Bezeichnungsart fur einen Augenblick vorauszusetzen.

Gematrie ist es, weim das judische Jahr 355 Tage zahlte und damit

in Yerbindung gebracht wurde, daB dieBuchstaben des uralten ursprfing-
lich eine Wiederholung bedeutenden Wortes Jahr niTT" = 5 -f 50 + 300

genau 355 ausmachen.
'

Gematrie macht sich in den Bibelkommen-

taren breit. Als nun Abram horte, heiBt es in der Hedigen Schrift,
daB sein Bruder gefangen war, wappnete er seine Knechte, 318 in

seinem Hause geboren und jagte ihnen nach bis gen Dan ■'). Die

Erklarer wollen, der Uberlieferung folgend, 318 sei hier statt des

Namens Elieser gesetzt, der in der Tat nty^bs = 200 -f 7 + 70 -|- 10

-f 30 + 1 = 318 gibt, wenn man von dem Gesetze der GroBenfolge
Umgang nimmt und nur den Zahlenwert der einzelnen Buchstaben,
wie sie auch durcheinander gewfirfelt erscheinen mogen, beachtet.

Im Propheten Jesaias verkfindet der Lowe den Fall Babels ^). Die

Erklarer haben wieder die Buchstaben des Wortes Lowe ni-|S? =

5 -)- 10 + 200 -f 1 = 216 addiert. Die gleiche Summe geben die

Buchstaben pipan = 100 -f 6 -flOO + 2 + 8 = 216 und somit sei

Habakuk mit diesem Lowen gemeint. Ja eine Spur solcher Gematrie
wiU man bereits in einer Stelle des Propheten Sacharja erkannt

haben ^), und ware die uns einigermaBen gekunstelt vorkommende Er

klarung richtig, so ware damit schon im VII. vorchristlichen Jahr-

hundert ein arithmetisches Experimentieren, ware zugleich, was viel

leicht noch wichtiger ist, fur eben jene Zeit die Benutzung der hebrai

schen Buchstaben in Zahlenbedeutung nachgewiesen. Wir ziehen zu

nachst nur den SchluB, um dessenwillen wir alle diese Dino-e vereiaigt
haben, daB die Babylonier in altester Zeit Zahlenspielereien sich hinzu-

geben liebten, die bei ihnen einen allerdings ernsten mao-ischen Cha
rakter trugen, und daB von ihnen ahnliches zu anderen Volkern

iibergegangen ist.

Es ist keineswegs nnmoglich, daB aus den magischen Anfangen
sich die Beachtung von merkwurdigen Eigenschaften der Zahlen ent

wickelte, daB eine Yorhedeutungsarithmetik bei ihnen sich zur Kennt-

') L Mose 14, 14. ^ Jesaias 21, 8. ^) Vgl Hitzio- DJa ,„•■!<■ n •

Propheten S. 378 flgg. zu Sacharja 12, 10.
^' ' '"°^' ^^^^"^"
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nis zahlentheoretischer Gesetze erhob. Wissen wir doch, woran wir

hier zusammenfassend erinnern woUen, von dem Yorkommen eines

ausgebildeten Sexagesimalsystems, von der Benutzung arithmetischer

und geometrischer Reihen, von der Bekanntschaft mit Quadrat- und

Kubikzahlen in alt-babylonischer Zeit, und auch gewisse Teile der

Proportionenlehre soden, wie wir vorgreifend erwahnen, griechischer

Uberlieferung gemaB aus Babylon stammen.

Mit der Lehre von den Yorbedeutungen ist fiberhaupt die baby
lonische Wissenschaft aufs engste verknfipft gewesen. Yorbedeutungen
zu suchen war, wie wir an jenem zu Konig Sargons Zeiten ver-

fertigten Kalender gesehen haben, ein wesentlicher Zweck der Be

obachtungen von Himmelsvorgangen. Neben dem Aufsiichen von

Yorbedeutungen widmete sich die Priesterschaft des Landes dem Her

vorbringen von Ereignissen; sie trachtete das Bose abzuwenden und

teils durch Reinigungen, teils durch Opfer oder Zauberei zum Guten

zu verhelfen '). Die Priesterschaft des medischen Nachbarvolkes be

stand ebenfalls aus gewerbmaBigen Hexenmeistern, und sie, die

Magusch, vererbten ihren Namen auf die Magie ^), wie in Rom der

Name Chaldaer gleichbedeutend war mit Sterndeuter, Wahrsager, ge

legentlich auch mit Giftmischer. Schon im Jahre 139 v. Chr. wurden

deshalb nach der genauen Angabe des Valerius Maximus die Chal

daer aus Rom verwiesen'). Die Wahrsagung beschrankte sich keines

wegs auf die Beobachtung der Gestirne, deren EinfluB auf das

menschliche Geschick man zu kennen wahnte. Die Punktierkunst*)

der persischen Zauberer, vielfach erwahnt in den Marchen der Tausend

und eine Nacht und darin bestehend, daB auf ein mit Sand tiber-

decktes Brett Punkte und Striche gezeichnet wurden, deren Yer-

schiebungen und Yeranderungen infolge eines AjistoBes an den Rand

des Brettes beobachtet wurden, diese Kunst, die sich erhalten hat in

dem Wahrsagen aus dem Kafl^eesatze, die verwandt ist dem BleigieBen
in der Neujahrsnacht, welches da und dort noch heute gefibt wird,
sie durfte selbst bis in die babylonische Zeit hinaufragen. Wenig
stens ist es sicher, daB es eine Yorbedeutungsgeometrie in Ba

bylon gab. Wir besitzen die Ubersetzung einer solchen ^), und wenn

') Diodor II, 29, 3. -) Maspero-Pietschmann, S. 466. ^) Fischer,

Romische Zeittafeln (Altona 1846) S. 134 mit Beziehung auf Valerius Maximus

lib. I, cap. 3, §2. ■•) Alex, von Humboldt in seinem Aufsatze iiber Zahl

zeichen usw. (Crelles Journal IV, 216 Xote) nennt diese Kunst rami und ver-

weist dafiir auf Richardson und Wilkins, Diction. Persian, and Arabic 1806,

T. I, pag. 482. Vgl. iiber die Punktierkunst auch Steinso hnei.der, Zeitschr. d.

morgenl. Gesellsch. XXV, 396 u. XXXI, 762 flgg. ^) Babylonian augury by means

of geometrical figures by A. H. Sayce in den Transactions of the society of biblical

archaeology IV, 302—314
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uns schon die Neigung bemerkenswert erscheint Yorbedeutungen

aus allem zu entnehmen, was in irgendwie wechsebaden Verbindungen

auftritt, so mussen wir andererseits auch die vorkommenden Figuren

prufen, deren Kenntnis die Babylonier somit sicherlich besaBen, eine

Kenntnis, die als Anfang der Geometrie gelten darf, so wie wir bei

den Agyptern zu ahnlichem Zwecke alte Wandzeichnungen durch-

mnstern werden. In jener Yorbedeutungsgeometrie
sind insbesondere folgende Figuren hervorzuheben.

i-ig- 1- Ein Paar Parallellinien (Fig. 1), welche als dop-

pelte Linien benannt werden; ein Quadrat (Fig. 2);

Fig. 2. Fig. :i Fig. 4.

eine Figur mit einspringendem Winkel (Fig. 3); eiue nicht ganz voll

standig vorhandene Figur, welche der Ubersetzer zu drei einander

umschlieBenden Dreiecken (Fig. 4j zu erganzen vorschlagt ^). Ob

auch ein rechtwinkliges Dreieck vorkommt, ist nicht mit ganzer

Sicherheit zu erkennen, aber wahrscheinlich. Von Interesse ist im

verbindenden Texte das sumerische Wort tim, welches Linie, ursprflng-
lich aber Seil bedeutete, so daB es nicht zu dem Unmoglichkeiten gehort,
es habe eine Art von Seilspannung, vielleicht fredich nur ein Messen

mittels des Seiles, wofiir Yermutungsgrfinde uns sogieich bekannt

werden sollen, in Babylon stattgefunden. Von hoher Wichtigkeit ist
ferner ein in jenem Texte benutztes, aus drei sich symmetrisch durch-

kreuzenden Linien bestehendes Zeichen >]<, welches der Herausgeber
durch „Winkelgrad" fibersetzt hat. Diese Ubersetzung ist gerecht-

fertigt durch anderweitiges Vorkommen und gestattet selbst weit

gehende Folgerungen.
Im britischen Museum befindet sich ein als K 162 bezeichnetes

Bruchsttick, welches einem babylonischen Astrolabium oder ahn

lichem angehort hat und welches in vier Fachern mit Inschriften in

Keilschrift bedeckt ist. Die Bedeutung dieser Inschriften kann nicht

anders lauten ") als daB in zwei Monaten, deren Name ano-egehen ist

der Ort von vier Sternen, zwei Sterne in dem einen, zwei in dem

anderen Monate, aufgezeichnet ist, und diese Orter heiBen 140 Grad

70 Grad, 120 Grad, 60 Grad nach Sayces Ubersetzuno-. Der Grad
ist auch hier in alien vier Fallen durch das Zeichen der drei ein-

•) Privatmitteilung von H. Sayce ebenso wie die nachfolgende Bemerkuno-
fiber das rechtwinklige Dreieck. ^) Privatmitteilung von H. Sayce.
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ander schneidenden Linien ausgedriickt. Nehmen wir aber diese Uber

setzung einmal als richtig an, so ist in ihr eine Bestatigung unserer

Meinung fiber geometrische Benutzung des Sexagesimalsystems enthalten.

Bei der Zahlung der Winkelgrade, deren 360 auf der Kreisperipherie
zu unterscheiden sind, faBte man, meinen wir, je 60 in eine neue

Bogeneinheit zusammen, welche man erhielt, indem man den Halb

messer sechsmal auf dem Umkreise herumtrug. Fur die erste Halfte

unserer Behauptung gibt es keine bessere Stutze als jenes Grad-

zeichen. Die drei symmetrisch gezeichneten Linien teilen ja den um

den gemeinsamen Schnittpunkt befindlichen Raum in sechs gleiche
Teile und lassen damit jeden dieser sechs Teile als besonders wichtig
hervortreten!

Auch an weiterer Bestatigung dafur, daB den Babyloniern die

Sechstedung des Kreises bekannt war, fehlt es nicht. Wir werden

im 3. Kapitel sehen, daB auf agyptischen Wandgemalden es gerade
asiatische Tributpflichtige sind, welche auf ihren fiberbrachten Ge-

faBen Zeichnungen haben, bei welchen der Kreis durch sechs Durch-

messer in zwolf Teile geteilt ist. Ubereinstimmend zeigen ninivi-

tische Denkmaler in ihren Abbddiingen des Konigswagens dessen

Rader mit sechs Speichen versehen '■) (Fig. 5). Endlich ist damit in

Einklang die Dreiteilung eines rechtenWinkels,
welche auf einer assyrischen Tontafel geometrischen
Inhaltes durch G. Smith entdeckt worden ist, bevor

er seine letzte Reise, von welcher er nicht mehr heim-

kehren sollte, nach den Euphratlandern antrat; eine

Entdeckung, aus welcher weitere Folgerungen zu

ziehen nicht gestattet ist, bevor der ganze Text der

Offentlichkeit ubergeben ist. Darauf aber wird man, wie zu beffirchten

steht, noch lange warten mfissen, da die betreffende Tafel seit der

Abreise ihres Entdeckers nicht wieder gesehen worden ist, also ver-

mutlich durch ihn in irgend eine Ecke fur kUnftiges Studium bei

seite gestellt, eines Zufalles barret, der gerade auf sie unter den

zahllos vorhandenen Tafeln die Aufmerksamkeit lenkt.

Ist aber nunmehr die Sechstedung des Kreises als bewuBte geo

metrische Arbeit der Babylonier auBer Zweifel gesetzt, so wird man

auch unsere Behauptung, die Sechstedung sei durch Herumtragen

des Halbmessers erfolgt, habe also die Kenntnis des Satzes von der

Seite des regelmaBigen Sechsecks mit eingeschlossen, in den Kauf

') Niniveh. and its remayns by A. H. Lay ard. London 1849. I, 337.

Weitere .\bbildungen von sechsspeichigen Radern bei Bezold, Ninive und Ba

bylon Fig. 17, 46, ."i2, 98 auf Seite 22, 58, 66, 128.
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nehmen mfissen. Es ist nun einmal, auBer im Zusammenhang mit

diesem Satze, ein Grund zur geometrischen Sechstedung des Kreises

nicht vorhanden. AuBerdem sind wir imstande eine Bestatigung aus

biblischer Nachahmung anzufflhren. Wenn man, ohne mathematische

Kenntnisse zu besitzen, sah, daB der Halbmesser 6mal auf dem

Kreisumfange als Sehne herumgetragen nach dem Ausgangspunkte

zurfickfuhrt, so lag es sehr nahe Sehne und Bogen zu verwechseln

und zur Annahme zu gelangen, der Kreisumfang selbst sei 6mal der

Halbmesser, beziehungsweise 3mal der Durchmesser. Das gab die

erste, freilich sehr ungenaue Rektifikation
einer krummen Linie,

mit w = 3.

Diese Formel findet sich nun angewandt bei der Schilderung des

groBen WaschgefiiBes, das unter dem Namen des ehernen Meeres

bekannt eine Zierde des Tempels bildete, welchen Salomo von 1014

bis 1007 erbauen lieB i). Von diesem GefiiBe heiBt es: Und er

machte ein Meer, gegossen, 10 Eden weit von einem Rande zum

andern, rund umlier, und 5 Ellen hoch, und eine Schnur 30 Eden

lang war das MaB ringsum ^). Dabei ist offenbar 30 = 3 X 10.

Mogen nun die Bficher der Konige erst um das Jahr 500 v. Chr. ab-

geschlossen worden sein, so ist doch unbestritten, daB in dieselben

iiltere Erinnerungen, wohl auch altere Aufzeichnungen. Aufnahme

fanden, und so kann insbesondere die Erinnerung an eine Schnur, mit

deren Hilfe Langenmessungen vorgenommen wurden, kann die Erinne-

rung an die MaBe des ehernen Meeres, an den Durchmesser 10 bei

einem Kreisumfange 30, eine sehr alte sein. Die letztere hat sich

auch nach abwarts durch viele Jahrhunderte fortgeerbt, und der Tal

mud wendet in der Mischna die Regel an: Was im Unifang 3 Hand-

breiten hat, ist 1 Hand breit '). Zugleich aber liefert die angefuhrte
Bibelstelle den Beweis, daB der Umfang von 30 Eden wirklich aus

3 mal 10 berechnet und nicht etwa infolge ungenauer Messung

gefunden worden ist. Eine messende Schnur muBte jedenfalls um

den auBeren Rand des ehernen Meeres herumgelegt werden und ware

etwa 3IY2 Ellen lang gewesen, wenn der Durchmesser von 10 Ellen

sich gleichfalls auf die Ausdehnung bis zur auBeren Randgrenze he-

zog. War aber, was bei tatsachlicher Messung fast wahrscheinlicher

ist, der innere Durchmesser 10 Ellen lang, so konnte eine MeBschnur

ringsherum leicht eine Lange von 32 Ellen und mehr erfordern.

^) Die Datierung nach Oppert: Salomon et ses successeurs iu den Annales
de philosophie chretienne T, XI u, XII 1876, -) I, Konige 7, 23 und H. Chronik 4 ■'>

') Zuerst beriicksichtigt in unserer Besprechung von Oppert, Etalon des mesures

assyriennes in der Zeitschr. Math. Phys. XX, histor.-literar. Abtio'. 164.
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Es ist daher unmoglich, daB es dann 30 Ellen hieBe, wie es der

Fall ist.

Nachdem wir fur die geometrischen Kenntnisse der Babylonier auf

Schriftsteller zweiter Uberlieferung einmal eingegangen sind, woden

wir noch einige ahnlich verwertbare SteUen aufsuchen. Eine solche

Stelle fuhren wir nur an, um sie sogieich zu verwerfen. Bei der Be-

schreibung des Salomonischen Tempelbaues heiBt es nach Luthers

Ubersetzung: Und am Eingange des Chors machte er zwei Tfiren

von Olbaumholz mit funfeckigen Pfosten ^). Danach ware an

eiue Kenntnis des Funfecks, mutmaBlich des regelmaBigen Funfecks

in Vorderasien in sehr alter Zeit zu denken. Da die Konstruktion

des regelmaBigen Ffinfecks eine verhaltnismaBig bedeutende Summe

geometrischer Satze als Vorbedingung enthalt, so ware diese Tatsache

um so fiberraschender, als nirgend auf asiatischen Denkmalern bei

eifrigstem Suchen in den betreffenden Kupferwerken ein Funfeck von

uns aufgefunden worden ist. Die Stelle selbst ist aber von Luther

falsch ubersetzt, und so dunkel ihr Sinn ist, die Bedeutung, daB von

einem Funfecke irgendwie die Rede sei, hat sie sicherlich nicht ^).
Um so haufiger ist von viereckigen Figuren in der Bibel die

Rede und zwar von Quadraten sowie von Rechtecken. Es ist viel

leicht zum Vergleiche mit noch zu erwartenden Entzifferungen baby
lonischer Texte nutzlich das Augenmerk auf die MaBzahlen dieser

hiblischen Rechtecke *) zu richten. Das Verhaltnis 3 zu 4 fur zwei

senkrecht zueinander zu denkende Abmessungen, oder auch 10 mal 3

zu 4, 3 zu 5 mal 4 kommt wiederholt vor, und wenn wir nicht ver-

schweigen wollen noch diirfen, daB ein Rechteck von 3 zu 5 ebenfalls

an haufigeren Steden sich bemerklich macht, so ist doch nicht aus-

geschlossen, daB jene ersterwahnten MaBzahlen 3 zu 4 dazu dienten,

einen rechten Winkel mittels des Dreiecks von den Seiten 3, 4, 5 zu

sichern. Wenigstens wird die Kenntnis dieses letzteren Dreiecks in

China von uns nachgewiesen werden.

Dafur aber, daB die Babylonier den rechten Winkel kannten,

und zwar nicht bloB als in der Baukunst zur Anwendung kommend,

sondern als der Geometrie, der Astronomie dienstbar, sind Beweis-

griinde zur Genuge vorhanden. \Vir erinnern an das wahrscheinlich

gemachte Vorkommen des rechten Winkels in jener von Sayce uber-

') I. Konige 6, 31. -) Wir berufen uns ffir diese Behauptung auf mund-

liche Mitteilungen von Prof. Dr. A. Merx. Allioli hat die Stelle ubersetzt

mit Pfosten von funf Ecken" und die Erklarung beigefugt, die Turpfosteu bil

deten dadurch funf Ecken, daB fiber der viereckigen Ture noch ein dreieckiger

Giebel angebracht war. ») IL Mose 36, 15 und 21; 37, 10; 39, 9—10. I. Konige

7, 27 und hiiufiger.

CANTdB, Geschichte der JIathematik I. 3. Aufl. 4
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setzten Yorbedeutungsgeometrie. Wir erinnern an die den rechten

Winkel selbst voraussetzende Dreitedung desselben. Wir haben

femer den ausdrucklichen Bericht Herodots, daB von Babylon her

die Hedenen mit dem Polos und dem Gnomon bekannt geworden

seien i). Mag man auch nicht mit aller Sicherheit wissen, welcherlei

Yorrichtungen unter diesen Namen verstanden wurden, soviel ist

gewiB, daB es bei ihnen um Zeiteinteilung mittels der Liinge des

von der Sonne erzeugten Schattens sich handelte, daB also ein Stab

senkrecht zu einer Grundflache aufgerichtet werden muBte. Der

Ubero-ang des Gnomon zu den Griechen fand von Babylon aus statt,

wann, ist zweifelhaft. Ein Berichterstatter nennt Anaximander als

den, der um 550 den Gnomon einfuhrte^); ein anderer nennt uns

daftir Anaximenes^); ein dritter nennt gar erst Berosus als Er

finder der Sonnenuhr *), womit nur jener Chaldaer gemeint sein kann,

welcher unter Alexander dem GroBen geboren um 280 v. Chr. seine

Bltttezeit hatte und als Historiker am bekanntesten ist, wenn auch

das Altertum ihn vorzttglich als Astrologen und um seiner auf der

Insel Kos gegenuber von Milet gegrfindeten und stark besuchten

Schule wegen riihmte^). Alterer Zeit als diese Angaben gehort der

biblische Bericht an, welcher von einer Sonnenuhr zu erzahlen weiS.

Er geht hinauf bis auf Konig Ahas von Juda, dessen Regierung von

743—727 wahrte *). Wenn in jenem Berichte der Schatten am Zeiger
Ahas 10 Stufen (oder Grade) hinter sich zuruckging, die er war

niederwarts gegangen, so ist diese Beschreibung von groBter Deut

lichkeit, mag man fiber das beschriebene Ereignis selbst denken, wie

man will. Wir konnten auf eben diese SteUe zum Uberflusse noch

hinweisen, um sie als Beleg altasiatischer Kreiseiuteilung zu benutzen,
wenn ein solcher Beleg noch irgend erwfinscht scheinen sollte.

Fassen wir wieder zusammen, was auf geometrischem Gebiete

den Babyloniern bekannt gewesen ist, so haben wir GewiBheit fur

die Teilung des Kreises in 6 Teile, dann in 360 Grade, GewiBheit

fur die Kenntnis von Parallellinien, von DrSiecken, Yierecken Ge

wiBheit fur die Herstellung rechter Winkel. Wahrscheinlich ist die

Kenntnis der Gleichheit zwischen Halbmesser und Seite des dem

Kreise eingeschriebenen regelmaBigen Sechsecks, wahrscheinlich die

') Herodot H, 109. ') Suidas s. v. 'AvaU^iavSQcg. ") Plinius Historia
naturalis II, 76. ») Vitruvius IX, 9. ") Die von Bailly, Histoire de I'astro-
nomie ancienne. Paris 1775, Livre IV, § 35 und 36 ausgehende Meinung, als
seien zwei Berosus zu unterscheiden, der von Kos und der Historiker, ist von
neuereu Faohgelehrten entschieden verworfen. Vgl. Hiibler, Astrologie im
Alterthum (1879), S. 14—16. «) Jesaia 38, 8 und H. Konige 20, 11. Die^Datie-
rung nach Oppert, Salomon et ses successeurs.
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Benutzung des Naherungswertes jr = 3 bei Bemessung des Kreis-

umfanges. Moglich endlich ist die Prufung rechter Winkel durch

die Seitenlangen des ein fur allemal bekannten Dreiecks 3, 4, 5.

Die Hofifnung bleibt ffir Babylon wie fur Agypten nicht aus-

geschlossen, daB Auffindung und Entzifferung neuer Denkmaler es

noch gestatten werden, die kaum erst seit wenigen Jahrzehnten fester

gestutzte Geschichte der Geistesbildung jener Lander umfassender zu

gestatten. Fur die Geschichte der Mathematik in den Euphratlandern

bergen, wie wir schon gesagt haben, vieUeicht die Schutthugel von

Senkereh noch Unschatzbares. Es muB wohl die Mathematik dort

eine erzahlenswerte Geschichte erlebt haben, wenn wir auch nur

daraus schlieBen, daB sie alten Schriftstellern wfirdig dauchte sich

mit ihr zu beschaftigen. So wird berichtet, ein gewisser Perigenes
habe fiber die Mathematiker von Chaldaa geschrieben^), wenn diese

Lesart der an sich viel weniger wahrscheinlichen „uber die Mathe

matiker von Chalcidien" vorzuziehen ist, und Mathematisches enthielt

jedenfalls auch das umfassende W^erk des Jamblichus von Chalcis

fiber Chaldaisches
,
aus dessen 28. Buche eine Notiz sich erhalten

hat^). Nur um MiBverstandnissen vorzubeugen, welche auch bei

sonst zuverlassigen Schriftstellern sich vorfinden, sei hier bemerkt,
daB mit diesem wissenschaftlichen Werke des Jamblichus von Chalcis

fiber Chaldaisches, welches gegen Ende des IV. S. n. Chr. geschrieben
sein muB, der Roman, welcher unter dem Titel „Babylonisches" in

der zweiten Halfte des II. S. n. Chr. auch von einem Jamblichus ^)
verfaBt worden ist, ja nicht verwechselt werden darf

') Nesselmann, Die Algebra der Griechen, S. 1—2. =) Zeller, Die Phi

losophie der Griechen in ihrer geschichtlichen Entwicklung, UI. Teil, 2. Abtlg.
2. Aufl. Leipzig 1868, S. 615. ^) Erw. Rohde, Der griechische Roman und

seine Vorlaufer. Leipzig 1876, S. 364 flgg.

4





IL Agypter.





2. Kapitel.

Die Agypter. Arithmetisches.

Die alteste einigermaBen ausgiebige mathematische Literatur, iiber

welche man zurzeit verffigt, ist die iigyptische. Mag man die vor

handenen Schriften als Handbticher oder als Schulerhefte betrachten,
fur den Nutzen, den sie uns gewahren, gilt das gleich. Sie sind ein

mal vorhandeu, und wir haben uns mit ihnen zu beschaftigen, haben

vorher weniges fiber agyptische Kultur vorauszuschicken. Agypten
sei ein Geschenk des Nils, sagt Herodot ^), und derselbe Schriftsteller

leitet an einer anderen Stelle ^), die uns noch beschaftigen wird, die

Erfindung der Geometrie aus der Notwendigkeit her, die infolge der

Nilfiberschwemmungen verloren gegangenen Begrenziingen wieder her

zusteUen. Wirklich ist die Kultur des Landes, wie das Land selbst

ohne jenen Strom, der das Erdreich herabgeschwemmt hat aus den

Hochlanden des inneren Afrikas, nicht denkbar. Die alljahrlich wieder

kehrende Wasserfulle bringt in gleicher RegelmaBigkeit groBe Schlamm-

massen mit sich, die sie dort, wo der Absturz des Stromes an Steil-

heit abnimmt, wo das Bett der Uberfiiitung offener ist, fallen laBt.

Die Wasser verlaufen sich, und die Sonne Afrikas hartet den neuen

Boden. Auf das mogliche Altertum des bewohnten und angebauten
Schwemmlandes wirft es ein gewisses Licht, daB man aus dem gegen

wartig noch wahrnehmbareii und lueBbaren Schlammabsatze berechnet

hat, daB unter gleichen Bedingungen weit fiber 70 Jahrtausende not-

wendig waren, um die Entstehung Agyptens in seiner jetzigen Aus

dehnung zu erklaren "). Nehme man immerhin an, daB ehemals eine

viel schnellere VergroBerung stattfand, es bleibt unter alien Um

standen eine Zahl ubrig, welche nur mit der sagenmaBigen Ver

gangenheit chaldaischer und chinesischer Astronomie in Yergleich zu

bringen ist.

Das so alte Land gewann seine Bevolkerung nach der durch

Diodor*) Uberlieferten Meinung von Suden her aus Athiopien, wah-

') Herodot II, 5. -) Herodot II, 109. ") Maspero-Pietschmann S. 7.

') Diodor III, 3—8.
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rend der biblische Berichterstatter Mizraim^ den Stammvater der

Agypter, einen Enkel Noahs, aus Chaldaa einwandern laBt. Die

neuere Forschung % welche ihre wesentliche Grundlage in agyptischen

Denkmalern besitzt, hat noch immer keine Entscheidung gebracht,

ob die eine oder die andere Sage mehr Glauben verdient. Sicher

gesteUt ist nur, daB in altesten Zeiten in Agypten ein Sfidland von

einem Nordlande sich unterschied. Viedeicht kam dann von Suden

her der erste Konig, der die beiden Gebiete beherrschend die weiBe

Krone des Sfidens mit der roten Krone des Nordens auf seinem Haupte

vereinigte. Bddung, Kunst und Wissenschaft dagegen sind jedenfalls

in nordsudlicher Richtung vorgedrungen. Die agyptische Sprache

halt man gegenwartig ffir eine altere Schwester der semitischen

Sprachen. Freilich muB die Trennung erfolgt sein, als beide in ihrer

Entwicklung noch sehr zuruck waren, und der semitische Stamm muB

als der fur Sprachbildung befahigtere angesehen werden.

Das agyptische Reich wurde durch XXX aufeinanderfolgende

Dynastien beherrscht, Der Grunder der I. Dynastie Mena, Menes

der Griechen, wird auf das Jahr 4455 vor Christi Geburt etwa ge

setzt, wobei allerdings nicht unbemerkt bleiben darf, daB bei diesen

altesten Datierungen eine Unsicherheit von 100, auch von 200 Jahren

als selbstverstandlich gilt und als Abweichung in den Angaben der

verschiedenen Gelehrten, welche sich daran versucht haben, kenntlich

wird. Menas Sohn Teta wird schon als Gelehrter, als Verfasser ana-

tomischer Schriften^), genannt, und Nebka, griechisch Tosorthros,
der zweite Konig der III. Dynastie um 3800, trat in Tetas FuBstapfen
und verfaBte medizinische Abhandlungen, welche vier Jahrtausende

nach seiner Regierung noch bekannt waren und ihn mit dem grie
chischen Gotte der Hedkunst, mit Asklepios, in eine Personlichkeit

vereinigen lieBen *). Die Konige der IV. Dynastie, seit 3686 am Ruder,
sind die bekannten Pyramidenbauer Chufu, Chafra, Menkara.

Schon in ihrer Zeit muB es Baumeister gegeben haben, deren Aus

bildung nicht zu unterschatzen ist. Wie in den altesten monumen-

talen Grabesraumen der Agypter stets nach Osten zu eine Denksaule

steht ^), so sind insbesondere die Pyramiden so scharf orientiert, daB

man unter den mannigfachen Yermutungeu, welche fruhere und

spatere Schriftsteller fiber diese riesigen Konigsgraber auszusprechen
sich bemfiBigt fanden, auch derjenigen begegnet, die Pyramiden seien

in der Absicht erbaut worden mittels ihrer Grundliuien die Himmels-

1) I. Moses 10, 6. ^) Maspero-Pietschmann S. 13 und 16. Stein-

dorff, Die Bliitezeit des Pharaonenreichs S. 7. ^) Maspero-Pietschmann
S. 54. ") Ebenda S. 59. ") Ebenda S. 60.
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richtungen festzuhalten. Zufall ist es jedenfalls nicht gewesen, wenn

der Orientierungsg^danke damals bereits so genau zur Ausfuhrung

gebracht wurde. Zufall mochten wir ebensowenig in dem Umstande

erkennen, daB in fast alien alten Pyramiden der Winkel, welchen

die Seitenwand der Pyramide mit der Grundflache bildet, wenig oder

gar nicht von 52" abweicht ^). Das setzt, wie gesagt, ausgebildete
Baumeister, das setzt mathematische Hdfswisseuschaften der Baukunst

voraus, sei es, daB die Regeln von Mund zu Mund sich fortpflanzten,
sei es sogar, daB man sie niederschrieb. Steht es doch fest, daB die

Aufbewahrung vererbten Wissens, daB das Sammeln von BucherroUen

zu den Sitten der altesten Dynastien gehort haben niuB, wenn be

reits am Anfange der VL Dynastie eigene Beamten ernannt wurden,
deren Titel ,,Yerwalter des Bficherhauses" in ihren Grabschriften sich

erhalten hat ^). Ein Jahrtausend etwa fiberspringend, nennen wir aus

der XII. Dynastie Amenemhat IIL, einen Fursten von 42jahriger

wohlbeglaubigter Regierung, wenn auch ihre Datierung weniger ge

sichert ist als ihre Dauer '). Er war der Erbauer des groBartigen

Tempelpalastes unweit vom Morissee, aus dessen Namen Lope-ro-hunt
= Tempel am Eingang zum See das Wort Labyrinth entstand. Man

hat ffir Amenemhat IH. verschiedene Beinamen in Anspruch ge

nommen *), namlich Petesuchet = Gabe der Suchet, Aasuchet = SproB-

ling der Suchet und Sasuchet = Sohn der Suchet. Wiire diese An

nahme gesichert, so konnte man in ihm die Personlichkeiten er

kennen, welche unter verwandten Namen bei mehreren SchriftsteUern

auftretend bei anderen Agyptologen als unserem Gewahrsmanne nicht

verschmolzen zu werden pfiegten. Amenemhat III. ware alsdann der

Gesetzgeber Asychis des Herodot"), der Konig Petesuchis, der

das Labyrinth erbaute, des Plinius ^), endlich der durch Verstand her-

vorragende Konig Sasyches, der die Geometrie erfand, des Diodor').
Bereits wahrend der XII. Dynastie begannen von Osten fiber die

Landenge von Suez her die Einfalle plunderungssfichtiger Wfisten-

stamme, welche sich selbst als Shus, Shasu bezeichneten. Aber 2U0

Jahre und mehr waren notig bis Asses, ein Hik-Shus, d. h. ein Furst

') Ein mathematisches Handbuch der alten Agypter (Papyrus Rhind des

British Museum), iibersetzt und erklart von Aug. Eisenlohr. Leipzig 1877,

S. 137. Wir zitieren kiinftig diese Hauptquelle fiir agyptische Mathematik als

Eisenlohr, Papyrus. ^) Maspero-Pietschmann S. 74. ') Nach Lepsius

regierte Amenemhat HI. von 2221 bis 2179; nach Lauth dagegen (vgL dessen

Aufsatz „Der geometrische Papyrus" in der Beilage zur .lUgemeinen Zeitung

vom 20. September 1877, Nr. 263) von 2425 bis 2383. Nach Steindorff fuUte

die ganze XH. Dynastie die Zeit von 1996 bis 17s3. ') Vgl. Lauth 1. e. Seine

Griinde hangen mit seinen chronologischen Annahmen aufs engste zusammen.

'^) Herodot II, 136. '*) Plinius, Histor. natur. XXXVI, 13. ') Diodor I, 94.
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jener Shus genannten Wfistenstiimme, die XV agyptische Dynastie

sturzen und sich an deren Stelle setzen konnte. 'Die zwei folgenden

Dynastien gehoren gewissermaBen den Hiksoskonigen an, wie man in

Nachbddung jenes eben erlauterten Titels zu sagen sich gewohnt hat,

und erst mit Ahmes, dem Grtinder der XVIII. Dynastie um 1600,

gelang es einem Sohne uralter agyptischer Abstammung die Em-

dringlinge zu vertreiben. Unter den Hiksoskonigen war es, daB das

mathematische Handbuch niedergeschrieben wurde, zu dessen ge

nauer Inhaltsangabe wir uns nun wenden mfissen.

Die Anfangsworte lauten i): „Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis

aller dunklen Dinge .... aller Geheimnisse, welche enthalten sind in

den Gegenstanden. VerfaBt wurde dieses Buch im Jahre 33, Mesori

Tag . . unter dem Konig von Ober- und Unteragypten Ra-a-us Leben

gebend, nach dem Vorbild von alten Schriften, die verfertigt wurden

in den Zeiten des Konigs [Ra-en-m]at' durch den Schreiber Ahmes

verfaBt diese Schrift."

Aus dieser Angabe, daB an einem ursprunglich angegebenen,

jetzt durch einen RiB verloren gegangenen Tage des Monats Mesori

des 33. Regierungsjahres Konigs Ra-a-ns' der Schreiber Ahmes das

Buch verfaBt habe, ist eine so bestimmte Datierung moglich, als sie

fiberhaupt fiir so weit zuriickliegende Zeiten tunlich ist. Ra-a-us ist

namlich, wie aus einem dem agyptischen Suden, dem sogenannten

Fayum, entstammenden Holzfi-agmente des Berliner agyptischen Mu

seums erkannt worden ist ^), niemand anders als der Hiksoskonig

Apepa, der Apophis der Griechen. Alle Zweifel, welche an die Zeit

und Dauer der Hiksosherrschaft sich knfipfeu, in Rechnung gebracht
irrt man gewiB nicht, wenn man Ra-a-us zwischen die Jahre 2000

und 1700 V. Chr. setzt, und da uberdies das AuBere des Papyrus,
die Schrift usw. dieser Zeit genau entspricht, so ist damit eine Yer

mutung fiber dessen Alter gewonnen, in welcher die sonst nicht

immer ubereinstimmenden Kenner agyptischer Sprache sich samtlich

begegnen. Wenn auch nicht ganz das Gleiche mit Bezug auf den

Namen jenes Konigs stattfindet, unter welchem die alten als Vorbdd

dienenden Schriften verfaBt worden waren, so erganzt man doch

meistens diese Lucke durch Raenmat^), und das ist kein anderer

1) Eisenlohr, Papyrus S, 27—29. ^) Die Entdeckung stammt von Herrn
Dr. Ludwig Stern, dessen brieflichen Mitteilungen wir diese Tatsache ent

nehmen. '") G. Ebers in einer Rezension von Eisenlohr, Papyrus im Lite-

rarischen Zentralblatt vom 12 Oktober 1878 h'alt diese Erganzung fiir zweifel
haft. Dagegen stimmt er durchaus damit iiberein, der Papyrus konne nach
alien auBeren Anzeichen nur in der Zeit zwischen der XVII. und der XVIII.

Dynastie geschrieben sein.



Die Agypter. Arithmetisches. 59

als Konig Amenemhat HI. Ist diese Erganzung richtig, und hat

man in Amenemhat wirklich auch Sasyches zu erkennen, so konnte

Diodors Angabe fiber den Erfinder der Geometrie in Beziehung auf

nnsern Papyrus gedeutet werden. Das Original zu der Bearbeitung
des Ahmes wfirde dann viele Jahrhunderte hindurch iu der Uber

lieferung fortlebend sich mythisch mit der Erfindung der Geometrie

vereinigt haben ^). Und wenn diese genaue Beziehung sich nicht fest-

halten lieBe, so ist doch merkwfirdigerweise die Zeit der XII. Dy
nastie auch durch ein anderes Schriftstfick als Blutezeit agyptischer
Rechenkunst bestatigt. In Kahun, sudlich von der Pyramide von

lUahun, die auf Usertesen II. aus der XII. Dynastie zurfickgeht,
wurden 1889 und 1890 zwei mathematische Papyri aufgefunden^),

welche, ohne mit dem Papyrus des Ahmes ubereinziistimmen, hoch-

bedeutsame Ahnlichkeiten mit demselben aufweisen. So ist dort eine

2 11 1
Anzahl von Bruchzerlegungen vorhanden, wie z. B. -^ = -^ -[- ^ + 77-

und ahnliche, von denen wir gleich zu reden haben werden. Auf

andere Bestandteile zurfickzugreifen werden wir da und dort in der

Lage sein.

Ein weiterer mathematischer Papyrus, von dessen Inhalt leider

nicht einmal Andeutungen bekannt sind, gehort Herrn Wladimir

Golenischeff an, Konservator der kaiserlichen Sammlung in der Eremi-

tage in Petersburg. Unbedeutende Papyrusteile mit Hau-Rechnungen
— wir werden bald sehen, was das ist — sind im Beaitze des Agyp
tischen Museums in Berlin ^).

Uber einen in einem koptischen Grabe aufgefundenen Papyrus
in griechischer Sprache berichten wir im 24. Kapitel. Yon voUstan-

digen alten Schriften ist bisher nur das Rechenbuch des Ahmes

der Offentlichkeit fibergeben, und zu ihm kehren wir zuriick.

„Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis aller dunklen Dinge", so

lauten die Anfangsworte des Papyrus. Spater spricht Ahmes von

einer „Vorschrift der Erganzung", von einer „Vorschrift zu berechnen

ein rundes Fruchthaus"', von einer „Yorschrift zu berechnen Felder",

von einer „Yorschrift zu machen einen Schmuck" und dergleichen
mehr. Wer aber aus diesen Uberschriften den SchluB ziehen wollte,

es seien hier fiberall wirkliche Yorschriften gegeben, Regeln gelehrt.

') Vgl. Lauth L c. *) "W". M. Flinders Petrie, lUahun, Kahun and

Gurob. London 1891, pag. 486. Die Herausgabe der Fragmente erfolgte 1897

in London durch F. Ll. Griffith. Uber einzelne SteUen vgl. Cantor, Die

mathematischen Papyrusfragmente von Kahun in der Orientalischen Literatur-

zeituno- 1898, Nr. 10. ') Alle Notizen iiber mathematische Papyri verdanken

wir Herrn Prof. August Eisenlohr.
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wie man zu verfahren habe, der wurde in einem gewaltigen Irrtume

befangen sein. Einzelne Yorschriften in unserem heutigen Sinne des

Wortes kommen aUerdings vor, aber weitaus in einer fiberwiegenden

Zahl von Fallen begnugt sich Ahmes damit mehrere Aufgaben gleicher

Gattung nacheinander zu behandehi. Eine Induktion aus diesen Auf

gaben und ihrer Losung auf allgemeine Regeln ist nicht gerade

schwierig, allein Ahmes voUzieht sie nicht. Er fiberlaBt diese Folge

rungen dem Leser oder dem mfindlichen Unterrichte des Lehrers,

ohne welchen die Benutzung des Handbuches kaum gedacht werden

kann. Das hiiufige Auftreten des Wortes „Vorschrift" entspricht nur

der iigyptischen Gewohnheit der Gedachtnisfibung, wie sie geradezu

als Grundlage jeder Unterweisung beigeblieben ist i). Lassen sich

doch regelmiiBig wiederkehrende Ausdrficke am leichtesten einpriigen.

GewiB entstammen noch andere gleichfalls unaufhorlich sich wieder

holende Redensarten bei Ahmes derselben Rficksicht auf das Gedacht

nis des Schfilers. So heiBt es bei ihm: „gesagt ist dir", oder „wenn

dir sagt der Schreiber", oder „wenu dir gegeben ist" und „mache,

wie geschieht", oder „mache es also", wo ein Schriftsteller unserer

Zeit: Aufgabe und Auflosung sagen wfirde.

Wir haben den sogieich genauer zu besprechenden Papyrus das

Rechenbuch des Ahmes genannt. Andere ^) sind, wie wir in den

ersten Worten dieses Kapitels andeuteten, der Meinung, man durfe

nicht von einem Rechenbuche reden, es sei nur das Heft eines

Schfilers, und zwar eines sich mitunter recht ungeschickt anstellenden

Schfilers, welches sich erhalten habe. Ffir unsere Kenntnis der agyp

tischen Mathematik ist es gleichgfiltig, ob die eiue, ob die andere

Bezeichnung ffir richtig gehalten wird, wir mochten jedoch auf die

seinerzeit von uns nach reiflicher Uberlegung in Gemeinschaft mit dem

Ubersetzer des Papyrus gewahlte Bezeichnung nicht verzichten. Wir

geben zu, daB in den Rechnungen Irrtumer vorkommen, daB manch-

mal Verbesserungen angebracht sind, allein wir sehen nicht ein, daB

ein solches Vorkommen den Papyrus zu einem Schfilerhefte stemple.
Irrtumer kommen vermutlich in jedem Manuskripte vor und gehen
nicht seiten als Druckfehler in die voUendetsten Werke der berfihm-

testen Verfasser fiber. Um so weniger kann man AnstoB daran

nehmen, wenn ein Abschreiber sich einen Irrtum zuschulden kommen

laBt. Zudem sind keineswegs alle Irrtumer verbessert, der Vorwurf

der Minderwertigkeit wfirde also von dem Schfiler auf den Lehrer

'-) Herodot H, 77. -) Max Simon, tJber die Mathematik der Agypter
(Verhandlungen des III. internationalen Mathematikerkongresses in Heidelberg
1904, S. 526—535) im AnschluB an eine friiher von Eugene Revillout auso-e-

sprochene Meinung.
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fibergehen. Ferner sind die Anfangsworte des Papyrus, welche wir

S. 59 zum Abdruck gebracht haben, weit ungezwungener auf ein sorg-

faltig oder nicht niedergeschriebenes oder abgeschriebenes Buch als

auf ein Schulerheft zu deuten. Endlich berufen wir ims auf die Frag
mente von Kahun, welche mit dem, was wir nicht aufhoren das

Rechenbuch des Ahmes zu nennen, in vielen Beziehungen so sehr

ubereinstimmen, daB wir anzunehmen genotigt waren, auch jene seien

die Uberreste eines um Jahrhunderte alteren Rechenheftes eines

Schfilers, wozu wir uns nicht entschlieBen konnen.

Die Zahlen, mit welchen gerechnet wird, sind teils ganze Zahlen,
teils und zwar groBtenteds Brfiche, woraus sich von selbst ergibt,
daB der Leserkreis, fur welchen Ahmes schrieb, als ein in der Rechen

kunst schon vorgeschrittener gedacht werden muB. Ein Handbuch

fur Anfanger mfiBte und muBte zu alien Zeiten sich namentlich am

Anfange auf den Gebrauch ganzer Zahlen beschranken. Uber die

Zeichen, deren Ahmes sich ffir ganze und ffir gehrochene Zahlen be

dient, werden wir zwar noch in diesem Kapitel aber in einem anderen

Zusammenhange reden. Fur jetzt muB eine Bemerkung fiber die Art

der vorkommenden Brfiche und fiber deren Bezeichnung unter Voraus

setzung gegebener Zeichen fur ganze Zahlen genfigen. Ahmes benutzt

namlich nicht Brfiche in dem allgemeinsten Sinne des Wortes, d. h.

angedentete Teilungen, wobei der Zahler wie der Nenner von be-

liebiger GroBe sein konnen, sondern nur Stammbrfiche, d. h. solche,
die bei ganzzahligem Nenner die Einheit als Zahler haben und die

er dadurch anzeigte, daB er die Zahl des Nenners hinschrieb

und ein Piinktchen darfiber setzte. Brfiche mit anderem Zahler

konnte er wohl denken, wie aus dem ganzen Charakter seiner Auf

gaben zur Genfige hervorgeht, er konnte sie aber nur dann schreiben,
wenn mehrere derselben mit gemeinsamem Nenner in Zwischenrech-

nungen auftraten. Er begnfigte sich sonst jeden beliebigen Bruch

11 2

als Summe von Stammbrfichen anzuschreiben, z. B. ■- — statt -,

wenn das bloBe Nebeneinandersetzen zweier Stammbrfiche deren addi

tive Zusammenfassung bezeichnen soU. Eine einzige Ausnahme bildet

von dem hier Ausgesprochenen der Bruch -^ . Ahmes weiB ganz

genau, daB derselbe eigentlich -^
ist und versteht diese Zerlegung

vortrefflich zu benutzen, aber daneben hat er ein eigenes Zeichen

ffir —

,
so daB auch dieser Bruch in seinen Rechnungen mitten unter

Stammbrfichen vielfiiltig vorkommt und uneigentlich zu denselben

gezahlt werden mag.
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Nach dieser Bemerkung laBt sich sofort erkennen, daB es eine

Aufgabe gab, welche Ahmes unbedingt an die Spitze stellen muBte,

mit deren Losung der Schuler vertraut sein muBte, bevor er an irgend
eine andere Rechnung ging, die Aufgabe: einen beliebigen Bruch

als Summe von Stammbrfichen darzustellen. Das scheint uns

denn auch die Bedeutung einer Tabelle zu sein, deren Entwicklung
die ersten Blatter des Papyrus ffiUt. Allerdings ist diese Bedeutung
nicht unmittelbar aus dem Wortlaute zu erkennen. Dieser heiBt viel

mehr zuerst^): „Teile 2 durch 3", dann „durch 5", spater wieder z. B.

„teile 2 durch 17", kurzum es handelt sich um die Darstellung von

2

2T( -(-1

(wo n der Reihe nach die ganzen Zahlen von 1 bis 49 bedeutet, als
Divisoren mithin alle ungeraden Zahlen von 3 bis 99 erscheinen), als
Summe von 2, 3 oder gar 4 Stammbrfichen. Tabellarisch geordnet
unter Weglassung aller Zwischenrechnungen gewinnt Ahmes folo-ende

Zerlegungen ^) :

2 2

T
~

¥

2 1

5

~

3

1

15

2 1

7
"~

T

1

28

2 1

9^
^

6

1

18

2 1

11

~

6

1

66

2 1

13
~

Y

1

52

1

104

2 1

15
~

10

1

30

2 1

17
~

12

1

51

1

68

2 1

19
~

12

1

76

1

114

2 1

21
~

14

1

42

2 1

23
^

12

1

276

2 1

25
~

15

1

75

2 1

27
~

18

1

54

2 1

29
"■

24

1

58

1

174

1

232

2 1

31
~"

2()

1

124

1

155

2 1

33
~

22

1

66

2 1

35
~

30

1

42

2 1

37
~

24

1

111

1

296

2 1

39
~

26

1

78

2 1

41

~

24

1

246

1

328

2 1

43
~

42

1

86

1

129

1

301

2 1

45
~

30

1

90

2 1

47

~

30

1

141

1

470

2 1

49
~

28

1

r96

2 1

51 34

1

102

2
__

1

53 30

1

318

1

795

') Eisenlohr, Papyrus S. 36—45. ^) Ebenda S. 46-48.
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2
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1
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1
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2 1 1 2 1 1 1 1
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^

39 195 S9 6(1 ■ioi\ 534 890

2
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1
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1
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1
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2 1
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~

70

1

130

2

69
^

1

46

1

13S

2 1

93
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62

1
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2

71
"~

1

40

1

568

1

710

2 1

95 60

1

380

1

570

2

73
~

1

60

1

219

1

292

1

365

1

97 56

1

679

1

776

2

75
~

1

50

1

150

2 1

99
~

66

1

198

2

77
~

1

44

1

3C)8

Es ist einleuchtend, daB unter wiederholter Anwendung dieser

Tabelle ein Bruch, dessen Zahler auch die 2 ubersteigt, wenn er nur

seinem Nenner nach in der Tabelle sich findet, in Stammbrfiche zer-

legt werden kann. Zeigen wir versuchsweise an
—

,
wie wir dieses

Verfahren uns denken. Zunachst ist 7 = l-|-2-|-2-|-2,

also
29

1
"~

29
^
\2i 58 174 232^

^
\24

1

.58 r74 232/
' (-

' '

\24 58 17

1
~

29

1

24

1
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1

174

1

2Y2HI
2
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2

174 1Ii)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

~

29 24 58 174 232 12 29 87 116

2 1 1 1 1 1 1 1
""

29 24 58 174 232 12 87 116

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
■"

24 68 174 23'2 24 58 174 232 12 87 116

O 2 2 2 1 1 1
""

24 58 174 232 12 87 116

1 1 1 1 1 1 1
"~

l2 29 87 ri6 12 87 116

2
~~

12

2

87

2

116

1

29
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_

1 1111
^

Y 58 174 68 29

2 1 1 Jl^
""

58 ¥ 174 29

— 1 A A_ A
^

29 6 174 29

2 11

^29 Y 111

_

1 j 1 111
~~

24 58 174 232 6 174

_

2 1 A A_ i
~

174 24 58 232 6

__

1 1111
~

87 24 68 232 6

Oder besser geordnet ^^ = ^ ^ 58 87 23l
' ^i^^^nd wird behaupten

wollen, diese Zerlegungsweise sei besonders elegant, oder sie fuhre

besonders schnell zum Ziele. Aber sie ffihrt doch dazu, sie ist aus-

reichend, vorausgesetzt wenigstens, daB im Yerlaufe der Rechnung
kein mit dem Zahler 2 versehener Bruch auftrete, dessen rmgerader
Nenner die Zahl 100 fiberschreitet, widrigenfaUs von einer groBeren

Ausdehnung der Tabelle nicht abgesehen werden konnte.

Drei Bemerkungen drangen sich von selbst auf. Die eine geht

dahin, daB es nicht bloB eine Zerlegung eines Bruches gibt, sondern

daB man die Auswahl zwischen man kann fast sagen beliebig vielen

7 111

Zerlegungen hat. So ist z. B. auch xt;
=

-^ ^ t^^ neben der oben
° °

29 5 29 145

erhaltenen Zerlegung. So ist |- = ^ ^^ = ^ ^^ neben dem in

der Tabelle angegebenen Werte usw. Daran knfipft sich die zweite

Bemerkung, daB ffir die komplizierteren Falle allmahlicher Zerlegung,

deren wir einen (—1 behandelt haben, es sich als zweckdienlich er-

weist, wenn die Nenner der in der Tabelle als erste Zerlesunesero-eb-

nisse vorhandenen Stammbrfiche gerade Zahlen sind, weil dadurch

ein Aufheben durch 2 vielfach ermoglicht wird. Der agyptische
Rechner war namlich, und das ist unsere dritte Bemerkung, gewohnt
wenn auch mutmaBlich nicht die Teilbarkeit einer Zahl durch irgend
eine andere, doch jedenfalls ihre Teilbarkeit durch 2 sofort zu

erkennen. Das geht ohne die Moglichkeit eines Zweifels ans der

Tabelle selbst hervor. Nur wenn die Verwandlunsen A == A A — A

2 ^

S
4 2 '

6 3"'

i-
=

T
^^'^^ ''^^ vornherein klar waren, ist deren folgerichtige Aus-

schlieBung aus der Tabelle erklarlich.
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Aber auch eine Frage drangt sich auf: wie ist die Tabelle

entstanden^)? Wie ware ihre Fortsetzung zu beschaffen, welche doch,
wie wir sahen, bei Zerlegung von Brttchen, deren Zahler die 2 uher-

steigen, unter Umstanden notwendig wird? Die Yermutung dfirfte

eine nicht aUzugewagte sein, daB die Tabelle, ein altes Erbstuck

schon zur Zeit des Ahmes, wohl niemals auf einen Schlag gebildet
worden ist. Eine allmahliche Entstehung, so daB die Zerlegung bald

dieses bald jenes Bruches, bald dieser bald jener Gruppe von Bruchen

gelang, daB die gewonnenen Erfahrungen aufbewahrt und gesammelt

wurden, durfte der Wahrheit so nahe kommen, daB man sich berech-

tigt fuhlen mochte, die Mathematik ihrem geschichtlichen Ursprunge
nach und ohne in die Streitfragen nach der philosophischen Begriin-

dung ihrer einfachsten Begriffe einzutreten eine Erfahrungswissen-
schaft zu nennen. Wie wir oben (S. 59) sagten, sind die Zerlegungen
des Ahmes schon in den Fragmenten von Kahun vorhanden, oder,

um uns deutlicher auszudrficken, wo in den Fragmenten von Kahun

richtige Zerlegungen vorkommen — einige wenige siud irrig oder

Ifickenhaft — stimmen sie Zahl fur Zahl mit Ahmes uberein. Jeden

falls kann man auch mit Bezug auf die uns gegenwartig beschafti-

gende Tabelle nicht Yorsicht genug gegen die Yersuchung uben,

allgemeine Methoden aus gegebenen Fallen herauszudeuten, damit man

sie nicht vielmehr hineindeute.

Eine allgemeine Methode weist allerdings der Text des Papyrus

selbst durch eine der seltenen Stellen, in welchen eine wirkliche

Vorschrift gegeben ist, auf. Wir meinen die Aufgabe 61 nach der

Numerierung, mit welcher der Herausgeber des Papyrus die auf die

2

Tabelle folgenden Aufgaben versehen hat. Dort heiBt es^): „y
zu

2 1

machen von einem Bruch. Wenn dir gesagt ist: was ist
y

von -^?
so mache du sein Doppeltes und sein Sechsfaches, das ist sein zwei

Drittel. Also ist es zu machen in gleicher Weise ffir jeden gebro-

chenen Ted, welcher vorkommt."

Um diese Vorschrift zu verstehen, mfissen wir uns erinnern, daB

zum Anschreiben eines Stammbruches (S. 61) der mit einem Punkt-

chen versehene Nenner genugte. „Sein Doppeltes" von einem Bruche

gesagt heiBt demnach: der doppelte Nenner, selbst mit einem Punkte

darfiber, und ist dem Werte nach nicht ein Doppeltes sondern ein

•) Eisenlohr, Papyrus S. 30—34 hat sich eingehend mit dieser Frage

beschiifticH. Unsere Auseinandersetzung trifft in vielen Punkten mit der dort

gegebenen uberein, weicht aber auch in einigen nicht ganz nebensachlichen

Dingen davon ab. -) Ebenda S. 160.

Cantoe, Geschichte der Mathematik I. 3. Aufl. 5



66 2. Kapitel.

Halbes. Die erwahnte Vorschrift zeigt also erstlich, daB, wie wir

2 11

fruher vorgreifend gesagt haben, die Zerlegung y
=

y y
bekannt

war, wenn sie auch in der Tabelle nicht enthalten ist. Sie zeigt

femer, daB man „fur jeden gebrochenen Teil, welcher vorkommt",

ffir iedes - in gleicher Weise l X - =

, ^

' rechnete. Aber ein
■>

a
° S a z a o a

anderes ist immerhin „
von

— zu nehmen, ein anderes 2 durch 3 a
3 a

'

zu teilen! Wir sind nicht berechtigt ohne weiteres vorauszusetzen, daB

man gewuBt habe, es sei -„- X
— =

~, also auch — =

^r- --. Die
o ' 3 a d a 3 a 2 a b a

Tabelle beweist uns das Vorhandensein dieser Kenntnis, denn sie

liefert ausnahmslos bei jedem durch 3 tedbaren Nenner gerade diese

r, . 2 112 112 11

Zerlegung
- =

^ j-^,
- =

g^, ^, ^3
=

^-^ ^
usw.

Bezieht sich etwa das „also ist es zu machen ffir jeden ge

brochenen Teil, welcher vorkommt" wie auf den Bruch —

so auch
'

a

2

auf
yj

oder mit anderen Worten ist auch, wenn p eine von 3 ver

schiedene Primzahl bedeutet, in der Tabelle eine Yerwertung der

2 2

Zerlegung von - bei der Zerlegung von
— ersichtlich? Gibt es

ferner eine Zerlegung von
-"

selbst, welche zur Zerlegung
— = ——

eine geistige Verwandtschaft besitzt?

Die zweite dieser Fragen laBt sich sofort bejahend beantworten.

Wenn p eine Primzahl ist (und zwar selbstverstandlich eine von 2

verschiedene Primzahl), so muB ^^~ eine ganze Zahl seiu. Nun

21 1
^^^

«

=

„
I 1

+
^tT+l '

^'^^ dieser Zerlegungsformel, deren ge-

".—
—

2~x^
schichtliche Berechtigung freilich erst im 41. Kapitel im folgenden
Bande dieses Werkes zur Sprache kommen kann, entspricht - =AA.

3 2 6

Ihr folgen ebenso die Zerlegungen der Tabelle unter Annahme von

P
= o,l, 11, 23 mit 4 = .1 i A = A A A

= A A '^
_

1 1

5 3 16' 7 4 28' 11 6 66' 23
~~

1-^276'
aber i, = 13, 17, 19, 29, 13, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,
83, 89, 97, Oder eine Mehrheit von neunzehn Primzahlen gegen 'ffinf
beweist, daB es irrig ware anzunehmen, diese Zerlegungsart" sei als
Gesetz vorhanden gewesen. Noch weniger fugt sich die Zerlegung
der Brfiche -f einem Gesetze. Wie ^ = ^-'--, hatte man -1 = 1a^

^ -r^. „

^a ...aba 5a 3a 15a
zu erwarten. Diese Erwartung erfuUt sich nur bei a = 5, 13 17.
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2 11
Die Zerlegung ;r"

=

,— nS" findet nur statt bei a=l, 11. Die
° ° T a ia 28 a '

2 11

Zerlegung ,,—
=

5— j^— ,
soUte man vermuten, konne nur bei ff>ll° ° 11 a 6a 66 a' '

eintreten, also die Ausdehnung der Tabelle fiberschreiten. Statt dessen

gdt sie fur a = 6, so daB 55 als Yielfaches seines groBeren Faktors

11, nicht seines kleineren Faktors 5 behandelt ist. Noch auffadender

ist die Ausnahmestellung, welche
"

=

-r,- und A = -r r^^x einnehmen."
00 30 42 91 ti) 130

Die erstere Zerlegung kummert sich, nach unserer bisherigen Auf

fassung betrachtet, weder um den Faktor 5 noch um den Faktor 7

von 35, die letztere um keinen der Faktoren 7 oder 13 von 91. Und

doch lassen sich diese Zerlegungen in unter sich gleicher Weise aus

jenen Faktoren herleiten. Wenn j; und q zwei ungerade Zahlen sind,

'^-^— demnach ganzzahlig ausfallen muB, so ist -— = —

2 & o )

^x,^ qxP±J

-, und setzt man nun 2^
= 7, q

= b beziehungsweise 2^
= 13,

pxP ' ^

2

q
= T, so erhalt man obige Zerlegungen. Und dieses Zusammen

treffen scheint kein Zufad zu sein. Wenigstens laBt sich in byzan
tinischer Zeit die hier ausgesprochene Entstehung mit aller Bestimmt-

heit nachweisen, wie im 24. Kapitel sich zeigen wird.

Aber gerade das Vorhandensein der beiden Zerlegungsformeln,
welche wir mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit zu ent-

htiden imstande waren, notigt uns die gleiche Folgerung wiederholt

auszusprechen, die vorgreifend an die Spitze gestellt ward. Nur eiue

allmahliche Entstehung der Tabelle laBt sich denken! Es will nicht

in Abrede gestellt werden, daB an einem guten Teile der Zerlegungen
mehr oder weniger bewuBt gewisse Regeln zur x\usttbung gelangten,
aber gerade deren ebenmaBiges, gleichberechtigtes Vorhandensein

schlieBt wieder ruckwarts jede Moglichkeit eines einheitlichen Grund-

gedankens aus, und sei es nur auch eines solchen wie der, daB wenn

tunlich Stammbrfiche mit geradem Nenner erscheinen sollen'-).
Wir schalten noch eine Bemerkung ein, deren Bedeutung erst im

33. Kapitel uns hervortreten wird. Die Aufgabe ,,
teile 2 durch 3"

beziehungsweise durch 5, durch 17 usw. lautet agyptsich 7ias 2 ^ent 3,

') Wenn Herr Gino Loria in der Bibliotheca mathematica 1892 pag. 97

bis 109 sich in scharfsinnigen Vermutungen ergeht, wie die Zerfallung in 2,

3, 4 Stammbriiohe stattgefunden haben moge, so bleibt er doch jede Antwort

auf die Frage schuldig, an welcher wir auch gescheitert sind, und die wir fiir

die wichtigste halten : warum im Einzelfalle die Zerlegung gerade in diese An

zahl von Stammbriichen stattfand ?
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Oder wie der Divisor heiBen mag. Von den beiden Kunstwortern i)

nas und xcnt bedeutet das letztere so viel wie in, unter, zwischen.

Das erstere -nas mit dem Determinativ eines die Hand ausstreckenden

Mannes bedeutet anrufen, beten. Ahmes hat aber als Determinativ

einen den Finger an den Mund legenden Mann benutzt. Dadurch

konnte die Bedeutung „aussprechbar machen" gerechtfertigt werden

und es hieBe nas 2 xettt 17 soviel wie _,,niache 2 aussprechbar in 17".

Damit ware mittelbar behauptet, der Agypter habe leicht aussprech-

bare Formen nur ffir Stammbrfiche besessen, wahrend ein Bruch wie

^- oder allgemeiner -"* ihm Schwierigkeiten sogar grammatikalischer
17 ° n

u ^

Natur bereitete; eine Yermutung, welche noch ihrer Bestatigung

harret.

Wir haben die Anwendung der TabeUe zur Zerlegung von Bruchen,

deren Zahler groBer als 2 sind, deutlich zu machen gesucht, haben

erkannt, daB diese Anwendung begrifflich leicht iu der Ausffihrung
miBlich ist. Um so wfinschenswerter muBte es sein, die Zerlegung
von Brfichen mit einem besonders oft vorkommenden Nenner ein fur

allemal vorratig zu haben. Ein solcher Nenner war die bei den

FruchtmaBen und der Feldereinteilung der Agypter sehr beliebte Zahl

10, und deshalb wohl ist der groBen Tabelle eine zweite kleinere

angeschlossen gewesen, aus deren allerdings sehr luckenhaften Uber

resten^) man die Zerlegung der verschiedenen Zehntel in Stammbrfiche

entziffert hat.

Wir kehren nochmals zur groBen Tabelle zurfick. Wenngleich
eine Anleitung zu ihrer HersteUung von ims vermiBt wurde, so ist

doch ein Beweis der Richtigkeit der einzelnen angegebenen Zer

legungen unter dem Namen Smot, Ausrechnung, geffihrt. Ist etwa

2 11
die Zerlegung von

"

in die beiden Stammbrfiche
-; angegeben, so

zeigt die Ausrechnung, daB--. A -\ .A oder mit anderen Worten

der Kjte imd der cqte Ted von A zusammen die 2 geben. Der Grund-

gedanke von dieser Ausffihrung besteht darin, daB zuerst allmahlich

die immer kleineren aliquoten Teile von A ermittelt werden und

daB ein kleiner Strich, im Drucke durch den Herausgeber fibersicht-

licher durch ein Stemchen ersetzt, diejenigen Zahlen hervorhebt

welche zusammen die 2 liefern sollen.

>) Die hier ausgesprochene Yermutung ist Eigentum des Herm Leon
Kodet, der sie uns briefHch unter dem 10. Juli 1879 mitteilte und deren

Benutzung in diesem Werke giitigst gestattet hat. ==) Eisenlohr, Papyrus
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So heiBt z. B. bei
y
= — — die Ausrechnung ') :

^

'
l^i- 2 14

4 2 4

=► 4 28 ^ 4 2.S.
4

Der Sinn dieser Ausrechnung besteht darin, daB man mit dem Um-

wege fiber die Erkenntnis, daB die Halfte von sieben 3 -

betragt, zu

^
X 7 = 1

Y -^ gelangt. Nicht als ob der Agypter nicht imstande

gewesen ware sofort den vierten Teil von 7 zu erkennen, aber

die Absicht war offenbar in erster Linie zu zeigen, daB die Halfte

von 7 mehr als 2 betragt, daB also der Stammbruch — bei

der Zerlegung von
y

nicht vorkommen kann. Dagegen liefert

— X 7 nicht die ganzen 2, sondern nur 1-^- .
■ Im Kopfe wird jetzt

die Subtraktion 2 — 1- - = -- vollzogen und erwogen, daB dieser
2 4 4 ^ of

Rest durch 7 mal einem zweiten Stammbruche erzeugt werden muB,
dessen Nenner folglich 7 mal 4 oder 4 mal 7 sein muB. Das ist

die Bedeutung der an zweiter Stelle auftretenden Multiplikation
1x7 = 7, 2 X 7 = 14, 4 X 7 = 28.

Man konnte freilich, namentlich mit Beziehrmg auf die von uns

.als im Kopfe ausgeffihrt hehauptete Subtraktion 2 —

^v a"
zweifel

haft sein, ob wir hier nicht Dinge hineinlesen, an welche Ahmes

2 2 2 2 2

nicht dachte, wenn nicht die Zerlegungen von
-

, -^ , . ,

—-

, -.-„ als

Bestatigimgen unserer Darstellung erschienen. Dort wo die Zer

legung der Tabelle drei Stammbriiche gibt, enthalt die Ausrechnung

ganz ahnliche Subtraktionen mit ausdriicklicher Erwahnung derselben.

.2111.

Uberzeugen wir uns bei -^ = t-., tt ,o-
Die Ausrechnung hat folgende* 17 12 51 68 o D

■Gestalt^):

1 17 1 ^,
A 111 2

'

3 3 34

s
5! . 3 i

3 3 ol

') Eisenlohr, Papyrus S. 36. *) Ebenda S. 37.
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2^-1 , 4 -i
2 3 68

1

T

I4- 6
^^^*

3 4'

1

Y

1

12

wo die Worte „Rest y ,

"

bedeuten, daB
—

X 17 von den verlangten

2 abgezogen noch -

~r zum Reste lassen.

Statt des so beseitigten Einwurfes droht uns ein zweiter, der

die Ausrechnung selbst, den auftretenden Rest, die durch denselben

erzwungenen erganzenden Stammbrfiche in Widerspruch setzen mochte

gegen unsere Behauptung, eine Ableitungsmethode der Tabelle sei

nicht ersichtlich. Und dennoch konnen wir diese Behauptung auf-

recht erhalten. Mag immerhin, wenn der erste Teilbruch der Zer

legung gegeben war, auf den oder die anderen Teilbrttche durch

eine Restrechnung geschlossen worden sein, die Wahl des ersten

Tedbruches selbst war davon unbeeinfluBt, und auf sie kam alles an.

So gibt z. B. die TabeUe
^-
=

^-^^
—

-^^^
— Wollte man zum ersten

Tedbruche nur einen solchen wahlen, dessen 43faches unterhalb der

2, aber nahe bei ihr lag, so hinderte nichts folgende Rechnung an-

zustellen, der wir zum Vergleiche mit den ubrigen eine ganz agyp
tische Anordnung geben :

1 43 1 43

I 28| 2 86

Y 1^1 3 129

6 ^1 * 6 258

loll
12 ^YT2 12 516

* k i4t24 ^^^*
624

*24 1032

und man hatte ^!, = i A_ _A_
gefunden. Der Rechner muB doch

irgend eine Veranlassimg gehabt haben mit ~ statt etwa, wie es hier

gezeigt wurde, mit _^^ zu beginnen, und welches diese Veranlassung
war, wissen wir eben nicht. Das heiBt wir kennen nicht die Ablei-
tung der Tabelle.

Man fasse fibrigens die Ausrechnung auf, wie immer man wolle
der Umstand bleibt jedenfalls bemerkenswert, daB ein Rest bei ihr
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zur Rede kommt, daB also eine gegebene Zahl von einer anderen

(hier von der Zahl 2) abgezogen wurde, daB man diesem Rest ent

sprechend eine Erganzung durch Yervielfachung wieder einer gege

benen Zahl (des Nenners des zu zerlegenden Bruches -^) mit zu

suchenden Stammbrfichen zu beschaffen hatte. So sehen wir die

Moglichkeit, wenn nicht die Notwendigkeit einer eigentlichen Er-

ganzungs- oder Yollendungsrechnung, und eine solche unter

dem agyptischen Namen Seqem schlieBt sich mit 17 Beispielen un

mittelbar an die groBe und die auf letztere folgende kleine Zer-

legungstabelle an^). Die Seqemrechnung hat es mit multiplikativen
und additiven Erganzungen zu tun, d. h. es wird in den ersten Bei

spielen gelehrt, womit eine bald aus Brfichen allein, bald aus mit

Brttchen verbiindenen Ganzen bestehende gegebene Zahl vervielfacht

l^'erden muB, es wird in spateren Beispielen gelehrt, wieviel zu einer

ahnlichen gegebenen Zahl hinzugefttgt werden miiB, um einen ge

gebenen Wert hervorzubringen. Wir konnten ktirzer sagen: es wird

mit einer gegebenen Zahl in eine andere dividiert, oder aber sie wird

von einer anderen subtrahiert, wenn nicht dadurch der Zweck wie

die Yerfahrtmgsweise des Agypters durchaus verwischt wfirde.

Das Verfahren besteht wesentlich in einer Zurfick fuhrung der

gegebenen Brfiche auf einen gemeinsamen Nenner, die als

Hdfsrechnung durch andersfarbige (rote) Schriftzuge sich hervorhebt,
und wobei gewissermaBen fiber unsere moderne Anwendung von

Generalnennern hinausgegangen wird, indem man sich nicht versagt,

auch solche gemeinsame Nenner zu wahlen, in welchen die Nenner

der gegebenen Stammbrfiche nicht eine ganzzahlige Anzahl von Malen

enthalten sind. MaBgebend ist nur, daB jener Generalnenner zur

Aufgabe selbst oder zu der bis dahin geffihrten Rechnung in Be-

ziehimg stehe, und nicht etwa Scheu vor zu groBen Generalnennern

bestimmt die Wahl desselben. Eine solche Scheu kannte man tat-

sachlich nicht, wie Aufgabe No. 33 beweist, in welcher 5432 als

Generalnenner vorkommt^). Zwei von den Seqemrechnungen, No. 23.

imd No. 13., mogen jene die additive, diese die multiplikative Er-

ffiinzuna: erkennen lassen.

In No. 23. sod --

^-r;.,r.r; additiv zu 1 erganzt werden. General-
4 8 10 30 45

nenner wird 45, allerdings ohne daB ein Wort davon verlautete. Es

werden eben nur die genannten Stammbruche durch die Zahlen

Iii o—i 4-i, 1
"^

,
1 ersetzt, imd damit ist ffir den Sachkundigen

>) Eisenlohr, Papyrus S. 53—60. *) Ebenda S. 73.
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hinliinglich erklart, daB Fttnfundvierzigstel gemeint sind. Deren

Summe 23 -^^-^ Ftinfundvierzigstel bedarf zur Erganzung auf -^

noch ^1 = :^^ = 4-:^; dann fehlt noch 4; mithin ist die ganze
45 45 46 9 40

' o

Erganzung 3 g ^g-

In No. 13. soU.^^ multiplikativ zu
y erganzt werden. Wohl

mit Rficksicht darauf, daB 112 = 7 X 16, wird ein gerades Yielfaches
11 -1- ^

von 7, namlich 28, zum Generalnenner gewahlt, also
^
=

-^^-,

11 9 13^
—- =

^ und deren Summe = —

gesetzt. Diese soU zu
— =

.J ge-

2

macht werden, und das geschieht, indem man die
^^ selbst, deren

Halfte ir und die Halfte dieser Halfte J^ vereinigt. Mit anderen

Worten —

--^ wird durch Yervielfachung mit 1 — -- zu -^
vollendet.

16 112 240

Unsere Darstellung des letzten Beispieles gibt uns nicht bloB

einen Einblick in eine Seqemaufgabe, sondern in das Dividieren der

Agypter fiberhaupt, wie es im ganzen Papyrus an den verschieden-

sten Stellen wiederkehrt, stets den Weg mittelbarer VervieKaltigung

wahlend, in verwickelteren FaUen zunachst mit einem angenaherten

Ergebnisse sich begnfigend, welches dann selbst noch nachtraglich
eine Erganzung notwendig macht.

Wenn es iu No. 58. heiBt ^): „Mache du vervielfaltigen die Zahl

93y um zu finden 70. Vervielfaltige die Zahl 93—, ihre Halfte 46^^,

ihr Viertel 23— . Mache du „- --", so ist die Meinuncj keine andere,
3 2 4' '^ >

2 1
als die, daB jene Halfte mit 46 -r- und jenes Viertel mit 23— zu-

o 3

sammen die verlangten 70 geben.

Wenn No. 32. verlangt 1 „^
■ -

zu 2 zu machen-), so vervielfaltigt

Ahmes die gegebene Zahl zunachst mit -^ 3-^,0 (wobei der Umweg
2 1

erst — und dann noch
g-
der Zahl statt dieser selbst zu nehmen nur

durch den Wunsch erklart werden kann, bei der weiteren Arbeit

1 1

Y\
moglich viele Multiplikationsergebnisse von 1 zu kennen) und

bringt die Summe aller dieser Teilprodukte in die Form 1— — ><- 1
''^ A

6 12
^^

3 4

^) Eisenlohr, Papyrus S. 144. -) Ebenda S. 70.
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285 '^SS
=

T-rr. Er will aber 2 =^ erhalten, zu deren Ero-anzung noch
144 144 ' o °

3 11

144
^

7^2 144
^I'foi'dsrlich sind. Nun war bei der Gewinnung des an-

1 1 '^'"'8

genaherten Produktes 1
„

- in die Form -"" o-ebracht worden. Dar-
" 3 4 144 °

aus geht hervor, daB
sij^ X 1

^ -,-
=

.-tt sein niuB und -rr X 1 -

,
J-iO o 4 144: Hi .> 4

=

„r. Der gesamte gesuchte Quotient ist daher -"-, = 1 -

-■

72 » » ^

1^^612114 228

Wir sind fast unverantwortlich ausftthrlieh in der Darstellung
dieser Rechnungsverfahren und ihrer tabellarischen Hilfsmittel ge

wesen. Moge es uns gelungen sein dem Leser die Denkweise eines

agyptischen Rechners einigermaBen zu vergegenwiirtigen. Das ware

freilich unmoglich, wenn unsere Auffassung eine so durchaus irrige

wiire, als behauptet worden ist-"-). Zunachst soil in den Seqemrech

nungen von einem gemeiaschaftlichen Nenner keine Rede sein. Das

ist vodstandig wahr, wenn man den Nachdruck auf das Wort selbst

legt. Ahmes hat dem Nenner, auf welchen die vorkommenden

Bruche zurflckgefuhrt werden, keinen Namen gegeben. Die Operation
der Zurttckftthrung als solche ist auch nicht geschddert. Aber als

Mittel zur Hauptrechnung, welche Seqcm heiBt, wird sie fortwiihrend

gettbt, wie wir an der Hand der Beispiele gezeigt haben.

Ferner soil auch der Zweck der Seqemrechnungen nicht der von

uns angegebene sein. Ahmes beweise vielmehr unter dem Namen

Seqem den Satz, daB wenn man verschiedene ZahlengroBen dem

gleichen Rechnungsverfahren unterwerfe, die Ergebnisse im gleichen
Yerhaltnisse sich andern, wie die ZahlengroBen, von denen man

ausging. Indem wir unsere Leser auch mit dieser Auffassung be

kannt machen, verschweigen wir allerdings nicht, daB. unserer Mei

nung nach hier Dinge in Ahmes hineingelesen werden, an die er nie

dachte. Ein Wort, welches mit Verhaltnis iibersetzt werden

konnte, kommt ttberhaupt nicht vor. Richtig ist nur das eine, und

das war fibersehen worden, bis unser Herr Gegner darauf aufmerk

sam machte, daB in den Seqemrechnungen die zu erreichende Zahl

meistens das Siebenviertelfache der Ausgangszahl ist, so daB diese

ganz, zur Halfte und zum Viertel genonimeu und so vereinigt
werden muB.

Wir sind sogar in der Lage ahnliches aus weit alterer Zeit an-

zugeben. H. Brugsch hat 1891 im Museum von Gizeh zwei mit

') Les pr^tendus problemes d'algebre du manuel du calculateur Egyptien

(Papyi-us Rhind) par M. L(5on Rodet im Journal Asiatique fiir 1882. Die

122 Seiten starke Abhandlung ist auch im Separatabdruck erschienen.
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Gips fiberzogene Tafeln entdeckt i), welche zum Rechnen benutzt

wurden und noch mit Zahlzeichen bedeckt sind. Schriftcharakter und

beigefugte Namen wie Amenemhat, Usertesen weisen auf die XIL,

wenn nicht auf die XI. Dynastie hin. Die voUzogenen Rechnungen

bestehen darin, daB Zahlen angegeben werden, deren erste das 7fache,

lOfache, llfache, 13fache der zweiten siud. Das 7fache ist beispiels

weise durch die Zahlenreihe erlautert

7 1

1 1

i 28

1 l_
2 14

40 6 1

USW.,

^
320 320 640

WO allerdings die letzte Angabe nur naherimgsweise richtig ist,

da
Y

niclit g^ ist, sondern g-j, also etwa
^^^

mindestens fehlt.

Sei aber bei dem Umstande, daB Ahmes nur das Wort Seqem

gebraucht, ohne es irgend zu erklaren, ein Zweifel fiber Sinn und

Absicht gestattet, sei darum die eine oder die andere Deutung vor

zuziehen, oder gar eine dritte, deren EnthfiUung die Zukunft bringen

konnte, die eine Wahrheit wird wohl sicherlich genfigend zutage

getreten sein, daB Ahmes dieses Handbuch nicht ffir den ersten

besten, sondem nur fur die ersten und besten der Rechnungsver-

standigen seiner Zeit schrieb. Sein Werk setzt das gemeine Rech

nen mit ganzen Zahlen durchaus voraus. Es schlieBt nicht aus,

daB die Zwischenrechnungen unter Anwendung von Hdfsmitteln aus

geffihrt wurden, von welchen Ahmes nicht redet. Wenden wir

ans nunmehr zu den eigentlichen Aufgaben des Papyrus, ^\•elchen

wir gleichfalls den Stempel eines verhaltnismaBig hoheren Wissens

aufgepragt finden.

An der Spitze dieser Aufgaben stehen die i?a(( -Rechnungen"),
die dem Inhalte nach nichts anderes sind, als was die heutige Alsebra

Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten nennt.

Die unbekannte GroBe heiBt Hau, der Haufen, und mit diesem

Worte wird nicht bloB bis zu einem gewissen Grade gerechnet, es

kommen sogar mathematische Zeichen vor, welche von den o-ecen-

wartig gebrauchlichen sich nur insoweit unterscheiden, als sie ohne

Anwendung von zugleich mit ihnen auftretenden Wortern nicht aus-

reichen einen nicht miBzuverstehenden Sinn herzusteUen. Als solche

') H. .Brugsch-Pascha, Aus dem Morgenlaude (Reclams Universal-

Bibliothek No. 3151 und 3152) S. 35—40. ^ Eisenlohr, Papyrus S. 60—88.
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mathematische Hieroglyphen durfen wir ausschreitende Beine ffir

Addition und Subtraktion nennen. Die Addition wird durch dieselben

bezeichnet, wenn die Beine der Zeichnung der FfiBe gemiiB eben

nach der Richtung gehen, wohin auch die Kopfe der Vogel, der

Menschen usw. in den dergleichen darstellenden Hieroglyphen schauen,
die Subtraktion im entgegengesetzten Fade. Wir nennen ferner ein

aus drei horizontalen paraUelen Pfeilen bestehendes Zeichen ffir

Differenz. Wir nennen endlich das Zeichen ^ in der Bedeutung „das
macht zusammen" oder „gleich". Stellen wir einige dieser Aufgaben
in ihrem Wortlaute zusammen, welchen wir die Schreibweise als

Gleichungen folgen lassen.

No. 24. Haufen, sein Siebentel, sein Ganzes, es macht 19.

D. h. f + a; == 19.
7

No. 28.
-g- hinzu,

- -

hinweg bleibt 10 fibrig. D. h. (x + A

**
1 2

No. 29.
Y hinzu, -^ hinzu, —

hinweg (?) bleibt 10 fibrig. D. h.

(x + -; x) + 4 (x + I .^■) -| [(^ + i- x) +^{x+l- ^)] = 10.

2 .1 .1
No. 31. Haufen, sein "-, sein ^ ,

sein
-„-,

sein Ganzes, es be

tragt 33. D. h. A « -1-
A

-f-
A

-I- a; = 33.

Das Wesen einer Gleichung besteht nun allerdiass weit weniger

in dem Wortlaute als in der Auflosung, und so mussen wir, um die

Berechtigung unseres Yergleichs zu prufen, zusehen, wie Ahmes seine

Haurechnungen voUzieht. Er geht dabei ganz methodisch zu Werke,

indem er die Glieder, welche, wie man heute sagen wttrde, links vom

Gleichheitszeichen stehen, zunachst in eins vereinigt. Freilich tut

er das in doppelter W^eise, bald so, daB die Vereinigung im Neben-

einanderschreiben der betreffenden Stammbrttche bestehend nur eine

2 11
formelle ist, z. B. No. 31.: 1 -„

-

.r = 33; bald so, daB durch

Zurttckftthrung auf einen Generabienner wirkUche Addition vorge-

nommen ist, z. B. No. 24.: ! x= 10: No. 28.: <■ x= 10: No. 29.:
'

i
' 9 '

a; = 10. Im erstgenannten Falle wird sofort durch den Koeffi-
27 ^^

zienten der unbekannten GroBe in die gegebene Zahl dividiert, wie

eben der Agypter zu dividieren pflegt, d. h. bei No. 31. man verviel-

** 1 1

laltigt 1" ^ solange bis 33 herauskommen und findet so den
*=> 3 2 7 °
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freilich nichts weniger als fibersichtlichem Wert des Haufens

14— A A A, A_ A_ A_ bei welchem wir nur zu bemerken geben,
4 97 66 679 776 194 388'

daB ^ g^ ^Jg der aus der TabeUe herrtthrende Wert von
^.^

ist. Der

zweite FaU eroffnet wieder zwei MogUchkeiten. Entweder man lost

"-
a; = C indem die Division — vollzogen und deren Quotient mit b

b a
^

vervielfacht wird; so in No. 24, wo zuerst 8 in 19 als 2— -g-mal

enthalten und dann 7 mal 2-— als 16- -„- gefunden wird. Oder aber

man dividiert mit -" in 1 und vervielfacht diesen Quotienten mit 6';

so wahrscheinlich in den Aufgaben No. 28. und 29. In No. 28. wird

namlich — von 10 gesucht und von 10 abgezogen um den Haufen 9

19 1

ZU finden; wir fassen das so auf, es sei
^t,
=

j^
= 1 —

^ gewonnen

Y

und dann 1 — - mal 10 ermittelt worden. Bei No. 29. wird -^
oder

10 20

27

27 11
- im Werte von 1 -^r vr. berechnet und dieses lOmal genommen, so
20 4 10 o 7

daB 13^- als der Haufen erscheint.

Auch hier sollen wir-*) eine durchaus irrige Darstellung gegeben
haben. Nicht als Gleichungen seien die Haurechnungen aufeufassen,
sondern als Anwendungen der hier erstmaUg auftretenden Methode

des falschen Ansatzes. Ahmes wahle, wenn eine Aufgabe von der

Form -r-x = C vorgelegt sei, ffir x zunachst den bequemen, wenn

auch falschen Wert b. Durch ihn wird freilich
-yX nicht C, son

dern a, und der richtige Wert von x wird sodann gefunden, indem

man von b zu ihm dasselbe Verhaltnis obwalten laBt, wie von a

zu C. Der Sache nach stimmt diese Methode des falschen Ansatzes

und die der Gleichungsauflosung offenbar fiberein, und bei fehlendem

Zwischentexte ist es beinahe Geschmackssache, ob man das eine ob

man das andere erkennen will.

DaB die Vorstellung eines Hindurchgehens durch einen falschen

Ausatz den Agyptern nicht fremd war, haben wir immer behauptet,
wie sich bei der Besprechung der Aufgabe No. 40. zeio-en wird.

i) Rodet, Les pre'tendus problemes d'algebre du manuel du calculateur

Egyptien.
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DaB aber die Agypter auch mit dem Gleichungsbegriff'e vertraut

waren, und daB ihnen also Fremdartiges nicht untergeschoben wird,
wenn man, wie wir es getan haben, die Haurechnungen Gleichungs-

auflosungen nermt und als solche behandelt, das zeigen vorzugsweise
andere Aufgaben, welche im Papyrus raumlich von den Haurech

nungen getrennt von No. 62. an auftreten ^). Diese Aufgaben wttrden

in modernen Ubungsbttchern, in welchen sich regelmiiBig verwandte

Dinge behandelt finden, unter dem Namen der Gesellschafts-

rechnungen erscheinen. Die deutlichste derselben, No. 63., hat

nach zweifeUos richtig hergestelltem Text folgenden Wortlaut: „Yor-
2

schrift zu vert-eilen 700 Brote unter vier Personen, ." ffir einen,

-^
ffir den zweiten, -5-

ffir den dritten, -— fur den vierten" Als
2 34

2111

Gleichung geschrieben ware hier -^x-\-
—

x-j-
—

x-\-—-x = 700

oder 1 -- —

X = 700. Nun wird zwar nicht in agyptischer Weise

mit 1
,,

— in 1 dividiert, aber doch das Ergebnis
~ — sofort hin-

geschrieben, ein Ergebnis, welches der Seqemaufgabe No. 9. ent

nommen sein kann -), woraus zugleich ein weiterer Nutzen dieser

Erganzungsrechnungen und damit eine weitere Begrfindung der Not

wendigkeit ihrer besonderen frflhzeitigen Einfibung hervorgeht. Der

Wortlaut ist namlich anknfipfend an den der Aufgabe: „Addiere du

.^ g ^ X '
^^^ §i^^ ^11™ ■'■

"T T
" Teile du 1 durch 1

-_^
—

,
das

gibt nun ,.,

— Mache du —— von 700, das ist 400." Wie konnte

man bei dieser Rechnung von einem falschen Ansatze reden? Nein,

es ist voUstandige Gleichungsauflosung. Yon
Y''"
^ ^ i^^ weiter ge

schlossen auf X = [1 : jr) G, genau so wie wir oben es auch ffir die

Aufgaben No. 28. und 29. wahrscheinlich zu machen versuchten.

Unter den Aufgaben der letzterwahnten Gruppe ist No. 66. nicht

ohne sachliches Interesse, wo aus dem Fettertrage eines Jahres der

tagliche Durchschnittsertrag mit Hilfe der Teilung durch 365 er

mittelt wird. Die Lange des Jahres zu 365 Tagen ftthi-t in Agypten
auf eine sagenhafte Urzeit noch vor Konig Mena zurUck ^). Der Gott

Thot soU der Mondgottin im Brettspiele 5 Tage abgewonnen haben,

') Eisenlohr, Papyrus S. 151—174; insbesondere S. 169 fiir die Aufgabe

No. 63. und S. 165—166 fiir die Aufgabe No. 66. *) Ebenda S. 55. ") Maspero-

Pietschmann S. 76—77.
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die er den bis dahin in der Zahl von 360 fiblichen Tagen des Jahres

zulegte. Und wie die Agypter mindestens als Mitbewerber zu anderen

altesten Kulturvolkern um den Vorrang der Kenntnis der Jahres-

lange von 365 Tagen auftreten, so gebuhrt ihnen ganz gewiB das

Erstlingsrecht in der Einfuhrung des Schaltjahres von 366 Tagen,

welches je nach drei gewohnlichen Jahren eintretend eine Ausglei-

chung der Jahresdaten mit den wirklichen Jahreszeiten zum Zwecke

hat. Das Edikt von Kanopus vom 7. Miirz 238 v. Chr. ffihrte diese

Einrichtung ein, wenn sie auch bald wieder in Vergessenheit geriet^).
Dem Inhalte und der Art des Auftretens nach hochhedeutsam

sind die Aufgaben No. 40., 64., .79. des Papyrus. Ihr getrenntes Yor

kommen scheint darauf hinzuweisen, daB der mathematische Zusammen

hang derselben fttr Ahmes nicht deutlich, oder nicht erhebUch genug

war um die Anordnung der Aufgaben zu beeinflussen. Ihr Gegen
stand ist der Lehre von den arithmetischen und den geometri
schen Reihen entnommen.

No. 40. „Brote 100 an Personen 5;
—

von 3 ersten das von

Personen 2 letzten. Was ist der Unterschied?"^) Ahmes wiU eine

arithmetische Reihe von 5 Gliedern gebildet haben, deren groBtes

Anfangsglied a, deren negative Differenz — d sei, und welche der Be-

dingung entspricht, daB
" ''

f —- = ('!
—

'id) -\- {a ~

Ad),

oder 11 (a
—

4(/) = 2d, beziehungsweise rZ = 5
y
X (a — 4(i) sei. Mit

anderen Worten: der Unterschied der Glieder muB das 5-ifache

des niedersten Gliedes betragen, damit der einen ausgesprochenen

Bedingung genttgt werde, und Ahmes kleidet dieses ohne jede Be-

grttndung in die Worte: „Mache wie geschieht, der Unterschied 5^",
worauf er die Reihe hinschreibt, welche die 1 als letztes GUed be

sitzt: 23, 17-.^ , 12, 6—, 1. Allein die Summe s dieser Reihe ist

nur 60, wahrend sie nach der anderen ausgesprochenen Bedingung
100 sein soil. Nun ist 100 das llfache von 60, man braucht also

nur jedes ReihengUed l^mal zu nehmen um beiden Bedinouno-en

zugleich gerecht zu werden. Bei Ahmes heiBt dieses wieder ohne

weitere Begrfindung „mache du vervielfaltigen die Zahl 1^mal", wo-

1) Uber das im April 1866 aufgefundene Edikt von Kanopus vgl. R. Lep
sius, Das bilingue Dekret von Kanopus. Berlin 1866. Bd I ^ Eisenlohr
Papyrus S. 90—92.

'
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11 2 12
durch er zu der richtigen Reihe 38

,
29
-, 20, 10^--, 1-^ gelangt.

Hier hat Ahmes in der Tat zuerst einen falschen Ansatz versucht,
um ihn nachtraglich zu verhessern, und wir werden uns dieses Ver

fahren ffir spater zu merken haben.

No. 64. „Vorsehrift des Abtedens Unterschiede. Wenn gesagt
dir Getreide MaB 10 an Personen 10. Der Unterschied von Person

jeder zu ihrer zweiten betragt an Getreide MaB —

,
ist er."^) Hier

ist aus der Summe s, der wieder negativ gewahlten Differenz — d

und der Gliederzahl n das Anfangsglied a der fallenden arithmeti

schen Reihe zu suchen. Nun ist a -\- {a — d) -\- • ■ -{- (a — {n —

l)d) =

s = na — —-—- d und daraus « = \- (n — 1) •

„
und genau nach

2 M
^ ' 2 "

dieser Formel laBt Ahmes rechnen. Der Wortlaut mag diese Be

hauptung begrfinden. Ahmes schreibt vor: „Ich teile in der Mitte

d. h. ich bilde den mittleren Durchschnitt — d. i. 1 MaB. Ziehe

ab 1 von 10 Rest 9 [d. h. bilde « — 1]. Mache die. Halfte des

Unterschiedes d. h. mache — d. i. —

. Nimm es mal 9 d. i. nimm

-,- X (w
— 1) ,

das gibt bei dir
— —

. Lege es hinzu zur Teilung

mittleren d. h. voUziehe die Addition \-
—

X {rt -\- 1)\. Ziehe ab

du MaB - ffir Person jede um zu erreichen das Ende."

Eine hochst merkwttrdige Parallelstelle findet sich in den Frag
menten von Kahun, namlich:

110

13j

l-Ai
12

K

"\

,s«
'

4

1) Eisenlohr, Papyrus S. 159—162.
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7"
12

'A

«:
Die 10 letzten Zahlenangaben bilden eine faUende arithmetische Reihe

mit der Differenz ^- und der Summe 100. Mit der als Uberschrift die-
6

nenden Zahl UO ist nichts anzufangen, es sei denn daB man annahme,

zwischen dem Zeichen ffir 10 und dem ffir 100 sei beim Schreiben

irgend etwas vergessen worden. Man hatte alsdann als Uberschrift

zu denken: 100 in 10 Glieder zu zerlegen, und nach dieser Uber

schrift fande sich die Auflosung der Aufgabe.
In den beiden Aufgaben No. 40. undNo. 64. bedurfte es von uns der

Eriauterungen, um die betreffenden Auflosungsmethoden zu rechtfer-

tigen. Ahmes setzt kein Wort von dieser Art hinzu. Das beweist

doch mit aller Bestimmtheit, daB die notwendigen Formeln aus einem

anderen Lehrbuche hergenommen sein muBten, oder aber, daB der

mfindUche Unterricht ffir die notige Erklarung bei solchen Schfilem

sorgte, die zur Frage: warum macht man das so? reif waren. Keinen-

faUs konnte der agyptische Mathematiker, wenn die Anwendung dieses

Wortes gestattet ist, in seinem Wissen von arithmetischen Reihen

auf die unbewiesenen, ungerechtfertigten Formeln beschrankt gewesen

sein, von denen in No. 40. und 64. Gebrauch gemacht ist. Daffir

spricht noch weiter das Vorhandensein eines besonderen Ausdruckes

Tu-nnu, die Erhebung, fur den Unterschied zweier aufeinander

folgender Glieder der Reihe.

Wir haben uns auch noch aiif die Aufgabe No. 79. ffir Kennt

nisse in der Lehre von den geometrischen Reihen bezogen Wie
cj O

weit sich diese erstreckten, ist fredich viel zweifelhafter als bei den

arithmetischen Reihen. In der genannten Aufgabe ^) ist von einer

Leiter, Sutek, die Rede, welche aus den GUedern 7, 49, 343, 2401,
16807 bestehe. Neben diesen Zahlen, offenbar neben den 5 ersten

Potenzen von 7, stehen Worter, die auf deutsch Bild, Katze, Maus,
Gerste, MaB heiBen. Der Sinn dieser Aufgabe war durch die mehr-
erwahnte Eigentumlichkeit des Handbuches, nirgend verbindende oder
erklarende Worte zwischen die Zahlenangaben einzuschieben, unver-

standlich und muBte es bleiben, bis es gelang bei einem Schriftsteller,
der fast 3000 Jahre nach Ahmes lebte, eine Aufgabe aufzufinden,
von welcher im 41. Kapitel im folgenden Bande die Rede sein wird^

') Eisenlohr, Papyrus S. 202—204.
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und welche den Schlfissel lieferte i). Der fehlende AVortlaut der

Aufgabe No. 79. ist demnach folgendermaBen herzusteUen: 7 Per

sonen besitzen je 7 Katzen; jede Katze vertilgt 7 Miiuse; jede Maus

friBt 7 Ahren Gerste; aus jeder Ahre konnen 7 MaB Getreidekorner

entstehen; wie heiBen die Glieder der nach diesen Angaben zu bil

denden Zahlenreihe, und wie groB ist ihre Summe? Ahmes bddet

die Glieder wirklich. Er addiert sie zu 19607 und findet in einer

Nebenrechnung die gleiche Zahl 19607 als Produkt von 7 mal 2801.

Allerdings ist nicht gesagt, wie Ahmes gerade zu dem Faktor 2801

gelangte, aber andererseits ist auch nicht in Abrede zu stellen, daB

1 fiftOT - 1

2801 =
^rjZT'i^j

^^^ ^^^^ moglicherweise, vieUeicht wahrscheinlicher-

weise hier die Kenntnis der Summierungsformel fttr die o-eometrische
o O

Reihe a -(- a° -f- • • • -|- rt" = -^^—
-

x a durchschimmert, wenn auch

von einer GewiBheit keine Rede sein kann.

Das ware etwa der Inhalt des Ubungsbuches des Ahmes, soweit

er fttr die Rechenkunst von Wichtigkeit ist. Bevor wir den geome-

trischen Teil der Aufgaben zur Sprache bringen und des Metrolo-

gischen im Yorbeigehen gedenken, schalten wir hier Erorterungen
ein, die sich auf die schriftliche Bezeichnung der Zahlen bei den

Agyptern und auf das Rechnen derselben beziehen.

DaB die Schrift der Agypter ihren ursprttnglichen Charakter als

Bilderschrift in den Zeichen, welche zur monumentalen Anwendung

kamen, am reinsten bewahrt hat, braucht gewiB kaum gesagt zu

werden. Die Hieroglyphen, eingehauen in die Obelisken und Ge-

denksteine, aufgemalt auf die Wande der Tempel und der Grabes-

kammern, lassen auf den ersten Blick sich als Zeichnungen von

Menschen, von Tieren, von GliedmaBen, von Gegenstanden des tag-
lichen Gebrauches erkennen, wenn sie auch allmahlich mit Silben-

oder Buchstabenaussprache versehen wurden, welche mit dem dar-

gestellten Bilde oft nur lautlich zusammenhiingen. Bei rascherem

Schreiben veranderten sich selbstverstandlich die Zeichen. Absicht-

lich oder zufallig abgerundet verschwammen sie bis zur Unerkenn-

barkeit ihres Ursprunges in rasch hinzuwerfende Zttge der hiera-

tischen Schrift. Endlich ist als letzte Erscheinungsweise dieses

Abhandenkommens der ersten Umrisse die demotische Schrift zu

erwahnen, heute noch die meisten Schwierigkeiten bereitend, bei

denen wir uns glttcklicherweise nicht aufzuhalten hrauchen, da die

jenigen Schriftstttcke, von denen allein die Rede sein muB, teils in

^) Rodet, Les pretendus problemes d'algebre du manuel du calculateur

Egyptien pag. Ill
—113 der Sonderausgabe.

Cantor, Gescijichte der Mathematik I. 'i. Aufl. 6
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Hieroglyphen an verschiedenen noch zu nennenden Tempelwanden,

teds in hieratischer Schrift — so besonders das bisher besprochene

Werk des Ahmes — erhalten sind.

Die Richtung der Schrift ist bei Hieroglyphen wechselnd.

Man pflegte namlich auf die Richtung, in welcher der Lesende vor-

ttberschreitend gedacht war, Rttcksicht zu nehmen, und so muBte bei

Inschriften auf zwei ParaUelwiinden notwendigerweise auf der Wand

zur Rechten des Hindurchgehenden die Schrift von rechts nach Unks

fortschreiten, auf der anderen Wand von links nach rechts. Samt

liche Hieroglyphen kommen daher bald in einer Form vor, bald in

der durch Spiegelung aus jener entstehenden zweiten Form. Man

hat sich gewohnt bei der Wiedergabe der Hieroglyphen im Drucke

stets die Form anzuwenden, welche dem Lesen von links nach rechts

entspricht. Die hieratische Schrift dagegen ffihrt immer von rechts

nach links ^).
Sollten in hieroglyphischen Inschriften Zahlen dargesteUt werden,

so standen dazu verschiedene Mittel zu Gebote ^). Bald wiederholte

man das zu Zahlende, wie z. B. in einer luschrift von Karnak, wo

„9 Gotter" in der Weise geschrieben ist, daB das Zeichen ffir Gott

neunfach nebeneinander abgebildet ist. Bald schrieb man die Zahl

worter alphabetisch aus, ein hochst wichtiges Vorkommen, da hieraus

die Kenntnis des Wortlautes wenigstens in einigen FaUen zu ge

winnen war, wozu alsdann Erganzungen teils aus der Benutzung von

Zahlzeichen in Silbenbedeutung, teils aus der koptischen Sprache usw.

kamen, so daB man gegenwartig fiber eine ziemliche Menge von

agyptischen Zahlwortern verffigt^). Bei weitem am haufigsten ge-

brauchten aber die Agypter bestimmte Zahlzeichen, denen der

Franzose Jomard schon wahrend der agyptischen Expedition 1799

auf die Spur kam, und die er 1812 bekannt machte. Sie stammen

meistens aus dem sogenannten „Grabe der Zahlen", das GbampoUion
unweit der Pyramiden von Gizeh auffand, und in welchem dem reichen

Besitzer seine Herden mit Angabe der einzelnen Tiergattungen vor-

gezahlt werden, als 834 Ochsen, 220 Kuhe, 3234 Ziegen, 760 Esel,
974 Schafe.

Die Zeichen sind ihrer Bedeutung nach 1 (I), 10 ( fl ) , 100 (©),

1000 (^Y 10000 ("H; auch ein Zeichen ffir 100000 (^ ), fur

MiUion T^V sogar ffir 10 MdUon (Q) ist bekannt geworden*). Was

1) Maspero-Pietschmann S. 590. ^) Mathem. Beitr. KulturL S. 15.

=) Eisenlohr, Papyrus S. 13-21. ^) Hieroglyphische Grammatik von

H. Brugsch. Leipzig 1872, S. 33.
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die Zeichen darsteUen, ist nicht bis zur vollen Sicherheit klar. DaB

1 durch einen senkrechten Stab, 10000 durch einen deutenden Finger,
100000 durch eine Kaulquappe, Mdlion durch einen sich verwnndern-

den Mann zu erklaren sei, darin mogen wohl alle einig sein. Die

vier abrigen Zeichen dagegen ffir 10, 100, 1000, 10 Mdlion sind bald

so, bald so gedeutet worden. So hat man beispielsweise in dem

Zeichen fttr 100 bald einen Palmstengel, bald einen Priesterstab, in

dem ffir 1000 bald eine Lotusblume, bald eine Lampe erkennen

wollen. Wir sehen von dieser Einzeldeutung als uns nicht berfihrend

ab und schildern nur die Methode, nach welcher mittels dieser Zeichen

die Zahlen geschrieben wurden.

Sie ist eine rein additive durch Nebeneinanderstellung oder

Juxtaposition, indem das Zeichen der Einheit einer jeden Ordnung
so oft wiederholt wird als sie vorkommen sollte; Der leichteren

Ubersicht wird dadurch Yorschub geleistet, daB Zeichen derselben

Art, wenn mehr als vier derselben auftreten sollten, in Gruppen zer-

legt zu werden pfiegten, so daB nicht mehr als hochstens vier Zeichen

derselben Art dicht nebeneinander geschrieben wurden. Eine der

artige Gruppierung scheint fibrigens fast allerorten sich fruhzeitig

eingebfirgert zu haben, selbst bei solchen Volkern, die in ihren mit

lauter einfachen Strichen versehenen Kerbholzern zu der niedrigsten
Form eines schriftlichen Festhaltens einer Zahl allein sich aufzu-

schwingen vermochten ^). Die Reihenfolge der Zeichen ttberhaupt

und, bei Zeichen derselben Art, der Gruppen gehorcht dem Gesetze

der GroBenfolge, welches wir in der Einleitung erlautert haben. Bei

den von links nach rechts verlaufenden Hieroglyphentexten steht

demnach das Zeichen, beziehungsweise die Gruppe hochster Zahlen

bedeutung immer links von den anderen, und umgekehrt verhalt es

sich bei den Texten entgegengesetzten Yerlaufs. Kamen neben den

Ganzen auch Bruche vor, so wurden diese selbstverstandlich nach

den Ganzen geschrieben. Die Bezeichnung der Stammbrttche findet

so statt, daB der Nenner in gewohn licher Weise geschrieben wird,
darfiber aber das Zeichen <==> Platz findet, welches ro ausgesprochen

wird. Nur statt
^^
schreibt man r und statt des uneigentlichen

Stammbruches - - "tP oder <fi=> ■

Die hieratischen Zahlzeichen wurden fast ebenso frfihzeitig wie

die hieroglyphischen bekannt, indem ChampoUion zwischen 1824 und

1826 aus der uberaus reichen agyptischen Sammlung zu Turin und

den PapyrusroUen des Yatikan die Grundlage zu ihrer Entzifferung

') Pott I, S. 8—9; n, S.53.

6*
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gewann. DaB auch hier das Gesetz der GroBenfolge fttr ganze Zahlen

wie fttr Brfiche maBgebend ist, daB der Richtung der hieratischen

Schrift entsprechend das GroBere ausnahmslos rechts von dem Klei

neren steht, braucht kaum gesagt zu werden. Zum Schreiben der

ffanzen Zahlen benutzt die hieratische Schrift betriichtUch mehr

Zeichen als die hieroglyphische, wed sie von der Juxtaposition unter

sich gleicher Zeichen Abstand nimmt, vielmehr fur die neun mog

lichen Einer, fur die ebensovielen Zehner, Hunderter, Tausender sich

lauter besonderer voneinander leicht unterscheidbarer Zeichen bedient.

Sie spart an Raum und steUt daffir hohere Anforderungen an das

Wissen des Schreibenden oder Lesenden. Nicht als ob jene Zeichen

insgesamt voneinander unabhangig waren. Ein Blick auf die Tafel

am Schlusse dieses Bandes genfigt, um zu erkennen, daB die Einer

mit geringen Ausnahmen sich aus der Vereinigung der betreffenden

Anzahl von Punkten zu Strichen und aus der Yerbindung solcher

Striche zusamniengesetzt haben*), daB die Hunderter und Tausender

aus den Zeichen ffir 100 und 1000 mit den sie vervielfachenden

Einern entstanden sind, daB jene Zeichen ffir 1000, ffir 100, auch fur

10 den Hieroglyphen entstammen, unter Beachtung des Gegensatzes
zwischen einer rechtslaufigen und einer linkslaufigen Schrift. Die

flbrigen Zehner fordern jedoch den Scharfsinn des Erklarers so weit

heraus, daB wir darauf verzichten auch nur einen Yersuch in dieser

Beziehung anzustellen.

Die Hieroglyphe ffir 10 hat sich, wie man bemerken wird, bei

der hieratischen Schrift oben zugespitzt, und so bestatigt sich der

Bericht eines wahrscheinlich in Agypten geborenen griechischenSchrift-
stellers aus dem Anfange des V. Jahrhunderts n. Chr., Horapollon,
welcher mittedt ^), die 10 werde durch eine gerade Linie dargesteUt,
an welche eine zweite sich anlehne. Derselbe Schriftsteller sagt

auch^), die 5 werde durch einen Stern dargesteUt, wie gleichfaUs
von der neueren Forschung bestatigt worden ist, wenn auch dieses

Zeichen weniger Zahlzeichen als eigentliche Worthieroglyphe gewesen
zu sein scheint.

Bei der hieratischen Schreibweise der Brfiche hat das hierogly
phische ro sich zu dem Punkte verdichtet, der, wie wir schon wissen

fiber die ganze Zahl des Nenners gesetzt den Stammbruch erkennen

UeB. (S. 61.) Den Hieroglyphen von
-g-

und -~

entsprechen gleich
faUs aus ihnen abgeleitete Zeichen. AuBerdem gibt es noch beson-

') R. Lepsius, Die altiigyptische Elle und ihre Eintheilung (Abhandluno-en
der Berliner .\kademie 1865) S. 42. ^) Horapollon, Hieroglyphioa Lib." II,
cap. 30. ') Horapollon, Hieroglyphioa Lib. I, cap. 13.
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dere hieratische Zeichen fur
y

und
,
deren Ursprung nicht wohl

ersichtlich ist, es mfiBte denn bei dem Zeichen fttr an die Vier-

teilung der Ebene durch zwei sich kreuzende Linien gedacht
worden sein?

Die hieratische Schreibweise der ganzen Zahlen insbesondere war

nicht systemlos. Sie konnte das Rechnen, namentlich das Multipli-
zieren bedeutend untersttttzen, vorausgesetzt, daB man nur eine Kennt

nis dessen besaB, was als Ergebnis der Yervielfachung der Einer

untereinander und der Einheiten verschiedener Ordnung erscheint.

Aber eine solche Einmaleinstabelle haben die Agypter
mutmaBlich nie besessen. Der Beweis dafttr liegt in der Tat

sache, daB sie Multiplikationen so gut wie nie auf einen Schlag voll

zogen und auch bei der Ermittlung der Teilprodukte den Multipli-
kator keineswegs nach dekadisch unterschiedenen Teilen zu zerlegen

pfiegten. Wollte man z. B. das 13fache einer Zahl bilden, so suchte

man nicht etwa das 3fache und lOfache, sondern das Ifache, 2fache,

4fache, 8fache durch wiederholte Yerdopplung und vereinigte dann

das Ifache, 4fache, Sfache zum gewttnschten Produkte. Der gleiche

Kunstgriff reichte aus, wenn Stammbrttche mit Stammbrttchen ver

vielfacht werden sollten, da vermoge der Schreibart der Brfiche hier

die Gleichartigkeit mit der Yervielfachung ganzer Zahlen untereinander

auf der Hand lag, so daB wir in dieser Bezeichnung der Brfiche

selbst entweder eine geniale Erfindung oder einen glticklichen Griff,
wahrscheinlich das letztere, zu rfihmen haben.

Wir haben an den frfiher besprochenen Beispielen die Methoden

allmahlicher Yervielfachung ganzer und gebrochener Zahlen sowohl

zum Zwecke eigentlicher Multiplikation, als indirekter Division zur

Genfige kennen gelemt. Wir haben (S. 74) hervorgehoben, daB das

Handbuch des Ahmes nur ffir Gettbtere geschrieben sein kann, und

mogen auch seine SchluBworte *): „Fange Ungeziefer, Mause, Unkraut

frisches, Spiimen zahlreiche. Bitte Ra um Warme, Wind, Wasser

hohes" sich an einen Landmann wenden, mogen die Aufgaben selbst

vielfach an die Beschaftigungen eines Landmannes erinnern, niemand

wird deshalb glauben woUen, daB ein gewohnlicher Landmann Hau-

und Timnurechnungen zu bewaltigen imstande gewesen sei. Neben

dem hoheren, dem wissenschaftlichen Rechnen kann daher und muB

vieUeicht an ein Elementarrechnen gedacht werden, dessen Spuren

wir anderwarts als in dem Papyrus des Ahmes aufzusuchen haben.

Das meiste, was die Wissenschaft erfand, sickert im Laufe der Jahre,

') Eisenlohr, Papyrus 8.223-225.
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wenn nicht der Jahrhunderte durch die verschiedenen Volksklassen

hindurch, aUgemeine Verbreitung erst dann erlangend, wenn hohere

Bddung schon weit dartther hinaus gegangen ist, oder gar es als

falsch erkannt hat. So muB es auch mit dem Rechnen gegangen

sein in dem Lande, wo es vieUeicht zuhause war.

Auf die agyptische Herkunft der Rechenkunst weisen

Yolkssagen hin, welche von griechischen SchriftsteUern
uns aufbewahrt

wurden. „Die Agypter", so sagt uns der eine*), „erzahlen,
sie hatten

das Feldmessen, die Sternkunde und die Arithmetik erfunden." Ein

anderer hat gehort 2), der Gott Thot der Agypter habe zuerst die

Zahl und das Rechnen und Geometrie und Astronomie erfunden. Ein

dritter ^) fuhrt die ganze Mathematik auf Agypten zurttck, denn dort,

meint er, war es dem Priesterstande vergonnt MuBe zu haben. Und

wenn Josejahus, sei es seinem Nationalstolze eine Genugtuung ver-

schaffend, sei es zum Teil wenigstens der Wahrheit die Ehre gebend,

behauptet, die Agypter hatten die Arithmetik von Abraham erlernt,

der sie gleich der Astronomie aus Chaldaa nach Agypten mit-

brachte, so ffigt er doch hinzu, die Agypter seien die Lehrer der

HeUenen in dieser Wissenschaft gewesen*).
Die Frage ist nun, wie das alteste elementare Rechnen der Agypter

beschaffen war, dasjenige, welches nach unserer Auffassung auch zur

Zeit des Ahmes und spater noch das allgemein fibliche war? Zur

Beantwortung dieser Frage stehen uns teds Vermutungen, teils eine

bestimmte Aussage eines zuverlassigen Berichterstatters zu Gebote,

und bald auf die einen, bald auf die andere uns stfitzend glauben
wir an ein Fingerrechnen, wissen wir von einem instmmentalen

Rechnen der Agypter.
Das Rechnen an den Fingern, nicht nur so wie es unwill-

kfirlich das Kind schon ausffihrt, welches zu addierende Zahlen durch

ebensoviele ausgestreckte Finger sich versinnlicht, um die Summe vor

Augen zu haben, sondern unter einigermaBen kfinstlicher Ausbildung
mit bestimmtem Werte der einzelnen Finger ist (S. 6—7) bei Volkern

nachgewiesen worden, ffir die wir kaum mehr als die ersten Anfange
von Bildung in Anspruch nehmen durfen. Wir woUen keinerlei Ge

wicht darauf legen, daB die Volker, von denen an jener Stelle die

Rede war, dem Inneren und dem Sfiden Afrikas angehoren, daB so

mit bei der nordsfidlichen Richtung, welche auf jenem Erdteile die

Bildung eingehalten zu haben scheint, bei der geringen geistigen Be-

gabung der Negerrassen hier ein solches Durchsickern altagyptischer

') Diogenes Laertius prooem. ,s. 11. ^) Platon, Phaedros pag. 274m.

-") Aristoteles, Metaphys. I, 1 in fine. •>) Josephos, Antiquit. I, cap. 8, § 2.



Die Agypter. Arithmetisches. 87

Methoden, wie wir es eben als naturgemaB schilderten, so langsam
vonstatten gegangen sein konnte, daB sie erst nach Jahrtausenden

in sehr viel sudlicheren Breiten ankamen. Derartige Vermutungen

auszusprechen, ist nicht ohne Reiz, sie konnen ein vereinzeltes Mal

glucken, aber sie haben darum noch keine Berechtigung. Dagegen
war in Agypten selbst in der ersten Halfte des V. nachchristlichen

Jahrhunderts die Uberlieferung von einer Zahlenbedeutung des

Ringfingers noch vorhanden. Allein umgebogen, wahrend alle

anderen Finger gestreckt blieben, habe er den Wert 6 dargestellt,
die erste voUkommene Zahl *), sei darum auch selbst der VoUkommen-

heit teilhaftig worden und habe das Vorrecht erhalten, Ringe zu

tragen '). Zu dieser Sage kommen noch alterhaltene Denkmaler. In

einer Pariser Sammlung agyptischer Altertumer ') findet sich eine

rechte Hand, an welcher die zwei letzten Finger umgelegt sind.

Das kann wenigstens eine Zahlenbedeutung gehabt haben. Uber die

Moglichkeit hinaus bis beinahe zur GewiBheit ffihren aber Bezeich-

nungen altagyptischer Ellen*), welche in mehreren Exemplaren
vorhanden sind. Die Zahlen von 1 bis 5 sind durch die ffinf Finger
der Unken Hand, welche allmahlich vom kleinen Finger anfangend

ausgestreckt werden —

wenigstens wird der Daumen zuletzt aus-

gestreckt
—

dargestellt. Zur Bezeichnung der Zahl 6 dient alsdann

die rechte Hand mit ausgestrecktem Daumen bei im Ubrigen ge-

schlossenen Fingern, allerdings eine fast fiberraschende Ubereinstim

mung mit der oben beriihrten Sitte jener von Unks nach rechts an

den Fingern zahlenden Negerstamme. Dagegen dfirfen wir nicht ver

schweigen, daB nach diesen sechs Bildern, die an Deutlicbkeit nichts

zu wfinschen fibrig lassen, wieder an verschiedenen Exemplaren sich

bestatigend zwei weitere Bdder auftreten, jedes 4 ausgestreckte Finger
ohne Daumen darstellend, welche unserer Deutung nicht ferner zu

Hilfe kommen, wenn sie derselben auch nicht geradezu widersprechen.
Dieser letzten Bdder wegen sahen wir uns zu dem behutsameren

„beinahe" veranlaBt, welches die GewiBheit des Fingerrechnens als

durch die Fingerzahlen auf den Ellen bezeugt einschranken muBte.

Mit aller GewiBheit ist uns von dem instmmentalen Rechnen

der Agypter Nachricht zugegangen. „Die Agypter", so erzahlt uns

') tJber den Begriff der vollkommenen Zahl vgl. im 6. Kapitel ') Macro-

bius, Convivia Saturnalia Lib. VII, cap. 13. ") Claude du Molinet, le

cccbinet de la bibliotlieque de St. Genevieve. Paris 1692. Tab. 9 p. 16. Auf diese

sehr interessante Andeutung hat Heinr. Stoy, Zur tTesohiohte des Rechenunter-

richtes 1. Teil, S. 40, Note 3 (Jenaer Habilitationsschrift von 1876j zuerst hin

gewiesen. ^) Die Abbildungen bei R. Lepsius, Die altiigyptische Elle und ihre

Einthefiung (Abhandlungen der Berliner Akademie 1865).
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Herodot *), der Land und Leute aus eigener Anschauung genau kannte,

und der stets unterscheidet, wenn er nur ihm selbst Berichtetes und

nicht Erlebtes mittedt, „schreiben Schriftzfige und rechnen mit Steinen,

indem sie die Hand von rechts nach links bringen, wahrend die Hel-

lenen sie von links nach rechts ffihren." Diese Erzahlung ist nicht

miBzuverstehen. Als richtig von uns erkennbar, wo sie der hiera

tischen Schriftfolge der Agypter von rechts nach links gedenkt, ge

wahrleistet sie ein Rechnen mit Steinen mutmaBlich auf einem Rechen-

brette etwa ffir das Jahr 460 v. Chr. Sie gewahrleistet es, was wir

in einem spateren Kapitel in Erinnerung bringen werden, fur die

Griechen mit derselben Sicherheit wie ffir die Agypter.

Der Begriff des Rechenbrettes, auf welchem mit Steinen ge

rechnet wird, ist, wenn auch unter bedeutsamen Yeranderungen, eia

riiumUch und zeitlich ungemein verbreiteter. Man kann das Gemein

same desselben darin finden, daB auf irgend eine Weise unterschiedene

Raume hergesteUt werden, welche auf irgend eine Weise bezeichnet

werden, worauf jedes Zeichen einen Erinnerungswert erhalt, abhangig
sowohl von dem Zeichen selbst als von dem Orte, wo es sich findet.

Es ist, kann man sagen, ein mnemonisches Benutzen zweier Dimen-

sionen.

In dieser weitesten Bedeutung kann man schon die Quipu oder

Knotenschnfire der alten Peruaner^) dem Begriffe unterordnen. Die

Schnfire waren oft von verschiedener Farbe. Die rote Schnur be

deutete alsdann Soldaten, die weiBe Silber, die grtine Getreide usw.,

und die Knoten an den Schnfiren bedeuteten, je nachdem sie einfach,

doppelt, oder noch mehrfach verschlungen waren, 10, 100, 1000 usw.

Mehrere Knoten nebeneinander auf derselben Schnur wurden addiert.

Ahnlicher Knotenschnfire bedienten sich die Chinesen, und ihre diu'ch

Zeichnrmg auf Papier ttbertragene Gestalt bildete die oft miBverstan-

denen Kua's^). Sollen wir alten Einrichtungen, in welchen das ge

nannte Prinzip zur Erscheinung kam, ganz neue an die Seite stellen,
so haben wohl manche unserer Leser eigentfimlich zurechtgeschnittene
Kartchen oder Holztafelchen gesehen, deren man besonders in Frank-

reich sich bedient, um bei gewissen Spielen, die auf einem Zahlen

beruhen und folglich voraussetzen, daB die bei jeder einzelnen Tour

erlangten Zahlen aufgeschrieben (markiert) werden, dieses Geschaft

1) Herodot II, 36. ') Pott II, S. 64. ') Duhalde, Ausfiihrliche Be

schreibung des chinesischen Reiches und der groBen Tartarei; iibersetzt von

Mosheim. Rostock 1747 Bd. U, S. 338. Ferner vgl. Le CliouUng un des livres

sacres chinois traduit par le P. Gaubil revu et corrige par M. de Guiqnes. Paris

1770, an sehr verschiedenen Stefien, die im Register s. v. Koua zu entnehmen

sind; die Abbildung S. 362.
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durch Umklappen betreffender Abteilungen zu besorgen *). Wirkliche

Rechenbretter sind fredich jene Schnfire und Kartchen noch nicht.

Das Rechenbrett im engeren Sinne des Wortes setzt voraus, daB

der Wert, welchen eine einheitliche Bezeichnung, sei es ein Strich

oder ein Steinchen oder was auch immer, an unterschiedenen leicht

erkennbaren SteUen erhalt, sich nach den aufeinanderfolgenden Stufen

des zugrunde gelegten Zahlensystems verandert, daB also im Dezimal-

systeme bei wagi-echter oder senkrechter Anordnung der Reihen, in

welchen die Steinchen gelegt werden, jedes solches Steinchen einer

Yerzehnfachung unterworfen wird, sofern es von einer Horizontalreihe,

beziehungsweise von einer Yertikalreihe
,
in die benachbarte Reihe

gleicher Art verschoben wird. Nur bei Horizontalreihen kann ein

Hinauf- oder Herunterrttcken, nur bei Vertikalreihen eine Verrttckung

nach rechts oder nach links diese Wirkung uben, und diese auf der

Hand liegende Notwendigkeit lehrt uns der erwahnten AuBerung
Herodots den Beweis entnehmen, daB die Griechen wie die

Agypter sich Rechenbretter mit senkrechten Reihen be

dienten. Wie wir die Wertfolge dieser senkrechten Reihen uns zu

denken haben, ob in dem Ausspruche Herodots auch darfiber nicht

miBzuverstehende Andeutungen enthalten sind oder nicht, das ist eine

Frage hochst untergeordneter Bedeutung gegenfiber von der gegen

den Rechner senkrechten Gestalt der Reihen, die von geschichtlich

groBer Tragweite sich erweisen wird. Es ist klar, daB bei einem

eigentlichen Rechenbrette auf dekadischer Grundlage in jeder Reihe

hochstens 9 Steinchen Platz finden konnen, da deren 10 durch

1 Steinchen in der folgenden Reihe ersetzt werden muBten. Danach

ist wohl nicht ganz mit Recht zur festeren Begrfindung der Tatsache,
daB die Agypter eines Rechenbrettes sich bedienten, auf eine alte

Zeichnung Bezug genommen worden. Auf einem bekannten Papyrus
hat sich eine Rechnung aus der Zeit des Konigs Menephtah I.')

erhalten, bei welcher die nachfolgende Fig. 6 abgebildet ist^). Der

erste Anblick scheint ja daffir zu sprechen, daB ein Rechenbrett mit

seinen Steinchen dargesteUt vverden sollte, wenn nicht der Umstand,
daB wiederholt 10 Pttnktchen in einer Yertikalreihe (ebenso wie auch

') Auf die Analogie solcher Zahlkiirtohen zu Rechenbrettern hat wohl zu

erst Vincent in der Revue archeologiqtie III, 204 hingewiesen. ") Er gehorte
der XIX. Dynastie an und regierte Lepsius zufolge 1341 bis 1321. Nach Stein

dorff umfaBte die ganze XIX. Dynastie die Zeit von 1350 bis 1200. ') Die

Figur stammt von der Ruckseite des Papyrus Sallier IV. Aufsatze fiber den

begleitenden Text von Goodwin (Zeitschrift fur agyptische Sprache und Alter-

thumskunde, Jahrgang 1867 S. 57 flgg.) und von De Rouge (ebenda Jahrgang

1868 S. 129 flgg.) enthalten kein Wort fiber die Figur.
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in einer Horizontalreihe) auftreten, die bedenklichsten Zweifel wach-

rufen mfiBte. Abbildungen von Rechnern finden sich unter den fast

unziihligen agyptischen Wandgemalden unseres Wissens nicht. Man

stoBt wiederhoU auf Leute, die sich mit dem Moraspiele beschaf-

O ^^ Oogoco

tigen*) und zu diesem Zwecke Finger beider Hiinde in die Hohe

heben, aber weder das Fingerrechnen, noch das Tafelrechnen scheint

veroffentlichende Wiedergabe gefunden zu haben, dfirfte also wohl

kaum auf bisher entdeckten Gemalden erkannt worden sein.

3. Kapitel.

Die Agypter. Geometrisclies.

Wir kehren zu dem Papyrus des Ahmes zurfick. Er hat sich

als unschatzbare Fundgrube nicht bloB ffir die Kenntnis des alge-
braischen Wissens der Agypter bewahrt, auch vieles andere hat aus

ihm geschopft werden konnen, worfiber hier, wenn auch nicht in

gleicher Ausfuhrlichkeit aUer Berichte, gesprochen werden muB. Nur

mit kurzen Worten konnen wir das Metrologische berfihren. Die

vergleichende Untersuchung der MaBsysteme, welche den einzelnen

Volkern des Altertums gedient haben, ist gewiB ein Gegenstand von

hoher Wichtigkeit und auch dem Mathematiker bis zu einem gewissen

Grade sympathisch, allein wie wir Astronomisches von unserer Auf

gabe ausgeschlossen haben, so auch verwahren wir uns gegen die

Verpflichtung Metrologisches aufzunehmen. Wir mfissen uns daran

genfigen lassen im Yorfibergehen zu bemerken, daB nicht bloB die

Rechnungsbeispiele vielfache Angaben enthalten, aus welchen das Yer-

'■) Wilkinson, Manners and customs of the ancient Egyptians. Loudon

1837. Vol. I pag. 44 fig. 3 und Vol. II pag. 417 fig. 292.
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hiiltnis der iigyptischen MaBe in nicht anzuzweifelnder weil durch allzu

zahlreiche Beispiele zu prfifender GewiBheit sich ergeben hat, daB

sogar in zwei aufeinanderfolgenden Paragraphen, Nr. SO und 81, die

Umrechnung von einem MaBsysteme in ein anderes geradezu gelehrt
wird^). Die spiiteren Nachahmer des Ahmes haben, wie wir sehen

werden, ahnUche MaBvergleichungen jederzeit in ihre Schriften auf-

genommen.

Unsere eingehendste Beachtung gebuhrt dagegen den geome
trischen Aufgaben des Ahmes, deren Erorterung wir eine vielleicht

ttberflttssige, jedenfalls nicht unwichtige Bemerkung vorausschicken.

Ubungsbficher der hoheren Rechenkunst von der altesten bis auf die

neueste Zeit herab enthalten fast ausnahmslos neben anderen mannio--

fachen Beispielen auch solche aus der Geometrie und Stereometrie.

Diese erheischen zu ihrer Berechnung gewisse Formeln, und diese

Formeln sind als gegeben zu betrachten. An eine Ableitung derselben

zu denken, oder gar wed die Ableitung nicht mitgetedt ist zu arg-

wohnen, es habe eine solche ttberhaupt nicht gegeben, als das Ubungs-
buch verfaBt wurde, fallt niemand ein. Wir dfirfen dem Handbuche

des Ahmes mit keiner Anforderung gegenubertreten, die wir sonst

unbillig fanden. Wenn Ahmes sich geometrischer Regeln bedient,
so mfissen wir auch zu ihm das Zutrauen haben, er werde sie irgend-

woher genommen haben, wo auch seine Schuler sich Rats erholen

konnten, wir werden also an ein anderes geometrisclies Buch glauben,
das uns unmittelbar nicht bekannt ist, dessen einstmaliges Vorhanden

sein aber gerade durch jene Formeln mittelbar erwiesen ist, gleichwie
die Formeln ffir Summierung arithmetischer und vielleicht geome

trischer Reihen, deren Ahmes sich bedient, uns einen RfickschluB

auf in seinem Papyrus fibergangene Ableitungsverfahren gestatteten.
Die geometrischen Beispiele des Ahmes lassen zunachst den

Flachenraum von Feldstfickeu finden, deren einschlieBende Seiten

gegeben sind. Solcher Aufgaben konnte man am ersten von einem

agyptischen Schriftsteller sich versehen, da, wie wir weiter unten zu

zeigen haben, gerade die eigentliche Feldmessung in Agypten zu

hause gewesen sein soil. Damit ist aber fredich nicht gesagt, daB

jede Feldmessung von vornherein eine geometrische gewesen sein muB.

Mag die Notwendigkeit die Gleichwertigkeit oder Ungleichwertig-
keit von Feldstfickeu zu schatzen mit den ersten Streitigkeiten fiber

das Mein und Dein des urbar gemachten Bodens, also mit der Ein-

ffihriing individuellen Grundbesitzes sich ergeben haben, diese Wert-

vergleichung konnte in mannigfacher Y'eise erfolgen. Man konnte

') Eisenlohr, Papyrus S, 204—211.
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die Zeit messen, welche zur Bebauung eines Feldsttickes notig war,

das Getreide wiigen, welches auf demselben wuchs oder zur Emsaat

in dasselbe zu verwenden war, und unsere deutschen Benennungen

Morgenl) ^^^ ScheffeP) als FeldmaBe sind Zeugnisse daffir, daB

man solche Methoden nicht immer verschmaht hat. Dem Wunsche

einer Feldervergleichung mag in anderen Gegenden die Sitte ent-

sprungen sein, den einzelnen Ackem stets die gleiche Form, die

gleiche GroBe zu geben, und ein weiterer Schritt auf diesem Wege

der Geistesentwicklung war es, wenn man der Gestalt der Acker ent

sprechend FlachenmaBe einfflhrte, die, soviel uns bekannt ist, nirgend

eine andere Figur darstellten als die eines Vierecks mit vier rechten

Winkeln und in einem einfachen Zahlenverhiiltnisse zueinander stehen

den, wenn auch nicht notwendig gleichen Seiten, wiewohl an sich

ein dreieckiges MaB z. B. ebensogut zu denken war. Auch aus

Agypten wird uns aUerdings aus der verhaltnismaBig spaten Zeit

von mindestens drei Jahrhunderten nach Ahmes ahnliches gemeldet.
Herodot erzahlt^), der Konig Sesostris habe die Acker vertedt und

jedem ein gleich groBes Viereck fiberwiesen, auch danach die jahr-

liche Abgabe bestimmt. Sesostris ist niemand anders als Konig

Ramses IL aus der XIX. Dynastie, der etwa 1324 bis 1258 lebte.

Aber eine irgendwie gestaltete Bodenflache als Raumgebilde zu

betrachten, sie unmittelbar aus ihren Grenzlinien messen zu woUen,

das setzte schon geradezu mathematische Gedanken voraus, das war

selbst eine mathematische Tat. In Agypten hat man diese Tat voll

zogen, wenn nicht zuerst voUzogen, und im Gefolge dieser Tat muB

notwendig eine mehr oder weniger entwickelte Kenntnis der Eigen
schaften der verschiedenartigen Figuren, gewissermaBen eine theore-

tische Geometrie, entstanden sein, mag auch ffir lange Zeit nur die

praktische Feldmessung ihr eigentliches Endziel gewesen sein.

Die Feldstficke, welche Ahmes ausmessen laBt, sind geradUnig
oder kreisformig begrenzt, und die ihrer Genauigkeit nach nicht ganz

aus freier Hand, sondern mit Benutzung eines Lineals aber

ohne Zirkel angefertigten Figuren lassen deutlich erkennen, daB an

geradlinigen Figuren nur gleichschenklige Dreiecke, Rechtecke und

gleichschenklige Paralleltrapeze in Betracht gezogen werden sollen.

Das Rechteck bietet in seiner Ausrechnung am wenio-sten Aus-

heute. Es ist mehr als nur wahrscheinlich, daB, wie die Flache des

Quadrates von 10 Einheiten im Beispiele No. 44. zu 100 Flachen-

') Pott I, S. 124. -) R. Lepsius, Ueber eine hieroglyphische Inschrift

am Tempel von Edfu (Abhandlungen der Berliner Akademie 1856) S 77.

») Herodot II, 109.
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einheiten erkannt war'), auch bei ungleichen Seiten des Rechtecks

eine Vervielfaltigung der beiden Ausmessungen stattfinden muBte,
aber das Beispiel No. 49., welches auf ein Rechteck von 10 Ruten zu

2 Ruten Bezug hat, laBt solches nicht erkennen, da wie es scheint

durch ein Versehen des Ahmes zu dieser Aufgabe die Auflosung einer

ganz anderen sich gesellt hat^).

Ein gleichschenkliges Dreieck von 10 Ruten an seinem

Merit, von 4 Ruten an seinem Tepro bddet den Gegenstand des

Beispiels No. 51. Die Halfte von 4 oder 2 wird mit 10 vervielfaltigt.

„Sein Flacheninhalt ist es"^). Auffallend ist hier die Lage des bei-

gezeichneten gleichschenkligen Dreiecks, auffallend sind die gebrauchteu
Kunstausdrficke

,
nicht am wenigsten auffallend ist die Rechnung.

Wahrend wir die Gewohnheit haben die Figuren dem sie Anschauen-

den so symmetrisch als moglich vorziilegen, also bei einem gleich

schenkligen Dreiecke die eine ungleiche Seite als Grundlinie unten,

die beiden gleichen Schenkel nach aufwarts gerichtet zu zeichnen,
hat Ahmes die Strecke 4 vertikal gezeichnet und von deren End-

punkten aus die beiden gleichen Schenkel in der Lange 10 gegen die

Richtung der Schriftzeden, also mit der Spitze nach rechts, zu

sammentreffen lassen. Die Seite von 4 Ruten heiBt ihm, wie schon

angeftthrt, Tepro, die von 10 liuten Merit. Tepro oder der Mund

fur die Weite der Entfernung der Endpunkte zweier an der Feder

des Schreibenden vereinigten, von da aus sich ofinenden Geraden ist

einleuchtend. Ob aber der Name Merit oder der Hafen auf die

Gleichheit der beiden anderen Schenkel, ob er auf die durch die

Zeichnung gegebene Lage als obere Linie der Figur, als Scheitel-

linie sich beziehen soil, kann als ausgeniacht hier wenigstens nicht

gelten, da weder die eine noch die andere Beziehung eine Erklarung
der Wahl gerade dieses Wortes liefert. Wir werden indessen spater

sehen, daB vermutlich die Scheitellage mit Merit bezeichnet werden

soil. RttcksichtUch der Figur haben wir noch zu bemerken, daB in

No. 51. wie in anderen Aufgaben die Zahlen, welche die Langen der

auftretenden Strecken messen, an diese, der Inhalt mitunter in die

Figur geschrieben erscheint. Das Rechnungsverfahren besteht darin,

daB, wenn wir den Dreiecksinhalt A, die Dreiecksseiten a, a, b

nennen wollen, hier

A =

yX a

gesetzt ist. Das ist nun allerdings nicht richtig; es inttBte vielmehr

')Eisenlohr, Papyrus S. 110. =) Ebenda S. 122 Ijis 123. =) Ebenda S. 125.
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heiBen, aber mehrere Dinge fordern unsere Uberlegung heraus. Einmal

hat man unter der Annahme, die Figuren seien grundfalsch gezeichnet,

und die Dreiecke seien nicht als gleichschenkUge, sondern als recht

winklige aufznfassen 1), die bei Ahmes gefuhrte Rechnung in^
Schutz

genommen; der Flacheninhalt
des rechtwinkUgen Dreiecks sei in der

Tat das halbe Produkt der beiden Katheten. Kann man sich mit

uns nicht entschUeBen, die mit dem Lineal gezeichneten Figuren ffir

so falsch zu halten, so ist erstlich zu erwagen, daB die Ausziehung

einer Quadratwurzel bei Ahmes nirgend vorkommt; zweitens dann

auch, daB der Fehler, welcher begangen wird, sofern b gegen a nur

einigermaBen klein ist, kaum in Anschlag kommt. Im Beispiele No. 51.

ist die Dreiecksflache mit 20 Quadratruten angesetzt. Der richtige

Wert ist fast genau 19,6 Quadratruten. Der Fehler betragt nicht

mehr als 2 Prozent. Dieses dfirfte, natfirlich nicht dem Ahmes und

seiner Zeit, aber einer spateren Nachkommenschaft wohl als genugende

Entschuldigung erschienen sein an einem Verfahren festzuhalten,

welches in der Rechnung so ungemein bequem und leicht, im Er

gebnis kaum als falsch zu bezeichnen war. Wenn der agyptische

Feldmesser, wie wir in diesem Kapitel noch sehen werden, selbst

anderthalb Jahrtausende nach Ahmes sich der altfrankische Flachen-

formel fortwiihrend bediente, so konnte er der nicht ganz unbegrfin-
deten Meinung sein sich ihrer bedienen zu dfirfen.

Die vorhin ausgesprochene Behauptung, eine Quadratwurzel

komme bei Ahmes nicht vor, ist nicht in dem Sinne zu verstehen,
als sei der Begriff der Quadratwurzel den Agyptern fiberhaupt
fremd gewesen. Hochstens kann man Zweifel darein setzen, ob die

Agypter mit irrationalen Qnadratwurzeln umzngehen wuBten.

Die erste agyptische Quadratwurzel ist in den in London befindlichen

Fragmenten von Kahun aufgefunden worden. Ihr Zeichen ist ein

rechter Winkel, dessen horizontaler Schenkel betrachtlich langer als

der links vertikal nach unten sich erstreckende Schenkel ist. Wie

das Zeichen auszusprechen i.st, erscheint fraglich. Wahrend einige
Agyptologen die Aussprache im ffir richtig halten, entscheiden sich

andere ffir Itnb, beidemal unter Yerzicht auf die Bestimmung der noch

einzuschaltenden Selbstlaute. Ffir hub spricht, daB dieses Wort durch

„Winkel" oder „Ecke" zu ubersetzen ist, was mit der Gestalt des

Zeichens im Einklang steht ^). Benutzen wir diese Lesung, so ist

die von der Zahl 40 ausgehende und ihrem mathematischen Zwecke

nach noch unverstandene Rechnung folgende: 3x40=120 120:10=12

1) M. Si.mon, Uber die Mathematik der Agypter im Anschlusse an E. Re
villout. ^) Briefliche Mitteilung des Grafen H. Schack-Schackenburg.
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1 : ",
= 1

., ,
12 X 1-./ = 16; suche davon den hidi, er ist 4. Man

4 3
'

3
' '

sieht deutlich, daB Icnb oder wie das Wort ausgesprochen worden sein

mag, nur Quadratwurzel bedeuten kann.

Eine willkommene Bestatigung lieferte der Papyrus 6619 des

Berliner Museums i), welcher gleichfalls in Kahun gefunden worden

ist und der Zeit nach dem mittleren Reiche entstammt, zu welchem

auch die Regierung der Amenemhate gehort. In ihm ist der Imb von

9 1 11 -I /25 5
1 als 1-, der hib von 6— als 2 angegeben, wahrend 1/,^= . >

25

V = 1, ist. Die Berliner Fragmente haben vor den Londoner

Fragmenten den groBen Vorzug, daB man in ihnen deutlich erkennt,
was der Sinn der angestellten Rechnung war. Eine gegebene Flache,
etwa von der GroBe von 100 Flacheneinheiten, soil als Summe

zweier Quadrate dargestellt werden, deren Seiten sich wie 1 zu

verhalten. In Buchstaben lautet also die Aufgabe:

,t= -t- 2/^ = 100

1
3 , 3

X : y
= 1 : oder y

= x.

Die Auflosung erfolgt nach der Methode des falschen Ansatzes

und bestatigt mithin was wir (S. 79) zu No. 40. des Handbuches des

Ahmes fiber die Bekanntschaft der Agypter mit dieser Methode ge

sagt haben. Versuchsweise wird x = 1, y
=

, gesetzt, wodurch

5

Y

= 8. Die nicht mehr zu entziffernde Fortsetzung wird vermutlich

3

gelautet haben: also ist richtig a; = 8xl = 8, y = 8 X-^
= &.

Eine andere Aufgabe auf einem kleineren Fragmente des Ber

liner Papyrus laBt mit Sicherheit die GleichungV 6-^
=

2-^ erkennen.

Aus anderen auf diesem kleinen Fragmente vorkommenden Zahlen hat

man geschlossen, hier sei die Aufgabe gesteUt gewesen, 400 in zwei

Quadrate zu zerlegen, deren Seiten sich wie 2 zu 1
^
verhalten. In

Buchstaben lautet diese Aufgabe:

a-^ + y^ = 400

.r:t/
= 2:l|.

x^ + t/= ^1 entsteht, und ]/^g = ^ . Aber j/lOO = 10 und 10 : -J

') H. Schack-Schackenburg, Der Berliner Papyrus 6619. Zeitschrift

fiir agyptische Sprache Bd XXXVHI (1900) und XL (1902).
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Danach wird x^ : y' = 4: : 2^ ,
und mittels des versuohsweisen An

satzes x' = 4:, y'= 2^- entsteht .r' + y" = 6 ^-. Aber ]/6^ = 2-

und ]/406 = 20 nebst 20 : 2y
= 8 . Mithin ist a: = 8 X 2 = 16,

y
= 8x 1{- = 12 und 16" + 12= = 20^-

Sind aUe diese Vermutungen richtig, worauf ihr geistiger Zu

sammenhang schUeBen laBt, so enthfiUen sich als den Agyptern des

mittleren Reiches bekannt die beiden Gleichungspaare

2^ + (l|)' = (2|-)' und 16^+12^=20^

Es ist unverkennbar, daB hier

42 -f- n- = 52

zugrunde liegt, wenn auch diese Gleichung selbst nicht vorkommt.

Es ist moglich, daB sie auf einem verlorengegangenen Papyrusfrag

mente stand, es ist auch moglich, daB sie so allgemein bekannt war,

daB man sich damit begnfigte, nur solche Falle zur Rede zu bringen,
die aus der als selbstverstandlich vorausgesetzten Grundformel sich

herleiteten. Wir mochten bitten diese ganze Untersuchung, welche

ihrem algebraischen Inhalte nach schon in das vorige Kapital ge

horen konnte, nicht als hier an unrichtigem Platze stehend bemangeln
zu woUen. Sind doch die behandelten quadratischen Gleichungen aus

geometrischen Aufgaben entsprungen.

Die Dreiecksformel A =

^ X a einmal vorausgesetzt lieB mit

mathematischer Strenge eine zweite Formel ffir die Flache eines

gleichschenkligen Paralleltrapezes folgen, welche Figur aUer

dings von anderen als rechtwinkliges Paralleltrapez gedeutet wird.

Waren dessen beide unter sich gleiche nicht paraUele Seiten je a,

die paraUelen Seiten &^ und b„, so muBte die Flache

2^" X a

sein, und dies ist die Formel, nach welcher in No. 52. die Reclinung
geffihrt ist^). Sie setzt nur voraus, daB das Trapez als abgeschnittenes
Dreieck beziehungsweise als Unterschied zweier Dreiecke entstanden

gedacht ist, und mit dieser Entstehungsweise stimmt die Zeichnung
wie die Benennung der einzelnen Strecken fiberein. Wieder Uegt

') Eisenlohr, Papyrus S. 127—128.
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das Trapez so, daB ein a Scheitellinie ist und den Namen Merit

fuhrt; wieder heiBt die groBere links befindliche ParaUele Tepro;
und die kleinere ParaUele, welche rechts vertikal die Figur abschlieBt,
ffihrt den unsere Voraussetzung bestatigenden Namen Hak oder

Abschnitt.

Wir mttssen, um nicht miBverstanden zu werden, hier eine kleine

Bemerkung einschalten. Wir sagten, die Formel fttr die Flache des

gleichschenkligen Paralleltrapezes folge mit mathematischer Strenge

aus A =

-^
X rt. Wir meinen das nicht etwa so, daB wir Ahmes

das BewuBtsein dieser Folgerung zutrauten. Die alten Agypter
werden wohl eine vollstandige Lehre von der Ahnlichkeit der Figuren,

welche zur Fuhrung des Beweises fur den Zusammenhang der beiden

Inhaltsformeln unentbehrlich ist, kaum besessen haben. Ihnen war

vieUeicht ein enger Zusammenhang der beiden Formeln, welche sie

selbstandig fttr richtig hielten, nie in Gedanken gekommen. Nur

den spaten Nachkommen soil mit jener Ableitbarkeit der Trapez-
formel aus der Dreiecksformel wieder eine Entschuldigung dafttr ver-

schafft werden, daB sie im einen Falle so wenig als im anderen von

der Gewohnheit der Yater abwichen.

Die im Papyrus sich nun ansehlieBenden Aufgaben i) No. 53., 54.,

55. beziehen sich auf die Teilung von Feldern, stimmen aber mit der

einzigen beigegebenen Figur so absolut nicht iiberein, daB wir ein

Erraten der eigentlichen Meinung des Verfassers fttr ein sehr schwie-

riges Problem halten, dessen Losung noch nicht gelungen ist. Yon

Interesse dttrfte, falls die Entratselung ttberhaupt moglich ist, die

Richtung des in der Figur gezeichneten Dreiecks sein, dessen Spitze
nach links hin steht, wahrend sie in den fruheren Beispielen rechts

war. AuBerdem werden sicherlich die zwei vertikal gezogenen Paral-

lelen von Wichtigkeit sein, welche das ursprttngliche Dreieck in ein

Dreieck und zwei Paralleltrapeze zerlegen.
Die Ausmessung des Kreises wird schon in No. 50. vorge

nommen^). Sie ist eine wirkliche Quadratur zu nennen, indem sie

lehrt ein Quadrat zu finden, welches dem Kreise flachengleich sei,

und zwar wird als Seite des Quadrates der um - seiner Lange ver-

minderte Kreisdurchmesser gewahlt. Wie man zu dieser Vorschrift

gekommen sein mag ist nicht entfernt zu erraten. Gesichert ist sie

durch wiederholtes Auftreten, gesichert ist auch ihre ziemlich gute

Anwendbarkeit, derm sie entspricht einem Werte

1) Eisenlohr, Papyrus S. 130—133. "-) Ebenda S. 124, vgl. aber auch

die Aufgaben No. 41., 42., vieUeicht 43., endfich 48. auf S. 100—109 und S. 117.

Cantob, GeBcMchte der Mathematik I. 3. Aufl. 7
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.= (f)^= 3,1604....

ffir die Verhaltniszahl der Kreisperipherie zum Durchmesser, der

weitaus nicht der schlechteste ist, dessen Mathematiker sich bedient

haben.

Neben den geometrischen Aufgaben hat Ahmes seinen Lesern

auch stereometrische vorgelegt. Es handelt sich dabei um den Raum-

inhalt von Fruchtspeichern und deren Fassungsvermogen fttr

Getreide 1). Diese Aufgaben stehen noch vor den eben besprochenen

geometrischen und geben dadurch deutlich zu erkennen, was wir ein-

leitend in diesem Kapitel beruhrt haben: daB das Geometrische im

Ubungsbuche des Ahmes niemals selbst Zweck der Darstellung,
sondern nur Einkleidungsform von Rechenaufgaben ist, denn sonst

wiirde unmoglich die Flachenausmessung des Kreises spater erscheinen

als die Berechnung des Ranminhaltes eines runden Fruchthauses, bei

welcher jene bereits Anwendung findet. In diesen korperlichen In-

haltsaufgaben ist manches noch unklar. Die eigentliche Gestalt der

Fruchthauser, welche der Berechnung unterworfen werden, ist nichts

weniger als genau bekannt, und wenn auch bienenkorbartige Zeich

nungen von Fruchthausern in agyptischen Wandgemalden etwas zur

Yerdeutlichung beitragen, sie genfigen keineswegs, so lange eine geo

metrische Interpretation jener Zeichnungen fehlt. Soil der Bieneii-

korb als Halbkugel auf einen Zylinder aufgesetzt, soU er als eine

Art von Umdrehung.sparaboloid gedacht sein? Ist seine Grundflache

fiberhaupt kein Kreis sondern eine Ellipse? Das sind Fragen, deren

Beantwortung aus den genannten Abbildungen nicht entnommen

werden kann und doch auf die Rechnungsweise einen entscheidenden

EinfluB ausfiben inuB. Hier ist also wieder zukiinftiger Forschuncr

noch manches Ratsel aufbewahrt, kaum zu losen, wenn es nicht o-e-

lingt, weiteres Material aufzufinden. Bis dahin besteht der Vorteil,
den wir aus diesen Beispielen zu ziehen vermogen, nur in den von

uns schon angerufenen Bestatigungen der gewonnenen Ansichten fiber

Inhaltsbestimmung des Rechteckes und des Kreises und in der

Kenntnisnahme von Wortern, welche den Agyptologen auch sonst

mannigfach begegnet sind. Eine der Abmessungen, welche bei den

Fruchthausern in Rechnung treten, heiBt namlich Qa, eio-entlich die

Hohe, woffir auch die Hieroglyphe — ein den Arm hochstreckender
Mann —

zeugt, dann aber in zweiter abgeleiteter Bedeutung die

Richtung groBter Ausdehnung"); die Breite, beziehungsweise die

>) Eisenlohr, Papyrus S. 101-116. ^) Diese abgeleitete Bedeutung hat
rugsch erkannt: Hieroglyphisch-demotisches Worterbuch S. 1435 und deutlicher
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kleinere Abmessung, heiBt Use^. Nennen wir diese beiden Ab

messungen q und a, so erfolgt in No. 43. die Berechnung des Inhaltes

nach der Regel, daB erst ein q^
= (l — 4) 2 gebildet wird und dann

n. Auch hier ist wieder eine interessante Ubereinstimmung(-; Y 3

mit den Fragmenten von Kahun nachznweisen. Dort ist namlich

ausgehend von bestimmten Zahlen q^{= 12) und «(= .s) die Rechnung
/4\22 /4 \-2 1 1

\3 '^1/ '3"""i3
■

^~)
■

Y
■ 8 = 250 5-^ =1305., vollzogen, und

letztere Zahl steht im Inneren einer gezeichneten Rundung, fiber

welcher die Zahlen 8 und 12 angebracht sind. A\^enn man versucht

hat'), in der Rechnung des Kahuner Fragmentes die Inhaltsberech-

nung einer Halbkugel vom Durchmesser 8 zu erkennen und dabei

eine Anwendung des Wertes n = 3,2 fand, so kann schon diese

letztere Behauptung als Gegengrund gegen den jeder unmittelbaren

Sttttze entbehrenden Yersuch geiiiigen. Bei der soeben nachgewiesenen

wenigstens tedweisen Ubereinstimmung mit Xo. 43. des Ahmes muBte

aui'h von diesem einmal z = 3,2 in Anwendung gebracht worden

sein, wahrend alle anderen Beispiele 7t = P^-j benutzen, und das er

scheint durchaus unglaublich.
Endlich bietet der Papyrus noch eine Gruppe von 5 geometrischen

Aufgaben^), No. 56. bis 60., welche dem heutigen Leser am fiber-

raschendsten sein diirften, wenn er in ihnen die Vergleichung von

LiniengrciBen erkennt, soweit sie zu einem und demselben Winkel

gehoren, also eine Art von Ahnlichkeitslehre, wenn nicht ein

Kapitel aus der Trigonometrie. Es handelt sich um Pyramiden, aber

keineswegs um deren korperlichen Inhalt, sondern um den Quotienten

der Halfte einer an der Pyramide vorgenommenen Abmessung geteilt
durch eine zweite, und dieser Quotient heiBt Seqt, nach aller Wahr

scheinlichkeit eine kausative Ableitung von Qet, Ahnlichkeit, also

wohl Ahnlichmachung. Was das aber ffir Abmessungen an den Pyra

miden waren, die so in Reclmung gezogen wurden, war von vorn

herein aus den bloBen Namen Uchatebt, Suchen der FuBsohle, und

Piremus, Herausgehen aus der Sage, keineswegs klar. Der Ucha

tebt muBte zwar offenbar irgendwo am Boden, der Piremus (dessen

Name augenscheinUch in dem Miinde der Griechen zum Namen des

ganzen Korpers wurde) ^), irgendwo ansteigend gesucht werden, aber

betont in der Zeitschrift fiir ugypt. Sp. u. Alterth. (Jahrgang 1870i Bd. VIII, S. 160.

Vgl. auch Eisenlohr, Papyrus
S. 280. i) L, Borchardt in der Zeitschr. fiir

liny].I. Sprache Bd. XXXA', S. 150 ^ls;l7l. -) Eisenlohr, Papyrus S. 134—149.

') Eigentlich sollte man daher die tjrthngraphie „Piramide" der
,,Pyramide" vor-
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dabei gab es noch immer eine gewisse Auswahl. Die richtige Wahl

zu treffen gelang dem Herausgeber des Papyrus, nachdem
er den gluck-

Uchen Gedanken gefaBt hatte, den Umstand zu berficksichtigen, daB

die noch erhaltenen groBen agyptischen Pyramiden wesentlich gleiche

Winkel besitzen (S. 57), und daB Ahmes wohl auch ihnen ahnliche

Korper bei seinen Rechnungen gemeint haben muB. Der von Ahmes

errechnete Seqt muB also einem Winkel von etwa 52" zwischen der

Seitenwand und der Grundflache des Korpers entsprechen, und das

findet nur dann statt, wenn der Piremus die Kante der Pyramide, der

Uchatebt die Diagonale der quadratischen Grundflache bedeutet, wenn

also der Seqt das war, was wir gegenwartig den Kosinus des Winkels

nennen, den jene beiden Linien miteinander bilden. War die GroBe

dieses Verhiiltnisses Seqt bekannt, so kannte man damit auch die

Winkel, welche an der Pyramide sich zeigen. Man kannte sie frei

lich nur mittelbar, aber mittelbar ist auch jede andere Ausmessung

von Winkeln, ist auch die nach Graden und Minuten, welche zunachst

nicht dem Winkel selbst, sondern dem Kreisbogen gilt, der ihn als

Mittelpunktswinkel gedacht bespannt. Diese bisherige Auseinander

setzung gilt aUerdings nur ffir die 4 ersten Aufgaben der Gruppe.
In der 5. Aufgabe, No. 60., ist nicht von einer Pyramide, sondern von

einem Grabmale die Rede, welches viel steiler als die Pyramide, mit

der es die quadratische Gestalt der Grundflache fibrigens teilt, sich

zuspitzt. Die durcheinander zu teilenden Strecken heiBen hier ganz

anders. Als Zahler ist Qaienharu, als Nenner die Halfte des Senti

angegeben, und das mfissen doch wohl andere Linien sein als die

jenigen, welche die Namen Uchatebt und Piremus ffihrten. Ins

besondere die Verwandtschaft zwischen Qaienharu und dem (S. 98)
erwahnten Qa notigt dazu, diesen Zahler als die senkrechte Hohe

der Pyramide zu deuten. Vielleicht ist folgender Erklarungsversuch
gestattet.

Man weiB, daB die agyptischen Pyramiden zunachst staffelformig
mit parallelepipedischen, aufeinander ruhenden, sich verjfingendeu
Stockwerken angelegt wurden, und daB dann erst die AusffiUung der

Winkelriiume bis zur HersteUung einer glatten Oberflache erfolgte.
Dem Arbeiter machte die Herstellung dieser AusffiUsteine zuverliissig
am meisten Schwierigkeit, und es ware keineswegs unmoglich, daB

der Baumeister, um seinem Arbeiter die Aufgabe zu erleichtern, Mo-

ziehen, und wir bedienen uns in diesem Werke der landlaufigen Schreibart nur
mit dem BewuBtsein ihrer Mangelhaftigkeit. Befiiiufig sei bemerkt, daB Piremus
von anderen Agyptologen, z, B. Brugsch als Heraustreten aus der Breite fiber
setzt worden ist. Uns steht ein Urteil fiber die Richtigkeit der einen oder der
anderen Ubersetzung nicht zu.
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delle hiitte anfertigen lassen. Deren brauchte man aber zwei, von

der in Fig. 7 a und 7 b gezeichneten Gestalt. Das einfachere ModeU

(Fig. 7 a) diente zur AusfttUung der Breitseiten, das andere (Fig. 7 b),
an der Ebene DCF mit einem symmetrisch gleichen zusammen-

treffend, diente die Ecken zu bilden, beide Modelle paBten mit der Ebene

DCE aneinander. Das zweite ModeU stellt sich als achter Teil einer

der groBen Pyramide ahnlichen Modellpyramide dar; dabei ist BF

die Kante, DG die senkrecht von der Spitze auf die Grundflache ge-

fallte Hohe, GF die halbe Diagonale der Grundfliiche, EF und die

ihr gleiche CE [^ C'£'F= 90», ^ CFE=Vo\ also auch <^£'C'J'= 45o

und EF = GE'\ die halbe Seite der quadratischen Grundflache. Bei

dem ersten ModeU kommt es

wesentlich auf <)C DEC an,

bei dem zweiten auf eben

diesen und auf <)cZ'i^C; folg
lich genttgte audi das zweite

ModeU allein, um beide

Arten vonAusfttUsteineil nach

ihm behauen zu konnen. Nennen wir nun die vier erwahnten Langen,

beziehungsweise ihre Yerdoppelung, DF-=pir em its. DC = qui en

liani, 2CF=iiia tebt. 2CE = senti, so treten alle vier an einem

Raumgebdde auf und mttssen naturgemaB selbstandige Namen

ftthren. Seqt aber „die YerhaltniszahP' ist in der einen Ebene

Fig. 7

^ uxa tebt
__

CF

p)iremus DF
COS DFC, in der anderen Ebene =

qai en- harti

J- senti

CD

CE

= tng DEC. Allerdings wttrde diese Hypothese die zweite in sich

schlieBen, daB das gleichschenklig- rechtwinklige Dreieck GEF als

solches erkannt gewesen ware. D

Auch hier hat man eine andere

Erklarung vorgeschlagen ■') und den

seqt als Kotangente des Boschungs-
winkels DEC (Fig. 7c), also als

EC
„

,, aufgefaBt indem die Hohe DC

bald pir em as bald qai en liarii und

die Grundlinie AB = 2CE bald urlia

tebt bald senti genannt worden sei.

Haben wir nun die Geometrie der Agypter, soweit sie aus den

Rechnungsbeispielen des Ahmes rUckwarts erschlossen werden kann.

'■) Revillout in der Revue egypt. II, 308flgg. und G. Borchardt, Wie

wurden die Boschungen der Pyramiden bestimmt? in der Zeitschr. f. agypt.

Sprache XXXI, 9-17 (1893 .
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erortert, so beabsichtigen wir in iihnHcher Weise, wie es fur die

Rechenkunst geschehen ist, zu sammeUi, was die Uberlieferung ins

besondere griechischer SchriftsteUer, was auch sonstige Denkmaler

zur Erganzung uns bieten. Herodot erzahlt i), wie schon oben teil

weise verwertet worden ist, Sesostris (also Ramses II.) habe das Land

unter alle Agypter so verteilt, daB er jedem ein gleich groBes Viereck

gegeben und von diesem seine Einkttnfte bezogen habe, indem er

eine jahrUch zu entrichtende Steuer auflegte. Wem aber der FluB

von seinem Teile etwas wegriB, der muBte zu ihm kommen, und das

Geschehene anzeigen; er schickte dann die Aufseher, die auszumessen

hatten, um wieviel das Landstttck kleiner geworden war, damit der

Inhaber von dem fibrigen nach Verhaltnis der aufgelegten Abgabe

steuere. Hieraus, meint Herodot, scheint mir {Soxisv de fiot) die

Geometrie entstanden zu sein, die von da nach Hellas kam. Iso-

krates gibt an^), die Agypter hatten die alteren unter ihren Priestern

fiber die wichtigsten Angelegenheiten gesetzt, die jfingeren dagegen
fiberredeten sie mit Hintansetzung des Yergnfigens, sich mit Stern

kunde, Rechenkunst und Geometrie zu beschaftigen. Platon hat

haufig von der Mathematik der Agypter gesprochen und einmal *) be

sonders hervorgehoben, daB bei jenem Yolke schon die Kinder in

den Messungen unterrichtet wfirden zur Bestimmung von Lange,
Breite und Tiefe. Eine andere platonische SteUe*), in welcher gleich-

zeitig der Rechenkunst gedacht ist, und einen aUgemein gehaltenen

Ausspruch des Aristoteles ^) haben wir im vorigen Kapitel unter den

Belegen ffir das hohe Alter agyptischer Rechenkunst angeffihrt.. Heron

von Alexandria laBt, was Herodot als ihm eigentfimliche Yermutung

auBert, vieUeicht im Hinblick auf eben diesen damals schon seit etwa

vier Jahrhunderten verstorbenen Schriftsteller zur alten Uberlieferung

werden^): Die frfiheste Geometrie beschaftigt sich, wie uns die alte

Uberlieferung lehrt, mit der Messung und Verteilung der Landereien,
woher sie Feldmessung genannt ward. Der Gedanke einer Messung
namlich ward den Agyptern an die Hand gegeben durch die Uber-

schwemmung des Nil. Denn viele Grundstficke, die vor der FluB-

schwelle offen dalagen, verschwanden beim Steigen des Flusses und

kamen erst nach dem Sinken desselben wieder zum Vorschein, und

es war nicht mehr mogUch fiber das Eigentum eines jeden zu ent

scheiden. Dadurch kamen die Agypter auf den Gedanken der Mes

sung des vom Nd bloBgelegten Landes. Diodor stimmt gleichfaUs

'■) Herodot H, 109. '') Isokrates, Busiris cap. 9. ") Platon, Gesetze

pag. 819. ') Platon, Phaedros pag. 274. '■) Aristoteles, Metaphys. I, 1

in fine, "j Heron Alexandrinus (ed. Hultsch). Berlin 1864, pag. 138
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fiberein 1). Die Agypter, sagt er, behaupten, von ihnen sei die Erfindung
der Buchstabenschrift und die Beobachtung der Gestirne ausgegangen;

ebenso seien von ihnen die Theoreme der Geometrie und die meisten

Wissenschaften und Kfinste erfunden worden. An einer etwas spateren
ausffihiiicheren SteUe fahrt er fort: Die Priester lehren ihre Sohne

zweierlei Schrift, die sogenannte heilige und die, welche man ge-

wohnlich lernt. Mit Geometrie und Arithmetik besohiiftigen sie sich

eifrig. Denn indem der FluB jiihrlich das Land vielfach verandert,
veranlaBt er viele und mannigfache Streitigkeiten fiber die Grenzen

zwischen den Nachbarn: diese konnen nun nicht leicht ausgeglichen

werden, wenn nicht ein Geometer den wahren Sachverhalt durch

direkte Messung ermittelt. Die Arithmetik dient ihnen iu Haus-

haltungsangelegenheiten und bei den Lehrsatzen der Geometrie; auch

ist sie denen von nicht geringem Yortede, die sich mit Sternkunde

beschaftigen. Denn wenn bei irgend einem Yolke die Stedungen
und Bewegungen der Gestirne sorg-faltig beobachtet worden sind, so

ist es bei den Agyptern geschehen; sie verwahren Aufzeichnungen
der einzelnen Beobachtungen seit einer unglaublich langen Reihe von

Jahren, da bei ihnen von alten Zeiten her die groBte Sorgfalt hierauf

verwendet worden ist. Die Bewegungen und Umlaufszeiten und Still-

stande der Planeten, auch den EinfluB eines jeden auf die Entstehung
lebender Wesen und nUe ihre guten und schadlichen Einwirkungen

haben sie sehr sorgfiiltig beachtet. Die gleiche Uberlieferung finden wir

bei Strabon-). Es bedurfte aber einer sorgfaltigen und bis auf das

genaueste gehenden Eintedung der Landereien wegen der bestandigen

Verwischung der Grenzen, die der Nil bei seinen Uberschwemmungen

veranlaBt, indem er Land wegninimt und zusetzt und die Gestalt ver

andert und die anderen Zeichen unkenntlich macht, wodurch das

fremde und eigene Besitztiim unterschieden wird. Man muB daher

immer und immer wieder messen. Hieraus soil die Geometrie ent

standen sein.

Wir haben unsere Gewahrsmanner, deren Lebenszeit etwa von

460 V. Chr. bis auf Christi Geburt sich erstreckt, chronologisch ge

ordnet, woraus erschlossen werden kann, wieviel etwa die spiiteren
derselben von ihren Vorgangern entnommen haben mogen ohne aus

dem lebenden Quell fortdauernder volkstfimlicher Sage zu schopfen.
Anderen spateren Schriftstellern werden wir an anderer Stelle das

Wort geben, wo es um die Ubertragung der Geometrie nach Griechen-

land sich handeln wird. Nur einen der frtthesten griechischen Zeugen
fur das Alter und ffir die Bedeutsamkeit agyptischer Geometrie mfissen

') Diodor I, 69 und die Hauptstelle I, 81. -) Strabon Lib. XVII, cap. 3.
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wir jetzt noch nachtraglich horen, den wir oben zwischen Herodot

und Isokrates, wohin er seiner Lebenszeit nach gehorte, absichtUch

zurfickstellten, weil seine Aussage von so hervorragender geschicht-
Ucher Wichtigkeit ist, daB sie einer besonderen Erorterung bedarf.

Demokrit sagt^) namlich um das Jahr 420: „Im Konstruieren

von Linien nach MaBgabe der aus den Voraussetzungen zu ziehen-

den Schlttsse hat mich keiner je fibertroffen, selbst nicht die soge

nannten Harpedonapten der Agypter."
DaB Harpedonapten ein griechisches Wort mit der Bedeutung

Seilspanner oder wortlicher ubersetzt Seilknfipfer sei, ist merkwfir

digerweise von dem Verfasser des besten griechischen Worterbuches

fibersehen worden^). Allein auch die richtige Ubersetzung reicht

zum Verstehen jenes Satzes nicht aus, wenn man nicht weiB, wer

jene Seilspanner waren, denen Demokrit in seinem ruhmredigen Ver

gleiche ein hochehrendes Zeugnis geometrischer Gewandtheit aussteUt,
und worin ihre Obliegenheiten bestanden. Beides ist bis zu einem

gewissen Grade aus agyptischen Tempelinschriften zu erkennen, welche

von geschatzten Agyptologen veroffentlicht worden sind^). Die

Tempel muBten in gleicher Weise wie die Pyramiden orientiert werden,
und die Richtung nach Norden, deutlicher ausgedrfickt nach dem

Eintrittspunkte des Siebengestirnes um eine gegebene Zeit wurde be-

obachtungsweise festgestellt. „Ich habe gefaBt den Holzpflock (nebi)
und den Stiel des Schlagels (semes), ich halte den Strick (^rt) ge-

meinschaftlich mit der Gottin Safech. Mein Blick folgt dem Gauge
der Gestirne. Wenn mein Auge an dem Sternhilde des groBen
Baren angekommen ist und erffillt ist der mir bestimmte Zeitabschnitt

') Clemens Alexandrinus, Stromata ed. Potter I, 357: yQaufibcov cw-

9-^aiog iisra &7io$si^iog ovSilg %co fts Tcag-ijUcx^ev, o-vd' oi Alyvitxiav yiaXsoiievoi
'jQTtsdovdnrai.. -) Cantor, Grakoindische Studien (Zeitschr. Math. Phys, Bd.XXII.

Jahrgang 1877. Histor.-literar. Abteilung S. 18 und Note 68). ») Brugsch,
Ueber Ban und Maasse des Tempels von Edfu (Zeitschr. f. iigypt. Spr. u. Alterth.
Bd. Vni) und hieroglyphisch-demotisches Worterbuch S. 327 und 967. An letz-

terer Stelle ist fibrigens nur bemerkt, daB das agyptische hunu = Feldmesser,
Geometer sei. Von einem Seilspannen oder gar von einer Erinnerung an das

griechische aQTisSovd^trai. ist dabei keine Rede. Ferner vgl. Dumichen in der

Zeitschr. f. iigypt. Spr. u. Alterth. Bd. VIE und besonders dessen umfangreiche
Schrift: Baugeschichte des Denderatempels und Beschreibung der einzelnen Theile
des Bauwerkes nach den an seinen Mauern befindlichen Inschriften. StraBburg
1877. Endlich vgl Brugsch, Steininschrift und Bibelwort (Berlin 1891), wo

ausdrficklich darauf hingewiesen ist, daB in alien bildlichen Darstellungen der

Grundsteinlegung eines Tempels die neben dem Konige auftretende Gotttn stets
den MeBstrick halte und durch eingeschlagene Pflocke die Endpunkte des Hefiig-
tums festlege. Die Endpunkte Brugschs sind jedenfalls als die Eckpunkte zu

verstehen.
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der Zahl der Uhr, so .stelle ich auf die Eckpunkte Deines Gottes-

hauses." Das sind die Worte, unter denen der Konig auf den In

schriften der Tempel die genannte Handlung voUzieht. Er schlagt
mit der in seiner rechten Hand befindlichen Keule einen langen Pflock

in den Erdboden und ein gleiches tut ihm gegenfiber Saferli, die

Bibliotheksgottin, die Herrin der Grundsteinlegung. Es ist klar, daB

die diese beiden Pflocke verbindende Gerade die Richtung nach

Norden, den Meridian des Tempels, bezeichnet, daB durch sie die ge-

wfinschte Orientierung des Grundrisses zur Halfte vollzogen ist. Aller

dings nur zur Halfte! Die Wandungen des Tempels soUen senkrecht

zueinander stehen, uijd demgemaB ist es nicht weniger notwendig in

einer zweiten Handlung diese mehr geometrische als astronomische

Bestimmung zu treffen.

Man kann nun leicht mit der Antwort bereit sein, die iigypti
schen Zimmerleute hatten gleich ihren heutigen Handwerksgenossen
massive rechte Winkel besessen. Ein solcher ist z. B. auf einem

Wandgemalde eine Schreinerwerkstatte darstellend^) deutlich .-,

abgebildet. Wohl. Aber die Richtigkeit dieses Werkzeuges ^

muBte doch selbst verbflrgt, muBte irgend einmal irgendwie ^'ig «.

geprfift sein, und das scheint immerhin in letzter Linie eine geome

trische Konstruktion vorauszusetzen, die vermutlich bei so feierlichen

Gelegenheiten wie die Grfindung eines Tempels stets aufs neue voll

zogen wurde. DaB es so geschah liegt vielleicht in der Mehrzahl

,,die Eckpunkte Deines Gotteshauses" angedeutet, welche der Konig,
wie wir gehort haben, aufstellt. Die Art der Bestimmung freilich

verschweigt, soviel wir wissen, die Grfindungsformel. Gerade dazu

diente nun, wenn uns ein AnalogieschluB, dessen Ausffihrung wir

auf einige ziemlich spate Kapitel dieses Bandes verschieben mfissen,

nicht irre leitet, das Seil, das um die Pflocke gezogen war, das das

eigentliche Geschaft der Seilspanner bezeichnend ihnen den Namen

verlieh und an welches wir dachten, als wir im 1. Kapitel (S. 46")

auf die Moglichkeit einer Seilspannung bei den Babyloniern hin-

wiesen.

Denken wir uns, gegenwartig allerdings noch ohne jede Be

grfindung, den Agyptern sei bekannt gewesen, daB die drei Seiten

von der Lange 3, 4, 5, deren grundlegende Eigenschaft 4^ -|- 3" = 5"

ihnen (S. 96) nicht entgangen war, zu einem Dreiecke verbunden ein

solches mit einem rechten Winkel zwischen den beiden kleineren

Seiten bilden, und denken wir uns die Pflocke auf dem Meridian um

') Wilkinson, Manners and customs of the ancient Egyptians. Vol. HI,

pag. 144.
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4 Liingeneinheiten voneinander entfernt. Denken wir uns ferner das

Sed von der Liinge 12 und durch Knoten in die entsprechenden Ab

teilungen 3, 4, 5 geteilt, so leuchtet ein (Fig. 9), daB das Sed an

dem einen Knoten gespannt, wahrend die

beiden anderen an den Pflocken anlagen, not

wendigerweise einen genauen rechten Winkel

zum Meridiane an dem einen Pflocke heiwor-

bringen muBte.

^
War dieses die Hauptaufgabe der Harpe-

*

donapten, zu deren Amtsgeheimnis es gehoren

mochte, die Pflocke wie die Knoten an den

richtigen Stellen anzubringen, wodurch wenigstens eine zweckdien-

Uche Erklarung ffir das StiUschweigen der Inschriften fiber dire Ver-

fahrungsweise gegeben wiire, so konnte in der Tat ihnen der Ruhm

„der Konstruktion von Linien" zugesprochen werden, so waren sie im

Besitz der Mysterien der Geometrie, die nicht jedem sich enthfiUten,

so wird es begreiflich, wie ihre Handlungen in den Wandgemiilden

dem Konige selbst iu Yerbindung mit einer Gottin beigelegt wurden.

Die Operation des Seilspannens ist eine ungemein alte. Man

hat deren Erwahnung auf einer auf Leder geschriebenen Urkunde

des Berliner Museums gefunden, wonach sie bereits unter Ame

nemhat I. stattfand^). Vielleicht ist es gestattet, hier nochmals

daran (S. 58) zu erinnern, daB Ahmes in den einleitenden Worten

seines Papyrus sich darauf beruft, er arbeite nach dem Muster alterer

Schriften, und daB es vieUeicht Konig Amenemhat III. war, unter

dessen Regierung jene alteren Schriften verfaBt wurden. Ist diese

Annahme wirklich richtig, so wfirden wir wenigstens keinen Anstand

nehmen die Moglichkeit solcher Kenntnisse, wie wir sie soeben fur

die Harpedonapten in Anspruch nahmen, schon tn der XII. Dynastie,
welcher die Amenemhat angehorten, zuzugestehen. Einer Zeit, welche

die Winkellehre so weit ausgebildet hatte, daB sie den Seqt be-

rechnete, konnen wir auch die Kenntnis des rechtwinkUgen Dreiecks

von den Seiten 3, 4, 5 zutrauen, die wesentlich erfahrungsmaBig

gewonnen worden sein wird, ohne daB irgendwie an einen strengen

geometrischen Beweis in unserem heutigen Sinne des Wortes gedacht
werden mfiBte.

Uberhaupt zei-faUt, wie wir meinen, gerade dem Seqt gegenuber
jeder Yersuch, die Geometrie der Agypter auf eine bloBe Flachen-

abschatzung zurfickzuffihren, wiihrend Winkeleigenschafteu oder Yer

haltnisse von Strecken ihr fremd gewesen seien, von selbst ohne daB

') Dfimichen, Denderatempel S. 33.
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es mehr notig wiire, gegen diese Zweifel eines fiberwundenen Wissen»-

standpunktes mit eingehender Widerlegung sich zu wenden. Dagegen
ist um so erkliirlicher, was ein spiiter griechischer SchriftsteUer von

den Schfilern des Pythagoras sagt'), was aber ge-isiB richtig auch auf

seine Lehrer, die Agypter gedeutet worden ist, daB sie die Winkel

als bestimmten Gottern geweiht ansahen, und daB der dreiartige Gott

die erste Ursache zur Reihe der geradlinigen Figuren in sich be-

greife.

Eine mindestens nicht ganz zu verwerfende Bestatigung uralter

geometrischer Kenntnisse bei den Agyptern konnen wir noch bei-

fttgen'). Wenn aus den iiltesten Zeiten auf Y'andgemidden Figuren
von geometrischer Entstehung sich erhalten haben, so spricht deren

Vorhandensein gewiB dafttr, daB man mit solchen Zeichnungen sich

damals beschaftigte. Ja man kann es wohl einleuchtend nennen,

daB ein wirklicher Mathematiker, welcher dieselben, vielleicht Jahr

hunderte nach ihrer Anfertigung, haufig, taglich zu Gesicht bekam,

fast notwendig darauf hingewiesen werden muBte, fiber Eigenschaften
dieser Figuren, die ihm noch nicht bekannt waren, nachzudenken.

Glttcklicherweise besitzen wir nun in einem mit Recht wegen seiner

Treue und Zuverlassigkeit berflhmten Bdderwerke^) eine fiberreiche

Menge von Figuren der genannten Art, von denen nur einige wenige,
und zwar der leichteren HersteUung wegen ohne die bunten Farben

des Originals und in anderem MaBstabe, hier wiedergegeben werden

mogen. Schon zur Zeit der V. Dynastie, der unmittelbaren Nach-

folger der Pyramidenkonige, wurde in der Totenstadt von Memphis
eine aus ineinander gezeichneten verschobenen Quadraten (Fig. 10)

gebildete Yerzierung angewandt. Das Quadrat mit seinen zu Bliittern

erganzten Diagonalen (Fig. 11) findet sich von der XII. bis zur

XXYI. Dynastie vielfach. Das gleichschenklige Paralleltrapez kommt

in Varianten, welche auf die Zerlegung in anderweitige Figuren sich

') Proclus Diadochus, Commentar zum I. Buche der euklidischen Ele

mente ed. Friedlein. Leipzig 1873, pag. 130 und 155. Auf diese Stellen hat

allerdings in der Absicht sie gegen eine wissenschaftliche Geometrie der

Agypter zu verwerten Friedlein aufmerksam gemacht: BeitrLige zur Geschichte

der Mathematik II. Hof 1872, S. 6. -) Zur AnsteUung der hier folgenden

LTntersuchung regten uns einige Bemerkungen von G. J. Allman an: Greel;

Geometry from Thales to Euclid im V. Bd. der Hermathena. Dublin 1877,

pag. 169, Note 20 und pag. 186, Note 81. Diese Abhandlung ist mit auderen,

die gleichfalls ursprunglich in der Hermathena erschienen, 1889 zu einem Bande

vereinigt worden. Dort finden sich die betreifenden Stellen pag. 12, Note 16

und pag. 29, Note 47. ") Prisse d'Avennes, Histoire de I'avt Egyptien d'apres

les monuments.
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beziehen (Fig. 12 und 13), als Zeichnung von unteren
Teilen eines Slanders

ffir WaschgefaBe und dergleichen fast zu aUen Zeiten vor. Ein hochst

Fig. 12.

Fig. 10. Fig. 11. Fig. 13.

Fig. M.

merkwfirdiges Gewebemuster (Fig. 14) kann als Ver-

einio-uno- zweier sich symmetrisch durchsetzender

Quadrate definiert werden. Unterbrechen wir hier

die Angabe geometrischer Figuren aus agyptischen

Wandgemalden und schalten wir zunachst den

Bericht fiber eine fttr uns ungemein wertvoUe

Entdeckung ein.

Die Agypter pfiegten die Wande, auf welchen

sie Reliefarbeiten anbringen woUten, in lauter einander gleiche

Quadrate zu zerlegen und mit deren Hilfe die Umrisse des Ein-

zuhauenden zu zeichnen. Eine unvoUendet gebliebene Kammer in

dem sogenannten Grabe Belzoni, das ist in dem Grabe Seti I., des

Vaters Ramses II. aus der XIX. Dynastie, zeigt dieses ganz deutlich^).
Es ware toricht hierin bewuBte Anfange eines Koordinatensystems
erkennen zu wollen, aber ebenso toricht wiire es zu verkennen, daB in

dieser ausgepragten Gewohnheit eine geometrische Proportionen
lehre so weit enthalten ist, daB wir den verkleinernden, unter Um

standen, wo es um Gotterfiguren sich handelte, auch den vergroBern-
den MaBstab angewandt finden. Es kann fast auffallen, daB die

Agypter nicht noch einen Schritt weitergingen und die Perspek-
tive erfanden. Bekanntlich ist von dieser bei agyptischen Gemalden

keine Spur vorhanden, und mag man religiose oder was immer sonst

ffir Grunde daffir in Anspruch nehmen, immer bleibt geometrisch aus

gedrfickt die Tatsache: die Agypter fibten nicht die Kunstfertigkeit
die zu bemalende Wand als zwischen dem sehenden Auge und dem

abzubddenden Gegenstande eingeschaltet zu denken und deren Durch-

schnittspunkte mit den Sehstrahlen nach jenem Gegenstande durch

Linien zu vereinigen.

>) Wilkinson, Manners and customs IH, pag. 313 und ebendesselben Tliebes
and Egypt pag. 107.
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Gehen wir in der Zeit tief herunter his zur Regierung des Konigs

Ptolemaeus IX. (um 150 v. Chr. G.), so finden wir auf dem groBen
Pylon vor dem auf der Insel Phylae von jenem Konige errichteten

Isistempel eine erhaltene in den Stein eingeritzte Zeichnung, welche

aUerdings das Recht hat uns in Staunen zu versetzen, und welche

wir am besten an dieser Stelle erwahnen. Es ist^) der GrundriB

einer bei Erbauung des Isistempels zur Yerwendung gelangten Saule,
und weitere Nachforschungen haben ergeben, daB die hier entgegen-
tretende Art des Einritzens von Zeichnungen in natflrlicher GroBe

dem agyptischen Baumeister auf Phylae regelmiiBige Gewohnheit war.

Er hat, wie die Ausgrabungen zeigen, vor dem Beginne des Baues

alle seine Grundrisse in NaturgroBe auf dem Pfiaster, da wo die

Mauer kinkommen sollte, aufgerissen.
Wir kehren zu den Figuren geometrischer Art zurfick, und zwar

zu solchen, bei welchen die Kreislinie vorkommt. Durch Durchmesser

in gleiche Kreisausschnitte geteilte Kreise kommen vielfach vor, und

zwar ist bei Zieraten die haufigste Teilung die durch 2 oder 4

Durchmesser in 4 oder 8 Teile, wiihrend, wie wir im 1. Kapitel

(S. 47) erwahnt haben, auf GefaBen, welche von asiatischen Tribut-

pflichtigen Konigen der XVIII. Dynastie, etwa den Zeitgenossen des

Schreibers Ahmes, fiberbracht werden, die Teilung des

Kreises durch 6 Durchmesser in 12 Teile (Fig. 15)
ausnahmslose Regel ist. Wagenrader haben insbeson

dere seit Ramses II. aus der XIX. Dynastie fast regel-

maBig 6 Speichen, und Rader mit 4 Speichen kommen

ganz seiten vor. Erganzend ist zu erwiibnen, daB den

Agyptern des alten und des mittleren Reiches Wagen
und Pferde noch unbekannt waren. Beide wurden erst unter den

Hyksoskonigen von Syrien her eingefflhrt-). Damit ist aber zugleich
wahrscheinlich gemacht, daB den Agyptern vor der Zeit der Hyksos-

konige z. B. unter den Anienemhats, unter welchen das Muster zum

Handbuche des Ahmes entstand, die mit den 6speichigen Radern und

dem rcgelmiiBigen Sechsecke in enger Yerbindung stehende Verhaltnis

zahl Tt = 3 nicht bekannt wurde, und daB diese auch sjiaterhin trotz

auhaltend enger Beziehungen zu Vorderasien sich nicht einbfirgern

konnte, weil die Agypter damals schon mit ,t = ( --j zu rechnen ge

wohnt waren. Eine Teilung des Kreises in 10 gleiche Teile durch

5 Durchmesser oder in 5 Tede durch 5 vom Mittelpunkte ausgehende
Strahlen ist unserem danach suchenden Auge nicht begegnet. Der

') L. Borchardt, Altagyptische Werkzeichnungen. Zeitschr. f. iig.ypt.

Spr. XXXIV, 69—70 (1896). =) Steindorff, Die Bliitezeit der Pharaonen S. 44.
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von HorapoUon als Zeichen ffir 5 beschriebene ffinfstrahUge Stern

(S. 84) kann kaiim als Gegenbeispiel aufgefaBt werden, so auffaUend

er sein mag.

WoUen wir fiber wirkUch geometrische Uberbleibsel in iigypti-

scher Sprache, nicht fiber Zeichnungen, aus welchen mehr oder minder

gewagte Rfickschlfisse auf geometrisohes Wissen gezogen werden

mttssen, berichten, so haben wir plotzUch ungemein tief in die Zeit-

folge hinabzugreifen bis zu den Inschriften des Tempels des

Horns zu Edfu in Oberiigypten i), in welchen der Grundbesitz der

Priesterschaft dieses Tempels vermessen und angegeben ist. Die

Pflocklegung dieses Tempels wurde nach altertiimlicher Sitte am

23. August 237 v. Chr. voUzogen^). Die aufgezeichneten Grundstficke

und deren Schenkung beziehen sich auf Konig Ptolemilus XL, Ale

xander I., dessen Regierung durch Gewalttatigkeiten an Bruder und

Mutter errungen und bewahrt von 107 bis 88 dauerte, in welch letz-

terem Jahre er selbst durch den mit Waffengewalt zurttckkehrenden

Bruder zur Flucht genotigt wurde. Um das Jahr 100 v. Chr. wurden

also die betreffenden Messungen angestellt, nicht weniger als 200

Jahre nachdem in Alexandria auf agyptischem Boden und unter dem

Schutze eines Konigs von Agypten Euklid gelebt und gelehrt hatte,

dessen Name jedem Gebildeten bis zu einem Grade bekannt ist, der

uns verstattet seiner als MaBstab fiir das mathematische Wissen

seiner Zeit auch in diesem Kapitel schon uns zu bedienen. Damals

gab es unzweifelhaft eine weit vorgeschrittene theoretische Geometrie,

aber die Praxis der Feldmessung UeB sich an den altherkommiichen

Formeln geniigen. Wir haben dieses Festhalten an gewohnteu, be

quemen, eiue Wurzelausziehung vermeidenden Methoden schon friiher

(S. 94 1 angekfindigt. Wir haben es his zu einem gewissen Grade

gerechtfertigt und die Unbedeutendheit des begangenen Fehlers in

Betracht gezogen. Es ist moglich gewesen aus den sich aneinander

ansehlieBenden MaBen der Edfu-inschrift eine sehr wahrscheinliche

Zeichnung der dort beschriebenen Landereien anzufertigen^), und

dieser Plan liiBt erkennen, wie wenig die durch Hdfslinien hergestellten
viereckigen Abteilungen von Rechtecken sich unterscheiden, bis zu

welchem Grade der Genauigkeit trotz Anwendung der alten Formeln

man gelangte. In der Hiiufung jener Hdfslinien, in der Zerlegung
des zu messenden Feldes in immer zahlreichere, immer kleinere Tede

lag die Yerbesserung, welche ein Festhalten der Regeln der Urahnen

M E. Lepsius, Ueber eine hieroglyphische Inschrift am Tempel von Edfu

Abhandlungen der Berliner Akademie 1855, S. 69—114). ') Diimichen in der

Zeitschr. i. iigypt. Spr. u. Alterth. Bd. VIH, S. 7. ») R. Lepsius 1. c. Tafel VI.
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gestattete, und diese Yerbesserung war selbst keine Neuerung, sie

hatte ihr Vorbdd schon in dem Werke des Ahmes. AYir konnen die

Ehrenrettung der Feldmesser zur Zeit von Ptolemiius XI. gewissermaBen
voUenden, indem wir an die Scheu vor Wurzelausziehungen erinnern,
welche heute noch untergeordneten Beamten des Katasterwesens an-

zuhaften pflegt und sie wenigstens fiir vorlaufige Flachenschatzung
die sogenannten verglichen abgenommenen MaBe anwenden laBt,
d. i. eben das altagyptische Verfahren seinem Hauptgedanken nach.

Wenn wir sagten, in den Edfu-lnschriften seien die Formeln an

gewandt, welche uns aus dem Ubungsbuche des Ahmes bereits be

kannt sind, so mfissen wir diese Aussage dahin ergiinzen, daB eine

weitere theoretisch noch miBbrauchlichere Ausdehnung jener Formeln

hinzugekommen und eine nicht ganz unbedeutende Gedankenverschie-

bung bei ihnen eingetreten ist.

Die Formeln des Ahmes waren -- X rt und ---'^' X a fur die

Flacheninhalte des gleichschenkligen Dreiecks und des gleichschenk

ligen Paralleltrapezes. Die erstere Formel blieb in Geltung, und

wenigstens in den im Drucke veroff'entlichten Edfu-Iuschriften sind

andere als gleichschenklige Dreiecke nicht genannt. Bei den Yier

ecken aber ist die Bedingung, daB es gleichschenklige Paralleltrapeze

seien, deren Flache man berechnen wolle, abhanden gekommen. Die

Anzahl so gestalteter Yierecke fiberwiegt allerdings auch in Edfu,
aber neben ihnen kommen ganz willkfirliche Yierecke mit den Seiten

«j, tt„, /vj, /^o vor, wo die beiden durch a und desgleichen die beiden

durch b benannten Seiten einander gegenuberliegen sollen, und deren

Fliiehe berechnet sich auf

a, 4- a.-. Iw+b.-.

So z. B. 16 zu 15 und 4 zu 3
,
macht 5S

^
: 45

,
zu 33

,

- und 17 zu
2 8 '

4 2 4

15 macht 6;)2; \} ^- zu 10-^ und 24., zu 22
_^

-- macht 236- usw.

Die angekundigte Gedankenverschiebung besteht aber in folgen-

dem. Ahmes, das suchten wir aus der mutmaBlichen Entstehung der

Formeln, aus dem beim Yierecke gebrauchteu Namen Hak, Abschnitt,
fttr die eine Seite zu begrunden, ging aus vom Dreiecke und UeB

das Trajiez durch Abstumpfung jener ursprttnglichen Figur entstehen.

Jetzt hat die Sache sich umgekehrt. Das Viereck ist die zugrunde

liegende Figur geworden, das Dreieck entsteht aus ihm als besonderer

Fall, indem eine Yierecksseite verschwindet. Nicht von Dreiecken

mit den Seiten 5, 17, 17 oder 2, 3, 3 ist in Edfa die Rede, sondern

von Figuren mit den Seiten 0 zu 5 und 17 zu 17, beziehungsweise
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0 zu 2 und 3 zu 3, deren Flachen alsdann 42
^
und 3 sind^). Das

Wort NuU wird, wie wir wohl zum Uberflusse bemerken, nicht etwa

durch ein besonderes Zahlzeichen, sondern durch eine aus zwei Bild-

chen sich zusammensetzende hieroglyphische Gruppe mit der Aus

sprache Nen dargestellt, welche gewohnlich verneinende Beziehungen

ausdrfickt, hier die als Dingwort ausgesprochene Yerneinung, das

Nichts. An eine Zahl Null ist in keiner Weise zu denken.

Fassen wir in eine ganz kurze Ubersicht den Hauptinhalt der

beiden von iigyptischer Mathematik handelnden Kapitel zusammen.

Die Agypter besaBen, wie wir quellenmiiBig belegen konnten, schon

im Jahre 17<)0 v. Chr., wahrscheinlich sogar bereits ein halbes Jahr

tausend frtther eine ausgebildete Rechenkunst mit ganzen Zahlen und

Bruchen, wobei letztere stets als Stammbrttche geschrieben wurden,

wenn auch der Begriff gewohnlicher Brttche, wie aus der Zurttck

ftthrung auf Generalnenner hervorgeht, nicht fremd war. Die Auf

gaben, welche so der Rechnung unterbreitet wurden, gehoren dem

Gebiete der Gleichungen vom ersten Grade mit einer Unbekannten

an, wobei die Worteinkleidiing eine von einer Aufgabengruppe zur

anderen wechselnde ist. Als Gipfelpunkte erscheinen nach moderner

Auffassung Beispiele aus dem Gebiete der arithmetischen, vielleicht

der geometrischen Reihen. Beispiele aus der Geometrie und Stereo

metrie gewahlt lassen erkennen, daB in jener frfihen Zeit die Agypter
einen nicht ganz unglficklichen Yersuch gemacht hatten den Kreis

in ein Quadrat zu verwandeln, daB ihre Berechnung des Flacheninhalts

von gleichschenkligen Dreiecken und von als Abschnitte von ersteren

erhaltenen gleichschenkligen Paralleltrapezen von Naherungsformeln
Gebrauch machte, ohne daB wir fredich irgend eiue Auskunft darfiber

zu geben vermochten, ob man beim Kreise, oh man bei jenen gerad
Unig begrenzten Figuren sich bewuBt war nur Angeniihertes zu er

halten, oder ob man an die genaue Richtigkeit der Ergebnisse glaubte,
und wie man zu denselben gelangt war. Zur weiteren Untersuchung
dieser hochwichtigen Frage wird es unentbehrlich sein die Tatsache

zu berficksichtigen, daB rationale Qnadratwurzeln den Ao-yptern in

sehr alter Zeit bekannt waren. Des weiteren haben wir gesehen, daB
man es liebte, wohl auch ffir notwendig hielt, gegebene Figuren zum

Zwecke der Ausmessung durch Hdfslinien in andere Figuren von ein-

facherer Begrenzung zu zerlegen, und diese Ubung zu alien Zeiten

beibehielt, gleichwie es mit den alten Niiherungsformeln ffir die

Fliichen von Dreiecken und Yierecken der Fall war. Endlich ist

'■) Die hier erwiihnten Beispiele vgl. bei Lepsius 1. c. S. 75, 79, s2. Auf

letztcrer Seite findet sich die Rechtfertigung der Null.
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festgestellt, daB in gleich grauem Altertume, his zu welchem aufwiirts

wir die Flachenberechnung verfolgen konnen, auch eine Vergleichung
von Strecken zum Zwecke des Abrdichmachens, d. h. zur Wieder

holung desselben Winkels an verschiedenen Raumgebdden stattfand.

Neben dieser cpiellenmiiBig gesicherten Wissenschaft lernten wir die

UberUeferung kennen, welche Geometrie und Rechenkunst heimatlich

auf Agypten zurfickffihrt, welche das bfirgerliche Rechnen der Agypter
uns mutmaBlich als Fingerrechnen, mit aller Bestimmtheit als Rechnen
mit Steinchen kennen lehrt. Auch aus Figuren des taglichen Ge

brauches durften wir geometrische Schlusse ziehen, HancUungen die

mit der Tempelerbauung verbunden waren, durften wir erortern und

gelangten so zu der wahrscheinlichen Folgerung, daB neben jenen

geometrischen Yorschriften, welche den Rechnungen dienten, auch

solche bestanden, die auf Konstruktionen sich bezogen und nament-

lich die Zeichnung eines rechtwinkUgen Dreiecks durch die gegebenen

Langen seiner drei Seiten ermoglichten. Eine deutliche Darlegung
dieser von uns vermuteten Yorschriften ist ebensowenig bekannt

wie die vorher vermiBte Ableitung der Flachenformeln, ebensowenig
wie die Begriindung der von Ahmes angewandten Formel ffir Auf

findung des Anfangsgliedes einer arithmetischen Reihe aus ihrer

Summe, ihrer Gliederzahl und ihrer Differenz. So kommt man un-

abweislich zur Annahme eines noch nicht wieder aufgefundenen theo-

retischen Lehrbuches der Agypter neben dem neuerdings bekannt ge

wordenen Ubungsbuche. Nicht als ob wir an eine Theorie ini mo

dernen Sinne dachten. Beweise werden meistens induktiv, wohl auch

auf Grund sehr ungenugender Induktion geffihrt worden sein, wenn

man nicht gar den Augenschein fttr hinreichend hielt jeglichen Be

weis zu ersetzen. Dagegen vermuten wir, wie hier vorgreifend be

merkt werde, eine regelmaBig wiederkehrende Form des Lehrbuches,
unterschieden von der des Ubungsbuches und nur darin mit letzterer

zusammentreffend, daB auch sie sich forterbte, gleichwie die Form

des Ubungsbuches so gut wie ohne jede Veriinderung in griechischer

Nachbildung sich erhielt. Wir werden in spiiteren Kapiteln auf diese

Meinung, auf diese Behauptung zurttckkommen mfissen, um die letz

tere zu beweisen und dadurch der ersteren eine Stfitze zu verleihen.

Cantor, Geschichte der Muthematik I. 3. Aufl. 8
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Die Grieclien. Zalilzelclien. Fingerrechnen. Reclienbrett.

Wir verlassen die Lander altester, aber bis vor kurzem und teilweise

bis auf den heutigen Tag weniger bekannter Kulturentwicklung. Wir

gehen fiber zu dem Yolke, von dessen Bildung wir selbst, der Schreiber

wie der Leser, bewuBt oder unbewuBt, unmittelbar oder mittelbar die

merkbarsten Spuren in uns tragen, dessen Schriftsteller uns schon

wiederholt als willkommene Erganzungen dienten, wenn ffir andere

Lander die einheimischen QueUen allzu sparlich flossen, und wir sind

geneigt zu erwarten, hier werde geschichtliche GewiBheit uns ent-

gegentreten, jede bloBe Yermutung fiberflussig machend und darum

ersparend. Aber diese Erwartung wird getauscht. Die Geschichte

der griechischen Mathematik, aUerdings durch Schriften einzelner her

vorragender griechischer Mathematiker selbst unserem Erkennen naher

gerfickt, ist doch nichts weniger als durchsichtig, als vollstandig.

Bald, und nicht bloB bei den ersten Anfangen, stehen wir an Lficken,
an unvermittelten Ubergangen, welche uns notigen, um nur einiger
maBen Bescheid zu erhalten, Schriftsteller zu befragen, deren Glaub-

wfirdigkeit uns selbst nicht gegen jeden Zweifel geschfitzt ist, oder

gar zu eigenen Vermutungen unsere Zuflucht zu nehmen, welche die

gahnende Spalte uns fiberbrficken mfissen. Wir glauben unter der

Bedingung, daB wir unseren Lesern sagen, was gewiB, was nur mog
lich sei, eine solche hypothetische Darstellung nicht vermeiden zu

sollen, wo der Mangel an sicherer Uberlieferung uns dazu notigt.
Einst flossen die Quellen ergiebiger. Es war eine Eigentfimlich-

keit der durch Aristoteles gegrfindeten peripatetischen Schule

einen Urheher ffir jeden Gedanken ausfindig machen zu wollen. Dieser

Hang verblieb auch den in Alexandria heimisch gewordenen, dort mit

fremdartigen Elementen sich mengenden Peripatetikern. Man suchte

allerdings von hier aus mit einer gewissen Yorliebe die Lehren grie

chischer Philosophen auf einen nichtgriechischen Ursprung zurfick

zuffihren ■^), und mit dieser Neigung nimmt die Zuverlassigkeit solcher

') Nietzsche, De Lacrtii Diogenis fontibus im Rheinischen Museum XXIV,

205. Frankfurt a. M. 1869.
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Angaben wesentUch ab, sofern nicht andere Grfinde obwaUen, den

Glauben an jene Aussagen wieder zu verstiirken. Wir rechnen dazu

vornehmlich zweierlei. Erstens erhoht es fur uns die Bedeutung eines

Urspriingszeugnisses aus fremdem Laude, wenn wir selbst dort Er-

zeugnissen begegnet sind, die dem, was als eingeffihrt bezeiclinet

wird, wesentUch gleichen. Zweitens vertrauen wir mit rfickhaltloserer

Hingebung den Aussprfichen eines Mannes, der als Sachverstiindiger,

als Fachmann redet; ja wir benutzen Ueber einen der Zeit nach

spiiteren Mathematiker als Gewiihrsmann ffir frfiher Erdachtes als

einen dem Ursprunge gleichaltrigen Laien, der die Jahre, um welche

er den Ereignissen naher lebte, dadurch unwirksam macht, daB er

dem Inhalte derselben fern stand.

Mit voUstem Vertrauen wfirden wir daher die Geschichte der

Geometrie, der Sternkunde, der Arithmetik als QueUe benutzen,

welche Theophrastus von Lesbos, der Schfiler des Aristoteles,

verfaBt haben solP), wenn dieselben uns auch nur in Spuren erhalten

waren. Gern wfirden wir den gleichaltrigen Xenokrates in seinen

Bfichern fiber die Geometer^) als Ffihrer wahlen — vorausgesetzt,

daB dieser Titel und nicht der „fiber Geometrisohes" die richtige
Lesart bildet — wenn nicht auch sie durchaus verschoUen waren.

Mit Freuden bedienen wir uns der Bruchstficke historischer Schriften

fiber Geometrie und Astronomie, die ein dritter SchriftsteUer aus der

Zeit der unmittelbarsten aristotelischen Schule verfaBt hat: Eude-

mus von Rhodos^). Es sind, wie wir es ausgesprochen haben, nur

Bruchstficke dieser Bficher bekannt, welche von anderen Schriftstellern

abgeschrieben und gelegentlich, teils mit Nennung des Verfassers,
teils mit bloBer Andeutung desselben, ihren Werken einverleibt

wurden, aber jedes einzelne Stttckchen laBt den Wert des Verlorenen

ermessen, seinen V^erlust bedauern.

Neben diesen eigentlichen Geschichtsschreibern der Mathematik

haben auch andere Fachmanner, Kompdatoren nnd Kommentatoren

mathematischer Schriften, uns manche wertvoUe Bemerkung hinter-

lassen, die wir dankbarst benutzen werden. Geminus von Rhodos,
Theon von Smyrna, Porphyrius, Jamblichus, Pappus, Proklus,
Eutokius sind die Namen solcher Verfasser, von denen wir mehr

als nur einmal zu reden haben werden.

Die Uberlieferungen nun in dem Sinne und Umfange benutzt,
wie wir es vorausschickend erlautert haben, und unter fernerer Zu

ziehung auch nichtmathematischer SchriftsteUer, wenn keine andere

'■) Diogenes Laertius V, 48—50. '-') Diogenes Laertius IV, 13.

") E-udemi Pliodii Peripiatetici fragmenta quae supersunt ed. L. Speno-el. Berlin

1870, Die mathematischen Bruchstiicke S. Ill—143.
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Wahl uns bleibt, belehren uns darfiber, daB in dem weitcu Lander-

gebiete, in welchem griechisch gesprochen und griechisch gedacht
wurde, und welches deshalb fur die Kulturgeschichte Griechenland

heiBt, wenn es auch keineswegs geographisch mit dem Konigreiche
Griechenland unseres Jahrhunderts sich deckt, die Mathematik weder

gleichzeitig auftrat noch ebenmaBig sich entwickelte. Die kleinasia-

tische Kfistengegend sfidlich von Smyrna und die davor liegende
Inselwelt waren der Schauplatz der altesten ionischen Entwicklung.
Sfiditalien und Sizdien mit ihrer dorischen Bevolkerung nahmen so

dann in weit starkerem MaBstabe ah der Fortbildung Anted. .Jetzt

erst als dritter Boden, auf welchem eine dritte Stufe erreicht ward,
erscheint das eigentlich griechische Festland, erscheint namentlich

Athen in der Geschichte der Mathematik. Aber auch von dort ent

fernt sich die Schule der vorzfiglichsten Mathematiker. Auf agypti
schem Boden entsteht eine griechische Stadt, Alexandria, und dort

blfihen oder lernen doch wenigstens die groBen Geometer eines Jahr-

hunderts, welchem an Bedeutsamkeit fur die Entwicklung der Mathe-

matik nur ein einziges an die Seite gesteUt werden kann, sofern

unsere Gegenwart geschichtlicher Betrachtung sich noch entzieht:

das Jahrhundert von der Mitte des XVI. bis zur Mitte des XVII. S.,
das Jahrhundert der beginnenden Infinitesimalrechnung. Die gToBen
Geisteshelden des euklidischen Zeitalters hatten ihre Epigonen, die,
wenn sie teilweise auch an anderen Orten aufgesucht werden mttssen,

noch immer in Alexandria wurzeln. Dort zeigt sich in verschiedenen

Jahrhunderten wiederholt eine Nachblttte unserer Wissenschaft, die

edle Frflchte hervorzubringen imstande ist. Manner wie Heron, wie

Klaudius Ptolemiius, wie Pappus stehen keinem Mathematiker der

eukUdischen Zeit an personlicher GeistesgroBe nach, nur die Dichtig-
keit ihres Auftretens in einander nahe liegenden Zeitriiiimen fehlt,
und damit das eigentlich kennzeichnende Merkmal der groBen alexan-

drinischen Epoche. Endlich kehrt die griechische Mathematik matt

und absterbend nach Hellas zurttck. Athen und die im ehemaligen
Thrakien entstandene Welthauptstadt Byzanz sehen den Untergang
unserer Wissenschaft, den Untergang derselben fttr die dortige Gegend.
Weiter westlish wohnenden Volkern geht sie zur gleichen Zeit neu

und strahlend auf^).
Wir haben mit wenigen Strichen den Rahmen uns entworfen, in

welchen wir das Bild der griechischen Mathematik einzuzeichnen ge

denken. Wir mfissen mit dieser Einzelarbeit beginnen. Wir sind

^) Eine sehr umfassende Zusammenstellung gab G. Loria, Le scienze esatte

neir antica Greoia. Jlodena 1893—1902.
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bei Babyloniern und Agyptern von den niedrigsten Rechnungsver

fahren und von der Bezeichnung der Zahlen ausgegangen als von

Dingen, welche kein Yolk auch nur in den Anfiingen seiner geistigen

Entwicklung entbehren kann, und welche die Vorstufe zu jedem

mathematischen Denken bilden. Ahnlich werden wir hier verfahren.

Wir werden das Zahlenschreiben, wir werden bis zu einem gewissen

Grade das Rechnen der Griechen vorwegnehmen mfissen.

Ob wir es eine Zahlenbezeichnung') zu nennen haben, wenn

in griechischen Inschriften die Zahlworter ausgeschrieben gefunden

werden, dfirfte dahingesteUt sein. Ebenso kann die Auflosung einer

Zahl in lauter einzelne nebeneinander befindliche Striche, wie sie

z. B. ffir die Zahl sieben noch in einer Inschrift von TraUes in Karien

aus dem IV. vorchristlichen Jahrhunderte nachgewiesen ist, wie sie

aber naturgemiiB ffir eine nur noch etwas groBere Zahl gar nicht

denkbar ist, kaum als Zahlenbezeichnung gelten. Die iilteste wirk

liche Bezeichnung erfolgte durch Anfangsbuchstaben der Zahl

worter^). Ihre Spuren sollen hinaufrficken bis in die Zeit Solons,

also etwa bis zum Jahre 600, wahrend als untere Grenze das peri-

kleische und nachperikleische Jahrhundert genannt wird, ja wahrend

Spuren bis auf die Zeit Giceros hinabffihren. Die benutzten Buch

staben sind folgende. Man schrieb Jota I ffir die Einheit, sei es

nun, daB an eine altertfimliche Form des Wortes ffir eins gedacht
werden muB, sei es, daB nur ein gerader Strich gemacht wurde, der

zufaUig auch als Jota gedeutet werden kann. Ffir ffinf wurde ein

Pi n geschrieben wegen navre, ffir zehn ein Delta zt wegen dsxa.

Hundert, s-)icct6v, bezeichnete man durch Eta H, welches urspriinglich
kein e-Laut, sondern wie spater bei den Romern Aspirationszeichen
war. Tausend ichu und zehntausend ^vqik endlich schrieb man mit

Chi X und My M. AuBerdem waren ebendieselben Buchstaben in-

und aneinander geschrieben als Zusammensetzungen, durch welche

die Produkte von ffinf in Einheiten verschiedenen Ranges dargesteUt
werden sollten, in Gebrauch, und auch ein als „zehn mal tausend"

zusammengesetztes Zehntausend wird fiberliefert. DaB das Gesetz

der GroBenfolge stets gewahrt blieb, sei der VoUstandigkeit wegen

bemerkt. Wir bemerken ferner, daB diese Zeichen von Herodianus ^),
einem byzantinischen Grammatiker, der etwa 200 n. Chr. lebte, ge-

') Ausfiihrliches iiber Zahlenbezeichnung der Griechen iu den Math. Beitr.

Kulturl. 111— 126. ^ AuBer den in den Math. Beitr. Kulturl. angefiihrten
Quefien vgl. Koehler in den Monatsberichteu der Berliner Akademie fiir 1865,
S. 641flgg. und Friedlein, Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der

Griechen und Romer und des christlichen Abendlandes vom 7. bis 13. Jahrhundert.

Erlangen 1869, S. 9. ") Math. Beitr. Kulturl. 113.
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schUdert wurden und daB sie deshalb nicht seiten herodianische

Zeichen heiBen.

Noch wiihrend der Jahrhunderte, durch welche jene Bezeichnmig
der Hauptsache nach verfolgt worden ist, bildeten sich zwei neue

Methoden aus, beide zuverliissig nicht vor der sogenannten ionischen

Schrift auftretend, deren sie sich bedienen, somit nicht vor 500.

Naheres bringen wir weiter unten. Die eine dieser Methoden benutzt

die 24 Buchstaben des ionischen Alphabets um die Zahlen

1 bis 24 dadurch auszudrficken. Nach ihr wurden die zehn Phylai
der athenischen Richter mit fortlaufender Nummer versehen. Nach

ihr gaben spater die Alexandriner den Gesiingen des Homer ihre

Ordnungszahlen. Diese Methode so wenig wie die zweite Methode,
welche wir dahin kurz erklaren konnen, daB den einzelnen Buch

staben untereinander verschiedene aber in der natfirlichen Zahlenreihe

nicht immer unmittelbar sondem sprungweise aufeinanderfolgende
Werte beigelegt werden, gehort den Griechen allein au. Wir mfissen

ihre Sj)uren auch anderwarts verfolgen und zu diesem Zwecke ein-

schaltend von phonikischer, syrischer, hehraischer Zahlenbezeichnung
reden.

Das eigentliche Handelsvolk der alten Welt waren die Phonikier,
vielleicht die Fenchu agyptischer Schriften. Sie durchfurchten als

kfihne Seefahrer und Seerauber von ihren dicht an der Kflste ge-

grttndeten Stadten aus das Mittelmeer, welches ihnen VerkehrsstraBe

und Jagdgebiet war, fiberall Beziehungen unterhaltend, ffir welche

Zahlenbekanntschaft unentbehrlich war. Dieselben Phonikier werden

als Erfinder der eigentlichen reinen Buchstabenschrift geruhmt. Sie

gingen mit dieser Erfindung weit hinaus fiber die Silben darstellenden

Zeichen der Keilschrift wie auch fiber die Hieroglyphen, unter welchen

eine Einheit der Bedeutung nicht herrschte, da unter ihnen wirkliche

Buchstaben mit Silbenzeichen, mit Wortzeichen, ja mit solchen

Zeichen wechselten, die selbst gar nicht ausgesprochen wurden, son

dern als sogenannte Determinative die Aussprache anderer daneben

geschriebener Zeichen regelten. Die phonikischen Buchstaben, 22 an

der Zahl, sind aus hieratischen Zeichen der Agypter, also ursprting-

lich aus Hieroglyphenbddern entstanden In dieser Annahme sind

alle Sachkundige einig, hochstens daB einer den Durchgang durch

hieratische Zeichen in Abrede stellend die phonikischen Buchstaben

unmittelbar aus Hieroglyphen ableiten mochte. War nun diese Be-

schriinkung auf einfachste Lautelemente in so geringer Anzahl schon

ein ganz gewaltiger Schritt, so war es eine zweite wissenschaftliche

Tat, wie man wohl sagen darf, den Buchstaben eine bestimmte

Reihenfolge zu gehen, aus ihnen ein Alphabet zu bilden. Die Agypter
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scheinen allerdings auch hierin ein Vorbild gewesen zu seini). Mariette

hat versucht aus Inschriftsanfiingen eine Reihenfolge agyptischer Buch

staben herzusteUen, aber wenn seinem Versuche mehr als bloBe Yer

mutung zugrunde liegt, so war diese iigyptische Anordnung sicherlich

eine andere als die der Phonikier und derjenigen Volker, die mit

ihnen ein Alphabet besaBen. Phonikische Buchstaben in der spiiteren

Ordnung scheinen bereits auf Tontafeln ans der BibUothek des

Assurbanipal (668
—625) in Ninive vorzukommen. Bei den He-

briiern ist die Ordnung ffir die Zeiten, in welchen verschiedene PsaL

men^) gedichtet wurden, festgesichert, denn wenn auch nur eine nach

unseren Begriffen zwecklose Spielerei mit Schwierigkeiten, ZufaU

kann es doch nicht sein, daB die Verse dieser Lieder der Reihe nach

mit den Buchstaben des Alphabets beginnen, darin eine entfemte

Ahnlichkeit mit der ersten Yerwendung des griechischen Alphabets

zur Numerierung der homerischen Gesange bietend, auf welche wir

oben anspielten. Noch eine andere Sicherung der Reihenfolge des

hebriiischen Alphabets gibt das sogenannte Athbasch, welches sicher

lich der babylonischen Gefangenschaft angehort'), Es besteht darin,

daB die 22 Buchstaben in zwei Reihen geordnet fibereinander stehen,

der letzte Buchstabe n fiber dem ersten S, der vorletzte T fiber dem

zweiten D usw. Diese vier Buchstaben je zwei und zwei zusammen-

gelesen lauten eben Athbasch. Der Zweck dieser Anordnung war

eine Geheimschrift zu liefern, indem jedesmal statt eines eigentlich
anzuschreibenden Buchstabens der im Athbasch fiber beziehungsweise
unter ihm stehende gesetzt wurde. Jedenfalls rauBte also damals

auch schon die gewohnliche Ordnung der namlichen Buchstaben er

funden sein. Wir sagen „erfuiiden", denn bei der voUendeten Prinzip-

losigkeit der Anordnung ist von einem inneren Gesetze derselben,
welches nur entdeckt zu werden brauchte, gewiB keine Rede. Grie

chische Grammatiker haben sich zwar abgequalt, Grfinde dafiir bei-

zubringen, warum man die Buchstaben so, wie es geschah, und nicht

anders ordnete, aber nur einer, Cheroboskos, dfirfte das Richticre o-e-

troff'en haben, wenn er sagt, niemand kenne den Grund der Anord

nung*). War die Buchstabenfolge eine willkfirliche, eine vieUeicht

^) Fiir das Folgende vgl. insbesondere F, Lenormant, Es.sai sur la pro

pagation dc Valphabet phniicien. Paris 1872. I, 101 flgg. -) Psalm 111, 112,

119, auch die Klagelieder des Jeremias fangen in aufeinanderfolo-enden Versen

mit den aufeinanderfolgenden Buchstaben des Alphabets an. ^) Herzogs
Realenzyklopiidie fiir protestantische Theologie und Kirche VII, 205 und XIV 17.

*) Grammatici Graeci III (Scholia in Dionysii Thracis Artem Grammaticam ed.

Alfred Hilgard. Leipzig 1901) pag. 485, 2 sqcj. 492, 10 sqq. 496, 17 sqq. Die

Stelle des Cheroboskos pag. 317, 15: Ahlav Ss ti'js rd^^oDg otSev ovdh tig.
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erst nachtriiglieh eingeffihrte ,
nachdem die Buchstaben als solche

bereits bestanden, so ist vermutlich wieder ein besonderer Akt der

Erfindung notwendig gewesen, um die geordneten Buchstaben mit

Zahlenwerten zu versehen. Zwt-i Tatsachen stimmen namentlich zu

dieser Yermutung. Die eine, daB auf keiner der zahlreichen phoni
kischen oder punischen Inschriften, auf keiner Papyrushandschrift sich

eine Spur einer alphabetischen Zifferrechniing gefunden hat'); die

andere, das notwendige Seitenstfick zur ersten bildend, daB eine nlcht-

alphabetische Zahlenbezeichnung der Phonikier bekannt ist.

Die Phonikier schrieben entweder die Zahlworter aus, oder sie

bedienten sich gewisser Zeichen, die den Grundgedanken der -Juxta

position, vielleicht wechselnd mit dem der Multiplikation, zur An

wendung brachten^). Eins bis neun wurde nilmlich durch ebenso

viele senkrechte Striche dargesteUt. Zehn war meistens ein wagrechter

Stricli, der aber auch in mehr oder weniger nach oben gekriinimter

oder einen Winkel bildender Form vorkommt. Die Zahlen 11 bis 19

wurden durch Juxtaposition eines Horizontalstriches mit Vertikal-

strichen geschrieben, von -n-elchen gemaB der von rechts nach links

zu lesenden phonikischen Schrift dem Gesetze der GroBenfolge ge-

horchend der Horizontalstrich am weitesten rechts sich befindet. Das

nun folgende 20 ist durch zwei Horizontalstri(die darzustellen, die

aber nicht bloB parallel tibereinander gezeichnet wurden, sondern

auch schragliegend und verbunden ■^ ,
oder gar zu einer Gestalt N

oder A sich veriinderten. Jedenfalls trat es jetzt als einfaches neues

Zeichen in Gebrauch, ein Yigesimalsystem in der Schrift einleitend.

Ein letztes neues Zeichen kam, soweit die Inschriften bis jetzt er

geben haben, durch 100 hinzu [ < I oder '
|0 | , was wohl als liegende

Zehn zwischen zwei Einern zu denken ist, die in dieser Vereinigung
eine verzehnfachende Wirkung ttben, eine auffallende Erscheinung,
welche aber auch nicht ganz vereinzelt dasteht, vielmehr in der

roniischen Zahlenbezeichnung ein Analogon besitzt.

Die phonikischen Inschriften, welchen diese Zeichen entnommen

sind, reichen bis auf viele Jahrhunderte vor Christi Geburt zurttck.

Die Zeichen unterscheiden sich aber nicht sehr von anderen, welche

vom Jahre 2 an ])i.s zur Mitte des III. S. in Palmyra, dem heutigen

Tadmor mitten in der syrischen Wttste, in Gebrauch waren'). Die

•) Diese Tatsache ist fiir Mathematiker zuerst bei Hankel S. 34 hervor

gehoben und damit ein langezeit fortgesohleppter Irrtum beseitigt. ^) Adalb.

Mors, Gram-malica Syriaea. Heft 1. Hafie 1867. Tabelle zu pag. 17. ') Uber

palmyrcnische Zahlzeichen vgl. Math. Beitr. Kulturl. S. 254. Zu den dort ange-

o-ebenen ()ueUen tritt hinzu ein Aufsatz aus dem Xachlasse von E. F. F. Beer

mit Erliiuterungeu von M. A. Levy in der Zeitschr. d. morgenl. Gesellsch. XA'IH,

G5—117, besonders S. 115.



124 i- Kapitel.

Hauptverschiedenheit, abgesehen von Abweichungen in den Formen

ffir 10 und 20, besteht darin, daB ein Zeichen fur ffinf in der Ge

stalt y hinzugekommen ist und daB bei den Hunderten das multi

plikative Verfahren durchgeffihrt ist. Das Zeichen fttr 10 wird niimUch

hier zu 100, indem nur einseitig, und zwar rechts ein nach dem Ge

setze der GroBenfolge sonst unverstiindlicher Einheitsstrich ihm bei

gegeben ist, und gleicherweise werden 200, 300 usw. geschrieben,

indem die Zeichen 2, 3 usw. sich rechts von dem fttr 10 befinden.

Das eben beschriebene Zeichen von 100 nebst links folgendem 10

heiBt dann natfirUch 110, wird aber zum Zeichen von 1000, wenn

noch ein horizontaler Deckstrich darfiber kommt.

Wieder als Varianten der palmyrenischen Zeichen sind solche zu

betrachten, welche in syrischen Handschriften des VI. und VII. S.

aufgefunden worden sind '). Eine kleine Merkwfirdigkeit bieten sie

insofern dto, als hier eine Abweichung vom Gesetze der GroBen

folge vorkommt. Wahrend namlich 1 durch einen Yertikalstrich,

2 durch zwei unten im Bogen zusammenhangende Vertikalstriche |u

dargestellt wird, sollte 3 von rechts nach links so geschrieben werden,

daB an die 2 eine 1 sich aiiffigte. Statt dessen steht rechts die 1

und Unks davon die 2, wahrend im fibrigen das oft genannte Gesetz

befolgt wird.

Der Regel nach benutzten die Syrer allerdings die (S. 121) kurz

erlauterte Buchstabenbezeichnung^). In einer freilich verhaltnismaBig

sp'aten, jedenfalls so spaten Zeit, daB von Anfangen einer Bezeich

nungsweise unter keiner Bedingung die Rede sein kann, bedienten

sie sich der 22 Buchstaben ihres Alphabetes, um der Reihe nach die

neun Einer (1 bis 9), die neun Zehner (10 bis 90) und die vier

ersten Hunderter (100 bis 400) zu bezeichnen. Die folgenden Hunderter

wurden durch Juxtaposition gewonnen: 500 = 400 -)- 100, 600 =

400 + 200, 700 = 400+ 300, 800 = 400 -t- 400, 900 = 400+ 400 + 100

oder durch die Buchstaben, welche vorher schon 50 bis 90 bezeichnet

hatten und fiber die man zur Yerzehnfachung ein Piinktchen setzte.

Tausende schrieb man durch Einer mit unten rechts ancreffio-tem

Komma. Zehntausendfachen W^ert erteilte den Einern und Zehnern

ein kleiner darunter verlaufender Horizontalstrich. Vermillionfacht

endlich wurde der Wert eines Buchstaben durch doppeltes Komma,
d. h. also durch Yertausendfachung des schon Tausendfachen. Zur

groBeren Deutlichkeit pflegte man von diesen beiden Komma das

eine von links nach rechts, das andere von rechts nach links zu

^) Auch diese Zeichen sind besprochen Math. Beitr. Kulturl. 256. ^) Mer

Grammaticct Syriaea pag. 14 flgg.
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neigen. Auch Bruche kommen bei dieser Bezeichnung vor und zwar,

wie es scheint, Stammbrttche, welche iihnlich wie bei den Agyptern
nur durch die Zahl des Nenners geschrieben wurden, wiihi-end ein

von links nach rechts geneigtes akzentartiges Strichelchen darfiber

sie als Brfiche kenntlich machte.

Der syrischen Buchstabenbezeichnung der Zahlen ist wieder die

der Hebraer sehr nahe verwandt. Wann dieselbe entstand, ist eine

noch ziemlich offene Frage. Auf hebriiisch gepragten Mfinzen ist

nicht frfiher als 137 v. Chr. alphabetische Bezeichnung der Zahlen

nachweisbar^). Eine derartige Zahlendarstellung findet sich ebenso

wenig unmittelbar in den Bfichern des Alten Testamentes. Niir ihre

Anwendung zur Gematria bezeugt ihr Vorhandensein, und wenn diese

wirklich bis zum VIL Jahrhundert hinaufreicht (S. 44), so ist das

hebriiische Yolk dasjenige, bei welchem die alteste Spur des Zahlen

alphabetes vorkommt, wahrend im entgegengesetzten Falle Griechen

auf die Prioritat die gerechtesten Ajisprttche haben und man alsdann

anzunehmen hiitte, es sei von den Griechen wieder nach Osten die

Erfindung zurflckgekehrt. So sehr diese Annahme der landlilufigen
vieUeicht aus dem Alter der hiblischen Schriften eiitstandenen Mei

nung widerspricht, wird man sich doch zu ihr bequemen mfissen^).
An jene durch Gematria zu erklilrende Stelle bei Sacharja zu glaulien,
haben wir schon, als wir sie im 1. Kapitel erwiihnten, Bedenken ge-

tragen. Gesicherte Spuren von Gematria finden sich nicht vor Philo

von Alexa;ndrien im ersten nachchristlichen Jahrhunderte. Das

Wort Gematria ist kaum anders zu erkliiren als durch Buchstaben-

verstellung aus yQcg^arsLa, und damit ware der griechische Ursprung
des Namens wenigstens gesichert. Benutzung des griechischen Zahlen

alphabetes auf Mfinzen von Ptolemaeus II Philadelphus geht zurfick

bis 266 V. Chr., ist also um 130 Jahre alter als das alteste hebra

ische Vorkommen. Diese Umstande vereinigt sprechen daffir, die

Erfindung des eigentlichen Zahlenalphabetes den Griechen

zu zuschreiben. In der Tat wird als Ort dieser Erfindung von

manchen Milet angenommen und als deren Zeitpunkt schon das

VIII. vorchristliche Jahrhundert, weil damals in Milet gewisse nach-

mals auBer Ubung gekommene Buchstaben, deren spater nur die Zahlen

scbreibung sich bediente (z. B. das Ban) in regelmaBigem Gebrauch

waren. Jedenfalls sind beide Schreibweisen von Zahlen, die alphabe

tische und die herodianische, in einer Inschrift von HalikarnaB vor-

^) Nach einer Mitteilung von Dr. Euting an Hankel, die dieser S. 34

seines Geschiohtswerkes angefiihrt hat. ^) Gow, A short history of greek

mathematics. Cambridge 1884, pag. 43—4s, hat die Beweisgriinde zusammen-

gestellt.
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handen, welche um 450 entstanden sein soU, wenn man sich mit

diesem Zeitpunkt als attest gesichertem befriedigt erkliirt ^j. Das

hebriiische Alphabet von 22 Buchstaben reichte gleich dem syrischen

bis zur Bezeichnung von 400. Ffir die hoheren Hunderte haU man

sich wieder durch Zusammensetzungen. Spater kam man auf eme

andere Aushilfe. Ffinf Buchstaben des hebriiischen Alphabetes, die

jenigen niimUch, welche den Zahlenwerten 20, 40, 50, 80, 90 ent

sprechen, besitzen zweierlei GestaU, je nachdem sie am Anfange be

ziehungsweise in der Mitte eines Wortes auftreten, oder an dessen

Ende, eine Eigentfimlichkeit, welche mehrere orientalische Schriftarten

mit der hebraischen teilen und wovon auch die sogenannte gotische

Schrift in f und 5 ein Beispiel aufweist. Die ffinf Finalbuchstaben

nun benutzte man, um die Hunderte von 500 his 900 darzustellen

und hatte nun die Moglichkeit der Darstellung siimtlicher Zahlen

bis zu 999. Bei einer Zahl, bei 15, benutzte man nicht die natur-

gem'aBe Bezeichnung 10 -f 5, sondern schrieb statt ihrer 9-1-6. Der

Grund davon war, daB die Buchstaben ffir 10 und 5 n^ den Anfang

des heiligen Namen Jehova bilden, der nicht entweiht werden darf

durch unnotiges Aussprechen oder Schreiben 2). Um die Tausende zu

bezeichnen kehrte man wieder zum Anfange des Alphabetes zurfick,

indem jeder Buchstabe durch zwei fiber ihn gesetzte Punkte den

tausendfachen Wert erhielt, und so war es miiglich alle Zahlen unter

halb einer Million zu schreiben, womit die Schreibart in Zeichen fiber

haupt abschlieBen mochte, wie es unseren frfiheren Bemerkungen

(S. 23) entsprechend auch mit dem genauen Zahienbegriff' der Fall

war. DaB die Hebriier von rechts nach links schrieben, daB ab

gesehen von dem Falle geheimnisvoU erscheinen woUender Gematria,
welche als Zahlenschreiben im eigentlichen Sinne des Wortes kaum

betrachtet werden kann, das Gesetz der GroBenfolge eingehalten

wurde, braucht kaum gesagt zu werden. Eben dieses Gesetz ge

stattete die vertausendfachenden Pfinktchen oft wegzulassen, wenn die

Reihenfolge der Zahlen die Bedeutung derselben schon auBer Zweifel

stellte. Der Buchstabe ffir 1 i5 z. B. konnte dem ffir 5 H in regel-

maBiger Zahlenbezeichnung nicht vorhergehen, wohl aber umgekehrt.
Deshalb schrieb man 5001 nur durch «ri, dagegen 1005 durch ns? oder

durch nx. Da ferner a = 40, r = SOO war, so konnte 5845 = ma^"

geschrieben werden. Die letztere Zahl, die Anzahl der Verse im

ganzen Gesetze, wurde von den Masoreten, deren Tatigkeit freilich

') Handbuch der klassischen Altertums-Wissenschaft herausgeg. v. Iwan von

Miiller. Bandl: Griech. Bpigraphik vonWilhelm Larfeld S. 541—547 (Miinchen
1891). -; Ist in dieser Schreibart von 15 die Veranlassung zur Gematria bei

Alexandrinischen Juden, oder nur das einfachste Beispiel derselben zu erkennen?
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erst im VIII. S. n. Chr. abschloB, sogar n'cnn geschrieben^), indem

n, das Zeichen ffir 8, einen hoheren Rang als das nachfolgende 12,

zugleich einen niedrigeren als das vorhorgeheude durch die Stellung
selbst vertausendfachte D besitzen muBte und daher nur -"-OO bedeuten

konnte. Die Verwechslung von Zahlen mit ^Vortern war in der

hebriiischen Schrift, die fast regelmaBig die Yokale wegiieB und deren

Erganzung dem Leser fibertrug, ungemein leicht. Sollte also eine

Zahl als solche sofort erscheinen, so war ein Unterscheidungszeichen

notwendig. Dasselbe bestand darin, daB man fiber den letzten Zahl-

buchstaben zwei Hakchen machte, oder auch diese Hakchen zwischen

dem letzten und vorletzten Zahlbuchstaben anbrachte. Bei vier- oder

gar mehrstelligen Zahlen wurden die Hakchen offer wiederholt.

Wir kehren nach diesen Einschaltungen nach Griechenland zuruck,

bei dieser lifickkehr beilaufig erwahnend, daB die Gematria, die sym-

bolisierende Buchstabenverbindung zu Wortern mit Zahlenwert, sich

auch bei spateren (rriechen einheimisch machte. Die Zahl 666 der

Apokalypse z. B., welche, wie jetzt wohl kein Fachmann mehr be-

zweifelt, ans dem Hebraischen stammt und ~\CJ) 'in: (Nerun Kesar)

bedeutet, wurde von Irenaus, dem beruhmten Kirchenlehrer des II. S.,

als ^larsLvog gelesen und erklart.

Die Zahlenwerte der griei'hischen Buchstaben hier genauer

zu erortern, mochte so ziemlich alien unseren Lesern gegenfiber fiber-

flttssig sein. Wir begnttgen uns daran zu erinnern (S. 125j, daB in

dem zur Zahlenscbreibung dienenden Alphabet altertttmliche Buch

staben, die sogenannten Episemen, noch einen Platz einehmen, welche

unter den Buchstaben der Griechen als solchen abhanden gekommen

waren"). Die Buchstaben alpha bis sanpi genfigten in ihrer Yer

bindung zur Darstellung der Zahlen 1 bis 999, wobei ein darfiber

hefindli(?her Horizontalstrich die Zahlen als solche kenuzeichnete und

der Verwechslung mit W^ortern vorbeugen soUte. Die Tausende schrieb

man mittels der 9 Einheitsbuchstaben, a bis -9-, denen man zur Linken

einen in Kommagestalt geneigten Strich beifflgte. Mitunter wurde,

ahnlich wie der vertausendfachende Punkt der Hebriier, das den

gleichen Zweck erfiillende Komma der Griechen unter gleichen Yoraus-

setzungen weggelassen, namlich wenn die Stellung vor einem Buch

staben, dem an und ffir sich ein hoherer Zahlenwert eigentfimlich

war, die Notwendigkeit ergab um des Gesetzes der GroBenfolge willen

das betreffende Zahlzeichen tausendfach zu lesen. Allerdings ist auch

bei den Griechen ein Abweichen von dem Gesetze der GroBenfolge

') Nesselmann, Die Algebra der Griechen. Berlin 1842, S. 494. ') Vgl.

A. Kirchhoff, Studien zur Geschichte des griechischen Alphabets. 3. Aufl.

Berfin 1877.



128 4. Kapitel.

nachgewiesen worden i). Nicht bloB daB in SiziUen der Sprach-

gebrauch die kleinere Zahl der groBeren vorausgehen UeB [z. B.

TstiGaQK xstQCiKoGia ai,a-Ki6%tlLa 7tevTaxi0^VQUi xdlavra
= 56404 Ta-

lente], daB bei asiatischen Griechen die gleiche Ubung herrschte, daB

auf Mfinzen von Seleucidenkonigen der Berliner und Londoner Samm-

lungen, deren Priigung innerhalb 210 und 144 v. Chr. Geburt fallt,

die .Jahreszahlen FP = 103, A^F = 161, BSF = 162, OSP = 169

vorkommen^), man hat sogar Inschriften gefunden, bei welchen

GroBenfolge nach beiden Richtungen miteinander wechselt'), z. B.

hovg t,v(p vneQJisQSTaiov le = am 15. des Monats Hyperberetaion im

seleucidischen Jahre 557. Zehntausend wurde als Myriade durch Mv.

oder durch M. bezeichnet. Bei Vielfachen von 10000 konnte der

vervielfachende Koeffizient eine dreifache Stellung einnehmen, links

vor, rechts nach oder fiber dem M. Im ersten Fade wurde M. auch

wohl durch einen einfachen Punkt vertreten, welcher aber nicht weg

gelassen werden durfte, weil die bloBe Stellung, wie wir erst bemerkt

haben, nur vertausendfachte. Es bedeutete demnach jicolu stets 2831,

[i.ala dagegen 20S31.

Man hat verschiedentlich die Behauptung aufzustellen versucht,

den Griechen sei, und zwar in alter Zeit, ein Zahlzeichen ffir Nichts,
mithin eine wirkliche NuU zu eigen gewesen. Man hat zu diesem

Zwecke auf astronomische Werke des Ptolemaus und des Theon von

Alexandria, man hat auf eine Steininschrift der AkropoUs zu Athen,
man hat auf einen Palimpsest im Yatikan hingewiesen. Aber alle

diese Hinweise sind durchaus nichtig; von einer Null ist an

keiner dieser Stellen die Rede^).
Brttche kommen bei griechischen Schriftstellern, insbesondere

bei Mathematikern, hiiufig vor. Die Bezeichnung erfolgt im all

gemeinen so, daB man zuerst die Ziihler hinschrieb und dieselben

mit einem Akzente rechts oben versah, dann die Nenner, denen ein

doppelter Akzent beigefttgt wurde und die zweimal geschrieben wurden.

Z. B. i^' Kcc" Ka" =
^

. Hatte man es mit Stammbrttchen zu tun, so

bUeb der Ziihler cc' als selbstverstandlich weg, und die einmalige
Schreibung des Nenners genugte. Ohne weitere Bemerkung neben

einander geschriebene Stammbrfiche sollten durch Addition vereinigt

') J. Woisin, De Graecorum notis numeralibus (Leipziger Doktordisser-
tation in Kiel 1886) pag. 16-16. =) Briefliche Mitteilung des Herrn Adolf
Richter in Riga. =) Corpus Inscriptionum Graecorum (ed. Boeckh) Vol. IH.

(Berlin 1853) No. 4516. Vgl. auch No. 4503, 4518, 4519. *) Math. Beitr. KulturL
S. 121 flgg. Wichtige Erganzungen zu unseren Angaben iiber den Palimpsest bei
Hultsch, Scriptores metrologici Graeci. Leipzig 1HG4. Vorrede pac V—VI.
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werden. Z. B. 6" = \ und r ^h" ?'/:*" G^^" =\ + .^ + n2
+ 2^4

=

^-.
Zwei besondere Bezeichniingen sind bemerkenswert: oder

iJfKfjti wurde nicht durch /i" sondern durch das altertfimliche

sigma c angedeutet und dieses vereinigt sich mit g" = -

.
zu einem

neuen dem omega iihnlichen Zeichen uj" um -|- = ^ anzu-
2 G o

schreiben ^).
Die Frage, wie man dazu kam an SteUe einer anderen schon

vorhandenen Bezeichnungsweise von Zahlen die neue alphabetische
Methode einzuffihren, verdient wohl gestellt zu werden und ist auch,

wenngleich nicht haufig, gestellt worden^). So machtig wirkt bei

den meisten Geschichtsschreibern die Gewohnheit das geschichtlich
nacheinander Auftretende als Fortschritt aufzufassen, daB man auch

hier einem Fortschritte gegenfiberzustehen wiihnte, und die Einffihrung
eines solchen bedarf keiner besonderen Erklarung. Statt eines Fort-

schrittes haben wir es aber hier mit einem entschiedenen Rttck-

schritte zu tun, insbesondere was die Fortbildungsfahigkeit der

Zifi'ernschrift betrifft. Vergleichen wir die iilteren herodianisehen

Zahlzeichen mit den spateren, fttr welche wir schon wiederholt den

Namen alphabetischer Zahlzeichen gebraucht haben, so erkennen wir

bei letzteren zwei Ubelstande, die den ersteren nicht anhafteii. Es

niuBten jetzt mehr Zeichen und deren Wert dem Gediichtnisse an-

vertraut werden, es muBte auch das Rechnen eine viel angespanntere

Gediichtnistatigkeit in Anspruch nehmen. Die Addition _ii^i\ -[-

AAAA = ri-AA(30-K40 = 70) konnte mit der HHH + HHHH =

f71HH(300 -|- 400 = 700) in einen Gedachtnisakt zusammenschmelzen,
sofern drei und vier Einheiten derselben Art zu fttnf und zwei Ein

heiten gleicher Art sich vereinigten. Dagegen war mit \ -[- fi
= o

noch keineswegs t -|- u = iji sofort mitgegeben! Nur einen einzigen

Vorzug hot die neue Schreibweise der alten gegenttber, der sich

zeigt, wenn man die schriftliche Darstellung nach ihrer Raumaus-

dehnung vergleicht. Man beachte z. B. 849, welches herodianisch

F'HHH-lJiAAnilll, alphabetisch w]xQ aussieht. Jenes ist durch-

sichtiger, gewiihrt beim Rechnen die wichtigsten Yortede; dieses ist

unverhiiltnismaBig viel kttrzer, und so werden wir auf diesem den

Vermutungen allein preisgegebenen dunkeln Gebiete wohl kaum einen

Fehlgriff tun, wenn wir die Meinung aussprechen, nicht Rechner,

') i'ber Bruche vgl. Hultsch, 1. c, pag. 173—175. ^) Heinr. '8toy,

Zur Ge.^chichte des Rechenunterrichtes I. Teil. Jenaer Inauguraldissertation 1876,

,S. 25.

Cantok, (_rescliiclite der iVtatheniatik I. 3. Aufl. 9
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sondem Schreiber haben die alte breite Zahlenbezeichnung um der

neuen willen im Stich gelassen, und weil es in der groBen Menge

der Bevolkerung mehr Schreiber gab als Rechner, die zugleich auch

Schreiber waren, hat die neue alphabetische Methode so rasch und

allgemein sich Eingang verschafft.

Wir sind mit diesen Bemerkungen bereits tiber die Besprechung

des Zahlenschreibens bei den Griechen hinausgegangen und zu deren

Zahlenrechnen gelangt. Wieder begegnen uns hier die beiden

Rechnungsverfahren, denen wir allgemein menschliche Verbreitung

zuerkannt haben: das Fingerrechnen und das Rechnen auf einem

Rechenbrette.

Spuren des ersteren sind mancherlei vorhanden^). Es mag ja

zu weit gegangen sein fttr dasselbe auf eine SteUe des Herodot sich

zu beziehen, wo einer an den Fingern die Monate abrechnet^). Auch

daB in homerischer Sprache Rechnen tcs^jck^slv, d. h. wortlich „ab-

funfen" heiBt, mag von geringerer Tragweite erscheinen. Aber eine

SteUe der Wespen des Aristophanes') bezeugt, daB man Uberschlags-

rechnungen an den Pingern auszuftthren pflegte. Wie die Griechen

alter Zeit dabei verfuhren, ist nicht bekannt. Die Wahrscheinlichkeit

spricht dafttr, daB ahnliche Grundsatze der Fingerbedeutung gegolten
haben mogen wie in spaterer Zeit, aber eine Sicherheit liegt keines

wegs vor. Wir wttnschen daher nicht durch Vorgi-eifen den Aji-

schein einer solchen Sicherheit hervorzurufen, und versparen uns die

DarsteUung spatgriechischer FingeiTechnung bis zum Schlusse dieses

ganzen griechischen Abschnittes, wo eine erhaltene byzantinische
Schrift ttber den Gegenstand uns notigende Veranlassung geben wird

darauf einzugehen.
Das Rechnen auf einem Rechenbrette in Griechenland bezeugt

uns Herodot durch dieselbe SteUe*), deren wir uns zum Beweise des

gleichen Verfahrens in Agypten schon bedient haben (S. 88). Wir

hoben dort bereits hervor, daB die Kolumnen des Brettes gegen den

Rechner senkrecht gezogen sein muBten und werden daffir noch

anderweitige Grfinde weiter unten angeben. Die auf dem Rechenbrette

Yerwendung findenden Steinchen hieBen -ip-ii(poi. Sie wurden, wie aus

der SteUe in den Wespen des Aristophanes hervorgeht, auch in dessen

Zeit zum genauen Rechnen benutzt, und die Verbreitung dieses Ver

fahrens wird ersichtlich aus dem Worte ilirjcpt^sLV, mit Steinchen han-

tieren, welches aUgemein ffir das Rechnen eintritt. Auch das Brett,
auf welchem gerechnet wurde, bekam einen besonderen Namen «j3a|.

") Stoy, \. c, S. 36 Anmerkg. 4, S. 44 Anmerkg. 3. ') Herodot VI, 63

und 66. ') Aristophanis Vespae 656. *) Herodot II, 36.
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Allein gleich bei diesem Namen Abax beginnen die Streitfragen,
welche sich mehr und mehr haufen, je weiter die Geschichte der

Entwicklung des Rechenbrettes fortschreitet. Man hat namlich das

Wort «j3a| bald dem semitischen pDN Staub verglichen und Staub-

brett fibersetzt, bald hat man den Stamm /5ax mit verneinendem a zu

einem Worte vereinigt, dem die Bedeutung des Nichtgehenkonnens,
des FuBlosseins innewohnt ^). Die letztere Ableitung sttttzt sich

vorwiegend auf die nicht in Zweifel zu stellende Anwendung des

Wortes a^a'i, und ahnlich klingender Worter in Bedeutungen, welche

an Staub in keiner Weise zu denken gestatten. So hieB eine Art

von Wttrfelbrett, ein rundes Korbchen ohne Untergestell, eine runde

Platte «;8k| und dergleichen mehr. Noch eine dritte Ableitung laBt

fi/3a| durch verneinendes a von /3«^co (ich spreche) abstammen; es

sei ein Rechnen, bei welchem nicht gesprochen wird -J. Die erste

Ableitung dagegen weiB nur einen Grund fttr sich anzugebeu, der

durch ein Spiel sprachlichen Zufalles sich sehr wohl erklaren laBt:

der giiechische Abax als Rechenbrett war namlich, wenigstens in

einer Form, ein wirkliches Staubbrett'). Wir wissen dieses aus einer

Stelle des Jamblichus, in welcher dieser spate Pythagoraer erzahlt,
daB der Grttnder ihrer Schule die Beweise der Arithmetik wie der

Geometrie auf dem Abax geftthrt habe, was nur dann verstandlich

ist, wenn auf dem Abax Zahlzeichen und Linien leicht gezeichnet,
leicht verwischt werden konnten; wir wissen es deutlicher aus einer

zweiten SteUe desselben Jamblichus, die uns ausdrttcklich sagt, der

Abax der Pythagoraer sei ein mit Staub bedecktes Brett gewesen'*).

Auch eine Stelle des Eustathius ist damit in Ubereinstimmung, welche

den Abax als den Philosophen, die Figuren auf denselben zeichneten,

nfitzUch rfihmt*). Das letztere Zeugnis gehort freilich erst dem Ende

des XII. S. an, aber bei der berflhmten Gelehrsamkeit des Bischofs

von Thessalonike, der sie niederschrieb und dem sicherlich noch Quellen

') Fur die erste Ableitung Nesselmann, Algebra der Griechen S. 107,

Anmerkg. 5 und Vincent in Liouville's Journal des Mathematiques IV, 275 Note

mit Berafung auf Etienne Guichart, Harmonic de.< langues. Fiir die letztere

Th. H. Martin, Les signes -numeraux et I'arithmetiquc ehes les peuples de I'nnti-

quite et dii moyen-age. Rome 1864, pag. 34—35 mit zahlreichen Quellenangaben.

*) E. Clive Bayley im Journal of the Royal Asiatic Society, new series, XIV,

369 (London 1882). ") Als Beispiel sprachlicher Zufalligkeiten erinnern wir an

das englische degree und das arabisohe daragu. Beide bedeuten Grad (AVinkel-

einteilung), sind aber nicht entfernt verwandten Stammes trotz Gleiohlautes und

Bedeutuno-sgleichheit. •■) Jamblichus, De vita Pythagorica cap. V, § 22 und

desselben Exhortatio ad philosophium Symbol. XXXIV. ") Eustathius in Odys-

seam zu Gesano- I, vers. 107. Vgl. die romische Ausgabe dieses Kommentators

pag 1397 lin. 5i).
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zugiinglich waren, die wir nicht mehr kennen, nehmen wir ebenso

wenig Anstand dasselbe zu verwerten, wie die oft angerufenen Zeug

nisse spiiterer Lesikogi-aphen.
Sollte auf dem Abax gerechnet werden, so muBten, wie wir

wissen, auf demselben Abteilungen gebddet werden, deren jede zwischen

zwei Strichen verlief, oder durch einen einzelnen Strich sich darstellte.

Die Abteilungen, Kolumnen nennt man sie gemeiniglich, und auch

wir werden uns dieses Ausdruckes von jetzt an ausschlieBlich be

dienen, waren gegen den Rechner senkrecht gezeichnet. Das geht

nachst der SteUe bei Herodot, welche wir so deuteten, aus einem

Vasengemalde hervor, das aus griechischer Yorzeit auf uns gekommen
ist. AYir meinen diejenige Vase, welche den Altertumsfreunden als

die groBe Dariusvase in Neapel wohl bekannt ist^). Auf dieser

Vase ist ein Rechner gut erkennbar, der auf einer Tafel den Tribut

zu buchen scheint, welcher dem Darius dargebracht wird. Die Tafel

ist in zu dem Rechner senkrechte mit Uberschriften versehene Ko

lumnen eingeteilt, und die Uberschriften bestehen aus herodianisehen

Zahlzeichen. Eben dieses Vasengemalde ist es, welches einen zuver-

liissigen Beweis persischen, mithin mutmaBlich auch babylonischen
Kolumnenrechnens uns liefern wfirde, wenn wir der GewiBheit uns

hingeben diirften, daB der Kfinstler nicht aus freier Phantasie arbeitend

griechische Gewohnheiten ins Ausland fibertrug, ohne sich darum zu

kummern, ob er damit der Wahrheit widersprach.
Die Kolumnen hatten den Zweck, den zum Rechnen dienenden

Marken einen in verschiedenen Kolumnen verschiedenen Stellungswert
zu verleihen. Zwei Schriftsteller bezeugen uns dieses. Yon Solon

wird uns der Yergleich mitgetedt, wer bei Tyrannen Ansehen besitze,
sei wie der Stein bei der Rechnung; bald bedeute dieser mehr, bald

weniger, und so achte der Tyrann jenen bald hoch, bald gar nicht-).
Desselben Vergleiches bedient sich Polybios, der arkadische Geschichts

schreiber, welcher 203— 121 lebte, und gebraucht dabei einen nicht

unwichtigen Ausdruck. Er sagt niimUch, die Marken auf dem Abax

geUen nach dem Willen des Rechnenden bald einen Chalkus, bald

ein Talent^).
Die Bedeutsamkeit gerade dieser von Polybios genannten o-eaen-

siitzUchen Werte erkennen wir in ihrer Ubereinstimmung mit den
Endwerten niedersten und hochsten Ranges, welche auf einem grie-

0 Vgl. eine Abhandlung von F. G. Vi^elcker in dessen Alte Denkmiiler V
349 flgg. nebst Tafel XXIH. Der erste Abdruck in Gerhards Archaologischer
Zeitung 1857, S. 49-55, Tafel 103. ^) Diogenes Laertius I, 59 ») Poly
bios V, 26, 13.

' ■

^ J
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chischen Denkmale, auf der Tafel von Salamis angegeben waren.

Damit ist namlich entweder eine annahernde Datierung jener ihrem

Alter nach bis jetzt ganz unbestimmbaren Marmortafel, welche sich

gegeiiwilrtig im Nationalmuseum (Ethnikon) zu Athen befindet, er

moglicht oder man hat die fur langdauernde Ubung Zeugnis ablegende
Erhaltung genau derselben Abtedungszahl vor sich. Die salaminische

TafeU) von Marinor 1,5 m lang, 0,75 m breit wurde zu Anfang des

Jahres 1846 auf der Insel, deren Namen sie ftthrt, aufgefunden. Sie

war der GroBe ihrer Abmessungen, dem Gewichte des Materials, der

durch beide vereinigten Umstande erhohten Unbeweglichkeit zufolo-e

sicherlich keine gewohnliche Rechentafel. Wir haben vielmehr ent

weder an den Geschiiftstisch eines off'entlichen Wechslers zu denken,
deren es in Griechenland bereits gab, oder au eine Art von Spielbrett
mit zur Verrechnung von Gewimi und Verlust vorgerichteten Kolumnen.

Die Einrichtung war niimUch allem Anscheine nach die, daB jedem
der beiden Spieler, beziehungsweise Rechner, fttnf Hauptkolumnen, je
zwischen zwei Striche eingeschlossen, und vier Nebenkolumnen zur

Verfttgung standen. Erstere dienten von links nach rechts im Werte

abnehmend ffir Talente (6000 Drachmen), 1000, 100, 10 und 1 Drachmen,

letztere ffir die Bruchteile der Drachmen Obolus (-. Drachme), halber

Obolus, viertel Obolus und achtel Obolus oder Chalkus"). Jede der

Hauptkolumnen war durch einen durch alle Abteilungen gemeinschaft-
lich durchlaufenden Querstrich in zwei Halften geteilt, deren eine, sei

es die obere, sei es die untere, den eingelegten Marken den ffinffachen

AVert gab wie die anderen. Es ist dies ein tatsachlich vorhandenes

Beispiel dessen, was wir (S. 42) bei den Babyloniern vermutungsweise

annahmen, um die Entstehung des Wortes Ner uns zu verdeutlichen.

Wir dfirfen zugleich hervorheben, daB die 5 Hauptkolumnen ihrer

Anzahl nach mit den fttnf einfachen Grundzahlwortern der Griechen

von der Monas bis zur Myrias ttbereinstimmen, dttrfen zugleich an das

frfiher fiber Beschriinkung volkstflmlicher Zahlenbegriffe Gesagte er

innern. DaB unsere in alien wesentlichen Punkten von Letronne her-

stammende Erklarung der salaminischen Tafel richtig sein muB, be-

'I'i'eisen insbesondere die auf der Tafel befindlichen selbst 13 mm hohen

Zahlzeichen. Sie sind herodianische Zeichen, und es ist eben so fein

'j Math Beitr. Kulturl, S. 132 und 136 flgg. die genaueren Quellenangaben.

Vgl. ferner A. NagI, Die Rechenmethoden auf dem griechischen Abakus in

Abhndlgen. z. Gesch. d. Math. IX, 337—357. Kubitschek, Die salaminische

Rechentafel in Numismatische Zeitschrift (Wien 1900) XXXI, 393—398. A. Xagl,

Der griechische Abakus in Numism. Zeitschr. (Wien 1903) XXXA', 131—143. -) Der

attische Obolus hatte 8 Chalkus. Vgl. Hultsch, Metrologie (2. Aufl.) S. 133.
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als richtig hervorgehoben worden, es sei kein Zufall, wenn diese Be

zeichnung, welche neben den einzelnen Grundzahlen auch deren Funf-

fache kfirzer zu schreiben gestatte, auf einem nach demselben Gedanken

abgeteilten Rechentische sich finde i). Ein Bruchstfick einer der sala

minischen vielleicht ahnUchen Tafel ist dann spiiter (1886) auch in

Akarnanien aufgefunden worden^).
Dfirfen wir vielleicht den RfickschluB ziehen, das Rechenbrett

ahnlicher Art nifisse bei den Griechen mindestens so alt wie jene

Zeichen gewesen sein? Dfirfen wir das in einer Quelle berichtete

Yorkommen herodianischer Zeichen in solonischer Zeit mit dem ehen

angeffihrten Ausspruche Solons, der ffir das Vorhandensein eines

Rechenbrettes zwingend ware, wenn er selbst als beglaubigt betrachtet

werden konnte, in Yerbindung bringen? Dfirfen wir beide als gegen-

seitige Stfitzen betrachten und somit um 600 ein schon ziemUch aus-

gebddetes Rechnen auf dem Rechenbrett in Griechenland annehmen?

Wir wollen uns nicht soweit in Vermutungen einlassen, daB wir

aUe diese MogUchkeiten als Wahrheiten behaupteten. Nur eines sei

bemerkt, daB auf dem Sandbrette sehr leicht mittels eines Stifles

Kolumnen bildende Linien gezogen werden konnten, daB somit durch

aus kein Grund vorliegt einen Zweifel zu hegen, ob gleichzeitig mit

der HersteUung der salaminischen Tafel und ahnlicher Tische auch

die pythagoraische Benutzung des Sandbrettes zum Rechnen in Ubung

gewesen sei. Das Rechnen selbst beschrankte sich anfangs gewiB auf

die einfachsten Grundverfahren des Zusammenzahlens und Abziehens.

Ein mathematisches Rechnen kam erst in Frage, als eine wirkliche

Mathematik in Griechenland sich gebildet hatte, und wird erst in jener
Zeit von uns behandelt werden dfirfen.

Das mathematische Denken war in Griechenland vorzugsweise ein

geometrisohes. Der Geometrie gehoren auch die Anfange der Mathe

matik an, zu welchen wir uns jetzt wenden.

5. Kapitel.

Thales und die alteste griechische Geometrie.

Ein gelehrter Phdosoph des Y. S. Proklus Diadochus hat uns

ein ungemein wertvoUes Bruchstttck eines iilteren SchriftsteUers auf

bewahrt, welches uns ein Bild der iiltesten griechischen Mathematik

') Stoy, L c, S. 26. ■■') Woisin, De Graecorum notis numeralibus

pag. 4 mit Berufung auf Bufietin de Correspondence Hellenique, annee X (1886)
pag. 179.
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in lonien, in Unteritalien und in Athen den Umrissen nach erkennen

laBt. Es stammt nach Proklus' Aussage von denen her, „die die Ge

schichte geschrieben haben", und man ist allgemein darin einig hier

ein Fragment des Eudemus, oder wenigstens einen Auszug aus dessen

historisch -

geometrischen Schriften zu erkennen^). Wir werden das

selbe haufig zu nennen haben und ihm zu diesem Zwecke den seinem

Inhalte wohl am meisten entsprechenden Namen des alten Mathe-

matikerverzeichnisses beilegen. Chronologisch teilt es uns nam

lich nach kurzer Einleitung die Namen derjenigen Miinner mit, die

nach der Meinung des Verfassers die Entwicklung der Mathematik

vorzugsweise gefordert haben. Chronologisch, wie wir sie hrauchen,
werden wir die einzelnen Satze abdrucken. Sie bilden gewissermaBen
die Uberschrift einzelner Paragraphen, in welche wir unterzubringen
haben werden, was in bezug auf die einzelnen Personlichkeiten aus

anderen QueUen bekannt geworden ist. Die einleitenden Worte lauten

folgendermaBen :

„Da es nun notwendig ist, auch die Anfange der Kfinste und

Wissenschaften in der gegenwartigen Periode zu betrachten, so be

richten wir, daB zuerst von den Agyptern der Angabe der meisten

zufolge die Geometric erfunden ward, welche ihren Ursprung aus der

Vermessung der Landereien iiahm. Denn letztere war ihnen notig

wegen der Uberschwemmung des Nil, der die einem jeden zugehorigen
Grenzen verwischte. Es hat aber nichts Wunderbares, daB die Er

findung dieser sowie der anderen Wissenschaften vom Bedttrfnis aus

gegangen ist, da doch alles im Entstehen Begriffene vom UnvoU-

kommenen zum VoUkommenen vorwartsschreitet. Es findet von der

sinnlichen Wahrnehmung zur denkenden Betrachtung, von dieser zur

vernttnftigen Erkenntnis ein geziemender Ubergang statt. Sowie nun

bei den Phonikiern des Handels und des Verkehrs halber eine genaue

Kenntnis der Zahlen ihren Anfang nahm, so ward bei den Agyptern
aus dem erwahnten Grunde die Geometrie erfunden."

Wir begnttgen uns unter Abdruck dieser Satze darauf aufmerk

sam zu machen, daB hier ttber die Erfindung der Geometrie dasselbe

behauptet wird, was wir frfiher (S. 102
—

103) nach anderen QueUen als

*) Diese Stelle ist abgedruckt in Prodi Diadochi in. pirimum Euclidis ele-

mentorum librum commentarii (ed. Friedlein). Leipzig 1873, pag. 64 lin.

16— 68 lin. 6. Der Urtext mit gegeniiberstehender deutscher Ubersetzung bei

Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor Euklides. Leipzig 1870,

S. 27—30. Wir zitieren dieses Werk kiinftig kurz als Bretschneider. Wir be

dienen uns der Hauptsache nach der dort mitgeteilten Ubersetzung, von der

wir nur in -wenigen Punkten, wo wir B's Auffassung nicht teilen konnen, uns

entfernen.
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die wenigstens in bezug auf den iigyptischen Ursprung wohlbegrfindete

Meinung des griechischen Altertums mitgetedt haben. Die Geometrie

kam aus Agypten nach Griechenland. Wie und durch wen, darfiber

belehrt uns das Mathematikerverzeichnis, wenn es fortfahrt:

„Thales, der nach Agypten ging, brachte zuerst diese AVissen-

schaft nach HeUas hinfiber und vieles entdeckte er selbst, von vielem

aber uberlieferte er die Anfange seinem Nachfolger; das eine machte

er aUgemeiner, das andere sinnlich faBbarer."

Thales von Milet^), Sohn des Examios und der Kleobuline,
aus einem ursprfinglich phonikischen Geschlechte stammend, wurde

um das 1. Jahr der 39. Olympiade^), also um 624, geboren und lebte

noch im 1. Jahre der 58. Olympiade, d. h. 548. Er wurde also fiber

76 Jahre alt, eine Berechnung, welche in voUem Einklang mit anderen

Angaben ist, die ohne genaue Jahrgange festzusteUen ihn ein hohes

Alter erreichen lassen. Eine ganze Menge von mehr unterhaltenden

als wichtigen Geschichten knfipfen sich an seinen Namen. Aus den

selben scheint hervorzugehen ,
daB Thales Kaufmann war, bald einen

Salzhandel trieb, bald in Olgeschafte sich einlieB, und daB er vermut

lich auf diese Weise nach Agypten kam. Einen agyptischen Aufent

halt bezeugt femer die Bemerkung, niemand sei dem Thales Lehrer

gewesen, nur wahrend seines Verwedens in Agypten habe er mit den

Priestern verkehrt'). Ein drittes Zeugnis ist das der Pamphile, einer

Geschichtsschreiberin zur Zeit Neros, welche weiB, daB Thales in

Agypten Geometrie erlernte*). Die Belege konnten noch weiter bis

zu fast beliebiger Anzahl vermehrt werden, so daB an der Tatsache,
Thales sei in Agypten gewesen, und dort mit Geometrie bekannt ge

worden, nicht wohl zu zweifeln ist^), wenn auch zugegeben werden

') Bretschneider S. 35—55. Allman, Greelc geometry from Thales to

Euclid (1889) pag. 7—17. Eine Monographie von Decker, Dc Thalete Milcsio,
Halle 1865, ist uns nur dem Titel nach bekannt. Hauptquelle ist Diogenes
Laertius. Die Familie des Thales I, 1 nach Herodot, Duris und Demokrit;
seine Lebenszeit I, 10 nach Apofiodor und Sosikrates und I, 3, wo bezeugt ist^
daB Thales beim Ausbruche des Vernichtungskampfes zwischen Krosus und

Kyrus (548) noch lebte. ^) Vgl. Diels im Rheinischen Museum fiir Phfiologie
Neue Folge XXXI, 16 (1876). =) Diogenes Laertius I, 27. ^) Diogenes
Laertius I, 24. ") Eine vortrefffiche Zusammenstellung der Beweisstefien bei

Zeller, Die PMlosophie der Griechen in ihrer geschichtlichen Entwicklung I 169

Anmerkung 1 (3. Auflage, Leipzig 1869). Wenn in diesem Werke - wh werdeu
es kiinftig nur als Zeller I zitieren - dessen scharfe, mitunter vielleicht allzu

skeptische Kritik mit Recht anerkannt ist, aus alien diesen Stellen die Uber

zeugung gewonnen wird, der agyptische Aufenthalt des Thales sei mogfich so

gar wahrschemlich, aber afierdings nicht vollstandig erwiesen, so diirfen' wir
diesen Ausspruch fiir unsere Meinung deuten.
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muB, daB keines der Zeugnisse alter als das Mathematikerverzeichnis

zu sein scheint, und dieses eine hoher liegende Quelle auBer ffir eine

einzige Angabe fiberhaupt nicht angibt. Nach seiner Heimat Mdet

kehrte Thales in vorgeschrittenen Jahren zurfick. „Er befaBte sich

erst spiiter und gegen das Greisenalter hin mit Naturkunde, beobachtete

den Himmel, musterte die Sterne und sagte offentlich alien Mdetern

voraus, daB am Tage Nacht eintreten, die Sonne sich verbergen und

der Mond sich davor legen werde, so daB ihr Glanz und ihre Licht-

strahlen aufgefangen werden wfirden." So der wortliche Bericht eines

SchriftsteUers, welcher in seiner Einfachheit sehr glaubwfirdig er

scheint^). Offenbar ist in ihm von derselben Sonnenfinsternis die

Rede, von der neben anderen auch Herodot weiB, daB Thales sie den

loniem angesagt hatte mit Vorausbestimmung des Jahres, in welchem

die Umwandlung von Tag in Nacht erfolgen sollte^). Nur im Yor

beigehen bemerken wir, auf die Aussage eines unverwerfbaren Fach-

gelehrten gestutzt*), daB in so weiten Grenzen wie die eines .Jahres

die Verkfindigung einer Sonnenfinsternis unter alien Umstanden mog-

lich war. Trat nun gar diese Finsternis zur Zeit einer Schlacht

zwischen Medern und Lj^dern
— wie man jetzt ziemlich aUgemein

annimmt am 28. Mai 585''^) — ein und erhielt dadurch eine gewisse
erhohte historische Bedeutung, so begreift man, wie damit zugleich
der Ruhm des Verkimdigers unter seinen Landsleuten steigen muBte.

Um so glaublicher wird der von der Erzahlung der Sonnenfinsternis-

voraussagung unabhangige Bericht, Thales habe unter dem Archontat

des Damasias (zwischen 585 und 583) den Beinamen des „Weisen"

erhalten^). Mit ihm zugleich erhielten denselben Beinamen bekannt

lich noch 6 andere Manner, die uns aber insgesamt hier gleichgfiltig
sein konnen, weil nur eine politische Bedeutung der 7 Manner, eine

Staatsweisheit, durch jene ehrende Bezeichnung anerkannt wurde. worin

wir riickwiirts eine Bestatigung daffir finden konnen, daB die Sonnen

finsternis von 585 und deren Verkfindigung erst nachtraglich zur

Bedeutung wuchs, als die leichtglaubige Bevolkerung in ihr eine Vor-

bedeutung erkennen mochte. Wir fibergehen Einmengungen in das

Staatslelien Mdets, welche von Thales berichtet werden. Wir fiber

gehen die ihm zugeschriebenen Ansichten fiber das Weltall und iiber

vorzugsweise astronomische Dinge. Es muB uns genfigen, Thales als

') Themistios Orat. XXVI, pag. 317. =) Herodot I, 74. '') Rud. Wolf,

Geschichte der Astronomie. Miinchen 1877. S. 10. *) Vgl. G. Hofmann, Die

Sonnenfinsterniss des Thales vom 28. Mai 585 v. Chr. (Triest 1870). Gel zer im

Rheinischen Museum fiir Philologie, Neue Folge XXX, 264 (1875). Ed. .Mahler

in Sitzungsber. d. Wiener Akad. d. Wissensch. 4. IU. 1886. Mathem.-naturw.

Klasse, II. Abtlg., Bd. XCIH, S. 455—469. ^) Diogenes Laertius I, 1.
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der Zeit nach ersten ionischen Naturphilosophen zu kennzeichnen.

Wir gelangen zu den mathematischen Dingen, mit welchen der Name

des Thales in Yerbindung gebracht wird.

Proklus nennt Thales, abgesehen von jener dem Mathematiker-

verzeichnisse angehorenden SteUe, viermaU). Dem alten Thales ge-

bfihrt, so lautet die erste Stelle, wie ffir die Erfindung so vieles anderen,

so auch ffir die dieses Theorems Dank; er soil namlich zuerst gewuBt

und gesagt haben, daB die Winkel an der Basis eines gleich-

schenkligen Dreiecks gleich seien, die gleichen Winkel nach

altertfimUcher Ausdrucksweise als iihnliche benennend.

Die zweite SteUe besagt: Dieser Satz lehrt, daB, wenn zwei

Gerade sich schneiden, die am Scheitel liegenden Winkel gleich

sind. Erfunden ist dieses Theorem, wie Eudemus angibt, zuerst von

Thales. Eines wissenschaftlichen Beweises aber achtete der Verfasser

der Elemente (Euklid) es wert.

Zum dritten sagt Proklus bei Erorterung des Bestimmtseins

eines Dreiecks durch eine Seite und die beiden ihr anliegen-
den Winkel: Eudemus ffihrt in seiner Geschichte der Geometrie

diesen Lehrsatz auf Thales zurfick. Denn bei der Art, auf welche er

die Entfernung der Schiffe anf dem Meere gefunden haben soU, sagt

er, bedarfe er dieses Theorems ganz notwendig.
Die vierte Erwahnung ist die Angabe: daB die Kreisflache

von dem Durchmesser halbiert wird, soU zuerst jener Thales be-

wiesen haben.

Zu diesen vier Erwahnungen bei einem und demselben mathe

matischen Schriftsteller kommen noch zwei andere. Pamphde erzahlt,
daB als Thales bei den Agyptern Geometrie erlerute, er zuerst dem

Kreise das rechtwinklige Dreieck eingeschrieben und des

halb einen Stier geopfert habe^). EndUch ist es die sogenannte

Schattenmessung, welche auf Thales zurttckgeftthrt zu werden

pflegt. Hieronymus von Rhodos, ein Schttler des Aristoteles, erzahlt,
Thales habe die Pyramiden mittels des Schattens gemessen, indem er

zur Zeit, wenn der unsrige mit uns von gleicher GroBe ist, beobachtete*).
Entsprechend berichtet auch Plinius: das HohenmaB der Pyramiden
und aUer ahnlichen Korper zu gewinnen erfand Thales von Mdet, in
dem er den Schatten maB zur Stunde, wo er dem Korper gleich ist*).
Etwas darfiber hinausgehend ist die Erzahlung des Plutarch der m

seinem Gastmahle Thales mit anderen fiber den Konig Amasis von

0 Proklus (ed. Friedlein) 250, 299, 352, 157. ^) Diogenes Laertius I,
24-25. ^) Diogenes Laertius I, 27. ') Plinius, Historia naturalis XXXVI,
12, 17.
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Agypten sich unterhalten liiBt. Ndoxenus iiuBert sich bei dieser

Gelegenheit: Obschon er auch um anderer Dinge wdlen Dich be-

wundert, so schiltzt er doch fiber aUes die Messung der Pyramiden,
daB Du niimUch ohne aUe Mfihe und ohne eines Instrunientes zu

bedurfen, sondem indem Du nur den Stock in den Endpunkt des

Schatten steUst, den die Pyramide wirft, aus den durch die Beriihrung
des Sonnenstrahls entstehenden zwei Dreiecken zeigest, daB der eine

Schatten zum andern dasselbe Verhaltnis hat wie die Pyramide zum

Stock 1).
Aus diesen der Zahl und der unmittelbaren Bedeutung nach o-e-

ringfiigigen Angaben ein voUstiindiges Bild von dem, was Thales aus

Agypten mitbrachte, von dem, was er selbst dazu erfunden hat, zu

gewinnen ist schwer, und war doppelt schwer, solange die agyptische
Mathematik in tiefes Dunkel gehttUt war. So kam es, daB dem einen

bewiesen schien, die Agypter hatten von Winkeln nichts gewuBt, und

Thales sei der Erste gewesen, der eine Winkelgeometrie ersann; daB

ein zweiter ein Yerdienst des Thales darin fand, daB er eine Linien-

geometrie in dem Sinne schuf, daB er das Verhaltnis der Linien einer

Figur ins Auge faBte, wahrend den Agyptern nur die praktische
Geometrie der Flachenausmessung bekannt gewesen sei; daB ein dritter

nicht Anstand nahm Thales und die alteren Griechen ttberhaupt fast

jeden Erfinderrechtes ffir verlustig zu erklaren und ihr ganzes geome-

trisches Wissen ffir Agypten zurfickzufordern; daB ein vierter an die

entgegengesetzte Grenze streifend es fttr gleichgttltig hielt, ob Thales

ttberhaupt Agypten besucht habe oder nicht, weil er Geometrisches

in nennenswerter Menge von dort nicht habe niitbringen konnen.

Diese eine weite Kluft zwischen den Streitenden offen lassenden Gegen-

satze, welche wir hier erwahnen, welche aber nicht bei den Unter

suchungen ttber Thales allein sich zeigten, sondern ttberall, wo es um

durch bestimmte Personlichkeiten vermittelte Ubertragung orienta-

Uscher Wissenschaft nach GriecheiUand sich handelte, mttssen gegen-

wiirtig sich einander wesentlich nahern, nachdem das Ubungsbuch des

Ahmes uns zuganglich gemacht ist. Man wird nicht mehr leugnen

wollen, daB vieles von dem, was die Anfange der griechischen Geometrie

bildet, agyptischen Lehren verdankt sein kann; man wird von der

anderen Seite des gewaltigen Unterschiedes sich bewuBt bleiben, der

zwischen agyptischem und griechischem Denken auch bei Gleichheit

des Gegenstandes des Denkens obwaltete.

Wird z. B. irgendwer, der an das Seqt genannte Verhaltnis, an

das Ahnlichmachen der Agypter (S. 99) sich erinnert, der dieses selbe

1) Plutarch Vol. 2, IH, pag. 174 ed. Didot.
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Yerhiiltnis mit Notwendigkeit in gleicher GroBe entstehen sieht, ob

man von dem einen Endpunkte der Grundfliiche, ob von dem ent

gegengesetzten aus die betreffenden Messungen vornimmt, wird ein

solcher zweifeln konnen, daB die Gleichheit der Winkel an der Grund

linie des gleichschenkUgen Dreiecks den Schttlem des Ahmes bekannt

sein konnte, wenn nicht bekannt sein muBte? Thales wuBte und

sagte es zuerst, d. h. er zuerst sagte es seinen Landsleuten, und mutet

uns die altertfimliche Ausdrucksweise „iihnliche Winkel" statt gleicher

Winkel, deren er sich dabei bediente, nicht an wie euie Ubersetzung

von Seqt?
Wir fragen weiter: Kann nach Betrachtung der vielfach ge-

teilten Kreise auf iigyptischen Wandgemalden ein Zweifel daran ob

walten, daB auch die Wahrheit, daB der Durchmesser die Kreisfliiche

zu Hiilften teile, in Agypten gelernt werden konnte? Ja sogar einen

Beweis dieser Wahrheit, der, wie uns gerfihmt wird, von Thales zu

erst geffihrt worden sei, mochten wir den Agyptern nicht gerade ab-

sprechen, wenn auch die Art des Beweises dort eine andere gewesen

sein mag als in dem Munde von Thales.

Wir stehen hier an dem Punkte, von welchem aus die Ver

schiedenheit iigyptischen und griechischen Denkens, welche wir oben

betonten, uns deutlicher bemerkbar wird. Das Mathematikerverzeichnis

sagt uns von Thales, das eine habe er aUgemeiner, das andere sinn

lich faBbarer gemacht. Es wiU uns scheinen, als sei damit gerade die

griechische und zugleich agyptisierende Form seiner Leistungen ge

kennzeichnet. Als Grieche hat er veraUgemeinert, als Schfiler Agyptens
sinnlich erfaBt, was er dann den Griechen wieder faBbar gemacht hat.

Es war eine griechische Stammeseigentfimlichkeit den Dingen auf den

Grund zu gehen, vom praktischen Bedfirfnisse zu spekulativen Er

orterungen zu gelangen. Nicht so den Agyptern. Wir glauben zwar

nicht, daB die Agypter jegliche Theorie entbehrten, wir haben schon

frfiher (S. 113) das Gegenteil dieser Annahme ausgesprochen; aber wir

haben dort auch gesagt, wie wir agyptische Theorie uns denken: als

wesentlich induktive, wahrend die Geometrie der Griechen deduktiver

Natur ist. Der Agypter konnte einen Beweis des Satzes, daB der

Durchmesser den Kreis halbiere durch die bloBe Figur, oder vielleicht
durch Berechnung der Flachen beider Halbkreise nach derselben mog
licherweise unverstandenen Vorschrift als vollstandig geffihrt erachtet
haben. Der Grieche wurde sich allenfads mit der Fio-ur beontto-t

haben, wenn auch der Beweis des Thales uns in keiner Andeutuno-

bekannt ist. So zeigt sich, auch in den Beweisen, eine Abhiingigkeit
der griechischen Geometrie von der iigyptischen, die sich lange erhielt.

Die griechische Deduktion war bei ihrem Beginne selbst induktiv. Sie
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war gewohnt von dem Vielen zum Emen, von der Unterscheidung zahl-

reicher Fidle zum aUgemein gfiltigen Satze fiberzugehen. Sie bUeb

deduktiv, sofern sie nicht unterUeB jeden EinzelfaU aus sich herau,s

zu gestatten, ihn nicht der Erfahrung, der sinnlichen Anschauung zu

entnehmen.

Fassen wir mit Bezug auf Thales zusammen, was wir hier in

allgemeinerer Erorterung, deren nur personliche Gultigkeit wir be

haupten, die also Andersmeinenden eine eigentliche Beweiskraft kaum

besitzen dfirften, zu begrunden suchten, so gelangen wir dahin, die

wissenschaftliche Bedeutung des Thales nicht in der Anzahl dei- Satze

zu finden, welche er selbst entdeckte, sondern in dem AnstoB zu

geometrischen Studien, den er gab, nebst den Anfiingen deduktiver

Behandlung, welche er lehrte. DaB wir fibrigens von so wenigen
Satzen nur wissen, deren Urheberschaft in mehr oder weniger be

stimmter Weise auf Thales zurttckgefuhrt wird, kann auf zwei ver

schiedenen Umstanden beruhen. Einmal ist nur fiber das erste Buch

der euklidischen Elemente ein fortlaufender Kommentar des Proklus

auf uns gekommen. Wir konnen also nur erwarten durch denselben

ttber die Urheberschaft von Satzen jenes ersten Buches mit Bestimmt

heit aufgekliirt zu werden, wiihrend Thales gar wohl Satze der fol

genden Bficher gekannt haben konnte, ohne daB wir berechtigt waren

Proklus das StiUschweigen darfiber in dem auf uns gelangten Kom-

mentare zu verttbeln. Zweitens aber mag in der Tat das, was Thales

ill Agypten sich anzueignen imstande war, nicht ades iimfaBt haben.

was die Agypter selbst wuBten, er, dem, wie die Berichte uns sagten^),
niemand Lehrer war, bevor er mit den iigyptischen Priestern verkehrte,

der sich erst spiiter und gegen das Greisenalter hin mit Naturkunde

befaBte.

Man hat aus den Satzen, welche als thaletisch ttberliefert sind,

SchluBfolgerungen auf solche, die Thales bekannt gewesen sein mttssen,

gezogen. Der letzte Forscher auf diesem Gebiete-) insbesondere hat

mit groBem Aufwande von Scharfsinn entwickelt, die Summe der

Dreieckswinkel mttsse dem Thales bekannt gewesen sein. Wenn

namlich Thales den Satz von den AVinkeln eines gleichschenkligen
Dreiecks und den vom rechtwinkUgen Dreiecke im Kreise kannte,

wenn ihm, wie dieser selbe Satz und der von der Halbierung des

Kreises durch den Durchmesser bezeugen, die Definition des Kreises

bekannt war, so muBte ihm, meint AUman, etwa folgende Betrachtung

gelingen. Er werde von dem Kreismittelpunkt 0 aus (Fig. 16) eine

M Diogenes Laertius I, 27 und Themistios, Orat. XXVI, pag. 317.

-) G. T. Allman, Greek geometry from Tliales to Euclid (1889) pag. 11.
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Linie OG nach der Spitze des rechten Winkels im Halbkreise ge

zogen haben. Aus den beiden gleichschenkligen Dreiecken AGO und

BCO sei die Gleichheit der Winkel GAO = AGO und CBO = BCO,

mithin auch der Summe GAO-\-GBO^ACO+ BCO =ACB her-

vorgegangen; er habe aber gewuBt, daB AGB

ein rechter Winkel sei und demgemaB die

Summe der Winkel bei A, bei B und bei C

als zwei Rechten gleich gefunden. Wir haben

dem Scharfsinne des WiederhersteUers unsere

Anerkennung gezollt, wir sind auch geneigt

von seinen Schlfissen einige uns anzueignen,

aUein wir mochten die umgekehrte Reihenfolge ffir richtiger halten.

Wir nehmen an und wollen nachher begrunden, auf welche Uber

lieferung hin wir zu dieser Annahme uns bekennen, Thales habe

gewuBt, daB die Dreieckswinkel zusammen zwei Rechte betragen, er

habe auch gewuBt, daB die Winkel an der Grundlinie des gleich

schenkUgen Dreiecks einander gleich sind, dann mag ihn hochst wahr

scheinlich eine Zeichnung wie Figur 16 zur Erkenntnis geftthrt haben,
daB der Winkel bei C so groB sein mttsse als die Summe der Winkel

bei A und B, mithin so groB als die halbe Winkelsumme des Dreiecks

ABC, oder gleich einem rechten Winkel.

Unsere Beweggrttnde sind folgende. An und fttr sich sind beide

Satze, der von der Winkelsumme des Dreiecks, der vom rechtenWinkel

im Halbkreise, schon ziemlich kttnstlicher Natur, nicht auf den ersten

Anblick einleuchtend. Der eine wie der andere bedurfte einer wirk

lichen Entdeckung und eines Beweises; wenn also eine gegenseitige

Abhangigkeit beider Satze stattzufinden scheint, so ist es von vorn

herein ebensogut moglich dem einen als dem andern das hohere Alter

zuzuschreiben. Nun findet sich aber ein Beweis des Satzes vom

rechten Winkel im Halbkreise bei Euklid Buch IH Satz 31 vor,

welcher dem von uns vermuteten sehr ahnlich ist. Eine Zusammen

stellung wie die euklidischen Elemente ist aber, so genial, so ge-

dankenreich ihr Verfasser sein mag, durch ihren Inhalt selbst darauf

hingewiesen wesentUch kompilatorisch zu sein, und so ist es gar nicht

unmoglich, daB auch bei diesem Satze Euklid der altertumlichen Be-

weisftthrung treu blieb, ohne daB wir davon unterrichtet sind, weil

ein alter Kommentar zum IH. Buche nicht vorhanden ist. Dazu

kommt als weitere Tatsache, daB wir fiber die alteste Beweisffihruno-

des Satzes von der Winkelsumme im Dreiecke Bescheid wissen, und

daB diese auch nicht entfernt den SchluBfolgerungen o-leicht welche

nach AUmans Meinung Thales gezogen haben soU.

Geminus, ein Mathematiker des letzten Jahrhunderts vor Christus,
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erzahlt in einem bei einem noch spateren SchriftsteUer, Eutokius von

Askalon, erhaltenen Bruchstficke, daB „von den Alten ffir jede be

sondere Form des Dreiecks das Theorem der zwei Rechten besonders

bewiesen ward, zuerst ffir das gleichseitige, sodann fttr das gleich
schenkUge, und endlich fttr das ungleichseitige, wahrend die Spateren
das allgemeine Theorem bewiesen: die drei Innenwinkel jedes Dreiecks
sind zweien Rechten gleich"^).

Wir werden nun bald sehen, daB die Spateren, von welchen

Geminus redet, nicht gar lange nach Thales gelebt haben, daB also

die Alten im Gegensatze zu jenen auf die thaletische Zeit, wenn nicht

gar auf die agyptischen Lehrer des Thales gedeutet werden mfissen.

Die Andeutungen des Geminus tiber diesen altesten Beweis haben

dem Scharfblicke Hankels die Moglichkeit gegeben, den alteren Beweis

wiederherzustellen ^). Seine Gedanken darfiber sind, nur wenig abge-

andert, folgende. Den Figuren gemaB, welche wir bei den Agyptern
fanden, war dort, vieUeicht aus asiatischer Quelle, seit dem XVII. S.

V. Chr. die Zerlegung der Kreisflache in sechs gleiche Ausschnitte be

kannt. An diese Figur dachten wir oben, als wir die Kenntnis des

Satzes, daB ein Durchmesser den Kreis halbiere, ffir die Agypter in

Anspruch nahmen und die Figur selbst als Beweis dienen lieBen.

Verband man die Endpunkte der Halbmesser miteinander, so entstand

das regelmaBige Sechseck, oder vielmehr sechs um den Mittelpunkt

geordnete gleichseitige Dreiecke, die den ebenen Raum um jenen

Mittelpunkt herum voUstandig ausffiUten. Drei dieser Winkel bildeten

vereinigt einen gestreckten Winkel, wie der Augenschein lehrte, und

vertraute man weiter dem Augenscheine ffir die Tatsache, daB jeder
Winkel des gleichseitigen Dreiecks dem anderen gleich

war, so hatte man jetzt den ersten Fall des Berichtes

von Geminus erledigt: die Winkel des gleichseitigen
Dreiecks betrugen zusammen zwei Rechte. Demnachst

mochte man (Fig. 17) die Zerlegbarkeit des gleich

schenkligen Dreiecks in zwei Halften, welche zu einem

Rechtecke sich erganzen, erkennen und wieder lehrte der Augen

schein, daB bei einem derartigen Vereinigen der zwei Dreieckshalften

vier rechte Winkel erschienen, von welchen zwei aus den ursprfing-

lichen Winkeln des gleichschenkligen Dreiecks, von denen nur einer

in Gestalt zweier Hiilften auftrat, sich zusammensetzten. Jetzt fehlte

nur noch der dritte und letzte Schritt. Ein beliebiges Dreieck wurde

(Fig. 18) als Summe der Halften zweier Rechtecke gezeichnet, so

'■) Apollonii Pergaei Conica (ed. Halley), Oxford 1710, pag. 9.

^) Hankel S. 95—96.
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erschienen drei den ursprfingUchen Dreieckswinkeln gleiche Winkel

an der Spitze des Dreiecks zu einem gestreckten Winkel vereinigt.

Eine Spur dieses iiltesten Beweisverfahrens, wie es Geminus uns

schddert, hat sich auf griechischem Boden bei einem sehr spiiten

Praktiker erhalten. Ein anonymer Feldmesser
des X. S., der nachweis-

lich sein Buch aus ungefahr 1000 Jahre alten Musterwerken zusam-

menschrieb, sagt ausdrttckUch: DaB aber jedes durch Einbildung oder

Wahrnehmung zugiingliche Dreieck die drei Winkel in der GroBe

von zwei Rechten besitzt, ist daher offenbar, daB jedes Viereck

seine Winkel vier Rechten gleich besitzt und

durch die Diagonale in zwei Dreiecke mit

sechs Winkeln geschieden wird^).

Eigentliche Beweisffihruug wird
man solche

^* ^^^

Zeichnungen gewiB nicht nennen. Siebewirkten

nichts, als daB der Augenschein induktiv wirkend eine Uberzeugung

herbeiffihrte. War die ITberzeugung gebddet, so begnfigte sich damit

die iiUere Zeit, die spiitere suchte nach weiterer Begrfindung. Noch

ffir andere Siitze, welche in Yerbindung mit dem Namen des Thales

auftreten, mochten wU den Augenschein als damals einzigen Beweis

auffassen. Der Augenschein wird dem Satze von den Winkeln an

der GnindUnie des gleichschenkligen Dreiecks, wird dem von den

Scheitelwinkeln den Ursprung gegeben haben; und eine Unterstfitzung

dieser Behauptung dfirfte in der Angabe des Eudemus liegen, daB

Thales den Satz von den Scheitelwinkeln erkannt, Euklid ihn eines

Beweises wert geachtet habe").
Wir gehen in der Durchsprechung der Dinge, welche aus den

Uberlieferungen der thaletischen Geometrie zu folgern sind, weiter.

Man hat^) aus der Kenntnis des Satzes vom rechten Winkel im

Halbkreise auf das damals schon vorhandene BewuBtsein dessen, was

man spater geometrischen Ort nannte, geschlossen. Wir begnfigen
uns solches zu erwiihnen, ohne es uns aneignen zu konnen. Wir

verbinden dagegen zu einem einheitlichen Gedanken die Schatten

messung und die Bestimmung eines Dreiecks durch eine Seite

und die beiden anliegenden Winkel. Beides waren praktische

Ausffihrungen, sofern das Dreieck, wie uns gesagt ist, zur Bestimmung
von Schiffsentfernungen dient. Beide beinihten auf der Anwendung
eines rechtwinkUgen Dreiecks. Das eine Mal wurden die Katheten

jenes Dreiecks gebildet durch den Stab und seinen Schatten, das

') Notices et extraits des manuscrits de la bibliotheque Imperiale de Paris,
Tom. XIX, Partie 2, pag. 368. *) Proklus (ed. Friedlein), pag. 299. =) Allman,
1. c, pag. 13—14,
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andere Mal (Fig. 19) durch die Warte, von welcher aus die Beob

achtung angestellt wurde, und die Entfernung des Schiffes ^). Trennend

ist zwischen beiden Aufgaben der Umstand, daB in dem einen Fade

die Schattenliinge selbst gemessen, in dem anderen die Schiff'sentfer-

nung aus dem beobachteten Winkel erschlossen werden muBte. Beide

Aufgaben waren einem Schttler agyptischer Geometrie zugiinglich. Sie

sind nahe verwandt dem Finden des Seqt aus gegebenen Seiten, dem
Finden der einen Seite aus der anderen mit Hilfe des Seqt.

Zu einer Friiheres erganzenden notwendigen Bemerkung gibt

ttbrigens die Schattenmessung des Thales, welche ihm in zu wieder

holter Beglaubigung zugeschrieben wird, als daB wir Zweifel in sie

setzen konnten,AnlaB. Mag-
die Schattenmessung nach

der einfacheren oder nach

der dem Gedanken nach

zusammengesetzteren von

den beiden berichteten

Methoden erfolgt sein, mag

sie ein bloBes Messen der ^ig is-

der gesuchten Hohe gleichen Schattenlange oder das Berechnen eines

Verhiiltnisses gegebener Zahlen notig gemacht haben, eines setzt sie

unter alien Umstanden voraus: die Ubung, den von einem senkrecht

aufgesteUten Gegenstande geworfenen Schatten wirklich abziimessen.

Damit vervoUstandigen sich unsere frttheren Mitteilungen (S. 50)
ttber den Gnomon, seine Erfindung und Ubertragung. Wir haben da

mals erwahnt, daB der eigentliche Gnomon nach Herodot in Babylon
zu Hause war, daB gleichfaUs nach Osten der Name des Berosus hin-

weist, daB die Bekanntschaft der Hebriier mit dem Stundenzeiger alt

verbfirgt ist. Neu tritt jetzt hinzu, daB auch in Agypten Schatten

gemessen wurden, eine Uberlieferung, welche mit jener ersteren keines

wegs in Widerspruch steht. Wir haben mehrfach schon mathematische

Zeugnisse alter Verbindungen zwischen Nil- und Euphratlandern an-

fuhreii durfen; hier ist vieUeicht wieder ein solches, und ttberdies ist

es noch immer nicht das Gleiche, wenn an einem Orte der Schatten

zu geometrischen Zwecken gemessen wurde, am anderen zu HersteUung
einer Schattenuhr diente.

Wir haben auch schon den Mann genannt, der die Schattenuhr

den Griechen bekannt machte. Anaximander von Milet war es,

welcher Favorinus zufolge^) zuerst eine solche in Lakedamon auf-

steUte; wahrend wohl durch ein MiBverstandnis genau dasselbe durch

■) Bretschneider S. 43—46. -) Diogenes Laertius II, 1.

Ca^'TOK, Gesohii-hte der Jlatliematik I. u -iiifl. 10
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Plinius 1) dem Anaximenes, dem Schttler des Anaximander nachge-

rtthmt wird. Anaximander war 611 geboren und wurde Schttler des

Thales, als dieser in der Heimat sich niederUeB, wofttr wir etwa das

Jahr 586 anzunehmen durch die vorausgesagte Sonnenfinsternis Ver

anlassung haben. Anaximander starb kurz nachdem er 64 Jahre alt

geworden war, also etwa 545. Ein Lexikograph Suidas berichtet von

ihm, er habe niichst der Einffihrung des Gnomon voUstandig eine

Hypotyposis der Geometrie gezeigt^). Wir begnttgen uns mit

der Wiedergabe des griechischen Wortes, mit welchem wir bei dem

Fehlen jeder deutlicheren Angabe nichts anzufangen wissen. Es ist

ja richtig, daB Hypotyposis durch „bildUche Darstellung" ttbersetzt

werden darf, ohne daB eine sprachliche Einrede erhoben wttrde; es

ist auch moglich, daB die Meinung sei, Anaximander habe eine „ReiB-

kunst" geschrieben, d. h. eine Angabe geometrischer Konstruktionen

ohne Begrttndung derselben^); aber mehr als eine schwache Moglich
keit liegt nicht vor. Am wahrscheinlichsten klingt die Ubersetzung

Hypotyposis = AbriB, Grundzfige, in welcher Bedeutung das Wort

auch anderwarts vorkommt''^).

Jedenfalls hat das alte Mathematikerverzeichnis von dieser geo

metrischen Tatigkeit des zweiten ionischen Naturphilosophen nicht

Notiz genommen. Es fahrt namlich fort:

„Nach ihm (Thales) wird Mamerkus, der Bruder des Dichters

Stesichorus, als ein eifriger Geometer erwahnt; auch berichtet Hippias
der Eleer von ihm, daB er sich als Geometer Ruhm erworben habe.'"

Diese Personlichkeit ist ein so untrfigliches Zeugnis ffir die Yer-

ganglichkeit irdischen Ruhmes, wie kaum eine zweite, denn wir kennen

heute von dem gerfihmten Geometer nicht einmal mehr den Namen

mit einiger Sicherheit. Wir haben hier Mamerkus nach der Lesart

der gegenwiirtig allgemein benutzten letzten Ausgabe des Proklus

geschrieben^). Andere nennen den Bruder des Stesichorus Mamer-

tiniis, noch andere Ameristus. Ein wegen seiner Ungenauigkeit' ODD

berfichtigter mathematischer Historiker des XVII. S., Milliet Dechales,

macht sogar zwei bertthmte Geometer aus ihm, einen Mamertinus

und einen Amethistus. Wir begnttgen uns mit dem Eingestandnisse

') Plinius, Historia naturalis II, 76. -) Suidas s. v. Anaximandros;

yvmjiovd % starjya-ys y.al ilcog yscoficTQiag vnox-vitaaiv ^Sti^sv. '■') Bretschneider
S. 62 teilweise nach Roth, Geschichte der abendlandischen Philosophie H, 132.

friedlein, Beitrage zur Geschichte der Mathematik H, Hof 1872, S. 15, iiber

setzt: er gab eine bildlicheDarsteUung der ganzen Geometrie heraus. *)W, Schmidt

(Bericht iiber griechischeMathematiker undMechaniker 1890—1901) verweist dafiii-
aufProklos {vno-cvnaaig rmv dr,rQovo\LLY.u>v v7to9iasa>v = Abril5 der astronomischen

Voraussetzungen) und auf Sextus Empiricus {nvQQojvsiOL vnorvTtmang= Grund-

ziige des Pyrro). =>) Proklus (ed. Friedlein) p. 65, lin. 12.
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gar nichts von ihm zu wissen. Der Bruder Stesichorus ist eine be-

kanntere PersonUchkeit. Er starb um 560 im Alter von 85 Jahren

und stammte aus Himera in Sizdien. Jedenfalls weist also die geo
metrische Tiitigkeit des Bruders des Dichters uns darauf hin, daB der

Geschmack an Wissenschaft, an Geometrie insbesondere, seit Thales

die Anfiinge aus Agypten mitgebracht hatte, weitere Verbreitung ge

wann, daB die Zeit jetzt nahte, wo in SiziUen und in Unteritalien

eine schulmiiBige Beschaftigung mit unserer Wissenschaft ihre gedeih-
liche Wirkung auBern konnte unter der Leitung eines Mannes, der

eben dort seine Studien machte, wo auch Thales in die Geometrie

eingeweiht worden war.

Thales hat also nebst seinen niichsten ionischen Nachfolgern fur

uns die Bedeutung, daB man durch ihn in Erfahrung gebracht hatte,
wo Geometric zu Hause sei; daB von ihm die ersten der Zahl nach

geringen, der Anwendung nach schon wertvoUen Siitze der Geometrie

bekannt gemacht wurden; daB von ihm eine etwas strengere Beweis-

ftthrung ausging; daB er endlich eine Schule grfindete, die der Wissen

schaft diente und nicht Staatsleben und Geldverdienst allein als die

Dinge ehrte, denen ein Mann seine Krafte widmen konnte. In alien

diesen Richtungen konnen wir den Mann als seinen Nachfolger be

trachten, dem wir jetzt uns zuwenden: Pythagoras von Samos.

6. Kapitel.

Pythagoras und die Pythagoraer. Arithmetik.

„Nach diesen verwandelte Pythagoras die Beschaftigung mit

diesem Wissenszweige in eine wirkliche Wissenschaft, indem er die

Grundlage derselben von hoherem Gesichtspunkte aus betrachtete und

die Theoreme derselben immaterieller und intellektueller erforschte.

Er ist es auch, der die Theorie des Irrationalen und die Konstruktion

der kosmischen Korper erfand."

Pythagoras von Samos, fiber welchen wir soeben das alte

Mathematikerverzeichnis haben reden lassen, war Sohn des Mnesarchus.

Er grfindete in den dorisch bevolkerten Stadten von Sttditalien, in

dem sogenannten GroBgriechenland, eine Schule, die zahlreiche An-

hanger versammelte und so geschlossen auftrat, eine solche auch

politische Bedeutung gewann, daB sie die Feindschaft der auBerhalb

der Schule Stehenden auf sich zog und gewaltsam zersprengt wurde.

Diese Tatsachen stehen nach den Aussprttchen samtlicher alten

Berichterstatter allzu fest, als daB sie auch nur von einem einzigen
10*
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neueren Geschichtsschreiber angefochten wfirden. In jeder anderen

Beziehung aber herrschen fiber das Leben des Pythagoras, tiber seine

Lehre, fiber das was man ihm, was man seinen Schfilern zuzuschreiben

habe, die aUergroBten Meinungsverschiedenheiten. Greifen wir nur

einige gewiB wichtige Punkte heraus: das Geburtsjahr des Pytha

goras, das Jahr seiner Ankunft in Ralien, sein Todesjahr, die Zeit,

zu welcher die Schule zersprengt wurde, das alles liegt im Wider-

streite der Meinungen. Wenn ein Forscher i) Pythagoras 569 ge

boren, 510 in Italien aufgetreten, 470 bei dem gegen die Schule ent-

brannten Aufstande umgekommen sein laBt, sagt uns ein anderer

Forscher2), die Geburt habe um 580, die Ankunft in Italien um 540

stattgefunden, Pythagoras sei um 500 gestorben,
_

die Schule erst em

halbes Jahrhundert spiiter zersprengt worden. Ahnliche Gegensiitze

treten in aUen AuBernngen derselben Gelehrten fiber Pythagoras und

die Pythagoraer hervor, und wir konnen diese Gegensiitze so ziem

lich auf einen einzigen grundsiitzUchen zurfickffihren. Der erste Ge-

lehrte, dessen Datierungen wir angaben, ging von dem Bestreben aus,

die fiberreichen Mitteilungen, welche erst in nachchristlichen Jahr

hunderten von griechischen Schriftstellern in Form spannender aber

romanartiger mit Wundergeschichten reichlich durchsetzter Bficher

zusammengesteUt wurden, nach Ausscheidung dessen, was augenschein
Uch sagenhafte Erfindung war, zu benutzen. Der zweite verwirft

jene Romane ganz und gar, laBt hochstens die Benutzung einiger

weniger SteUen derselben zu, wo die Gewahrsmanner ausdrficklich

genannt sind und ihre Nennung selbst Vertrauen verdient. Beide

gehen wohl in ihren polemisch erprobten und dadurch nur um so

starker befestigten Meinungen zu weit, wenn wir auch heute gern

erklaren, daB wir uns tn den meisten Punkten den Ansichten des

Vertreters derjenigen Auffassung, die man als skeptische bezeichnen

konnte, nahern, wenn nicht anschlieBen. Ffir uns gibt es aber noch

einen Mittelweg, den wir vielfach an der Hand des letzten Bearbeiters^)
unseres Gegenstandes zu gehen lieben, so weit fiberhaupt die Ge

schichte der Mathematik uns die Pflicht auferlegt iiber die Streit

punkte ein Urteil auszusprechen.
Ein derartiger Streitpunkt ist der Aufenthalt des Pythagoras

in Agypten, der von groBter Bedeutung ffir die ganze Entwick-

lungsgeschichte der griechischen Mathematik ist, wenn man an ihn

glaubt, jene Geschichte noch ratselhafter macht, als sie vielfach be-

') Riith, Geschichte der abendlandischen Philosophie. Bd. II. -) Zeller L

") A. Bd. Chaignet, Pythagore et In pthdosophie Pythagoricicnne contenant les

fragments de Philolaus et d'Archytas. Ouvrage couronne par Vinstitut. Paris

1873. Wir zitieren dieses Werk kurz als Chaignet.
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reits erscheint, wenn man ihn verwirft. Der alteste Bericht fiber

diesen Aufenthalt, um dessen Glaubwfirdigkeit oder Unglaubwfirdigkeit
es sich begreifUcherweise in erster Linie handelt, stammt von dem

Redner Isokrates, dessen schriftstellerische Tiitigkeit auf 39.3, also

hochstens etwa 100 Jahre nach dem Tode des Pythagoras und bevor

die Mythenbildung sich seiner Personlichkeit bemachtigt hatte, faUt.
Isokrates sagt von den iigyptischen Priestern i): Man konnte, wenn

man nicht eilen wollte, viel Bewunderungswttrdiges von ihrer Heilig
keit anftthren, welche ich weder allein noch zuerst erkannt habe,

sondern viele der jetzt Lebenden und der Frttheren, unter denen auch

Pythagoras der Samier ist, der nach Agypten kam und ihr Schttler

wurde und die fremde Philosophie zuerst zu den Griechen verpflanzte.
Dieser Stelle ist mit entschiedenem Zweifel begegnet worden^), der

auf den Inhalt der Rede des Isokrates sich grfindet. Busiris war

eine iigyptische Stadt mitten im Nddelta, in der groBe Isisfeste ge

feiert wurden. In Erinnerung an die frfihere Abgeschlossenheit

Agyptens Fremden gegenfiber hatte die griechische Sage aber auch

einen Konig gleichen Namens mit der Stadt erdacht, der jeden
Fremden schlachten UeB. Zur Zeit der Sophisten liebten die griechi
schen Rhetoren sich mit Redestfickchen gegenseitig zu fiberbieten,
Lobreden auf Tadelnswerte, Anklagen gegen Yortreffliche zu verfassen.

So hatte Polykrates eine Apologie jenes Busiris geschrieben, und nun

wollte Isokrates dem Nebenbuhler zeigen, wie er sein Thema eigent
lich hiitte behandeln mfissen. Polykrates, meint er, habe darin ge-

fehlt, daB er dem Busiris ganz unglaubUche Dinge zugeschrieben

habe, einerseits die Ableitung des Nils, andererseits das Auffressen

der Fremden; dergleichen werde man bei ihm nicht finden. Wir

Ifigen zwar beide, sagt er aufrichtig genug, aber ich mit Worten,
welche einem Lobenden, Du mit solchen, welche einem Scheltenden

geziemen. Aus diesem Gestandnisse hat man die Folgerung gezogen,

daB Angaben, die sich selbst als rednerische Erfindung geben, nicht

den geringsten Wert haben. Diese Folgerung ist aber nur da richtig,
wo es um rednerische Erfindung sich fiberhaupt handeln kann. Hatte

also Busiris, dem Isokrates lobend nachlugt, er sei der Urheber der

ganzen agyptischen Kultur gewesen, wirklich gelebt, wir wttrden doch

von jenem Lobe nichts halten. Sind wir deshalb berechtigt, auch

von der agyptischen Kultur nichts zu halten, nichts von den agyp

tischen Priestern als Tragern dieser Kultur? Das wttnseht wohl der

Zweifelsttchtigste nicht. Und wenn die aUgemein anerkannte Tat-

') Isokrates, Busiris cap. 11. ") Die Zweifel sind hier teilweise wort

lich aus Zeller I, 259 Note 1 entnommen.
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sache iigyptischer hoher Bddung nur den unwahren Zwecken des

Isokrates mittelbar dienen soil, so hat es ffir ihn auch nur mittelbare

Bedeutung, wenn er jener Tatsache eine Stfitze gibt, wenn er sich

darauf beruft, Pythagoras sei Schfiler dieser hochgebUdeten Priester

gewesen. Der falsche Satz: Busiris sei der Urheber aller Bddung,

wird dadurch in keiner Weise wahr, wenn die Bildung vorhanden

war, wenn sie auf fremde Personlichkeiten sich fibertrug. Uberdies

bedurfte Isokrates zu diesem letzteren Erweise keiner Unwahrheit.

Er konnte auf die Reisen, auf die Berichte anderer Miinner sich be

ziehen, eines Thales, eines Herodot, eines Demokritos. Wenn er es

vorzog, statt ihrer nur Pythagoras zu nennen, so wird man das da

durch erklaren mfissen, daB das Ansehen, in welchem Pythagoras

schon zur Zeit des Isokrates stand, doch ein anderes war, als das der

eben genannten wenn auch berfihmten Personlichkeiten. Isokrates,

wir konnen es nur immer stiirker betonen, log nicht um zu Ifigen,

er log nur in den Lobsprfichen, die er seinem um jeden Preis zu er-

hebenden Helden zoUte, und die erfundenen Yerdienste des Busiris

konnten eine gewisse Scheinbarkeit, auf deren Erlangung es bei dem

rednerischen Kunststficken allein ankam, nur dann gewinnen, wenn

alles Beiwerk der Wahrheit entspracb, wenn nicht auch nebensach-

liche Dinge den Horer sofort kopfscheu machten. Wir zweifeln daher

keinen Augenblick, daB der Aufenthalt des Pythagoras in Agypten,
daB der Unterricht, welchen er bei den dortigen Priestern genoB, zu

den Dingen gehort, die landlaufige Wahrheit waren, als Isokrates sie

aussprach, die niemand neu, niemand absonderlich oder gar unwahr-

scheinlich vorkamen').
Der Aufenthalt des Pythagoras in Agypten, den wir jetzt schon

ffir durchaus gesichert halten, wird weiter durch eine Menge anderer

Schriftsteller behauptet. Freilich sind es SchriftsteUer, die insgesamt

spater, teilweise viel spater als Isokrates gelebt haben. Strabon

meldet uns in nfichternem, einfachem und dadurch um so glaub-

wurdigerem Tone: Die Geschichtsschreiber teilen mit, Pythagoras sei

aus Liebe zur Wissenschaft nach Agypten und Babylon gegangen^).
Antiphon, aUerdings der Lebenszeit nach nicht genauer bestimmt, aber

von spateren Schriftstellern unter Namensnennung mit groBer Zuver-

sicht benutzt, hat in seinen Lebensbeschreibungen von durch Tugend
sich auszeichnenden Mannern Ausfuhrliches fiber den agyptischen

') Chaignet pag. 43 halt die agyptische Reise auch fiii- erwiesen, laBt

sich aber auf eine Verteidigung des Ausspruches des Isokrates, vrie wir sie o-e-

liefert haben, nicht ein. Dagegen sind bei ihm die Zitate anderer SchriftsteUer,
welche iiber jene Reise berichten, in groBer Vollstii.ndigkeit gesammelt.
-^ Strabo, XIV, 1, 16.
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Aufenthalt des Pythagoras erziihlt^). Viel weniger Gewicht legen
wir — von anderen Zeugnissen zu schweigen — dem bei, was agyp

tische Priester ruhmredig dem Diodor erziihlten und was er uns mit

folgenden Worten wiederholt: Die agyptischen Priester nennen unter

den Fremden, welche nach den Yerzeichnissen in den heiligen Bfichern

vormals zu ihnen gekommen seien, den Orpheus, Musaus, Melampus
und Dadalus, nach diesen den Dichter Homer und den Spartaner

Lykurg, ingleichen den Athener Solon und den Phdosophen Platon.

Gekommen sei zu ihnen auch der Samier Pythagoras und der Mathe

matiker Eudoxus, ingleichen Demokritos von Abdera und Oinopides

von^ Chios. Yon alien diesen weisen sie noch Spuren auf^). Diese

altagyptischen Matrikellisten mitsamt den aiifgewiesenen Spuren
sind an sich recht sehr verdachtig, doppelt verdachtig durch Namen

wie Orpheus und Homer, die dort eingetragen sein sollen. Wir haben

die SteUe fiberhaupt nur aus einem, wie uns scheint, erheblichen

Grunde mitgetedt. Sie beweist namlich, daB zu Diodors Zeiten um

die dort genannten Miinner ein ziemlich gleicher Strahlenkranz von

Berfihmtheit sich gebildet hatte, der von ihnen auf die Lehrer, die sie

hatten oder gehabt haben sollten, zurfickstrahlt.

Die von uns angeffihrte SteUe des Strabon gibt auch Auskunft

iiber eine Studienreise des Pythagoras nach Babylon. Offen

bar genoB diese zur Zeit von Christi Geburt, das ist zur Zeit Strabons,
einer hinreichend guten Beglaubigung, um als geschichtliche Tatsache

kurz erwiihnt zu werden. Als sichergesteUt erscheint uns damit so

viel, daB Pythagoras in Babylon hatte gewesen sein konnen. Drficken

wir uns deutUcher aus. Wir meinen, es mttssen innerhalb der pytha

goraischen Schule Lehren vorgetragen worden sein, welche ttber-

raschende Ahnlichkeit mit solchen Dingen besaBen, denen das Griechen

tum seit dem Alexanderzuge an dem zweiten Mittelpunkte altester

Kulturverbreitung neben Agypten, in Babylon wiederbegegnete. Eine

gegentedige Annahme wttrde das Entstehen des Glaubens an die Sage
von dem Aufenthalte bei den Chaldaern jeder Grundlage berauben.

Wir nennen den Aufenthalt eine Sage, weil auch uns jetzt ein erstes

Zeugnis Strabons ohne Kenntnis des Alters seiner Quellen zur vollen

geschichtlichen W^ahrheit nicht ausreicht. Immerhin bleibt die Art,

wie babylonische Elemente, deren wir auf mathematischem Gebiete

einige erkennen werden, in die pythagoraische Lehre eindrangen, und

die RoUe, welche sie darin spielten, in hohem Grade ratselhaft, wenn

wir o-anz verwerfen woUten, Pythagoras selbst oder einer seiner

') Als Bruchstiick erhalten bei Porphyrius, De rita Pythagorae cap. 7,

auch bei Diogenes Laertius VIH, 3. -) Diodor I, 96,
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nachsten Schttler sei unmittelbar an die Quelle geraten, aus welcher

dieselben zu schopfen waren.

Mit dem Ausdrucke Pythagoras selbst oder einer seiner niichsten

Schuler haben wir eine unleugbare Schwierigkeit bezeichnet, einen

Gegenstand wissenschaftlichen Zweifels bertthrt, welcher hier im Wege

Uegt und zu dessen Wegi'iiumung uns keine Mittel gegeben sind.

Die pythagoriiische Schule war, wie schon oben erwiihnt wurde,

eine eng geschlossene. Mag es Wahrheit oder Ubertreihung genannt

werden, daB unverbrftchliches StiUschweigen ttberhaupt den Pythago-

riiern zur Pflicht gemacht war, daB ihnen unter alien Umstiinden

das verboten war, was wir sprichwortlich aus der Schule schwatzen

nennen, sicher ist, daB ttber den oder die Urheber der meisten pytha

goraischen Lehren kaum irgendwelche GewiBheit vorUegt. 'Exslvog

E(pu oder Avthg s(pa, ER, der Meister, hat's gesagt, war die viel-

benutzte Redensart, und welcher Zeit dieselbe auch angehort, sie laBt,

je spater sie aufgekommen sein mag, um so deutUcher die ganz un-

gewohnliche, durch viele Jahrhunderte in der Uberlieferung sich er-

haltende geistige Uberlegenheit des Pythagoras, der alles, was von

Wert war, selbst gefunden und gelehrt haben sollte, laBt aber auch

die Unmoglichkeit erkennen scharf zu sondern, was wirklich von

Pythagoras selbst, was von seinen Schttlern herrtthrte. VieUeicht ist

es dabei gestattet aus den erwahnten inneren Grfinden anzunehmen,

daB, wo ein Pythagoraer als Entdecker bestimmt genannt ist, die

Richtigkeit der Angabe nicht leicht zu bestreiten sei, daB dagegen,
wo Pythagoras selbst der Urheber gewesen sein soU, sehr wohl eine

Namensverschiebung stattgefunden haben konne.

Einige von den Dingen, welche ganz besonders der Geschichte

der Mathematik angehoren, werden wir aUerdings nicht verzichten

Pythagoras selbst zuzuschreiben. Dazu gehort der pythagoraische

Lehrsatz, den wir unter alien Umstanden ihm erhalten wissen

wollen. Sei es darum, daB man den Zeugnissen des Vitruvius, des

Plutarch, des Diogenes Laertius, des Proklus, so bestimmt sie auch

lauten ^), wegen ihres spiiten Datums kein Gewicht beilegen dfirfe.

Schwerer faUen doch die in die Wagschale, welche Proklus als seine

Gewahrsmanner anffihrt: „Die welche Altertfimliches erkunden wollen"^),
sei damit, wie man gewohnlich annimmt, Eudemus gemeint oder

nicht. Am fiberzeugendsten voUends ist uns die mittelbare Bestati-

') Diese Zeugnisse zusammengesteUt bei Allman I. c. pag. 26, k,

-) Proklus ed, Friedlein 426 rcav ^itv iatoqstv ra &Q)^ala §ovlo^.Evaiv. Das

Wort iBTOQ£lv besitzt bei Proklus nirgend eine spottische Nebenbedeutung, man
darf also nicht, wie es geschehen ist, iibersetzen „die alte Geschichten erzahlen

wollen"
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gung in dem alten Mathematikerverzeichnisse. Pythagoras, heiBt es

dort ausdrficklich, erfand die Theorie des Irrationalen. Eine solche

Theorie war aber ganz unmoglich, eine Beschaftigung mit dem Irra

tionalen undenkbar, wenn nicht der Satz von den Quadraten der drei

Seiten des rechtwinkUgen Dreiecks vorher bekannt war, und man

wfirde, wollte man Pythagoras nicht als seinen Urheber gelten lassen,
in die noch schwierigere Lage versetzt, ihn alter als Pythagoras an

nehmen zu mfissen.

Auf Grundlage des Mathematikerverzeichnisses sehen wir ferner

in Pythagoras selbst wirklich den Erfinder der Konstruktion der kos

mischen Korper, d. h. der rcgelmiiBigen Vielflachner in einem

Sinne, der nachher noch auseinandergesetzt werden soil,

Glaubwfirdig ist uns auch, was der bekannte Musikschriftsteller

Aristoxenus, einer der zuverlassigsten Gelehrten der peripatetischen

Schule, berichtet, daB Pythagoras vor alien die Zahl enleh re') in

Achtung gehabt und dadurch gefordert habe, daB er von dem Be

dfirfnisse des Handels weiter schritt alle Dinge den Zablenvergleichend^).
Wir glauben an die Berechtigung der Yerbindung des Namens des

Pvthagoras mit der musikalischen Zahlenlehre, mag das Mono-

chorcl von ihm herrfihren oder nicht, wir glauben, daB er hauptsach-
lich um die arithmetische Unterabteilung der Geometric .sich

bemiiht habe^).

Ja wir gehen noch Aveiter und schreiben dem Pythagoras den

Besitz einer mathematischen Erfindungsmethode zu, des mathemati

schen Experimentes, wie wir dieses Verfahren anderwarts genannt

haben''), womit freilich ebensowenig gesagt sein soil, daB das Be

wuBtsein ihm innewohnte darin eine wirkliche Methode zu besitzen,
als daB er ihr Erfinder war, die er aus den in Agypten gewonnenen Aii-

schauungen jedenfaUs leicht abstrahieren konnte, wenn er sie nicht

fertig von dort mitbrachte.

Auf die personliche Zuweisung sonstiger Dinge verzichten wir

und werden im folgenden von der Mathematik der Pythagoraer,
nicht des Pythagoras reden. Freilich vergroBert sich dadurch der

Zeitraum, dessen wissenschaftliches Bild wir zu gewinnen trachten,
erhebUch. Wenn auch nicht bis zu den letzten eigentlichen Pytha-

goraern, deren Tatigkeit auf 366 angesetzt wird^), so doch bis vor

Platon, etwa bis zum Jahre 400 er.streckt sich unserer Meinung nach

die mathematische Tatigkeit des Pythagoraismus als solchem. You

') Diogenes Laertius VIII, 14. '■') Stobaeus, Ecloga phys, I, 1, 6,

") Diogenes Laertius VHI, 12: [idliazo: Ss axoldaai rbv UvQ-ayOQav tcsqi to

dQiQ-^riXL-nbv ilSog ai<tfje (sc, yfofitrptas) ror te -ndvova rov ^k aiag X''9^V'S ^"VQSiv.

') Math, Beitr, Kulturi. 92. =) Zeller L 288, Note 5.
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seinen meistens namenlosen, mitunter an bestimmte Personlichkeiten

geknfipften Leistungen wissen wir aus verschiedenen teilweise spaten,

uns jedoch in den Dingen, ffir welche wir sie gebrauchen woUen, als

zuverlassig geltenden QueUen.

Als solche QueUe betrachten wir vor alien Dingen den „Timaus"
fiberschriebenen Dialog des Platon. Timaus von Lokri war ein

echter Pythagoraer, Platon dessen Schfiler. Soil man nun annehmen,
Platon habe diesem seinem Lehrer wissenschaftliche AuBerungen in

den Mund gelegt, die er nicht ganz ahnlich von ihm gehort hatte,
er habe ihm insbesondere Mathematisches untergeschoben? Wir

konnen einem solchen Gedanken uns nicht hingeben, konnen es um

so weniger, als Platons eigene Abhangigkeit von den Pythagoraem
in vielen Dingen durch einen so unverdachtigen Zeugen wie Aristo

teles bestatigt wird. Die Philosophie Platons, sagt er '), kam nach

der pythagoraischen, in vielem ihr folgend, anderes eigentfimlich be-

sitzend. Eine zweite wichtige QueUe liefert uns ein Werk des Theon

von Smyrna^). Dieser SchriftsteUer lebte zwar erst um 130 n. Chr.,
also in einer Zeit, wo die Mythenbildung, die Pythagorassage, wie

man einigermaBen schroff sich ausgedrfickt hat, in dem Leben des

Pythagoras von Apollonius von Tyana, in den unglaubRchen

Dingen jenseits Thule von Antonius Diogenes, schon romanhafte

Gestalt gewonnen hatte. Aber ffir die Dinge, ffir welche wir Theon

gebrauchen wollen, war in einem Roman blutwenig zu schopfen.
Man lese doch das Leben des Pythagoras von Porphyrius, das

ahnUche teUweise daran sich anlehnende Buch von Jamblichus,
man lese was Diogenes Laertius von dem Leben des Pythagoras
aufgespeichert hat, und man wird zwar unterhaltende Geschichtchen

genug finden, Mathematisches aber nur insoweit als Laien mit mathe

matischen Wortern um sich zu werfen imstande sind, es sei denn,
daB altere Fachleute wie der Musiker Aristoxenus, der Rechen-

meister Apollo dorus als Gewahrsmiinner auftreten, zu welchen als

Fachmann JambUchus selbst hinzutritt, der uns in dieser Gestalt im

23. Kapitel begegnen wird. Was also Theon von Smyrna als pytha
goriiische mathematische Lehren hervorhebt, das muB aus o-anz

anderen nicht mythischen Schriften geschopft sein, von welchen Por

phyrius, Jamblichus in ihren Biographien des Pythagoras wenigstens
in diesem Sinne keinen Gebrauch gemacht haben.

Wer freiUch solche Schriften verfaBte, und wie sie hieBen, das

dfirfte ein unlosbares Riitsel bleiben, wenn man auch versucht hat

') Aristoteles Metaphys. I, 6. '^ Theonis Smyrnaei philosophi Platonici
expositio rerum mathematica-rmn ad legcndum Platonem utilium. Edid. Ed. Hiller.

Leipzig 1878.
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die zweite Frage zu beantworten^). Bei JambUchus findet sich fol

gendes'-'): „Die Pythagoriler erzahlen, die Geometrie sei so in die

Offentlichkeit gelangt. Einer von den Pythagoriiern habe sein Ver

mogen verloren, und da habe man ihm gestattet, die Geometrie als

Erwerbszweig zu benutzen." Daran schUeBt sich die fast unverstiind-

liche Stelle:
'

Exalelxo dh i) ysa^EZQCa ngbg IIvQ-ayoQov isrogia,
welche unser Gewahrsmann fibersetzt: „Die Geometrie wurde aber

Uberlieferung von Pythagoras genannt." So ansprechend die

Yermutung an sich klingt, wobei an dem fehlenden zu [(SzoqCu ge-

horenden Artikel kein AnstoB genommen zu werden braucht, da Plato

eine ganz ahnUche Wendung benutzt hat'), so ist doch vielleicht die

Ubersetzung letoQia = Forschung noch richtiger. Der Satz hieBe

dann auf deutsch: ,,Es wurde aber die Geometrie Forschung von

seiten des Pythagoras genannt"*).
Die Benutzbarkeit des Theon von Smyrna grfindet sich wesent

Uch auf dem ausgesprochenen ^wecke seines Werkes. Er wiU die

zum Verstandnis Platons und der Platoniker notigen Vorkenntnisse

mitteilen. Er will dabei der Reihe nach die Arithmetik mit Inbegriff
der musikalischen Zahlenverhaltnisse, die Geometrie, die Stereometrie,

die Astronomie, die Musik der Weiten behandeln. Hier finden wir

also hauptsachlich dasjenige in der Sprache des II. nachchristlichen

Jahrhunderts vorgetragen, was von mathematischen Kenntnissen ffir

das Studium Platons notwendig ist. Das konnen aber vermoge der

selbstverstandlichen Tatsache, daB wissenschaftliche Anspielungen eines

frfiheren Jahrhunderts nicht mit Hilfe der Errungenschaften eines

spateren Jahrhunderts sich erklaren, nur solche Kenntnisse sein, die

nach Theons bestem Wissen den platonischen Schriften selbst ge

schichtlich vorausgingen, in ihnen zur Yerwertung kommen konnten.

Da ferner Theon von Platon selbst sagt, er folge oft den Pythago

raem^), so wird seine Brauchbarkeit ffir uns hier voUends erhoht.

Diese beiden Werke sind also unsere Hauptquellen. Wir werden zu

ihnen auch noch aus anderen SchriftsteUern da und dort einen ge

ringen ZufluB erhalten, die sich, wie wir sehen wollen, zu einem

ganz stattlichen Ganzen vereinigen.

') La gi^ometrie Grecque, comment son histoire nous est parvenue et ce

que nous en savons. Essai critique par Paul Tannery (Paris 1887) pag. 81.

*) De pithagorica vita (ed. Kiessling) 89 und Ansse de Villoison, Anecdota

Graeca II, 216, lin. 22—25, sowie Jamblichus, De communi mathematica (ed.

Festa) 78, 1—5, ") Platon, Phadon 96' rijg eocplag rjv Si] xcdovot. nsgl cpvascog

larogicii- ohne Artikel, ■*) So die Meinung von W, Schmidt, der auch auf die

Parallelstefie im Phitdon hingewiesen hat, ^) Theon Smyrnaeus (ed. Hiller),

pag. 12.
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Theon hat, sagten wir, zuerst die Arithmetik behandelt. Damit

ist uns Gelegenheit geboten, eine ungemein wichtige Zweispaltung

der Lehre von den Zahlen ins Auge zu fassen. Die ganze Mathematik

zerfiel, nach Geminus^), in zwei Hauptteile, deren Unterschied er

darin erkannte, daB der eine Teil sich mit dem geistig Wahrnehm-

baren, der andere sich mit dem sinnlich Wahrnehmbaren beschiiftige.

Geistigen Ursprungs ist ihm Arithmetik und Geometrie, sinnlichen

Ursprungs dagegen Mechanik, Astronomie, Optik, Geodasie, Musik,

Logistik. Von den fibrigen Teilen und dem, was Geminus des

weiteren fiber sie bemerkt, sehen wir ab. Arithmetik und Logistik
erkliirt er dahin, daB die erstere die Gestaltungen der Zahl an und

ffir sich betrachte, die letztere aber mit Bezug auf sinnliche Gegen

stande. Arithmetik ist ihm also eine theoretische, Logistik eine

praktische Wissenschaft. Arithmetik ist ihm, um die heute gebrauch
lichen Worter anzuwenden, das was seit GauB hohere Arithmetik, seit

Legendre Zahlentheorie genannt wiri Logistik ist ihm die eigent
liche Rechenkunst.

Diese strenge Unterscheidung war allerdings in den Zeiten pytha-

goraischer Mathematik noch nicht zum Durchbruch gelangt. Die

Pythagoraer stellten die beiden Fragen: Wie viel? und Wie groB?^)
In der Beantwortung beider trennten sie aufs neue. Das eine Mal

wurde die Vielheit an sich in der Arithmetik, die Vielheit

bezogen auf anderes in der Musik behandelt. Das andere Mal

bildete die ruhende GroBe den Gegenstand der Geometrie, die

bewegte GroBe den Gegenstand der Spharik.
Bei manchem Wechsel der sonstigen Systematik blieb die eigent

liche Arithmetik vom VI. bis zum I. vorchristlichen Jahrhundert, von
den Pythagoraern bis zu Geminus fast mit gleichem Inhalte aus-

gestattet, und dieser gleichartige Inhalt wahrte sich weiter, solange
fiberhaupt in griechischer Sprache fiber diesen Ted der Mathematik

geschrieben wurde. Einiges kam natfirlich im Laufe der zeitlichen

Entwicklung hinzu. In die griechische Arithmetik drang ein, was

wir jetzt Algebra oder Lehre von den Gleichungen nennen, soviel

davon bekannt war. Ihr gehorte die Lehre von den nach bestimmten

Gesetzen gebildeten Reihen und deren Summierung, ihr die Propor
tionenlehre an, wie sie nach und nach in weiterem und weiterem

Umfang sich bildeten, aber niemals begriff die Arithmetik das eigent
liche Rechnen unter sich.

Wir werden uns wohl der Wahrheit niihern, wenn wir annehmen.

') Proklus ed. Friedlein, pag. .38. Vgl. auch Nesselmann, Algebra
der Griechen, S. 40 flgg. ') Proklus ed. Friedlein, pag. 35—36.
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die Logistik, die Rechenkunst, sei erst allmiihlich als Gegenstand
schriftUcher Unterweisung in Bfichern behandelt worden. Sie ver-

dankte vorher ihre unentbehrliche Verbreitung vorwiegend dem mttnd-

lichen Unterricht. Sie war aUgemeines Bedttrfnis, nicht Wissenschaft,
und es mag lange gedauert haben, bevor es einem Rechenmeister ein-

fiel, ttber den Inhalt seines Unterrichts sich schriftlich auszusprechen.
Zu dieser Annahme gelangen wir von der Erwagung aus, daB eine

Logistik bestand und uns quellenmiiBig gesichert ist, lange bevor wir

von Bttchem ttber dieselbe horen. Ihr Name kommt schon in einem

platonischen Dialoge vor, wo die Logistik der Arithmetik gegenttber-

gestellt ist^), und in einem anderen Dialoge des gleichen Verfassers

ist von den Logistikern ^) die Rede.

Wenn wir bei der Betrachtung der pythagoriiischen Mathematik

von den arithmetischen Dingen ausgehen, so folgen wir nur der

Aussage, welche in dieses Gebiet die wesentlichsten Leistungen des

Pythagoras verleg-t, und welche, selbst wenn ihr kein Gewahrsmann

von der Bedeutung des Aristoxenus Gewicht verliehe, in dem allge
meinen BewuBtsein, daB die der Arithmetik nachststehende Zahlen

symbolik so recht eigentlich altpythagoraisch war, ihre Rechtfertigung
finden konnte. Wir haben ein Beispiel pythagoraischer Zahlenmystik
an frttherer Stelle (S. 42) verwertet. Ein anderes mag hier Platz

finden, welches gleichfalls Plutarch uns aufbewahrt hat: Es haben

sich aber wohl die Agypter die Natur des Weltalls zunachst unter

dem Bilde des schonsten Dreiecks gedacht; auch Platon in der Schrift

vom Staate scheint das Bild gebraucht zu haben, da wo er ein Ge-

malde des Ehestandes entwirft. Das Dreieck enthalt eine senkrechte

Seite von 3, eine Basis von 4 und eine Hypotenuse von 5 Teilen,
deren Quadrat denen der Katheten gleich ist. Man kann nun die

Senkrechte mit dem Mannlichen, die Basis mit dem Weiblichen, die

Hypotenuse mit dem aus beiden Geborenen vergleichen und somit

den Osiris als Ursprung, die Isis als Empfangnis und den Horus als

Erzeugnis denken^). Mit dem Vorbehalte auf diese nicht un^vichtige
Stelle zurfickzukommen, benutzen wir sie hier nur als fi-edich spiites

Beispiel pythagoraischer Zahlenspielerei, dem eine fibergroBe Menge
ahnlicher Dinge, Vergleichungen von Zahlen mit einzelnen Gottheiten

oder Vergleichungen von Zahlen mit gewissen sittlichen Eigenschaften

USW. aus alterer und altester Zeit zur Seite gestellt werden konnte*),
wenn die Geschichte der Mathematik neben dem allgemeinen Ver

gleiche mit babylonischen Gedankenfolgen einen besonderen unmittel-

') Platon, Gorgias 451, B. ^) Plato n, Euthydemus 290, B. ^) Plu

tarch, De Isidc et Osiride 56. *) Eine reiche Sammlung von Stellen bei

Zeller I, 334— .■;45, namentlich in den Anmerkungen.
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baren Nutzen daraus zu ziehen imstande wiire. Allenfalls konnte

dieses ffir einen Satz zutreffen, welcher, wie sich zeigen wird, durch

Jahrhunderte sich forterbte, den Satz: daB die Einheit Ursprung

und Anfang aller Zahlen, aber nicht selbst Zahl sei^).

Wir werden bald sehen, daB die Pythagoriier es Uebten auf

Geo-ensatze ihr Augenmerk zu richten, und ein solcher Gegensatz war

der zwischen Primzahlen und zusammengesetzten Zahlen. Em

alter Pythagoriier, Thymaridas von Paros^) war es vermutUch,

der den Primzahlen den Namen der geradlinigen Zahlen, aQid-fiol

svd-vyQa^fiMol, beilegte^), jedenfalls im Gegensatze zu Flachen-

zahlen, von welchen auch noch in diesem Kapitel die Rede sein

wird. Derselbe Thymaridas aber hat sich ein auBerordentlich viel

groBeres Yerdienst dadurch erworben, daB er ein Verfahren zur Auf-

losung gewisser Aufgaben erfand, welches von hoher Tragweite ist,

und welches wir nach Jamblichus auseinandersetzen*). Das Ver

fahren muB sehr verbreitet gewesen sein. Daffir bfirgt auBer Grfinden,

welche im 29. Kapitel auf indischem Boden sich ergeben werden, der

doppelte Umstand, daB JambUchus es geradezu als eine Methode,

stpodog, bezeichnet und es mit einem bestimmten Namen nennt,

welcher demselben schon frfiher eigentfimlich gewesen zu sein scheint.

Das Epanthem, d. h. die Nebenblttte des Thymaridas, besteht in

folgendem'^): „Wenn gegebene {&iQi6^iva) und unbekannte GroBen

(ad^KJTc;) sich in eine gegebene teilen und eine von ihnen mit jeder
anderen zu einer Summe verbunden wird, so wird die Summe aller

dieser Paare nach Subtraktion der ursprttnglichen Summe bei drei

Zahlen der zu den fibrigen addierten ganz zuerkannt, bei vier deren

Halfte, bei ffinf deren Drittel, bei sechs deren Viertel und so fort."

Damit ist gemeint, daB, wenn -n Unbekannte x^, x^, x^, ■ ■

■, x^ heiBen,
und wenn auBer ihrer Gesamtsumme x^ Y ^s Y oc^ Y

■ ■ • -\- x^
= S

die Summe der ersten Unbekannten x^ mit jeder der folgenden Unbe
kannten einzeUi gegeben ist, also x^ + x^

=

a^, x^ + x.^
=

a.^,
■■

-x^+x^

=

a„_-i, daB alsdann a;^
= ^ "^ "^ "^

'

^^ ""-^
~ ^

sein muB. Das ist.

'■} Vgl. Aristoteles, Metaph. XIII, 8, ferner Nicomachus, Eisagoge
arithmet. II, 6, 3 (ed. Hoche pag. 84) und am deutlichsten bei Theon Smyr
naeus (ed. Hiller) pag. 24: oiirf d's 15 ^ovdg api^-fAog, aUa dgx^} dg^^t^ov.
^ Paul Tannery, Pour I'histoire de la science Hellene (Paris 1887) pag. 382

bis 386 iiber die Personlichkeit des Thymaridas. ') Jamblichus Chaloiden-
sis in Nicomachi Geraseni arithmeticam introductionem (ed. Tennulius 1668)
pag. 36, (ed. Pistelli 1894) pag. 27, 4. ') Ebenda (ed. Tennulius) pag. 89,
(ed, Pistelli) pag. 62, 19. Diese verderbte und darum ungemein schwierige
SteUe hat zuerst Nesselmann, Algebra der Griechen S. 232 flgg. richtig erklart.

") Wir benutzen die tTbersetzung Nesselmann s.
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wie man sieht, vollstandig gesprochene Algebra, welcher nur Symbole

fehlen, um mit einer modernen Gleichungsauflosung durchaus fiber-

einzustimmen, und insbesondere ist mit Recht auf die beiden Kunst

ausdrficke der gegebenen und unbekannten GroBe aufmerksam

gemacht worden,

Genug die Pythagoraer, seit Grfindung der Schule, beachteten

die Zahlen und wuBten verschiedene Gattungen derselben, so nament

lich die geraden und ungeraden Zahlen, erstere als wpnot, letztere

als n£Qi,6(3o(, zu unterscheiden'). Diese Unterscheidung war so land-

laufig, daB zu Platons Zeit das Spiel „Grad oder Ungi-ad" schon in

Ubung war^). Wir erinnern uns, daB auch den Agyptern dieser

Unterschied nicht entgangen war, wie wir aus der Einrichtung ihrer

Zerlegungstabelle ffir Brfiche schlieBen durften (S. 64j. Ob sie frei

lich bestimmte Namen ffir das Gerade und fttr das Ungerade hatten,
was zum vollen BewuBtsein dieser Zahlengattungen gehort, das schwebt

so lange im Dunkel, als nicht ein iigyptisches theoretisches Werk

entdeckt ist, dessen Notwendigkeit zur Ergiinzung des Ubungsbuches
wir eingesehen haben. Letzteres enthiilt jedenfaUs solche Namen

nicht.

Die Pythagoraer saben ttberdies in den geraden und ungeraden
Zahlen Glieder von Reihen, nannten solche Reihenglieder opot und

besaBen vermutlich in dem Worte a%\fa6ig auch einen Namen ffir den

Begriff von Reihe selbst^). Auch diese Tatsache kann uns nicht in

Erstaunen setzen, nachdem die Kenntnis der arithmetischen wie der

geometrischen Reihe bei Agyptern und Babyloniern, die Kenntnis

der Summenformel ffir arithmetische Reihen mit GewiBheit, ffir geo

metrische Reihen als Moglichkeit bei den Agyptern festgestellt werden

konnte.

Mit den Reihen der geraden und ungeraden Zahlen wurden bei

den Griechen — wir behaupten bei den Pythagoraern — nach den

Zeugnissen des Theon von Smyrna mannigfache Summierungen vor

genommen. Man addierte die samtlichen aufeinanderfolgenden
Zahlen der natfirlichen Zahlenfolge von der 1 bis zu einem beliebig

gewiihlten Endgliede und fand 1 + 2 -f- 3 -f • +-n =
''---— die

Dreieckszahl^). Man addierte die ungeraden Zahlen ffir sich und

') 0 ys (idv dpid-^ibg %fi Svo (isv I'Ssce si'Sr] itsgiCGov icai &qtioi' heil3t es

in einem Fragmente des Philolaus. Vgl. Zeller I, 299, Anmerkg. 1 und

Chaignet I, 228 ') Platon, Lysis pag, 206, "") Vgl, Bienaymf? in einer

Notiz iiber zwei Stellen des Stobaus in den Comptes rendus der Pariser Aka

demie der "Wissenschaften vom 3. Oktolier 1870. '') Theon Smyrnaeus (ed.

Hiller) 31.
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fand 1 -f 3 -j- 5 -f
• + (2n —

l) = n' die Quadratzahl, zu deren

Erkliirung man eben diese Entstehungsweise benutzte '). Man addierte

die geraden Zahlen ffir sich und fand 2 -h 4 + 6 -f \- 2-n = -n(n + 1)

die heteromeke Zahl^), d. h. das Produkt zweier Faktoren, deren

einer um die Einheit groBer ist als der andere, und welches eben

dieses GroBersein der einen Zahl in seinen Namen aufnahm.

Wir haben hier arithmetische Erkliirungen und Lehrsiitze den

Pythagoraern fiberwiesen, welche trotz ihres Yorkommens bei Theon

von Smyrna, trotz der von uns vorausgeschickten allgemeinen Recht

fertigung der Benutzbarkeit seines Werkes ffir diese weit zurfickliegende

Zeit, einigermaBen stutzig machen konnten. Da wir in unseren Fol

gerungen noch weiter zu gehen gedenken, so dttrfte es nicht unzweck-

miiBig sein, andere Beweisgrttnde ffir die Richtigkeit unserer Annahme

hier einzuschalten, welche ein bedeutend iilterer SchriftsteUer von aU

seitig anerkannter Zuverlassigkeit, mit einem Worte, welche Aristo

teles uns liefert. In dessen Metaphysik') finden wir die sogenannte

pythagoraische Kategorientafel, in welcher zehn Paar Griind-

gegensatze aufgezahlt werden, die der pythagoriiischen Schule angehort

haben. Diese heiBen 1. Grenze und Unbegrenztes; 2. Lmgerades und

Gerades; 3. Eines und Vieles; 4. Rechtes und Linkes; 5. Mannliches

und Weibliches ; 6. Ruhendes und Bewegtes; 7. Gerades und Krummes;
8. Licht und Finsternis; 9. Gutes undBoses; 10. Quadrat und Hetero-

mekie. Wir dfirfen vielleicht annehmen, daB unter dem 3. Paare die

Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen inhegriffen sind. Wir er

kennen in den beiden mit 2. und 10. bezeichneten Paaren die Zu-

sammengehorigkeit des Ungeraden mit dem Quadrat, des Geraden mit

der Heteromekie, und sollte diese Zusammengehorigkeit nicht in der

Entstehungsweise der Quadrate und der Heteromeken ihre vollgiUtige

Begrfindung finden? Allerdings hat man, wie wir sehen werden, eine

andere Erkliirung gesucht, weshalb das 10. Paar, dessen Vorjianden-
sein unter aUenUmstanden einer Rechtfertigung bedarf,weil seine Gegen
satze nicht so scharf und natfirlich sind, wie die der neun anderen

Paare, Aufnahme gefunden habe. Wir sind nicht gewiUt, jene andere

Erklarung schon jetzt geradezu zu verwerfen, aber noch weniger auf

die unsrige zu verzichten. Konnte es doch in der Tafel der Grund-

gegensatze, auf welche alle Erscheinungen zurfickzuffihren sind, nur

erwfinscht sein, durch ein Paar sofort zwei wesentlich verschiedene

Beziehungen dargestellt zu wissen. Ist doch fiberdies mindestens die

Entstehung des Quadrats als Summe der mit der Einheit beginnen-

^) Theon Smyrnaeus (ed, Hiller) 28, -) Ebenda 27 und 31. *) Ari

stoteles, Metaphys. I, 5, 6, vgL Zeller, 5. Aufl. I, 354, Anmerkg. 8.
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den ungeraden Zahlen wieder durch Aristoteles als echt pythago-
raisch bezeugt').

Aristoteles bedient sich dabei eines Wortes, welches fur uns

von groBer und vielfacher Wichtigkeit ist, des Wortes Gnomon.

Was ist ein Gnomon? Wortlich genommen ein Erkenner, und

zwar bedeutete es zuniichst einen Erkenner der Zeit, dann der senk

rechten Stellung, welche der Stab, um als Schattenwerfer und Stunden

zeiger Anwendung finden zu konnen, einnehmen muBte. So wurde

das Wort allmahlich aus einem Kunstausdrucke der praktischen Astro
nomie zu einem solchen der Geometrie, und man sagte „die nach dem

Gnomon gerichtete Linie" ^), wenn man von einer Senkrechten reden

wollte. Der Sinn des Wortes veranderte sich aber nun noch weiter.

Ein mechanisch herzustellender rechter Winkel

(Pig. 20) wurde so genannt oder geometrisch aus

gedrfickt: Gnomon war das, was von einem Qua

drat flbrig blieb, wenn aus dessen einer Ecke ein

kleineres Quadrat herausgeschnitten wurde. Diese

Bedeutung des Wortes war bei den Pythago
raern gang und gebe. Den nntrttglichen Beweis L

dafttr liefert ein erhaltenes Bruchstttck des Phi- ^^^' ^"'

lolaus'), eines Pythagoraers, dessen Lebenszeit so ziemlich gleich

maBig von den Grenzen des Jahrhunderts zwischen 500 und 400

abstehen mochte. Ebendemselben Philolaus dttrfte auch der Be

griff des zusammengesetzten Verhaltnisses schon bekannt gewesen

sein, welcher uns im 12. Kapitel begegnen wird. In noch spaterer Zeit

verschoh sich die Bedeutung des Wortes Gnomon noch weiter. Euklid

steUte um 300 die Definition auf, in einem ParaUelogramme heiBe ein

jedes der um die Diagonale herumliegenden ParaUelogramme mit den

beiden Erganzungen zusammen ein Gnomon*). Der Sinn dieser im

Wortlaute nicht allzu deutlichen Erklarung ist folgender. Werden in

einem ParaUelogramme durch einen und denselben Punkt der Diagonale
Parallellinien zu den beiden Seiten gezogen,

so entstehen (Fig. 21) zwei in unserer Figur

wagerecht schraffierte ParaUelogramme, und

zwei in unserer Figur schrag schraffierte

Erganzungsdreieckchen. Diese vier kleinen

') Aristoteles, Physic. Ill, 4. Vgl. Zeller I, 300, Anmerkung und

Chaignet H, 61—62. ^) Proklus ed. Friedlein 283, 9. =) Phfiolaus, des

Pythagoreers Lehren nebst den Bruchstucken seines Werkes von Aug Bockh,

Berfin 1819, Fragment 18, S. 141. — Chaignet I, 240. — Wm. Romaine

Newbold, Philolaus. Archiv fiir Geschichte der Philosophie XIX, 176—217

(Berlin 1905). ") Euklid, Elemente H, Definition 2.

Cantoe, Geschichte der Mathematik I. 3. Aufl. 11
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Figuren zusammen bUden das euklidische Gnomon, eine Verallgemeine-

rung des iilteren Begriffes insofern, als ein Stfick aus einem ParaUelo

gramme statt aus einem Quadrate herausgeschnitten wird, um es her

vorzubringen. Noch etwas aUgemeiner wird die Erklarung, welche

nachmals Heron von Alexandria gab: Alles was zu einer Zahl oder

Figur hinzugeffigt das Ganze dem ahnlichmacht, zu welchem hinzugeffigt
worden war, heiBt Gnomon^). Doch auch diese letzte Verallgemei-

nerung knfipft wieder an alte Begriffe an, indem schon Aristoteles

sagt, wenn man ein Gnomon um ein Quadrat herumlege, werde zwar

die GroBe, aber nicht die Art der Figur verandert^).
Nachdem wir erortert haben, was ein Gnomon in der Geometrie

bedeute, ist der Zusatz wohl leicht verstandlich, daB in alten Zeiten

die ungerade Zahl auch wohl Gnomonzahl genannt wurde. Denken

wir uns namUch ein Quadrat, dessen Seite it Langeneinheiten miBt,
und beabsichtigen wir dieses Quadrat zum nachstgroBeren mit der

Seite von w + 1 Langeneinheiten durch Hinzufttgung eines Gnomon

zu erganzen, so ist klar, daB dieses Gnomon bestehen wird aus einem

Quadratchen von der Seite 1 und aus zwei Rechtecken von den Seiten 1

und n, daB es also 1 Y 2 X n Flacheneinheiten besitzen wird,
welche in der Tat die vorhandenen n^ Flacheneinheiten des frttheren

Quadrates zu den (n +1)^ Flacheneinheiten des neuen Quadrates er

ganzen. Das heiBt in Zahlen: die Quadratzahl >i,^ wird zur nachsten

Quadratzahl (it -f- 1)^, wenn man ihr die Gnomonzahl 2n Y 1 bei-

ffigt. So sind wir zum Verstiindnis der vorher angedeuteten SteUe

der aristotelischen Physik gelangt^), einem Verstiindnis, in welchem

wir uns mit alien alten und neuen Erklarern zusammenfinden. Die

Pythagoriier, sagt dort Aristoteles, hiitten die Quadratzahlen ge-

bildet, indem sie die Gnomonen aUmah-

lich zur Einheit hinzuffigten. Das wUl

eben nichts anderes heiBen als (Fig. 22)
die Pythagoraer haben die Summierung
1 + 3 -K 5 -f • • ■

-j- (2jz - 1) = «2 vollzogen,
haben dieses Verfahren mit klarer Eui-

sieht in den darin zutage ti-etenden Ge

danken ansgefibt.
Sehen wir einen Augenblick von der

't^^. arithmetischen Wichtigkeit des Satzes, der
uns beschaftigt hat, ab, so ist er uns auch

ffir die alteste Geometrie ein spiiter noch zu verwertendes Zeuo-nis
— O

') Heron Alexandrinus (ed. Hultsch) Definit. 59, pag. 21. ^) Aristo
teles, Categor. XTV, 5 und XI, 4. Vgl. Chaignet H, 62, Note 2 ') Aristo
teles, Physic, in, 4.
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Er laBt uns erkennen, daB die Pythagoraer den Zusammenhang,
welcher zwischen den Seiten eines Quadrates, eines Rechteckes und

deren Flacheninhalt stattfindet, mehr als nur ahnten, was freilich bei

Schfilern einer aus Agypten eingewanderten Geometrie nicht ver-

wundern kann.
.
Er laBt uns ferner die Kenntnis der eigentttmlichen

Figur des Gnomon beachten. Einen mechanisch herzusteUenden

rechten Winkel nannten wir oben diese Figur, und in der Tat ist

das Alter dieses Werkzeugs geradezu sagenhaft. In Agypten sind

wir ihm (S. 105) auf der bildlichen Darstellung einer Schreinerwerk-

stiltte begegnet, und bei Plinius hat sich die Uberlieferung erhalten,
die Werkzeuge der Architekten, wie Axt, Sage, Bohrer, Setzwage
rfihrten von Dadalus und dessen Neffen Talus her, welche vor dem

trojanischen Kriege lebten, der rechte Winkel von Theodorus von

Samos, einem der Erbauer des Tempels von Ephesus um das Jahr

600 etwai).
Und noch etwas lernen wir aus der pythagoraischen Begrfindung

des Satzes von der Entstehung der Quadratzahlen: die Neigung
zur geometrischen Yersinnlichung von ZahlengroBen und

deren Yerknfipfungen, welche wir ffir griechische Eigentfimlich
keit halten, entsprechend dem viel und mit Recht gerflhmten plasti-
schen Sinne der HeUenen. Der erste AnstoB konnte ja, wenn man

fttr alles eine auBere Veranlassung suchen wollte, in der iigyptischen
uns aus dem Ubungsbuche des Ahmes bekannten Gewohnheit den

Figuren die MaBzahlen ihrer Langen, ihrer Flachen beizuschreiben

gefunden werden, aber immerhin laBt das griechische Verfahren sich

als einen Gegensatz zu diesem agyptischen bezeichnen. Bei dem

einen handelt es sich um die Moglichkeit geometrische Gebdde in

Rechnung zu bringen, bei dem anderen um die Moglichkeit das Er

gebnis rechnender Uberlegung den Sinnen erfaBbar zu machen. Die

Gnomonzahlen waren unter den bis hierher besprochenen nicht die

einzigen, deren Yersinnlichung die Pythagoraer sich angelegen sein

lieBen. Die Quadratzahlen selbst bilden ein anderes Beispiel, ein

anderes die Heteromeken. Auf die Yersinnlichung ftthren auch die

Namen Flachen- und Korperzahlen zurttck, zu deren pythago-
raischem Vorkommen wir uns nunmehr wenden.

Im platonischen Timaus findet sich eine Stelle, welche etwa

folgendermaBen heiBt: Um mit zwei Flachen eine geometrische Pro

portion zu bilden, deren auBere Glieder sie sein soUen, genfige es eine

dritte Flache als geometrisches Mittel anzusetzen; soUen aber zwei

Korper die iiuBeren Glieder einer geometrischen Proportion sein, so

1) Plinius, Histor. natural. VII, 66.

11*
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mttsse man zwei voneinander verschiedene innere Glieder annehmen,

weil ein geometrisches Mittel nicht vorhanden sei ^).
Flachen und Korper konnen hier nur als Zahlen und zwar als Pro

dukte von zwei beziehungsweise von drei Faktoren angesehen werden.

Das heiBt man wuBte damals, daB im aUgemeinen. das MaB einer

Flache, eines Korpers gefunden werde, indem man zwei, drei Ab

messungen miteinander vervielfaltigte. Die Erklarung von Flachen-

und Korperzahlen als solcher Produkte ist ausgesprochen bei Euklid^),
sie ist ausgesprochen bei Theon von Smyrna^). Beide bedienen sich

der Namen aQid-^ol snCTtadoi fur die Flachen-, &Qi%-^ol SxaQaoC fttr

die Korperzahlen, und der pythagoraische Ursprung derselben beweist

sich aus der eben hervorgehohenen Tatsache, daB nur mit ihrer

Hilfe die TimaussteUe zur Klarheit gelangt. Denken wir uns p^p^Pz

lilili ^Is sechs Primzahlen und jedenfalls keine von den Primzahlen |j

einer Primzahl q gleich. Nun ist p.^i)^ eine Flachenzahl, g^^j eine

zweite. Deren geometrisches Mittel laBt sich bilden, d. h. Vpi^'a^ife
ist rational ausziehbar, sofern p^ =1^2 und zugleich q.^

=

<h- Die

gefundene Proportion heiBt unter Weglassung der in diesem Fade

unnotig gewordenen Indices p^ : pq
=^

pcq: (f und es genttgte wirk

lich eine dritte Flache als geometrisches Mittel anzusetzen, um mit

den angegebenen beiden Flachen eine geometrische Proportion zu

bilden, deren auBere Glieder sie sein soUten. Korperzahlen werden

ferner sowohl ^^
■

_p, p^ als q^- q^- q^. Deren geometrisches Mittel

VP).PiPi'li1i<lz ist aber nie rational, wenn die Vorschrift kein p einem

q gleich werden zu lassen eingehalten wird, mogen die p und die q

je unter sich gleich oder verschieden sein. Durch zwei MittelgUeder
dagegen liiBt sich die Proportion in mannigfaltiger Weise erganzen

Z.B.p^P^p., ■.PdVll=i2i3P3-UlQ2(l3 (^^^^•PlP-2PY-PdM2 = Uiqdh-ili2(l3
usw. Im Timiius heiBt das so: Sollten zwei Korper die iiuBeren GUeder

einer geometrischen Proportion sein, so muBte man zwei voneinander

verschiedene innere Glieder annehmen, weil em geometrisches Mittel

nicht vorhanden ist. Werden hier die p und die q wieder aUe als

unter sich gleich betrachtet und liiBt man deshalb die Indices wieder

weg, so entsteht p'^ : pYq = pq^ : q^ oder p^ -.pcf =p^q : q\ Eine andere
Auswahl von Mittelgliedern gibt es m diesem besonderen Falle nicht.
Gerade er hat sich auch anderweitig erhaUeu. EukUd beweist, daB
zwischen zwei Quadratzahlen eine, zwischen zwei Kubikzahlen' zwei

') Etudes sur le Timee de Platon par Th. H. Martin I, 91 und 337-346
und Hultsch in Fleckeisen und Masius, Neue Jahrbucher fur Philologie
und Padagogik. Jahrgang 1873. Bd. 107, 493—501. ') Euklid VH Defini-
tionen 16 und 17. ») Theon Smyrnaeus (ed, Hiller), pag. 36-37 und
haufieer.
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mittlere Proportionalen fallen i) und Nikomachus nennt diese beiden

Siitze ausdrucklich platonisch^), ohne Zweifel in Berucksichtigung
der damals allgemein bekannten TimSusstelle.

Eben diese Stelle hat bei der ausffihrlicheren Besprechung noch

erhohte Bedeutsamkeit ffir uns gewonnen. Zwei wichtige Tatsachen

gelangten dadurch zu unserem BewuBtsein, die eine daB der Begriff
des Irrationalen der Schule des Pythagoras angehorte, die andere daB

dieselbe Schule sich viel mit Verhiiltnissen bes(diaftigte. Auf den

ersteren Gegenstand kommen wir im nachsten Kapitel bei Gelegenheit
des pythagoriiischen Lehrsatzes zu reden. Yon den Verhaltnissen

handeln wir sogieich.
Schon die Beziehung zwischen zwei Zahlen, welche wir heute als

einen Bruch bezeichnen, gehort hierher. Die Griechen hatten ffir

solche Beziehungen die verschieden.sten Namen, Jedes --r
- hieB

z. B. aniuoQiov , und Archytas hat schon den Satz ausgesprochen

und bewiesen^), daB wenn ein Epimorioji
- auf seine klein ste Be

nennung gebracht werde, welche etwa —

heiBe, immer v = ft -|- 1 sein

mfisse. Da niimUch a : ^ = ji : v, so ist u = y[i, ^ = yv. Ferner folgt

aus ^ : V = n : (n Y 1), daB v = u Y — und bei — = d, daB [i
== nd,

V = (11 Y 1)^- Nun kann - =
-.
—

t—^.-^ nur dann als auf die kleinste
^ ' '

1, {n-\-l)S

Benennung gebracht erscheinen, wenn (^ = 1, d. h. weim ju,
= «,v = w -|- 1

oder V = a Y 1 ist. Satz und Beweis haben sich in musikalischen

Schriften von Euklid (Karaxo^ii xavovog) und Boethius, von

welchen im 13. und im 27. Kapitel die Rede sein wird, erhalten, doch

ist dort der Beweis ffir heutige Leser vielleicht nicht ganz so durch

sichtig wie in unserer Wiedergabe, wed er nach griechischer Gewohn

heit an Strecken geffihrt ist, welche bald durch einen einfachen Buch

staben, bald durch zwei Buchstaben (den Endpunkten der betreffenden

Strecken zugehorend) bezeichnet sind. Bei Boethius ist auch beach-

tenswert, daB er, dem die Einheit keine Zahl war, zwischen Zahl und

Einheit unterscheidet.

Wir sind nicht auf die TimaussteUe aUein angewiesen, um die

Analogien und Mesotaten, das sind die griechischen Namen ffir

Yerhaltnisse und dabei auftretende Mittel, ffir die Pythagoraer in

^) Euklid VIII, 11 und 12. ^) Nicomachus, Eisagoge arithm. H, 24, 6

(ed. Hoche), pag, 129. °) P. Tannery in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge,

Bd. VI, 225—229 unter Berufung auf Musici Scriptores (ed. v. Jan pag, 152)

und Boethius, De institutione musica HI, 11 (ed. Friedlein pag. 285).
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Anspruch zu nehmen. Ein bei Nikomachus aufbewahrtes Bruchstttck

des Philolaus^) laBt den Wfirfel die geometrische Harmonie

genannt werden, weil seine samtlichen Abmessungen voUig gleich unter

einander und somit in vollstandigem Einklange seien. Dementsprechend

habe man den Namen harmonisches Verhaltnis wegen der Ahn

lichkeit mit der geometrischen Harmonie eingeffihrt. In der Tat

spiegle sich dieses Verhaltnis in jedem Wfirfel mit seinen 12 Kanteii,
8 Ecken und 6 Flachen ab. Wir haben kaum notwendig diese Stelle

noch zu erlautern und zu bemerken, daB 6, 8, 12 in stetigem harmo-

nischen Yerhaltnisse stehen, weil -z ^
=

-5 , ^
o o o 12

Ein bei Porphyrius erhaltenes Bruchstttck des soeben erwahnten

Pythagoraers Archytas^) spricht nicht nur von dem arithmetischen,
dem geometrischen und dem harmonischen Mittel, er definiert

sie geradezu, und zwar die beiden ersten in der heute noch gebrauch
lichen Weise. Bei dem harmonischen Yerhaltnisse, fahrt er fort, fiber-

trifft das erste GUed das zweite um den gleichen Ted seiner selbst,
wie dieses mittlere GUed das dritte um den Teil des dritten. In

Buchstaben geschrieben heiBt das: b ist harmonisches Mittel zwischen

a und c, wenn a = b -\ und zugleich b = c Y —■ Wirklich

folgt aus diesen beiden Gleichungen
"

= -*- und daraus =-° ° b — c c c b

= -1 _ i .

6 a

Jamblichus') ffihrt die Kenntnis der drei stetigen Proportionen,
der arithmetischen, geometrischen und harmonischen, auf Pythagoras
und seine Schule zurfick und liiBt die musikalische Proportion,
welche aus zwei Zahlen, deren arithmetischem und harmonischem

Mittel sich bilde (a : -+-^ =^^ : 5, z. B. 6 : 9 = N : 12), durch

Pythagoras aus Babylon, wo sie erfunden worden sei, zu den HeUenen

bringen.
Es fallt nicht schwer das Auftreten der harmonischen Proportion

auch von iigyptischen Anfiingen aus zu erkliiren. War doch in der

Bezeichnung der Stammbrfiche durch ein Pfinktchen fiber der den
Nenner bildenden Zahl die Zumutung, mochten wir sagen, mit ent-

haUen, neben solchen Zahlen a, b, c, welche eine arithmetische Reihe

') Nicomachus, Eisagoge arithm. II, 26, 2 (ed. Hoche), pag. 135 Vo'l
Boeckh, Philolaus fragm. 9, S. 87. Chaignet I, 233. ^ Porphyrius Id
Ptolemaei Harmonica. VgL Gruppe, Ueber die Fragmente des Ai-cbytas und
der alteren Pythagoreer. Berlin 1840, S. 94. C haignet I, 282—283. «) Jam
blichus, Introductio in Nicomachi arithmeticam (ed. Tennulius) Arn-
heim 1668, pag. 141—142 und 168 (ed. Pistelli) pag. 100 und 118
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darstellen, auch eben dieselben punktiert zu betrachten, und dann

hatte man die harmonische Reihe, deren musikaUsche Bedeutung bei

der Entstehung der Tone auf dem Monochorde wohl erst in zweiter

Linie bemerkt worden sein mag. AUerdings ist andererseits nicht zu

vergessen, daB im alten Agypten eine Proportionenlehre noch nicht

nachgewiesen hat werden konnen, daB arithmetische und geometrische
Reihen wie in Agypten so auch in Babylon bekannt waren, daB nach

dem letzteren Orte Quadratzahlen und Kubikzahlen hinweisen. Wir

erinnern ferner daran, daB Jamblichus sich genauer mit Chaldiiischem

beschaftigte (S. 51) und sind darum trotz der spaten Zeit, in welche

seine schriftstellerische Tatigkeit fiiUt, sehr geneigt diesen seinen

Worten soweit Glauben zu schenken, als sie alte grakobabylonische

Beziehungen betreffen. Auch mehr oder weniger auf Zahlenspielerei
herauskommende Zahlenverknttpfungen, Vergleichung von Zahlen mit

einzelnen Gotterfiguren, das sind lauter Dinge, die den Babyloniern, die

den Pythagoraem eigen sind. Daffir aber, daB wir aUes in der pytha

goraischen Schule von solchen Dingen Vorgetragene auch in ihr er

funden lassen sein sollten — der einzige Ausweg, wenn jede Yerbin

dung mit Babylon verworfen wird — dafiir erscheinen uns dieselben

zu entwickelt. Solche arithmetische Kenntnisse setzen eine ganze

lange Yorgeschichte voraus. Die Uberzeugung davon wttrde nun

ungemein befestigt, wenn es wahr sein sollte, daB auch die befi'euu-

deten und vollkommenen Zahlen bereits der pythagoriiischen Schule

angehorten.
Befreundete Zahlen sind solche, wie 220 und 284, von welchen

jede gleich der Summe der aliquoten Teile der anderen ist: 22IJ = 1

-j- 2 -f 4 -k 71 -f 142 und 2.S4 = 1 -f 2 -f 4 -f- 5 -f 10 -f 11 -|- 20 -k 22

-[- 44 + 55 -|- 110. Jamblichus ffihrt deren Kenntnis auf Pythagoras
selbst zurttck^). Man habe ihn befragt, was ein Freund sei, und er

habe geantwortet: „Einer der ein anderes Ich ist, wie 220 imd 284."

Wir mochten freilich auf diese Behauptung wenig Gewicht legen und

kein groBeres darauf, daB im IX. S. ein arabischer Gelehrter Tabit

ibn Kurra fur die Kenntnis der befreundeten Zahlen auf die Pytha

goraer verwies^). Letzterer kann sehr wohl seine Wissenschaft dieses

Umstandes aus Jamblichus geschopft haben, ersterem kann vorge-

schwebt haben, daB die Innigkeit der Freundschaften unter den Pytha

goraern von jeher als kennzeichnend ffir diese Schule gait').
VoUkommene Zahlen sind solche, welche wie 6, 2S, 496 der

'■) Jamblichus in Nicomach. arithm. ed. Tennulius pag. 47—48 ed.

Pistelli pag. 35. ') Vgl. Woepke im Journal Asiatiqite, IV. Serie, T. 20 (Jahr

gang 1852), pag. 420. ^) Vgl. Zeller I, 271, Anmerkung 3.
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Summe ihrer aliquoten Teile gleich sind: 6 = l-t-2-)-3; 28 = 1

+ 2 -f 4 -I- 7 + 14; 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124

-|- 248. Daneben unterscheidet man fiherschieBende und mangel-

hafte Zahlen, wenn die aUquoten Teile eine zu groBe beziehungs

weise zu kleine Summe liefern, wie z. B. 12 ■< 1 -)- 2 -|- 3 -f 4 -f- 6;
8 > 1 -k 2 -k 4. Euklid hat sich ausfuhrlich mit den vollkommenen

Zahlen beschaftigt^). Theon von Smyrna hat den drei verschiedenen

Gattungen seine Aufmerksamkeit zugewandt und dieselben als (XQi-d-fiol

xaXsLOi., vTteQxaXaioi ., iXhnalg benannt^). Man konnte demzufolge

geneigt sein diese Begriffe als vorplatonische anzuerkennen, wenn nicht

ein kaum zu beseitigender Gegengrund vorhanden ware. Plato ver

steht namlich in einer berfihmten SteUe seines Staates den Ausdruck

voUkommene Zahl ganz anders') und Aristoteles bezeichnet mutmaB

lich aus pythagorilischer QueUe die Zehn als voUkommene Zahl^)
wiederum notwendig von einer ganz anderen Erklarung ausgehend.
Diese beiden Gegenstande arithmetischer Grfibelei werden wir daher

am sichersten zwar Pythagoraern aber nicht solchen der alten

Schule zuschreiben, sondern solchen, die in viel spaterer Zeit

den Namen und zum Teil auch die Forschungsweise derselben er-

neuerten.

Die Dreieckszahlen, sagten wir (S. 159) gestfitzt auf Theon

von Smyrna, wurden von den Pythagoraern gebildet, indem sie ver

suchsweise die aufeinanderfolgenden Zahlen der mit 1 beginnenden
natfirlichen Zahlenreihe addierten. In diesem Namen Dreieckszahl

zeigt sich aufs neue der Hang zur figfirUchen Yersinnlichung der

nach unserer heutigen Auffassung abstrakten Zahlenbegriffe. Die auf

einanderfolgenden Zahlen namlich durch gleich weit voneinander ent-

fernte Punkte reihenweise untereinander zur Darstellung gebracht
bildeten Dreiecke, nnd daB man diese Yersinnlichung wirklich vor-

nahm, mag man zu ihr gelangt sein wie man wolle, daffir bfirgt eben
der Name Dreieckszahl, ccQiQ-iihg xQlymvog. Es ist vieUeicht wfin-

schenswert noch von anderer Seite her zu bestatigen, daB wir hier

wirklich Altertfimliches vor uns haben, und dazu sind wir in der

Lage. Wenig Gewicht freilich legen wir ffir diese Rfickdatierung auf

den an sich interessanten von Plutarch uns erhaltenen Lehrsatz, daB

die mit 8 vervielfachten und um 1 vermehrten Dreieckszahlen Quadrat

zahlen gaben 5) d. h. daB 8 'JS"i±A
+ i = (2„ + 1)2. Erheblicher

^) Euklid IX, 36. *) Theon Smyrnaeus (ed. Hiller) 46. ') Plato
Republ. VHI, pag. 546. Vgl. einen Aufsatz von Th. H. Martin in der Revue

Archeologique T, XIIL ^) Aristoteles, Metaphys. I, 5. ") Plutarch, Plato-
nicae Quaestion. V, 2, 4.
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ist schon das, was Lucian uns erzahlt^). Pythagoras habe einen

zahlen lassen. Dieser sagte: „1, 2, 3, 4", worauf Pythagoras da-

zwischen fuhr: Siehst du? Was du ffir 4 hiiltst, das ist 10 und ein

voUstiindiges Dreieck und unser Eidschwur! Hierin ist die Kenntnis

der Dreieckszahl 10 mit echt pythagoridschen Dingen in Yerbindung

gesetzt. Weit alter und dadurch noch ttberzeugender ist das Vor

kommen des Begriffes wenn nicht des Wortes bei Aristoteles: Die

einen ftthren die Zahlen auf Figuren wie das Dreieck und Viereck

zurfick^). Kommt nun endlich noch hinzu, daB einem Schttler des

Sokrates und des Platon, dem Philippus Opuntius, bereits eine

Schrift ttber vieleckige Zahlen zugeschrieben wird, welche er nebst

einer anderen ttber Arithmetik bei Phdipp von Mazedonien verfaBt

haben solP), so scheint uns damit der Beweis geliefert, daB wie die

Quadratzahl und ihre Entstehung aus den ungeraden, wie die hetero

meke Zahl und ihre Entstehung aus den geraden, so auch die Dreiecks

zahl und ihre Entstehung aus den unmittelbar aufeinander folgenden
Zahlen bereits pythagoraisch gewesen sein mfisse.

Bei diesen drei Summierungen von nach einfachen Gesetzen fort-

schreitenden Zahlen blieb man aber, wie uns berichtet wird, nicht

stehen. Man schrieb die Reihe der Quadratzahlen, von der 1 an, man

schrieb darunter aber erst von der 3 anfangend die ungeraden Zahlen,
und wenn man nun jede solche ungerade Zahl der zugehorigen Quadrat

zahl als Gnomon zuffigte, so entstanden wieder Quadratzahlen*). Fttr

uns heute fallt freilich diese Entstehungsweise:

14 9 . . H.°

3 5 7 . 2n Y I

~4 9 16 . . .(nY 1)'~
mit der ersterlauterten Bildung der Quadratzahlen zusammen, aber

den Alten war sie besonderer Hervorhebung wert. Nikomachus,

ungefahr Zeitgenosse des Theon von Smyrna, und ihm geistes-

verwandt, hat ein Beispiel iihnlichen Verfahrens bei Dreieckszahlen

uns bewahrt^). Jede Dreieckszahl, sagt er, mit der nachstfolgenden
Dreieckszahl vereinigt gibt eine Quadratzahl, und wirklich ist

- —

^
- -

-|—-—^ — = n". Hier wagen wir nun, gesttttzt auf aUe diese

einander iihnlichen Verfahren, eine unmittelbar nicht auf Uberlieferung
sich sttttzende Yermutung^). Wir nehmen an, es sei auch die Addi-

'~i Lucian Bicav Ttgaaig, 4. Vgl. Allman, Greek G-eomctry from Thales

to Euclid pag. 28r. -) Aristoteles, Metaphys. XIV, 4. ') Bioygaqtoi, vitarum

scriptores Graeci minores edit. Westermann. Braunschweig 1845, pag. 446.

*) Theon Smyrnaeus ^ed, Hiller) 32, °) Nicomachus, Eisagog. arithm. II, 12

(ed. Hoche), pag, 96. ") Math, Beitr. KulturL 105—107.
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tion von je zwei aufeinander folgenden Quadratzahlen vorgenommen

worden, um wie in den vorher erwiihnten Beispielen einmal zuzu-

sehen, ob dabei etwas Bemerkenswertes sich enthttUe. In der Tat

fand sich ein hochst auffallendes Ergebnis: Die Quadratzahlen 9

und 16 lieferten als Summe die niichste Quadratzahl 25, und

nur bei ihnen zeigie sich diese Erscheinung. Dem heutigen Mathe

matiker ist solches freiUch nicht auffallend. Wir erkennen sofort,

daB die Gleichung (x
- 1)^ + x"- = (x Y 1)' nur die Wurzeki a; = 4

und a- = 0 besitzt, daB also nur 3^ + 4^ = 5^ auftreten kann, wenn

man (— 1)^ -|- 0^ = 1^ oder anders geschrieben 0+1
= 1 nicht be

achten wdl. Aber der Grieche jener alten Zeit konnte diese Uber

legung nicht anstellen, konnte, wenn sie ihm moglich gewesen ware,

die zweite Gleichung nicht denken. Wir kommen auf den Zahien

begriff der Griechen noch zurttck. Gegenwartig wissen wir nur, daB

die NuU, ffir welche sie kein Zeichen hatten, ihnen auch keine Zahl

war. Wir sind darfiber aufs deutlichste durch einen der schon ge

nannten Arithmetiker unterrichtet. Nikomachus sagt uns, jede Zahl

sei die halbe Summe der zu beiden Seiten gleich weit von ihr ab-

stehenden Zahlen; nur die Einheit bdde eiue Ausnahme, weil sie keine

zwei Nachbarzahlen besitze; sie sei darum die Halfte der einen un

mittelbar benachbarten Zahl^).
So muBten die Zahlen 9, 16, 25 und mit ihnen die Zahlen 3, 4,

5, deren Quadrate sie waren, welche ihre Ordnungszahlen in der Reihe

der Quadratzahlen bildeten, der Aufmerksamkeit empfohlen sein, um

so dringender empfohlen sein, wenn dieselben Zahlen schon ander

weitig als mit merkwfirdigen Eigenschaften versehen bekannt waren.

DaB dem so war, darfiber mttssen wir uns jetzt zu vergewissern

suchen, ohne zu vergessen, daB 3- Y -i' = 5° den Agyptern bekannt war.

7. Kapitel.

Pytliagoras und die Pythagoraer. Greometrie.

Wir sind an dem Punkte angelangt, wo wir die nur im Bilde

geometrische Arithmetik der Pythagoriier mit ihrer eigentUchen Geo

metrie in Yerbindung treten sehen. Wir haben demgemiiB auch auf

diesem Gebiete abzusuchen, was unmittelbare oder mittelbare Uber

lieferung dem Pythagoras und seiner Schule zuweist.

Zuniichst konnen wir eine ganze Gruppe vou geometrischen
Kenntnissen zusammenfassen unter dem gemeinsamen Namen der An-

1) Nicomachus, Eisagog. arithm. I, 8 (ed. Hoohe), pag. 14.
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legung der Flachen, „Altertfimlich, so sagen die Schttler des

Eudemus, und Erfindungen der pythagoraischen Muse sind diese Siitze,
die Anlegung der Flachen, ihr UberschieBen, ihr Zurttckbleiben," rj xa

jtaQajioXrj xav ^wptov i(cci 7; vTiSQ^ol-r] xul 7] aXXati'tg^). So lautet

der erlauternde Bericht des Proklus zu der eukUdischen Aufgabe an

einer gegebenen Geraden unter gegebenem AVinkel ein Parallelogramm
zu entwerfen, welches einem gegebenen Dreieck gleich sei. Desselben

Wortes sXXslTtaiv bei Anlegung von Flachen bedient sich Platon in

seinem Menon^), und Plutarch laBt an einer Stelle das Anlegen von

Flachen, naQaficxXXatv xov %(aQlov, von Pythagoras selbst herstammen'*),
wahrend er an einer anderen Stelle sich folgendermaBen ausdrttckt:

„Eines der geometrischsten Theoreme oder vielmehr Probleme ist das,
zu zwei gegebenen Figuren eiue dritte anzulegeu

—

jtugKjidXXeiv
—

,

die der einen gleich und der anderen iihnlich ist. Pythagoras soil,
als er die Losung gefunden, ein Opfer gebracht haben. Und wirk

Uch ist es auch feiner und wissenschaftlicher als das, daB das Quadrat

der Hj'potenuse denen der beiden Katheten gleich ist"*). Uber die

genauere Bedeutung der drei Worter Para bei. Ellipse, Hyperbei

bei Flachenanlegungen werden wir bei Besprechung der euklidischen

Geometrie im 13. Kapitel zu reden haben. Ffirs erste genfigt die

aUgemeine aus den angeftthrten SteUen leicht zu schopfende Uber

zeugung, daB es um die Zeichnung von Figuren gegebener Art und

gegebener GroBe sich handelt. Solche Zeichnung ist aber unmoglich,
wofern man nicht mit den Haupteigenschaften der Parallellinien

und ihrer Transversalen, mit den hauptsiichlichen Winkelsatzen

der Planimetrie vertraut ist, wofern man nicht die Auffindung von

Flacheninhalten, deren Abhangigkeit von den die betreffende Figur
bildenden Seiten in richtiger Weise kennt.

In der ersteren Beziehung sind wir wieder in der gttnstigen Lage,
unsere Behauptung bestatigen zu konnen. Die Pythagoraer ver

wandten die Parallellinien zum Beweise des Satzes von der

Winkelsumme des Dreiecks. Wir sahen (S. 143), daB die tha

letische Zeit, vielleicht Thales selbst, den Satz von der Winkelsumme

in dreifacher Abstufung an dem gleichseitigen, an dem gleichschenk

ligen, an dem unregelmaBigen Dreiecke behandelte. Eudemus laBt

durch die Pythagoraer den Satz fttr jedes beliebige Dreieck so be

wiesen werden, daB durch die Spitze des Dreiecks die ParaUele zur

Grundlinie gezogen und daraus die Gleichheit der Winkel an der

1) Proklus (ed. Friedlein) 419. *) Platon, Menon pag. 87, ") Plu

tarch, Noit posse suaviter vivi secundum Epieur. cap. 11. *) Plutarch, Con-

vivium VIH, cap. 4.
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Grundlmie mit ihren an jener ParaUelen hervortretenden Wechsel-

winkeln gefolgert wurde. Einer jener Wechselwinkel wurde sodann

mit dem ursprfingUchen Dreieckswinkel an der Spitze zu einem ein

zigen Winkel vereinigt, welcher selbst wieder den anderen Wechsel

winkel als Nebenwinkel besaB und mit ihm zusammen zwei Rechte

ergab ^).
Aus dieser DarsteUung zeigt sich so recht deutUch an einem

besonders merkwttrdigen, in der Stufenfolge der Beweisffihrungen uns

glttcklich erhaltenen Beispiele, wie die Wissenschaft der Geometrie

sich entwickelte. Von dem Zerlegen des Satzes in drei FaUe stieg

man auf zur Behandlung des aUgemeinen Falls, aber in diesem Auf-

wartsstreben hielt man wieder ein. Man erhob sich noch nicht zu

dem Ausspruche, die drei Winkel an der frttheren Dreiecksspitze be

saBen als Winkel, die je einen Schenkel gemeinsam fttr zweie haben,

und die einfach auftretenden auBersten Schenkel zu einer und der

selben Geraden sich verlangern lassen, die Winkelsumme von zwei

Rechten. Man muBte vielmehr erst zwei Winkel zu einem neuen,

diesen alsdann mit dem dritten verbinden. Freilich ist der letzt-

erwahnte Fortschritt, den man noch nicht wagte, nach unserem Ge-

ftthle, auch wohl nach dem Geftthle des Proklus, welcher wenigstens
von dessen Urheber uns nichts sagt, ein weit geringerer, als der,
den man wirklich voUzog, und wir erkennen hier bewundernd den

„h6hereu Gesichtspunkt, von welchem aus Pythagoras, dem Mathe

matikerverzeichnisse (S. 147) zufolge, die Grundlage unserer Wissen

schaft betrachtete".

Wir haben auch die Notwendigkeit betont, den Flacheninhalt

einer Figur aus den dieselbe bildenden Seiten in richtiger Weise

finden zu konnen. Unseren mathematischen Lesern diirfte diese Be-

toiiung fiberflfissig erscheinen, aber sie ist es nicht so ganz. Bei

einem Yolke von fiberwiegend geometrischer Begabrmg, wie es un-

streitig das griechische war, konnte noch um das Jahr 400 v. Chr.,
also zur Zeit Platons, einer der geistreichsten, tiefsten Geschichts

schreiber aller Jahrhunderte, konnte noch ein Thukydides so wenig
Bescheid wissen, daB er Inhalt und Umfang als proportional dachte,
daB er infolgedessen die Flache der Insel nach der zum Umfahren

notigen Zeit abschatzte ^). Diese Unkenntnis auch hochgebildeter
Laien hi einem theoretisch so einfachen, praktisch so wichtio-en

Kapitel der Planimetrie liiBt sich dann weiter und weiter verfolo-en.

Um 130 V. Chr. erzahlt Polybius, daB es Leute gebe, die nicht be-

1) Proklus (ed. Friedlein) 379. ^ Thukydides VI, 1 (ed. Rothe),
pag. 95.
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greifen konnten, daB Lager bei gleicher UmwaUungslange verschie-

denes Fassungsvermogen besitzen^). Quintilian, der romische Schrift
steUer fiber Beredsamkeit in der zweiten Hiilfte des ersten nach

christlichen Jahrhunderts, gibt als dem Laien leicht aufzudrangenden

TrugschluB den an, daB gleicher Umfang auch gleichen Inhalt be

weise^). VieUeicht hatte Quintilian bei diesem Yorwurfe seinen Zeit

genossen Plinius im Auge, welcher die GroBenverhaltnisse der Erd

teile durch Addieren ihrer Lange zu ihrer Breite verglich'). Proklus
erzahlt mit offenbarer Beziehung auf Vorkommnisse seiner Zeit, also

des v. S., daB manche schon bei der Tedung von Fliichen ihre Ge-

sellschafter fibers Ohr gehauen haben, indem sie eine groBere Fliiehe

mit Bezugnahme auf die Gleichheit des Umfanges fttr sich be-

anspruchten*). Steuerbeamte in Palastina UeBen sich gleichfalls
um das Y. S. in solcher Weise tauschen, indem sie einem Gemeinde-

vorsteher, welchem als Steuer der Ertrag einer mit Weizen zu be-

saenden Flache von 40 Ellen im Quadrat auferlegt war, verwilligten,
er konne in zwei Abteilungen jedesmal eine Flache von 20 Ellen im

Quadrat besaen, in der Meinung, dann sei er seiner Verpflichtung

nachgekommen^), und ganz AhnUches wird von einem Araber des

X. S. erzahlt^). Wir haben diese fehlerhafte Auffassung absichtUch

durch einen langeren Zeitraum und durch Volker hindurch verfolgt,
welche einer Stetigkeit der Geistesrichtung als Beispiel dienen konnen,
denn das mathematische, insonderheit das geometrische Denken der

Romer, der spateren Juden, der Araber war nicht anders als grie
chisch. Wir haben sie verfolgt, um uns fiber einen allgemeinen ge

schichtlichen Lehrsatz klar zu werden, dem wir eine nicht geringe

Tragweite besonders bei geschichtlich vergleichenden Forschungen

bedegen. Die Unwissenheit, so lautet unser Satz, und das noch

schlimmere falsche Wissen sind erblich, es gibt eine konservative

Kraft der Unwissenheit. Was an unrichtigen Ergebnissen einmal

gewonnen ist, das wird so leicht nicht zerstort, das wird mit um so

groBerer Zahigkeit festgehalten, je mehr es unverstanden ist. Nur

die Menge der Unwissenden und Halbwissenden wechselt, und in

ihrer Beschrankung liegt das, was man Fortschritt der Durchschnitts-

bildung nennt.

') Polybius IX, 21 (ed. Hultsch), pag. 686. ^ Quintilianus, Institutio

oratoria I, 10, 39flgg. (ed. Halm) pag. 62. ") Detlefsen, Die Maasse der Erd-

theile nach Plinius, Programm des Gliickstadter Gymnasiums fiir 1883, S. 6— 7

mit Berufung auf Plinius, Histor. natur. VI, 208. ■") Proklus (ed. Fried

lein), pag. 237. ^) Jerusalem, Talmud Sota 20a nach Zuckermann, Das

Mathematische im Talmud, Breslau 1878, S. 43, Note 58, ") Dieterici, Die

Propadeutik der Araber im X, Jahrhundert, S. 35.
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Der Flachenanlegung nahe verwandt und mit ihr den Pytha

goraern eigen ist die Lehre von den regelmaBigen Vielfliichnern,

angedeutet in den Worten des Mathematikerverzeichnisses: „Pytha-

goras ist es auch, der die Konstruktion der kosmischen Korper er

fand." Der Name der kosmischen Korper bedarf der Erkliirung. Wie

Aristoteles uns berichtet, war Empedokles von Agrigent in

Sizdien, ein Phdosoph, der um 440, jedenfaUs spiiter als Pythagoras

lebte, der erste, der vier Elemente, Erde, Wasser, Liift und Feuer,

annahm, aus denen alles zusammengesetzt sei^). Vitruvius und andere

Gewiihrsmiinner wollen, Pythagoras habe schon vorher das Gleiche

ausgesprochen^). Wir haben eine Wahl zwischen beiden Meinungen

hier nicht zu treffen. Jedenfalls fibernahm Timaus von Lokri aus

der einen oder anderen Quelle die Lehre, wie der nach ihm benannte

platonische Dialog erkennen laBt. Timaus erlautert die Entstehung
der Welt, setzt das Vorhandensein der vier Grundstoffe auseinander,

gibt denselben besondere Gestalten^). Das Feuer trete als Tetraeder

auf, die Luft bestehe aus Oktaedern, das Wasser aus Ikosaedern, die

Erde aus Wfirfeln, und da noch eine ffinfte Gestaltung moglich war,

so habe Gott diese, das Pentagondodekaeder benutzt, um als UmriB

des Weltganzen zu dienen''). Diese ffinf Korper heiBen dem ent

sprechend kosmische Korper als zum Kosmos in notwendiger Be

ziehung stehend.

Die Geschichte der Mathematik entnimmt den atomistischen Ver-

suchen jener altesten Lehren dieser Art die wichtige Wahrheit, daB

Timaus die fttnf regelmaBigen Korper kannte. Ob er ahnte, daB

es wirklich keinen sechsten regelmaBigen Korper gebe, ob er ohne

auch nur die Frage nach einem solchen zu erheben sich mit Yer

wertung der nun einmal bekannten Korperformen begnfigte, wissen

wir nicht. Wahrscheinlicher deucht uns das letztere, und nun gar

einen Beweis der Unmoglichkeit eines sechsten regelmaBigen Korpers
in so frfiher Zeit anzunehmen, wfirden wir aufs entschiedenste ab-

lehnen mfissen. Dagegen hat es keine Schwierigkeit diejenigen Kennt

nisse, welche wir als Timiius geliiufig bezeichneten, d. h. die Gestalt

der ffinf rcgelmiiBigen Korper bis in jene Zeit, auch wohl darttber

hinaus zu verfolgen^).

Korper wie der Wtirfel, das Tetraeder, welches nichts anderes

^) Aristoteles, Metaphys. I, 4. >) Vgl. Chaignet II, 164flgg. ') Vgl.
Th. H. Martin, Etudes sur le Timee de Platon I, 145flgg. und H, 234—250.

\) Zelleri, 350, Anmerkung 1 nimmt an, das Dodekaeder sei nicht die Gestalt

des Weltganzen, sondern des Atheratoms, d. h. des kleinsten Teiles der das

Weltganze umgebenden auBeren Schichten. ^) Das hier Folgende wesentfich

nach Bretschneider S, 86 und 88.



Pythagoras und die Pythagoraer. Geometrie. 175

als eine Pyramide mit dreieckiger Grundflache, das Oktaeder, welches

eine Doppelpyramide mit quadratischer Grundfliiche ist, mttssen noch

weit fiber das Zeitalter des Pythagoras zurfick sich als den Agyptern
bekannt vermuten lassen. Wer bei ihnen jahrelang verweilte, ja wer

nur kurze Zeit die Baudenkmaler ihres Landes in Augenschein nahm,
dem ist die Kenntnis auch jener Korper mit Notwendigkeit zuzu-

sprechen, und daB die Pythagoraer kein Bedenken trugen, was ihr

Lehrer wuBte, als seine Erfindung zu verehren, wurde schon erwahnt.

Auch das Ikosaeder und nicht minder das Dodekaeder muB wohl

oder fibel den Pythagoraern bekannt gewesen sein. Sonst konnte

nicht Philolaus schon von den ffinf Korpern in der Kugel reden'),
sonst wfirde nicht das alte Mathematikerverzeichnis nebst anderen

fibereinstimmenden Berichten") so deutlich samtUche kosmische oder

regelmiiBige Korper als pythagoraisch bezeichnen. Moglicherweise
haben wir den Verlauf der Entdeckung jener Korper so zu denken,
daB man zuerst nur von Wfirfel, Tetraeder, Oktaeder wuBte, daB dann

das Ikosaeder, zuletzt erst, wenn auch jedenfalls noch vor Timaus,
das Dodekaeder hinzutrat. Mit dieser Annahme wttrde die Schwierig
keit sich losen, daB die ursprttnglich jedenfalls in Vierzahl angenom-

meneu Grundstoffe mit den fttnf Korpern nur sehr kttnstlich in Yer

bindung zu bringen sind. Es wttrden nilmlich zuniichst vier Korper
mit vier Elementen durch einen naturgemaBen Gedanken sich gepaart

haben, und zu dem nachtraglich gefundenen fttnften Korper wttrde

dann eine kosmische Bedeutung erst gesucht worden sein.

Mit dieser Annahme wttrde auch die Erzahlung des Jamblichus^)
sich decken, daB Hippasus, ein Pythagoraer, der das Pentagon
dodekaeder der Kugel zuerst einschrieb und veroffentlichte, wegen

dieser Gottlosigkeit im Meer umgekommen sei. Er habe den Ruhm

der Entdeckung davongetragen, „aber es sei das Eigentum JENES,
so bezeichnen sie namlich den Pythagoras und nennen ihn nicht bei

Namen"

Man wttrde vieUeicht eine groBere Sicherheit in der Beantwortung
dieser Fragen erlangen, wenn man Alter und Herkunft eines noch

vorhandenen Bronzedodekaeders zu bestimmen imstande ware*). Dabei

sind zahlreiche andere Dodekaeder zu vergleichen, welche auf kel-

tischem Boden ^), welche auch in Oberitalien ^) aufgefunden worden sind.

>) Boeckh, Philolaus fragm. 21, S. 160. Chaignet I, 248. ^j Vgl.

Wyttenbach, Ausgabe von Platons Phadon. Leiden 1810, pag. 304—307.

=) Jamblichus, Vita Pythagorica 88. •*) Vgl. verschiedene Notizen von Graf

Leopold Hugo in den Comptes rendus der Pariser Akademie der Wissen

schaften. Bd. LXXVII. ^) Conze, Uber ein Bronzegerat in Dodekaederform.

Westdeutsche Zeitschrift fiir Geschichte und Kunst (1892) XI, 204. ") F. Linde-
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Man hat diese Funde fttr sehr alt und um Jahrhunderte ttber

Pythagoras hinausreichend erkliirt, und, wenn diese Zeitbestimmung

richtig sein soUte, so dfirfte auch gegen gewisse Folgerungen aus

denselben') wenig einzuwenden sein. Unter den Eisenerzen kommt

der Pyrit (Schwefelkies) auf Elba und in den sudUchen nach dem

Piemont ausmfindenden Alpentiilem, sonst aber nirgend, in Kristallen

vor, welche von 20 Dreiecken, und in anderen, welche von 12 Ffinf-

ecken begrenzt sind. RegelmiiBige Ikosaeder und Dodekaeder sind

das nicht, iihneln denselben aber, und als in der anfangenden Eisen-

zeit jenes MetaU an Wichtigkeit gewann, konnen jene KristaUformen

Verehrung und Nachbildung gefunden haben. Wenn nun 2) berichtet

wird, Pythagoras habe auch von den Galliern gelernt, ein Bericht,

den wir, weil wir ihm nicht zu sehr trauen, bei unseren Angaben

fiber das Leben des Pythagoras fibergingen, so konnte das auf das

Kennenlemen jener Korperformen von Norden her sich beziehen.

Pythagoras hatte dann in der Tat alle regelmiiBigen Korper oder

denselben einigermaBen ahnelnde gekannt, und dem Hippasus blieb

als lohnende Aufgabe das mathematische Erkennen des vor ihm nur

erfahrungsmaBig Vorhandenen.

Mit den Angaben fiber die ffinf Korper im engsten Zusammen

hange stehen die fiber die Kugel, in welche jene beschrieben ge

dacht sind, und welche demzufolge nebst einigen ihrer Eigenschaften

gleichfalls den Pythagoraern bekannt gewesen sein muB.

In demselben Zusammenhange erscheinen Angaben, welche sich

auf die Grenzflachen jener Korper, auf die regelmaBigen Viel-

ecke, als Dreiecke, Yierecke, Ffinfecke beziehen, und denen wir uns

nunmehr zuzuwenden haben. Wir kehren damit zur Flachenanlegung
zurfick, deren Verwandtschaft zur Lehre von den Yielflachnern wir

oben zunachst unerwiesen behauptet haben. Platon laBt seinen Timaus

fiber die Entstehung der regelmaBigen Dreiecke und Yier

ecke sich aussprechen. Er sagt^), diese Figuren setzten ihre Flache

immer aus rechtwinkUgen Dreiecken zusammen, und zwar entweder

aus solchen, welche zugleich gleichschenklig sind, oder aus solchen,
deren spitze Winkel, der eine einem Drifted, der andere zwei Dritt-

teilen des rechten Winkels gleich sind.

Das hat nun offenbar seine Richtigkeit,

indem das Quadrat in zwei oder vier

Dreiecke der ersten Art (Fig. 23), das

gleichseitige Dreieck in zwei oder sechs

mann, Zur Geschichte der Polyeder und der Zahlzeichen. Sitzungsberichte der

mathem. physik. Klasse der k. bayer. Akad. der Wissensch. (1897) XXVI, 625—758.

1) Lindemann L c. ^ Zeller I, 277. ") Platon, Timaeus 64 B und 54 D.
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Dreiecke der zweiten Art (Fig. 24) zeiiegt werden kann. Uberein

stimmend damit, aber sicherlich einer anderen QueUe als dem plato
nischen Timaus, ttber dessen Angaben er

hinausgeht, folgend sagt Proklus, es sei

ein pythagoraischer Lehrsatz, daB die

Ebene um einen Punkt herum durch

sechs gleichseitige Dreiecke, vier

Quadrate oder drei regelmiiBige Sechsecke voUstiindig er-

fttllt werde, so daB nur diese Figurengattungen zur giinzlichen
Zerlegung einer Ebene in lauter identische Stucke Benutzung finden').
Wir woUen daran anknfipfend nur erinnern, daB wir schon (S. 143)
die Kenntnis solcher um einen Punkt herumliegenden sechs gleich
seitigen Dreiecke wahrscheinlich zu machen suchen muBten, und daB

folglich rfickwarts die Angabe des Proklus unsere dortigen Behaup-

tungen zu starken imstande ist.

Wie verhalt es sich aber gegenttber der ZerfaUung der Grenz

flachen der vier ersten Korper mit der Grenzflache des fttnften und

letzten, mit dem regelmiiBigen Fttnfecke? Das Fttnfeck ist, wie

leicht ersichtlich, mittels der beiden rechtwinkUgen Dreieckchen, die

wir nach der Vorschrift des Timaus fiir die HersteUung von Dreieck

und Viereck benutzten, nicht zusammenzusetzen, eine Zerlegung in
'

'(DC)

eben solche kann mithin nie gelungen sein. Wohl aber dfirfen wir

erwarten, Spuren verfehlter Versuche anzutreffen, und diese fehlen

nicht. Plutarch hat an zwei SteUen von der Zerlegung der das

Dodekaeder begrenzenden Fliiehe in 30 Elementardreiecke gesprochen,
hat das eine Mal hervorgehoben, daB somit alle 12 Flachen 360 Drei

eckchen liefern, gleich an Zahl mit den Zeichen des Tierkreises '),

hat das andere Mal bemerkt, es soUe, wie man sage, das Elementar-

dreieckchen des Dodekaeders von dem des Tetraeders, Oktaeders, Iko-

saeders verschieden sein'). Ein anderer Schriftsteller des H. S., Alki-

nous, hat in seiner Einleitung zum Studium des Platon gleichfalls von

den 360 Elementen gesprochen, welche

erzeugt werden, indem jedes Fttnfeck in

5 gleichseitige Dreiecke, jedes von diesen

in 6 ungleichseitige zerfalle*). Nimmt

man nun diese Zerlegung wirklich vor

(Fig. 25), so tritt aus dem Gewirre der Fig. 25 Fig, 26.

>) Proklus (ed. Friedlein) 304—305. Vgl, auch Heron (ed. Hultsch)

pag. 22 Definitio 74. -) Plutarchus, Quaest. Platon, V, ") Plutarchus,

De silentio oracul. cap. 33. *) Alcinous, De doctrina Platonis (ed. Lambinua).

Paris 1667, cap. 11.

Cantor, Geachiohte der Mathematik I, 3, Aufl, 12
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Linien am deutlichsten das Sternfttnfeck heraus, welches demnach ffir

sich schon ein Zeugnis der versuchten Zerlegung des Ffinfecks in Ele

mentardreiecke ablegt. Das Sternfttnfeck (Fig. 26) soU aber den Pytha

goraern Erkennungszeichen gewesen sein. Lucian und der SchoUast

zu den Wolken des Aristophanes berichten darfiber gleichmaBig i).

Briefe pfiegten mit irgend einer standigen Anfangsformel eingeleitet

zu werden. Die einen schrieben: Freue Dich, latQatv, die anderen

mit Platon: Sei glttcklich in Deinen Handlungen, sv TtQaxxaiv, die

Pythagoraer: Sei gesund, -vyi^aiveiv. Gesundheit heiBt auch bei ihnen

das dreifache Dreieck, das durch gegenseitige Yerschlingung das

Fttnfeck erzeugt, das sogenannte Pentagramm, dessen sich die GUeder

des Bundes als Erkennungszeichen bedienen. Fredich kommt das

Pentagramm auf der sogenannten Aristonophosvase aus Caere, welche

dem 7. vorchristUchen Jahrhunderte angehoren soil, kommen ffinf-

eckige Ornamente in mykenischen Funden, kommen ffinfspeichige

Riider auf oberitaUenischen Fundstucken vor^), und wieder unter der

Annahme richtiger Zeitbestimmung ffir die Entstehung hiitten wir

alsdann das Ffinfeck als vorpythagoraisch anzuerkennen, und nur die

mathematische Betrachtung desselben gehorte der Schule an.

Unter alien Umstanden ist die selfsame Bedeutung, welche die

freilich auch selfsame Figur des Sternffinfecks bei den Pythagoraem

besaB, eine Unterstfitzung der kaum mehr bestrittenen Yermutung,
daB das regelmaBige Ffinfeck von den Pythagoraern der Beachtung

unterzogen, wenn nicht erfunden worden sei. DaB diejenigen, welche

dasselbe als Grenzflache eines Korpers verwerteten, es gekannt haben

mussen, bedarf keines Beweises, aber woher soUten sie es entnommen

haben? Wir erinnem daran, daB wenigstens unter den Abbildungen
aus chaldaischer, wie aus agyptischer Yorzeit, welche wir vergleichen

konnten, ein regelmaBiges Ffinf- oder Zehneck, eine Zerlegung der

Kreisflache in Ausschnitte nach irgend einer durch fiinf tedbaren An

zahl nicht vorkommt (S. 49 und 109). Wir machen ferner darauf

aufmerksam ^j, daB die Einzeichnung des Ffinfecks in den Kreis geo

metrisch genau erst dann erfolgen konnte, als der Satz von den Qua

draten der Seiten des rechtwinkUgen Dreiecks, als zugleich auch der

goldne Schnitt bekannt geworden war.

Der goldne Schnitt spielte in der griechischen Baukunst der

perikleischen Zeit eine nicht zu verkennende Rolle. Das asthetisch

wirksamste Yerhiiltnis, und das ist das stetige, ist in den athenischen

^) Beide Stellen sind vielfach abgedruckt, z. B. bei Bretschneider S. 85

bis 86. *) Lindemann 1. c. S. 730—733. ") Bretschneider S. 87 hat diese

gewiB richtige Bemerkung mutmaBlich zuerst gemacht.
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Bauten aus den Jahren 450—430 aufs schonste verwertet i). Wir

konnen bei soldier RegelmaBigkeit des Auftretens nicht an ein in-

stinktives Zutreffen glauben, am wenigsten, wenn wir des ehen be-

rtthrten geistigen Zusammenhangs zwischen goldnein Schnitte, regel

maBigem Fttnfecke und pythagorilischem Lehrsatze gedenken.
Bevor wir zu diesem letzteren uns wenden, mttssen wir-) noch

einem lilngere Zeit viel verbreiteten Irrtume begegnen. Diogenes

Laertius berichtet: „Unter den korperlichen Gebilden, sagen die Pytha

goraer, sei die Kugel, unter den ebenen der Kreis am schonsten"^).
Man hat daraus entnehmen wollen, Pythagoras oder doch seine Schule

hatten auch die Grundlage zu der Lehre von den isoperimetrischen

Raumgebdden gelegt. Man ist dabei gewiB von der richtigen Deutung

jenes Satzes abgewichen. Es sollte damit ein eigentlicher geome

trischer Lehrsatz ttberhaupt nicht ausgesprochen werden. Nur die

gleichmaBige Rundung erhielt in den gemeldeten Worten das ge-

btthrende Lob.

Den gemeinsamen, fttr Arithmetik und Geometrie gleichmaBig
bedeutsamen SchluBstein unserer Untersuchungen ttber Pythagoras
und seine Schule bildet nunmehr der nach dem Lehrer selbst be

nannte Satz vom rechtwinkUgen Dreiecke. Nicht als ob wir in ihm

auch den SchluBstein des von den Pythagoraern aufgefiihrten mathe

matischen Gebaudes vermuteten. Keineswegs. Wir haben vielmehr

schon gesehen und werden noch weiter sehen, daB unter den schon

besprochenen geometrischen Dingen einige nicht gut anders als in

folge des Satzes vom rechtwinkUgen Dreieck aufgetreten sein konnen.

Die Beziehung des regelmaBigen Ffinfecks zu diesem Satze ist erst

erwahnt. Die Elementardreieckchen des Timaus dienen als Beweis,
daB die Pythagoraer denjenigen sonderbaren rechtwinkUgen Dreiecken

ihre Aufmerksamkeit zuwandten, welche in dieser physikalisch-geome-
trischen Eigenschaft Yerwertung fanden. Das war einmal dasjenige

Dreieck, dessen beide Katheten je eine Langeneinheit als MaB be

sitzen, das war zweitens dasjenige, dessen Hypotenuse doppelt so groB

ist, als die kleinere Kathete, so daB also 1 und 2 die MaBe dieser

beiden Seiten bezeichnen.

Wir haben uns (S. 152) schon darfiber ausgesprochen, daB wir

ffir den Satz vom rechtwinkUgen Dreieck Pythagoras selbst als den

Entdecker betrachten, und uns wesentUch auf den Bericht bezogen,

') Vgl. Zeisings verschiedene Schriften, iiber welche mit fiir den mathe

matischen Leser geniigender AusfuhrHchkeit S. Giinther in der Zeitschr. Math.

Phys. XXI, histor.-literar. Abtlg. S. 157—166 berichtet hat. *) Auch hier riihrt

die richtige Ansicht von Bretschneider S. 89—90 her. ") Diogenes Laer

tius vm, 19.

12*
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diejenigen, welche Altertfimliches erkunden woUten, ffihrten den Satz

auf Pythagoras zurttck '). Der in Euklids Elementen vorgetragene

Beweis dagegen, derselbe Beweis, der auch heute noch der bekannteste

ist, bei welchem die Quadrate fiber die drei Dreiecksseiten nach

auBen hin gezeichnet werden und das Quadrat der Hypotenuse durch

eine von der Spitze des rechten Dreieckswinkels auf die Hypotenuse

o-efiiUte gehorig verlilngerte Senkrechte in zwei Rechtecke zerfiillt,

von denen jedes dem ihm benachbarten Kathetenquadrate fliichen-

gleich ist, dieser Beweis rfihrt nach Proklus' ausdrfickUcher Aussage

von Euklid selbst her. DaB Plutarch 2) den Satz vom rechtwink

Ugen Dreieck als Satz des Pythagoras kennt, wissen wir (S. 171).

Der Rechenmeister Apollodotus oder Apollodorus, wie Diogenes

Laertius denselben nennt ^), erzahU in Versen von dem Stieropfer,

welches Pythagoras gebracht habe, als er den Satz von den Quadraten

der Hypotenuse und der Katheten entdeckt hatte. Nicht wenige

Schriftsteller sind in ihren Angaben bezfiglich des Satzes in einer

wesentUchen Beziehung genauer, indem sie den Namen des Pytha

goras mit demjenigen rechtwinkUgen Dreiecke in Yerbindung bringen,

dessen Seiten die MaBzahlen 3, 4, 5 besitzen. Am deutlichsten ist

in dieser Beziehung Vitruvius, in dessen im Jahre 14 n. Chr. ver-

faBter Architektur ausdrttcklich berichtet wird, daB Pythagoras einen

rechten Winkel mit Hilfe der drei LangenmaBe 3, 4, 5 zu kon-

straieren lehrte, und daB eben derselbe erkannte, daB die Quadrate

von 3 und von 4 dem von 5 gleich seien*). Eine PlutarchsteUe, in

welcher dasselbe Dreieck besprochen wird^), ist uns (S. 1571 schon

vorgekommen. Dasselbe Dreieck spielt in Platons Staate eine Rolle.

Und wenn wir auf ganz spate Zeiten zu dem Zwecke herabgehen

dfirfen, um mindestens zu zeigen, daB die UberUeferung der Uber

lieferung sich erhalten hat, so mochten wir als letzten Gewahrsmann

einen Glossator vom Anfange des XII. S. nennen, der vom pvthago-
raischen Dreiecke redend das mit den Seiten 3, 4, 5 unter diesem

Namen versteht^).
Wir glauben nun, daB die Wahrheit, welche jener UberUeferung

zugrunde Uegt, darin besteht, daB Pythagoras an dem Dreiecke 3, 4, 5

seinen Satz kennen lernte. „Schwerlich leitete den Pythagoras das

nach ihm benannte geometrische Theorem auf seine arithmetischen

Siitze, sondern umgekehrt mogen ihn die Beispiele zweier Quadrat-

1) Proklus (ed, Friedlein) 426, -) Plutarchus, Convivitim VIII, 4.

') Diogenes Laertius VHI, 12. *) Vitruvius IX, 2. ") Plutarchus, De
Lside et Osiride 56. ") Cantor, Die romisohen Agrimensoren und ihre Stellung
in der Geschichte der FeldmeBkunst. Leipzig 1876, S. 156 und Note 288. Wir

verweisen kiinftig auf dieses Buch unter dem Titel
,,Agrimensoren".
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zahlen, deren Summe wieder eine Quadratzahl ist, auf die Relation

zwischen den Quadraten der Seiten eines rechtwinkUgen Dreiecks auf

merksam gemacht haben" i). So drfickte sich em deutscher Gelehrter

bereits 1S33 aus, welcher aber keineswegs zuerst diese, wie i\ir

glauben, richtige Anschauung von dem Entwicklungsgange sich an-

eignete. Die gleiche Ansicht ist schon in der Euklidausgabe des

• 'liivius (1574) ausgesprochen mit dem Zusatze, es sei dieses die

Meinung verschiedener^). Pythagoras bemerkte, meinen wir, daB

von aufeinanderfolgenden Quadratzahlen ausschlieBlich 9 -|- 16 = 25

|S. 170). Als er diese unter alien Umstanden interessante Bemerkung
machte, kannte er bereits, gleichviel aus welcher QueUe, die Er-

fahrungstatsache, daB ein rechter Winkel durch Annahme der MaB

zahlen 3, 4, 5 ffir die Langen der beiden Schenkel und fur die Ent

fernung der Endpunkte derselben konstruiert werde. Wir
'

haben

(S. 105) darauf hingewiesen, daB die Agypter, (S, 49) daB die Baby
lonier vielleicht die gleiche Kenntnis besaBen, daB die Chinesen ihrer

sicherlich teilhaftig waren. Ein chinesischer SchriftsteUer hat nam

lich gesagt: „Zerlegt man einen rechten Winkel in seine Bestandteile,
so ist eine die Endpunkte seiner Schenkel verbindende Linie 5, wenn

die Grundlinie 3 und die Hohe 4 ist"^). Die geometrische und die

arithmetische Wahrheit vereinigten sich nun in dem BewuBtsein des

Pythagoras zu einem gemeinschaftlichen Satze. Der Wunsch lag
nahe zu prfifen, ob auch bei anderen rechtwinkUgen Dreiecken die

MaBe der Seiten zu Quadratzahlen erhoht das gleiche Verhalten

bieten. Die einfachste Voraussetzung war die des gleichschenklig

rechtwinkUgen Dreiecks, wo Hohe und Grundlinie gleich der LUngen-
einheit waren. Die Hypotenuse wurde gemessen. Sie war groBer
als eine, kleiner als zwei Liingeneinheiten. Die mannigfaltigsten Yer

suche mogen darauf angestellt, andere und andere Zahlenwerte ffir

die gleichen Katheten eingesetzt worden sein, um eine Zahl fttr die

Hypotenuse zu erhalten. Yergebens, Man erhielt wahrscheinlich

Zahlen, die dem gesuchten MaBe der Hypotenuse nahe kamen, Nahe-

rungswerte von "|/2 wfirden wir heute sagen, aber es war noch

ein Riesenschritt, von der Fruchtlosigkeit der angestellten Yersuche

auf die aller Yersuche fiberhaupt zu schlieBen, und diesen Schritt

voUzog Pythagoras.
Er fand, daB die Hypotenuse des gleichschenkligen rechtwinkUgen

') So Jul. Fr. Wurm schon 1833 in Jahns Jahrbiichern IX, 6-'. Meine

denselben Grundgedanken einzeln durchfiihrende Darstellung in den Math. Beitr.

Kulturl. ist 1863 entstanden, ohne daB ich Wurms Aufsatz oder die Stelle bei

Clavius kannte. ^) ut nonnuUi volunt. "i Vgl. Biernatzki, Iiie Arithmetik

der Chinesen in Crelles Journal. Bd. 52.
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Dreiecks mit meBbaren Katheten selbst unmeBbar sei, daB sie durch

keine Zahl benennbar, durch keine aussprechbar sei^); er ent

deckte das Irrationale, worauf das alte Mathematikerverzeichnis

ein so sehr berechtigtes Gewicht legt. Er entdeckte es gerade an der

Hypotenuse des gleichschenkUgen rechtwinkUgen Dreiecks, wie aus

mehr als nur einem Umstande wahrscheinlich gemacht werden kann.

So erzahlt uns Platon, der Pythagoraer Theodorus von Kyrene,

der ihn selbst in der Mathematik unterrichtet hatte, habe bewiesen,

daB die Quadratwurzel aus 3, aus 5 und anderen Zahlen bis zu 17

irrational sei^). Yon der Irrationalitat der Quadratwurzel aus 2 ist

dabei keine Rede; diese muB also vorher bekannt gewesen sein.

Aristoteles weiB dagegen an vielen Stellen von der Irrationalitat der

Diagonale des Quadrates von der Seite 1 zu reden, und sagt einmal

geradezu, der Grund dieser Irrationalitat Uege darin, weU sonst Ge

rades und Ungerades gleich sein muBte^). Den Sinn dieser Worte er

lautert aber Euklid. Er gibt namlich folgenden Beweis, den wir nur

so weit abgeandert haben, daB wir Euklids Worte in moderne Zeichen-

sprache umsetzten*). Es sei AF zu AB (Fig. 27) kommensurabel

^
und verhalte sich in kleinsten Zahlen wie a zu (i;

folglich muB wegen AF^ AB auch a > /3 und

sicherUch > 1 sein. Weiter folgt AF^: AB- = «= :/3-
und wegen AF^ = 2AB^ auch a^ = 2/3^, folglich a^

und mit dieser Zahl zugleich auch a eine gerade
r Zahl. Die zu a teilerfremde ji muB daher ungerade
sein. Die gerade a sei = 2y, so folgt a^ = Ay^ Es

war «^ = 2/32, mithin ist 2 ji^- = 4y^, ji"- = 2y^ gerad und auch /3 ge-

rad, was mit dem eben bewiesenen GegenteU einen Widerspruch
bildet, der zur Aufhebung der Annahme ffihrt, als konne die Diago
nale mit der Quadratseite in einem rationalen Zahlenverhaltnisse stehen.

Man sieht, das muB der Beweis gewesen sein, an welchen Aristoteles

bei seiner AuBerung dachte. Es ist also ein Beweis, dessen Alter

tum fiber Aristoteles hinaufreicht, und der, nach der kurzen Weise, in
welcher dieser ihn andeutet, zu schlieBen, den Lesem des Aristoteles

zur Genfige bekannt sein niuBte. Wir gehen deshalb vieUeicht nicht

zu weit, wenn wir gerade diesen Beweis als einen hergebrachten an

sehen, als denjenigen, der in der aUen pythagoriiischen Schule ge
ffihrt wurde, mag ihn Pythagoras selbst oder einer seiner unmitteL

baren Schfiler und Nachfolger ersounen haben.

') gr]T6v und dloyov sind die griechischen Namen fiir Rationalzahl und

Irrationalzahl; dloyov heiBt sowohl ohne Yerhiiltnis als ohne Wort d. h. nicht

aussprechbar. ») Platon, Theaetet 147, D. ») Aristoteles, Analytica
prot. I, 23, 11. ") Euklid X, 117.
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War in der Tat die Diagonale des Quadrates als irrational,
die Diagonale des Rechteckes mit den um eine Liingeneinheit ver-

schiedenen Seiten 3 und 4 als rational, namlich mit der Lano-e 5,

bekannt, dann war es moglich, daB man auch Quadrat und Hete

romekie als diejenigen Gegensatze in die pythagoriiische Kategorien
tafel, welche uns durch Aristoteles bekannt geworden ist, aufnahm,
die den sonst dort fehlenden Gegensatz des Rationalen und Irrationalen

ersetzen sollten i). Wir haben eine solche von der unsrigen zuniichst

abweichende Erklarung angekttndigt (S. 160) und nicht ganz von

der Hand gewiesen. Allein sie voUkoiiimen uns anzueignen, auch in

der Yerbindung mit unserer eigenen Yermutung, die wir dorf als

notwendig betonten, vermogen wir trotz eines unterstutzenden Grundes,
auf welchen wir im 11. Kapitel zu reden kommen, doch nicht. Es

konnte nilmlich gerade das Fehlen des Gegensatzes des Rationalen uml

des Irrationalen in der Kategorientafel als bezeichnend betrachtet

werden mttssen.

Nach einem alten Scholion zum X. Buche der euklidischen Ele

mente, welches man in neuerer Zeit dem Proklus zuzuschreiben

pfiegt"), dttrfte diese Annahme eine nicht ungerechtfertigte sein.

„Man sagt, daB derjenige, welcher zuerst die Betrachtung des Irra

tionalen aus dem Verborgenen in die Offentlichkeit brachte, durch

einen Schiffbruch umgekommen sei, und zwar weil das Unaussprech-
liche und Bildlose immer verborgen werden sollte, und daB der,

welcher von ungefahr dieses Bild des Lebens bertthrte und aufdeckte,

an den Ort der Entstehung*) versetzt und dort von ewigen Fluten

uraspttlt wurde. Solche Ehrfurcht hatten diese Manner vor der

Theorie des L-rationalen."

Das Mystische dieser Erklarungen stimmt aUerdings durchaus zu

den tibrigen philosophischen Ploskeln des Proklus und sie sind offen

bar pythagorilischer UberUeferung entnommen. Mystisch war, das

ist wieder einer der aUseitig anerkannten Punkte, der ganze Pytha

goraismus, und wir dttrfen vieUeicht hier als an dem geeignetsten
Orte darauf hinweisen, daB Philolaus schon die Winkel von

') So die Meinung Hankels S. 110, Anmerkung. ") Knoche, Unter

suchungen iiber die neu aufgefundenen Scholien des Proklus Diadochus zu

Euklids Elementen. Herford 1865, S. 17—28, besonders S. 23. *) Dr. P.

Hohlfeld machte uns brieflich aufmerksam, die griechische Stelle heiBe tig

rov Tijg ysviascag roitov = an den Ort der Entstehung, womit die Ubersetzung
des Commandinus in generationis hoc est p)-rofundi locum ijbereinstimme ; wenn

Hankel iibersetze „in den Ort der Miitter", so beruhe dieses wahrschein

lich auf unbewuBter Erinnerung an eine bekannte Stelle in Goethes Fauht,

zweiter Teil.
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Figuren bestimmten Gottern weihte^), daB Platon umgekehrt

die Gottheit immer geometrisch zu Werke gehen UeB^).

War einmal die Irrationalitiit als solche, und zwar an der Dia

gonale des Quadrates erkannt, war man sich bewuBt geworden, daB

die Diagonale des Rechtecks von den Seiten 3 und 4 genau in 5

Einheiten sich darsteUte, die des Rechtecks von gleichen Seiten

aber nicht angebbar war, welche Liinge man auch den beiden Seiten

bedegte, so muBte man wohl auch andere Rechtecke prufen, z. B.
o 7

von der Voraussetzung ausgehen, daB die Diagonale zur einen Seite

im einfachsten Zahlenverhiiltnisse von 2 zu 1 stehe, und nun die

andere Rechtecksseite zu messen suchen. AVir sehen hier das zweite

Elementardreieckchen vor uns, dessen Benutzung neben dem gleich

schenkligen rechtwinkUgen Dreiecke zur Flachenbildung wir aus

Platons Timaus kennen, und dessen somit nachgewiesener pytha

goraischer Ursprung den hier ausgesprochenen Vermutungen eine

immer breitere Grundlage gewahren dttrfte.

Wieder weiterschlieBend war die Untersuchung an einem Punkte

angelangt, wo der Weg sich spaltete. Man konnte, wo die Zahl ihren

Dienst versagte, geometrische Beweise fttr den Satz von den Quadraten

ttber den Seiten rechtwinkliger Dreiecke suchen. Man konnte solche

Zahlen suchen, die als Seiten rechtwinkliger Dreiecke auftreten

konnten. Man schlug beide Wege ein.

Hier ist vielleicht der geeignete Ort, auf die Bedeutung des

Wortes Hypotenuse (vTioxaivovSa) einzugehen*). Man hat xogdr],
die Saite, als zu erganzendes Hauptwort vermutet, also die von unten

nach oben gespannte Saite. Die Meinung ist durch agyptische Ab

bildungen von Harfen dreieckiger Gestalt gesttttzt. Ob der der Hypo
tenuse gegenttberliegeiide Winkel ein rechter ist oder nicht, darauf

kommt es nicht an. MusikaUsche Versuche werden Pythagoras ohne-

hin nacherzahlt, und mit diesen in Yerbindung konnte die Beachtung
der dreieckigen Harfe an Wahrscheinlichkeit gewinnen.

Wir haben oben gesagt, daB der heute gebrauchlichste Beweis des

pythagoraischen Lehrsatzes von Euklid herrtthre. Der in der pytha

goraischen Schule selbst geffihrte muB von diesem verschieden ge-

^) Bockh, Philolaus S. 155. Chaignet I, 246— 247. ^ Plutarchus,
Convivia VHI, 2 n&g TIldro:>v ilsys rbv &sbv dtl ysco^srgstv. Die Stelle bei

Platon selbst ist nicht bekannt. Wenn Vossius in seiner Geschichte der Mathe

matik dafiir auf den Dialog ,,Philebus" verweist, so durfte dieses Zitat auf einem

Irrtum beruhen; sagt doch schon Plutarch an der angegebenen Stelle ausdriick-

lich, jener Ausspruch finde sich nicht in Platons Schriften, konne aber ganz

wohl platonisch sein. '') Max C, P, Schmidt, Philologische Beitrage, zweites
Heft, Terminologische Studien. 'Tncirslvovaa pag, 9—45 (Leipzio- 1905),
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wesen sein. Er dfirfte seiner Altertumlichkeit entsprechend viele

UnterfiiUe unterschieden haben und gerade vermoo-e dieser Weitlaufig-
keit aufs grfindUchste beseitigt worden sein, wie wir daraus schlieBen

dfirfen, daB Proklus auch mit keiner Silbe des Ganges des voreukli-

dischen Beweises gedenkt. Waren UnterfaUe unterschieden, so ist die

Wahrscheinlichkeit vorhanden, die Beweisffihruno-
' TD

sei von dem gleichschenkUgen rechtwinkUgen Drei
ecke ausgegangen^ ) und habe die Zerlegung des

Quadrates durch seine Diagonalen (Fig. 28) zur

Grundlage gehabt ^), wenigstens hat sich in Platons

Menon dieser Beweis des SonderfaUes erhalten.

Wie der weitere Fortschritt zum Beweise des all

gemeinen Satzes vollzogen wurde, darfiber ist man ^'e -^

in keiner Art unterrichtet. Die verschiedenen Wiederherstellungs-
versuche, so geistreich manche derselben sind, schweben alle so

ziemlich in der Luft'^).

Die arithmetische Aufgabe Zahlen zu finden, welche als

Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks gezeichnet werden

konnen, loste Pythagoras gleichfaUs, und hier sind wir in der

gttnstigen Lage, daB Proklus uns seine Auflosungsmethode aufbe

wahrt hat*). Er sei von irgend einer ungeraden Zahl 2«-|- 1 aus

gegangen, welche er als kleinere Kathete betrachtete. Die Halfte

des um 1 verminderten Quadrates derselben gab die groBere Kathete

2«" Y 2a, diese wieder um 1 vermehrt die Hypotenuse 2«^ -|- 2a + 1.

Wie kam Pythagoras zu dieser Auflosung? Ein mogUcher Weg ist

folgender, welchen wir nur wenig gegen die Art, wie er zuerst ver

mutungsweise geschddert worden ist^), verandert der Prttfung unter-

breiten. Ist a" =b" Y c^, so ist c^ = o,^ —W = (a Yb) (a —

b). Die

Aufgabe der erstgeschriebenen Gleichung zu genttgen laBt sich also

erfttUen, wenn nur n Y ^ und a — b beide gerad oder beide ungerad
und zudem solche Zahlen sind, welche miteinander vervielfacht eine

Quadratzahl liefern. Solche Zahlen kannte hochstwahrscheinlich be

reits die vorplatonische Zeit, da ,sie unter dem Namen ahnlicher

Zahlen bei Theon von Smyrna erkliirt sind"). Die andere von uns

1) Hankel S. 98. ^) Allman 1. c. S. 29. ^) Vgl, Camerers Euklid-

au.sgabe I, 444 mit Bretschneider 82, sowie Z euthen, Geschichte der Mathe

matik in Altertum und Mittelalter (Kopenhagen 1896) S 50, wo die Meinung

ausgesprochen ist, der alte Beweis sei mittels Ahnlichkeit von Dreiecken, also

unter Ziehung der Senkrechten von der Spitze des rechten Winkels auf die

Hypotenuse gefiihrt worden. ") Proklus (ed, Friedlein") 428. ") Roth, Ge

schichte der abendlandischen Philosophie II, 527. *>) Theon Smyrnaeus (ed,

Hiller) 36.
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hervorgehobene Bedingung beruht darauf, daB a und b ganzzahlig zu

erhalten nur dann mogUoh ist, wenn Summe und Differenz von

a + 6 und a-b beide gerad sind. Der einfachste FaU iihnUcher

Zahlen ist nun selbstverstiindUch der der Einheit und einer Quadratzahl

c^, und wed 1 ungerad ist, muB hier auch r^ und somit c selbst un

gerad sein, etwa c = 2« + 1. So kam die Formel des Pythagoras

darauf hinaus (2a + 1)^ = (2« + Ij" 1 zu setzen, und danach aus

(2o: + 1)2 — 1

(2« + 1)2 = « + ?, und l = a-b die Werte b =
^

und

fjf =
(^" + lr

— J-

_|_ 1 zn ermitteln, welche zusammen mit c == 2 a -|- 1

die gesteUte Aufgabe losen. Die Formen, in welchen b und a auf

treten, entsprechen, wie man sofort erkennt, genau dem Wortlaute

der Angabe des Proklus, was immer ein gttnstiges Vorurted ffir die

Richtigkeit eines WiederhersteUungsversuches gewiihrt, und da ttber

dies in Agypten, wie wir aus dem Ubungsbuche des Ahmes wissen,

Aufgaben von algebraischer Natur zu losen nicht ungebriiuchUch war,

so scheitert der Yersuch auch nicht an der Frage, ob es fttr Pytha-

o-oras mogUch gewesen sei, schon derartige Schlttsse zu ziehen, wie

sie hier verlangt wurden.

Fassen wir den Inhalt dieses und des zunachst vorhergehenden

Kapitels in Kttrze zusammen. Pythagoras hat, so suchten wir zu

erweisen, sicherUch in Agypten, vieUeicht in den Euphratlandern

mathematisches Wissen sich angeeignet. Ersteres geht wie aus den

ausdrucklichen Uberlieferungen, so auch aus dem agyptischen Geprage
mancher geometrischer Entwicklungen, letzteres aus den babylonisch

anmutenden Zahlendifteleien der Pythagoraer hervor. Die Summe

des geometrischen Wissens, welches von Pythagoras und seiner Schule

den Griechen vor dem Jahre 400 zuganglich gemacht wurde, ist eine

nicht ganz geringffigige. Sie umfaBte die Kenntnis von den ParaUel-

linien und den durch dieselben beweisbaren Y^inkelsatzen, insbesondere

den Satz von der Summe der Dreieckswinkel. Sie umfaBte Kon-

gruenzsatze des Dreiecks und Satze fiber Flachengleichheit, deren

Anwendung die sogenannte Anlegung von Flachen bddete. Sie UeB

umgekehrt Figuren als Summe anderer Figuren entstehen, wobei

vieUeicht das Sternfttnfeck entdeckt wurde, wenn wir auch ffir dieses

nicht mit gleicher Sicherheit wie ffir die anderen Dinge die alten

Pythagoraer als Urheber behaupten mochten. Sie umfaBte den pytha

goraischen Lehrsatz und den goldnen Schnitt. Sie enthielt endlich

auch Anfange einer Stereometrie, insbesondere die Kenntnis der ffinf

regelmaBigen Korper und der Kugel, welche dieselben umfaBt. Die

Siitze waren mit Beweisen versehen. AUerdings lieBen die Beweise

vermutlich nicht gleich die Strenge erkennen, welche man geradezu
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geometrische Strenge zu nennen pfiegt, und legten erst nach und

nach den Charakter eines Erfahrungsbeweises ab, nahmen noch spiiter

jene allgemeineren Fassungen an, welche in einheitlicher Betrachtung
die Notwendigkeit der Unterscheidung von Sonderfallen verbannt.

Noch unvergleichbar mehr leistete die pythagoriiische Schule in der

Arithmetik, gerade durch die GroBe der Leistungen die Wahrschein

lichkeit fremden Ursprunges auch ffir diesen Zweig griechischer
Mathematik bezeugend. Arithmetische, geometrische, harmonische

Verhiiltnisse und Reihen, unter den arithmetischen Reihen auch solche,
welche die Sprache heutiger Wissenschaft arithmetische Reihen

hoherer Ordnung nennt, sind Dinge, die man am Anfange einer

Entwicklung nicht zu finden erwarten darf, noch weniger die freilich

auch weniger gut beglaubigten befreundeten und vollkommenen

Zahlen. Die Uberlieferung laBt wirklich einige dieser Gegenstande
aus Babylon eingeffihrt sein. Fremdlandisch war vielleicht auch die

Methode des mathematischen Experimentes d. h. der Zerlegung von

Figuren in andersgestaltete, der Vereinigung von Reihengiiedei-n
derselben oder verschiedener Reihen zu Summen, zunachst nur in der

unbestimmten Absicht zu versuchen, ob dabei etwas geometrisch,
etwas arithmetisch Merkwfirdiges sich offenbaren mochte. Fttr grie-

chisch dagegen hielten wir die eigentttmliche Verquickuug von Geo

metrie und Arithmetik, die geometrische Yersinnlichung der Zahlen

lehre, wie sie in der Ebenen- und Korperzahl, in der Dreiecks- und

Quadratzahl, in der Yielecks- und Gnomonzahl zutage tritt. Pytha

goraisch war nach unserer durch mannigfache Uberlieferung gesttttzten

Darstellung die Erfindung des Satzes von den Quadraten der Seiten

des rechtwinkligen Dreiecks als eines arithmetischen ausgehend von

dem bestimmten Zahleiibeispiele 3^ -|- 4"-' = 5" Pythagorilisch war

eudlich eine Regel zur Ermittelung anderer Zahlen als 3, 4, 5, welche

als Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks dienen konnen, pythagoraisch
die Lehre vom Irrationalen. Vom Irrationalen sagen wir und mfissen

wir sagen, nicht von der Irrationalzahl, denn das Irrationale war den

Griechen keine Zahl. War den Pythagoraern doch sogar die Einheit

noch keine Zahl, sondern erst eine Vielheit von Einheiten. Bruche

mogen dem Rechner vorgekommen sein, sei es als wirkliche Brttche

mit Zahler und Nenner, sei es als Unterabteilungen von Mtinzen,

von Gewichten, von FeldmaBen, jedenfalls immer als konkrete Brfiche.

Der abstrakte Bruch war fur den Arithmetiker nicht vorhanden.

Er kannte Bruche nur mittelbar als Verhaltnis zweier Zahlen. Um

so weniger konnte ihm das Irrationale eine Zahl sein, welchem nicht

einmal ein aussprechbares Yerhiiltnis den Eintritt in die Zahlenreihe

gestattete. Diese wichtige Beschrankung des Begriffes der Zahl er-
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hielt sich ttber die Zeit der Pythagoriier weit hinaus. Sie blieb, was

den AusschluB der Irrationalen betrifft, so lange, als fiberhaupt von

griechischer Arithmetik die Rede ist.

8. Kapitel.

Mathematiker auBerhalb der pythagoraischen Schule.

Die Mathematik nahm, wie wir weitliiufig gesehen haben, einen

miichtigen Aufschwung durch die pythagoriiische Schule. Es war

wohl eng damit verbunden, sei es als Ursache, sei es als Folge, daB,

wie uns berichtet wird, die Mathematik den Pythagorilem als erstes

und wichtigstes Lehrelement diente i). Damit ist aber nicht aus

geschlossen, daB auch andere Schriftsteller sich noch verdient machten.

Horen wir, wie das alte Mathematikerverzeichnis fortfiihrt:

„Nach ihm (dem Pythagoras) lieferte der Klazomenier Anaxagoras

vieles fiber Geometrie, ingleichen Oinopides von Chios, der etwas

jttnger ist als Anaxagoras. Beider gedenkt Platon in den Neben-

buhlern als hertthmter Geometer."

Anaxagoras von Klazomene^) wurde vermutlich 500 geboren

und starb 72 Jahre alt 428. Er gehorte einem vomehmen und

reichen Hause an, achtete aber aus Liebe zur Wissenschaft weder auf

die Verwaltung seines Vermogens, noch auf eine ihm leicht erring-

bare politische Stellung. Seinen verwahrlosten Besitz soil er schlieB

lich seinen Angehorigen fiberlassen, die Nichteinmengung in staat-

liche Yerhaltnisse aber damit erklart haben, daB ihm der Himmel

Vaterland und die Beobachtung der Gestirne seine Bestimmung sei.

Um 464 etwa dfirfte er nach Athen gekommen sein, wenn anders

der Bericht der Wahrheit entspricht, daB sein dortiger Aufenthalt

30 Jahre gedauert habe. Er verlieB namlich diese Stadt um 434,

wenige Jahre vor dem Beginne des peloponnesischen Ejrieges. Anaxa

goras lehrte in Athen als einer der ersten Philosophie, und unter

seinen Schfilern waren zwei Manner von verschieden begrfindetem,
aber gleich hohem Ruhme: Euripides und Perikles. Perikles insbe

sondere blieb zu seinem Lehrer in fortwahrend freundschaftlichem

Yerhaltnisse, und als in der angegebenen Epoche, wenige Jahre vor

431, die Gegner des groBen athenischen Staatsmannes ihrer Feind

schaft gegen ihn in Gestalt von Yerfolgung seiner Freunde Luft zu

machen begannen, war gerade Anaxagoras eine zur Eroffnung des

') Porphyrins, De vita Pythagor. 47. Jamblichus, De philosophia
Pythagor. lib. IE, abgedruckt bei Ansse de Villoison, Anecdota Graeca.

Venedig 1781, pag. 216. ') Schaubach, Fragmenta Anaxagorae. Leipzig 1827.

Zeller I, 783—791.
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Angrifl'es geeignete PersonUchkeit. Lehren eines Philosophen zu ver-

diichtigen, eines Denkers, welchen nicht jeder aus dem groBen Haufen

versteht, ist bei einigem guten WiUen niemals unmogUch, und das

muBte Anaxagoras erfahren. Er wurde ins Gefiingnis gebracht und
entkam diesem, sowie der Stadt' Athen, man weiB nicht genau wie.

Die einen berichten von Flucht aus dem Gefiingnisse, die anderen

von Yerbannung, die dritten von Freisprechung und darauf folgendem
nichterzwungenem Verlassen der ihm zuwider gewordenen Stadt.

Sicher ist, daB Anaxagoras die letzte Zeit seines Lebens in Lampsa-
kus zubrachte. Wir haben fiber den eigenen Bddungsgang des

Anaxagoras nichts gesagt. Die Nachrichten aus dem Altertume

schweigen entweder iiber einen Lehrer, dem er gefolgt wiire, oder

sie nennen ihn Schfiler des Anaximenes. Wieder andere wissen von

einer Studienreise nach Agypten zu erzahlen. Die erstere Angabe
laBt sich mit dem gemeiniglich auf 499 angesetzten Todesjahr des

Anaximenes nicht vereinigen. Die zweite ist au sich nicht unwahr-

scheinlich, da, wie wir bei Thales und Pythagoras gezeigt haben, ein

Handelsverkehr zwischen den ionischen Stadten und Agypten statt

fand und selbst Studienreisen wohl beglaubigt sind.

Von dem, was Anaxagoras als Mathematiker leistete, sind wir

so ziemlich, davon, wie er es leistete, gar nicht unterrichtet. DaB es

etwas Hervorragendes gewesen sein inuB, laBt sich zum voraus er

warten. Da in den Nebenbuhlern, einem Gespriiche in Platons Art,
wenn auch nach heutiger Annahme nicht von Platon verfaBt, ein

Streit iiber astronomische und mathematische Dinge kurzweg als Streit

fiber Anaxagoras oder fiber Oinopides bezeichnet wirdM, so geht schon

aus dieser Redeweise hervor, daB zur Zeit, als jenes Gesprach ent

stand, beide hochberfihmt in ihrem Fache waren.

Plutarch erzahlt, Anaxagoras habe im Gefangnisse, das ware

also um 434, die Quadratur des Kreises gezeichnet^). So

fraglich dieser Bericht frtther erscheinen mochte, jetzt ist er sehr

glaubwttrdig geworden, nachdem wir wissen, daB die Agypter mehr

als ein Jahrtausend vor Anaxagoras die Quadratur des Kreises zeich

neten, d. h. eine Figur konstruierten
,
welche als Quadrat die Flache

des Kreises mehr oder weniger genau darstellte. DaB Anaxagoras
der mangelnden Genauigkeit sich voU bewuBt gewesen sein soUte, ist

nicht anzunehmen. Er wird wohl, wie viele nach ihm, die voUe

Quadratur zu erreichen gesucht haben. Aber auch darin liegt ein

Yerdienst, eine Aufgabe an die Tagesordnung gebracht zu haben,

welche spater als fruchtbringend sich erwies.

•) Platon, Rivales 132 A. -) Plutarchus, De exilio cap. 17 &Xl' 'Avct-

i,ay6Qag fiSv iv rco Ssaiicorijgiiji rbv rov kv-hIov rsrgaycoviaiibr '^ygailis.
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Ein anderes Yerdienst schreibt Yitravius dem Anaxagoras zu.

Als Aeschylus in Athen Dramen aufffihren UeB, also um etwa 470,

habe ein gewisser Agatharchus die Schaubfihne hergerichtet und

eine Abhandlung darfiber geschrieben. Daraus haben sodann Anaxa

goras und Demokrit Veranlassung genommen den gleichen Gegen

stand zu erortern, wie man die gezogenen Linien den aus den Augen

kommenden Sehstrahlen bei Annahme eines bestimmten Mittelpunktes

entsprechend ziehe, so daB z. B. Gehiiude auf Dekorationen dar

gestellt werden konnten, und was in einer Ebene gezeichnet war bald

zurfickzutreten, bald vorzurficken schien i). Das ist wenn auch in

uno-enfigender so doch in nicht miBzuverstehender Weise beschrieben

eine Perspektive. Deren Erfindung oder Ausbildung ist sicherUch

nicht ohne Bedeutung, namentUch wenn die Reise des Anaxagoras

nach Agypten als wahr gelten darf, da er dort sein Auge nur an

unperspektivisch entworfene Gemalde zu gewohnen imstande war, und

die gewohnte DarsteUung ihn ebensowenig gehindert haben wird als

Tausende, die vor ihm, die nach ihm bewundernd die bemalten

Tempelwande anstaunten.

Der andere durch die erwahnte SteUe in den Nebenbuhlern als

allbekannt erwiesene Geometer war Oinopides von Chios. Er sei

etwas jttnger als Anaxagoras, meldet das uns in jeder Beziehung

glaubwfirdige Mathematikerverzeichnis. Eine annahernde Gleichaltrig-
keit beider bestatigt Diogenes Laertius^). Oinopides soil gleichfalls
in Agypten gewesen sein. Gekommen sei zu ihnen ingleichen Demo

kritos von Abdera nnd Oinopides von Chios ^), meldet Diodor an

einer frfiher (S. 151) von uns angeffihrten SteUe. Geometrisches

wissen wir von Oinopides nur, was Proklus in seinem Kommentare

zum ersten Buche der euklidischen Elemente ihm zuschreibt*), daB

er namUch die beiden Aufgaben gelost habe^), von einem Punkte

auBerhalb einer unbegrenzten Geraden ein Lot auf letztere zu

fallen und an einem in einer Geraden gegebenen Punkte einen

Winkel anzulegeu, der einem gegebenen Winkel gleich sei. Bei

ersterer Aufgabe bedient sich Oinopides des „altertfimlichen" Wortes

(S. 161) einer nach dem Gnomon gerichteten Linie. Aus dem un

gemein elementaren Gegenstande der ihm zugeschriebenen Aufgaben
einen SchluB auf die Yerdienste des Oinopides ziehen zu woUen,
hieBe seinen griechischen Verehrern jede Urteilsfiihigkeit absprechen.
Er muB noch Anderes und Bedeutenderes geleistet haben, was wir

0 Vitruvius VH, praefat. 11. «) Diogenes Laertius IX, 37 und 41.

') Diodor I, 96. ') Proklus (ed. Friedlein) 283 und 333. ^) Euklid I, 12

und 23.
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aber nicht kennen. Seine Beziehung zu den beiden Aufgaben des

Lotes und der Winkelanlegung ist gewiB dahin richtig gedeutet

worden^), Proklus woUe nur sagen, die bei Euklid gelehrten Auf-

losungen rfihrten von Oinopides her, wahrend andere Auflosungen
derselben dem Praktiker auf Weg und Steg vorkommenden Aufgaben

langst vorher in Agypten wie in Griechenland bekannt gewesen

sein mttssen.

Im Zusammenhang mit beiden Geometem, mit Anaxagoras wie

mit Oinopides, haben wir einen dritten genannt: Demokritus. Ab

dera, jenes thrakische Krahwinkel des Altertums, von dessen Be-

wobnem die schnurrigsten Geschichten erzahlt werden, war die Heimat

des Demokritus, dessen Ruhm, so bedeutend er war, nicht hinreichte,
das Abderitentum in Schutz zu nehmen. Nach eigener Aussage
40 Jahre jttnger als Anaxagoras ^) miiB er um 460 geboren sein.

Nach^Diodor sei er dagegen im 1. Jahre der 94. Olympiade, das ist

404 auf 403, im Alter von 90 Jahren gestorben^), was einen unlos-

baren Widerspruch herstellt. Beglaubigt ist, daB Demokritus ein

hohes Alter von mindestens 90 Jahren erreichte; manche Berichte

lassen ihn sein Leben sogar auf 100, auf mehr als 100, auf 109 Jahre

bringen*). Vereinigen wir seine Geburtsangabe als mutmaBUch glaub-

wurdigste mit dieser Lebensdaiier, so wird der Irrtum keinesfalls sehr

groB sein, wenn man sein Leben etwa von 460—370 ansetzt, den

Mittelpunkt seiner Tatigkeit in die Jahre 420—400 verlegt. Demo

kritus gehorte, wie aus der DiodorsteUe hervorgeht, zu den Fremden,

deren Namen in den Matrikellisten der agyptischen Priester aufge-
ftthrt wurden. Nach einem weiteren Berichte des Diodor verwedte

er fttnf Jahre in Agypten^), und wenn in einem bei Clemens von

Alexandria erhaltenen Bruchstucke des Demokrit selbst von 80jah-

rigem Aufenthalte die Rede ist^), so dfirfte die Erklarung stichhaltig

sein, hier habe einfach eine Verwechslung der alteren Zahlbezeich-

nung n
= b mit der jfingeren Y = 80 stattgefunden. Auch Yorder

asien und Persien bereiste Demoki-it, wie allgemein berichtet und

geglaubt wird'). Wir glauben diesen Umstand betonen zu sollen,

da er je nach den personUchen Ansichten des einen oder des andern

entweder dazu ffihren kann ahnlichen Reisen, welche Pythagoras etwa

100 Jahre frtther unternommen haben soil, einen gewissen Wahr-

scheinlichkeitshalt zu gewahren, oder eine Erkliirung uns darbietet,

auf welche Weise ungefahr durch andere Reisende schon im V. S.

>) Bretschneider S. 65. *) Diogenes Laertius IX, 41. ') Diodor

S.1V. 11. ") Vgl. Zeller I, 686. ^) Diodor I, 98. «) Clemens Alexandr.

Stromata I, 304A. 'O Zeller I, 688.
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vorchristUcher Zeitrechnung babylonische Lehren in das fast voUendete

Gehiiude pythagorilischer Schulweisheit Eingang finden konnten.

In Erinnerung an seinen agyptischen AufenthaU gebrauchte

Demokrit das stolze Wort: „Im Konstruieren von Linien nach MaB

gabe der aus den Voraussetzungen zu ziehenden Schlttsse hat mich

keiner je ttbertroffen, selbst nicht die sogenannten Harpedonapten der

Agypter", dessen wir (S. 104) gedachten, als von jenen Sedspannern

die Rede war. Auch Cicero rtthmt Demokrit als gelehrten, in der

Geometrie vollkommenen Mann'). Mathematische Schriften des Demo

krit nennt uns Diogenes Laertius '), doch ist es leider nicht moglich,

aus diesen Bfichertiteln mehr als nur aUgemeinste Kenntnis ihres

Inhalts, und das nicht immer, zu gewinnen. tJber Geometrie; Zahlen,

das sind Titel aUgemeinster Art, und ob wir unter der Geometrie

etwa Feldmessung in unmittelbarer Beziehung zur Tatigkeit jener

Harpedonapten zu verstehen haben, wagen wir kaum in Gestalt einer

Frage zu auBern. Was mag aber der Titel nsgl (Jtaqoopijs yvm^ovog

fj %aQl iia-vGLog ocvxXov xal e^paCQrjg (wortlich: ttber den Unterschied

des Gnomon oder fiber die Berfihrung des Kreises und der Kugel)

bedeuten? Als mogUche Erkliirung ist vorgeschlagen worden*), Demo

krit habe einen rechten Winkel so mit dem Kreise beziehungsweise
der Kugel in Yerbindung gesetzt, daB der eine Schenkel durch den

Mittelpunkt ging, die Spitze des Winkels auf die Kreislinie (Kugel-

oberfiache) fiel, weil alsdann der andere Schenkel zur Berfihrungs-
linie wurde. Besser sagt uns die Erklarung zu*), welche auf altere

Handschriften des Diogenes Laertius zurfickgreifend den Titel tzeqI

dtatpoQ-fig yva^yjg %. x. X. liest, d. h. ttber einen Meinungsunterschied
oder fiber die Berfihrung des Kreises und der Kugel. Der Meinungs
unterschied beziehe sich auf den Winkel, welchen die Berfihrungs-
linie mit dem Kreise bilde, einen Winkel, von welchem, wie wir im

12. Kapitel sehen werden, Euklid im HI. Buche seiner Elemente

handelte, und bestehe in der GroBenvergleichung dieses Winkels mit

geradlinigen Winkeln. Ein weiterer durch Diogenes Laertius fiber-

lieferter Titel ist: naQl aXoyoov yga^fiav xaC vaSxav /3' (zwei Bficher
von irrationalen Linien und den dichten Dingen)?^). Auch dafur ist

eine Erklarung versucht worden^). Der Titel sei namlich verderbt

aus ^sqI (xXoyav yga^^av xXasx&v d. h. tiber irrationale gehrochene

1) Cicero, De fmibiis bonorum et maiorum I, 6, 20. ^) Diogenes Laer
tius IX, 47. *) Allman, Greek geometry from Thales to Euclid, pag. 80.

*) Briefliche Mitteilung von T. L. Heath. «) DaB ypafiftal dloycxi nicht Asymp-
toten bedeuten kann, wie in einer sonst brauchbaren Programmabhandlung ge

sagt ist, versteht sich von selbst. <*) Hultsch in den Neuen Jahrbuchern fiir

Philol, u. Padagog. (1881) Bd. 123, S. 578—579.
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Linien, und unter dieser Uberschrift habe die Untersuchung sich

teils mit solchen Irrationalitiiten beschiiftigen konnen, welche Summen

von rationalen und irrationalen Teden waren, teds mit Zerbrechung,
d. h. Teilung von irrationalen Linien nach gegebenen Verhiiltnissen.

JedenfaUs konnen wir, mag das letzte Wort des Titels geheiBen
haben, wie es will, seinen ersten Worten die nicht unwichtige Tat-

.sache entnehmen, daB Name und vermutUch auch Begriff des Irra

tionalen trotz der mystischen Scheu der Pythagoriier verhiiltnismilBig
frtthzeitig auBerhalb der Schule in Anwendung kam. Wichtig wiire

uns vielleicht noch ganz besonders eine SteUe bei Plutarch, Demokrit
habe den Kegel parallel zur Grundflache geschnitten^), wenn ttber

Art und Zweck der Schnittftthi-ung nur irgend Genaues gesagt ware.

Wir wttrden Einzelangaben etwa im Mathematikerverzeichnisse oder

bei Proklus mit Freuden begruBen. Da wie dort kommt der Name

des Demokrit nicht einmal vor!

Das Schweigen des Proklus laBt allerdings als absichtliches sich

auffassen. Proklus gehorte zu den begeistertsten SpHtplatonikem.
Platon war Gegner des Demokritus, dessen Werke er vemichtet wissen

woUte, dessen Namen er in seinen zahlreichen Schriften niemals nennt ^).
Proklus mochte nach Platons Beispiel handeln. Aber das Mathe

matikerverzeichnis? Aristoteles, Theophrastus, Eudemus schatzten

Demokritus und beschiiftigten sich eingehend mit ihm. DaB das

Mathematikerverzeichnis ihn, den vielgerfihmten Geometer, nicht nennt,
kann nur in doppelter Weise erkliirt werden. Entweder UeB Proklus

aus dem Yerzeichnisse den ihm miBliebigen Namen weg, oder der

Verfasser des Verzeichnisses hat ihn mit Unrecht vergessen, eine

VergeBlichkeit, welche uns einen der zahlreichen Belege fur den Satz

liefert, daB aus dem zufalligen Schweigen eines SchriftsteUers Schlfisse

nicht gezogen werden dttrfen^).
Der VoUstandigkeit entbehrt das Mathematikerverzeichnis auch

in einer anderen Beziehung, indem es fiber die Sophisten, welche

der Mathematik sich befleiBigten, insbesondere fiber Hippias von

Elis in halbes Schweigen sich hfiUt. Wir nennen es ein halbes

Schweigen, weil der Name dieses Mannes, wie wir uns erinnern

(S. 146), einmal bereits vorkam. Es handelte sich um den geometri
schen Ruhm des Mamerkus, fttr welchen Hippias von Elis als Ge

wiihrsmann angerufen wurde, und diese Anrufung selbst genfigt zum

Nachweise, daB Hippias nach der Meinung des Verfassers des Ver

zeichnisses wold filhig war uber geometrische Tttchtigkeit ein Urteil

') Plutarchus, De eommmiibus notitiis adversus Stoicos cap, 39, § 3.

■-) Diogenes Laertius IX, 40, ") Vgl. Zeller I, 690.

Cantdr, (ibschiclite der Mathomfttik I 3. Aufl 13
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zu fallen. Allein der eigentliche Ort, des Hippias von EUs und seiner

Yerdienste um die Mathematik zu gedenken, wfirde doch erst neben

oder nach Anaxagoras und Oinopides gewesen sein, und hier ver-

missen wir seine Erwahnung.
Proklus spricht daffir von ihm an zwei anderen Stellen^). Man

hat freilich mehrfach Zweifel dagegen erhoben, daB der bei Proklus

genannte Hippias wirklich Hippias von Elis sei^), aber sicherlich mit

Unrecht. Proklus besitzt namlich in seinem Kommentare eine Ge

wohnheit, von der er nie abgeht. Er schddert einen Schriftsteller,
welchen er anffihrt, sofern MiBverstandnisse moglich waren, mit

deutlicher Benennung, laBt aber spater die Beinamen weg, wenn er

es unbeschadet der Deutlichkeit tun darf. So nennt er einen Zenon

von Sidon spater nur Zenon den frfiher erwahnten oder kurzweg

Zenon; Leodamas heiBt beim ersten Yorkommen von Thasos, spater
nur Leodamas; Oinopides von Chios wird spater zum einfachen Oino

pides, Theiitet von Athen zum Theatet usw. Hippokrates der Arzt

wird an einer SteUe, Hippokrates von Chios an einer spateren ge

nannt, und wo noch spiiter der letztere wieder auftritt, heiBt er

wieder Hippokrates von Chios, weil eben vorher zwei des Namens

genannt waren, und damit zum MiBverstilndnisse Gelegenheit geboten
war. Wenn also Proklus uns einen Hippias schlechtweg nennt, so

muB das Hippias von Elis sein, der schon vorher einmal in dem

selben Kommentare deutUch bezeichnet war. Aber sehen wir sogar
von dieser Gewohnheit des Proklus ab. Bei jedem Schriftsteller, ins
besondere bei jedem, der den Werken Platons ein eingehendes Studium

gewidmet hatte, konnte Hippias ohne jedwede andere Bezeichnung
nur Hippias von Elis sein, eine viele Jahrhunderte lang teds um

seiner Personlichkeit wiUen, teds um seines mit zwei Dialogen ver-

knupften Namens wegen weit und breit bekannte Figur. Hippias
von Elis war ein wegen seiner Eitelkeit, die selbst fttr einen Sophisten
etwas hochgradig gewesen zu sein scheint, berfichtigter iilterer Zeit

genosse des Sokrates. Seine Geburt durfte auf 460 etwa anzusetzen

sein 5). Die Geistesrichtung und die Tiitigkeit der Sophisten ist

bekannt. Den eigneu Vorteil fiber aUes steUend lehrten sie auch

andere gegen mitunter recht hohe Bezahlung ihr(>s Yorteils wahr-

nehmen und durch Kfinste der Beredsamkeit, durch Schlfisse, welche
Trngschlttsse sein durften, wenn sie nur wirksam sich erwiJsen im

';

') Proklus (ed. Friedlein) 272 und 356. -^ P. BlaB in den Neuen Jahr
buchern fur Philologie und Padagogik Bd. 105 in einem Beferate iiber Bret-
schneiders Geometrie und Geometer vor Euklid. Hankel S. 151; aber auch
schon im Bullet ino Poncompaijni 1872, pag. 297, Friedlein, Beitrko-e HI S 8

(Programm fiir ]87:i). ») Zeller I, 875.
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Staatswesen und vor Gericht EinfiuB und Geltung sich erwerben.

Sittlichkeit kann die berufsmilBigeii Rechthaber nicht ausgezeiehnet

haben, aber Scharfsinn, Schlagfertigkeit, umfassendes Wissen d<-n

Sophisten im allgemeinen und dem Hippias als einem ihrer Haupt-
vertreter insbesondere abzusprechen ist man in keiner Weise befugt.
So darf es gewiB nicht als Ironie aufgefaBt werden, wenn der Ver

fasser eines gleichviel ob mit Recht oder Unrcclit Platon zugeschrie
benen Gespriiches sich zu den Worten veranlaBt sieht: Was du am

besten verstehst, was die Sterne betrifft und was am Himmel sich

zutragtV . . Aber etwas fiber Geometrie hiiren sie gern^). Ironisch

klingt es auch nicht, wenn gesagt wird: Hippias sei des Rechnens

und der Rechenkunst kundig vor alien anderen und kundig au(!h

der McBkunst^). Am allerwenigsten voUends kann ein solcher Bei-

schniack in der Rede gefunden werden, welche Platon dem Protagoras
in den Mund legt: Die anderen Sophisten beeintrachtigen die Jflng-

linge. Sie fiihren diesidben, die von den Kttnsten sich abwendeten,
den Kttnsten wider deren Willen zu, indem sie Rechenkunst und

Sternkunde und MeBkunst und Musik sie lehren — und dabei warf

er einen Blick auf Hippias — kommt er aber zu mir, wird er fiber

nichts anderes Etwas lernen, als weshalb er zu mir kam^). Nach

alien diesen AuBerungen glauben wir uns berechtigt anzunehmen,
daB Hippias von Elis als Lehrer der Mathematik mindestens in

gleichem Range wie als eigentlicher Sophist gestanden haben muB,
diiB er in naturwissenschaftlichem, mathematischem und astrono-

mischem Wissen auf der Hohe der Bildung seiner Zeit sich befand'').
Damit stimmt nun voUkommen fiberein, was von Hippias als

Mathematiker uns mitgetedt wird. Proklus spricht, wie erwiihnt,
zweimal von ihm. Die erste Stelle heiBt: Nikomedes hat jeden gerad

linigen A\ankel gedritteilt mittels der konchoidischen Linien, deren
Do /

eigeiitflmlicher Natur Entdecker er ist, und von denen er Entstehung,
Konstruktion und Eigensehaften auseinandergesetzt hat. Andere haben

dieselbe Aufgabe mittels der Quadratricen des Hippias und Nikomedes

gelost, indem sie sich der gemischten Kurven bedienten, die eben den

Namen Quadratrix (xazQaytoviifivati) ffihrten; wieder andere tedten

eiiien Winkel nach gegebenem Verhiiltnisse, indem sie von den Archi-

medischen Spirallinien ausgingen^). Die zweite Stelle lautet: Ganz

auf die niimliche Weise pfiegen auch die fibrigen Mathematiker die

Kurven zu lieiiaiideln, indem sie das jeder Eigentttmliche aiisein-

'i Platon, Hippias major 2H5. -) Hippias minor 367—3G8. ^) Platon,

t'rotati'oras 3is, ') So Karl Steinhart in seiner Einleitung zum grofiereu

Hipjiias. ") Proklus (ed, Friedlein) 272.

13
■
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andersetzen. So zeigt ApoUonius das EigentfimUche jedes Kegel-

schnittes, Nikomedes dasselbe ffir die Kouchoiden, Hippias fur die

Quadratrix, Perseus ffir die Spirent). Eine dritte SteUe eines anderen

mathematischen Gewiihrsmannes allerersten Ranges, des Pappus von

Alexandria, sagt uns dagegen: Zur Quadratur des Kreises wurde von

Dinostratus, Nikomedes und einigen anderen Neueren eine Linie be

nutzt, welche eben von dieser Eigenschaft den Namen erhielt. Sie

wird namlich von ihnen Quadratrix genannt^).
Aus der Zusammenfassung dieser drei Stellen^) durfte kaum ein

anderer Sinn zu entnehmen sein, als der folgende. Hippias, und

zwar Hippias von Elis, hat um 420 etwa eine Kurve er

funden, welche zu doppeltem Zwecke dienen konnte, zur

Dreiteilung eines Winkels und zur Quadratur des Kreises.

Yon letzterer Anwendung erhielt sie ihren Namen, Quadratrix, wie er

in lateinischer Ubersetzung zu lauten pflegt, aber dieser Name scheint

nicht fiber Dinostratus hinaufzureichen, dessen Zeitalter als Bruder

des Menachmus, eines Schfilers des Eudoxus von Knidos, etwa

in die zweite Halfte des IV. S. gesetzt werden muB. Ob die Kurve

frfiher einen anderen Namen ffihrte, ob sie fiberhaupt mit Namen

genannt wurde, wissen wir nicht. Der erste ganz gesicherte Name

einer von der Kreislinie verschiedenen krummen Linie wird uns am

Anfang des zweiten Drittels des IV. S., annahemd 20 bis 30 Jahre

vor Dinostratus begegnen, wo Eudoxus seine Hippopede erfand. Ist

aber der Name Quadratrix erst nachtraglich der Kurve des Hippias

beigelegt worden, so schwindet die Notwendigkeit anzunehmen, sie

sei zum Zwecke der Kreisquadratur erfunden worden, und man darf

ihren ursprfingUchen Zweck in dem suchen, was nach Proklus durch

sie zu verwirklichen war, in der Dreiteilung des Winkels.

DaB diese Aufgabe selbst auftauchte, kann uns nicht in Yer-

wunderung setzen. Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, daB die

Konstruktion regelmaBiger Vielecke eines der geometrischen Lieb-

lingsgebiete der Pythagoraer bddete. Die Teilung des ganzen Kreis-

umfanges in sechs, in vier, in fttnf gleiche Teile wurde gelehrt, und
namentlich letztere als bedeutend schwieriger erkannt als die anderen

liingst bekannten Teilungen. Eine uberwundene Schwierigkeit reizt

zur Besiegung anderer, und so mag das Verlangen wach geworden
sein nicht mehr den ganzen Kreis, sondern einen beliebigen Kreis

bogen in eine beUebige Anzahl gleicher Tede zu teilen. Schon bei

') Proklus (ed. Friedlein) 356 ^ Pappus, Colleotio Lib. IV, cap. XXX
(ed. Hultsch), Berlin 1870-1878, pag, 250. ») Vgl, Bretschneider 96 und
153—154.
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der Dreiteilung traten unbesiegbare Schwierigkeiten auf. Yersuche

diese Aufgaben mit Hilfe des Zirkels und des Lineals zu losen

mogen angestellt worden sein. Es ist uns nichts von ihnen bekannt

geworden. Sie muBten erfolglos bleiben. Aber das zweite groBe
Problem der Geometrie des Altertums neben der Quadratur des

Kreises, deren wir bei Anaxagoras gedenken muBten, war gestellt,
und wie in der Geschichte der Mathematik fast regelmaBig zu

nachst unlosbaren Aufgaben zuliebe neue Methoden sich entwickelten

und kraftigten, so fiihrte die Dreiteilung des Winkels, r()i%ox6iiia

yavCag, die Trisektion, wie man gewohnlich sagt, zur Erfindung
der ersten von der Kreislinie verschiedenen, durch bestimmte Eigen
schaften gekennzeichneten und in ihrer Entstehung verfolgbaren
krummen Linie.

Die Linie des Hippias entsteht durch Yerbindung zweier Be

wegungen, einer drehenden und einer fort- ^ tr

schreiten den. „In ein Quadrat ujiyd

(Fig. 29) ist um a als Mittelpunkt und mit

der Seite des Quadrats a/3 als Halbmesser

ein Kreisquadrant jied beschrieben. Die Ge

rade a/3 bewegt sich dabei so, daB ihr einer

Endpunkt a fest bleibt, der andere /3 langs
des Bogens jia d fortschreitet. Andererseits a $ '>) ^

soil die /3 y immer der a 8 parallel bleibend ^*8- ^s-

mit dem Endpunkte ^ auf der /3« fortrficken, und zwar sollen die

beiden selbst gleichmaBigen Bewegungen der Zeit nach so erfolgen,
daB sie zugleich beginnen und zugleich endigen, daB also a^ in

seiner Drehung, ^y in seinem Fortgleiten im selben Moment in der

Lage a tf eintreff'en. Die beiden bewegten Geraden werden in jedem

Augenblicke einen Durchschnittspunkt gemein haben, der selbst im

Fortrficken begriflen eine gegen /3 £ d hin gewolbte krumme Linie

^t,ri erzeugt, welche geeiguet erscheint ein der gegebenen Kreisfiache

gleiches Quadrat finden zu lassen. Ihre beherrschende Eigenschaft
besteht jedoch darin, daB eine beliebige Gerade a%a bis zum Kreis-

quadranten gezogen das Verhaltnis dieses Quadranten zum Bogen
a 8 gleich dem Yerhaltnisse der beiden Geraden /3 a und t, 0 zuein

ander macht. Das ist namlich klar aus der Entstehung der krummen

Linie." So Pappus, der hier getreuer Berichterstatter fiber die alte

Erfindung zu sein scheint. Die Kreisquadratur mit Hilfe der Quadratrix

schlieBt sich bei Pappus unmittelbar an. Wir werden diese Anwendung

erst in Yerbindung mit dem Namen Dinostratus zur Rede bringen').

') Diese ganze Stelle schlieBt sich eng an Bretschneider 1. c. an.



198 8. Kapitel.

Noch von einer anderen Personlichkeit mfissen wir hier em-

.schaltend einiges sagen, von Zenon von Elea. Dieser Erfinder^)

der eigentUchen Dialektik dttrfte noch um 20 Jahre iilter als Demo

kritus, um 30 bis 40 Jab re iiUer als Hippias gewesen sein und seine

geistige Blttte in der Zeit gefeiert haben, als letzterer kaum geboren

war. Nach der als Stoa bezeichneten HaUe, in welcher Zenon in

Athen seine Vortriige hielt, nannte man seine Schttler die Stoiker.

Zu diesen unmittelbaren Schttlern gehorte Posidonius von Alexan

dria. ^Vttrde Zenon als Mathematiker eine Bedeutung haben, so

konnte man uns mit Recht den Vorwurf machen, seiner hier an

unrichtiger SteUe zu gedenken, der i\'eiter oben behandelt werden

muBte. Aber Zenon war nicht Mathematiker. Man wiire fa.st ver

sucht, ihn das Gegenteil eines solchen zu nennen. Wenigstens ver-

suchte er mit phdosophischem Scharfsinne die mathematischen Mei

nungen zu stttrzen statt sie zu sttttzen. Die Zeit brachte das so

mit sich. Die Atomistiker hatten die Teilbarkeit der Korperwelt in

Frage gesteUt, indem sie unteilbar kleine Urteilchen annahmen. Noch

ungeheuerlicher war der Bruch mit dem Gewohnten als die Pytha

goriier den Begriff des Irrationalen unter die Denker warfen. Beab-

sichtigt oder nicht, dieser Begriff' drang, wie wir bei Demokritus

(S. 193) gesehen haben, in weitere und weitere Kreise. Das Unaus-

sprechliche war ausgesprochen, das Undenkbare in A\'orte gekleidet,
das UnenthfiUbare den Augen preisgegeben. Und wer nttchternerer

Auffassung diese pythagoraische Scheu nicht teilte, dem war wenig
stens eine ganz neue Schwierigkeit unterbreitet, welche strengen
Schlfissen nicht standhielt. Zahl und RaumgroBe, bisher als zur

gegenseitigen Messung oder Yersinnlichung als unbedingt tauglich

erachtet, zeigten plotzlich einen Widerspruch. Jeder Zahl entspracb
noch immer eiue Lange, aber nicht jeder Liinge entspracb eine Zahl.

Stetigkeit und Unstetigkeit waren damit entdeckt und den Philo

sophen als neues Denkobjekt vorgelegt. Kann man sich wunderu,
wenn letztere, um des Widerspruches, der in jenem Gegensatze ent

halten ist, sich zu erwehren, zu weit gingen, wenn sie dabei zur

Leugnung der Vielheit, zur Leugnung der Bewegung gelangten?
Man kennt ja die eigentfimlichen Schlfisse Zenons^). Jede Viel-

') Diogenes Laertius XI, 26 qjrjal S' '.kjiaroTsXrig ir rcb Socpiarf] svgsrrjv
cxvrbv ysv{a&ai Sials-nriiifjg. Ebenso derselbe VIII, 57, *) Vgl. Zeller I 497

bis 507, woher wir unsere Auszuge meistens wortfich entnehmen, Ferner Ger-

ling, Ueber Zeno des Eleaten Paradoxen iiber die Bewegung (Marburg 1846).
B. Raab, Die Zenouischen Beweise (Schweinfurt 1880) und P. Tannery, Le

concept scientifique du continu: Zenon d'Ele'e et G Cantor, im Oktoberheft 1885
der Revue philosophique pag. 385

—410.
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heit ist eine Anzahl von Einheiten, eine vi'irkliche Einheit aber nur

das Unteilbare. Jedes von den vielen niuB also selbst eine unteil-

bare Einheit sein, oder aus solchen Einheiten bestehen. Was aber

unteilbar ist, das kann keine GroBe haben, denn alles, was eine GrciBe

hat, ist ins Unendliche tedbar. Die einzelnen Tede, aus denen das

Viele besteht, haben mithin keine GroBe. Es wird also auch

nichts dadurch groBer werden, daB sie zu ihm hinzutreten, und

nichts dadurch kleiner, daB sie v(m ihm hinweggenomnien werden.

Was aber zu anderem hinzukommend dieses nicht vergroBert, und

von ihm weggenommen es nicht verkleinert, das ist nichts. Das

Viele ist mithin unendlich klein, denn jeder seiner Bestandteile ist so

klein, daB er nichts ist. Andererseits aber mfissen diese Teile auch

unendlich groB sein. Denn da dasjenige, was keine GroBe bat, nicht

ist, so mussen die ^'ielen, um y.u sein, eine GriiBe haben, ihre Teile

miissen mithin V(meinander entfernt sein, d. h. es miissen andere Teile

zwischen ihnen liegen. \'on diesen gilt aber das Gleiche: audi sie

mussen eine GroBe haben und durch weitere von den anderen ge

trennt sein, und so fort ins Unendliche, so daB wir demnach unend

lich viele GroBen, oder eine unendliche GroBe erhalten. Man kennt

den Ausspruch des Zenon gi'geii Protagoras, ein Scheffel Frucht krinne

beim Ausschiitten ein Gertlusch nicht hervorbringen, wenn nicht jedes
einzelne Korn und jeder kleinste Teil eines Kornes ein Gerausch her-

vorbrilchte. Man kennt seine Beweise fttr die Unnn'iglichkeit einer

Bewegung. Ehe der bewegte Korper am Ziele ankommen kann, muB

er erst in der Mitte des Weges angekommen sein, ehe er an dieser

ankommt in der Mitte seiner ersten Hiilfte, ehe er dahin kommt in

der Mitte des ersten Viertels, und so fort ins Unendliche. Jeder

Korper mttBte daher, um von einem Punkte zum anderen zu gelangen,
unendlich viele Raume durchlaufen. Es ist mithin unmoglich von einem

Punkte zu einem anderen zu gelangen, die Bewegung ist unmoglich.
Ebenso folgt die Unmiiglichkeit, daB die Schddkrote, wenn sie nur einen

Yorspmng hat, durch den schnellen AcbiUeus eingeholt werden konne,
weil wiihrend Achilleus den ersten Vorsprung durcldaiift, die Schddkrote

bereits einen zweitenVorsprung gewonnen hat, und so fort ins Unendliche.

Der mathematisch sein soUenden Form wegen ist ein letzter Ein-

wurf Zenons gegen die Bewegungslehre erwahnenswert. Eine Reihe

von Gegenstiinden a^, k,, a-j, a_j ist raumlich mit zwei anderen

Reihen von Gegenstanden /3j, ji^, ji^, li^ und y^, y^, y.^, y^ in Be

ziehung gesetzt, so daB sie nachfolgende gegenseitige Lage besitzen:

«i Y Y «i

Pi ^ Ih h

Vi 72 Vs Yi
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Die a sind in Ruhe, die /3 und die y sind in entgegengesetzter Be

wegung, jene von links nach rechts, diese von rechts nach links.

Wenn /3i bei a^ angelangt ist, ist y^ bei cc^ angelangt, und zu der

selben Zeit /3^ bei «i, y^ bei a^. DemgemiiB ist (i^ sowohl an a^

und a^ als an y^, y^, y^, y^ vorbeigekommen, hat in einer und der

selben Zeit an zwei und an vier Gegenstanden von genau gleicher

Entfernung sich vorbeibewegen konnen und folgUch zugleich eine

einfache und eine doppelte Geschwindigkeit besessen, was unmog

lich ist.

Wir haben dem Zenon weiter oben die Eigenschaft als Mathe

matiker abgesprochen. Gerade dieser letzte TrugschluB rechtfertigt

uns, denn hier sind irrigerweise absolute und relative Bewegungs-

groBen einander gleichgesetzt, was einem Mathematiker kaum be

gegnet ware. Anders dagegen verhalt es sich mit den vorher her

vorgehohenen Schlfissen und ihren sich widersprechenden Ergebnissen.

Zenon suchte darzutun, daB ein Korper nicht eine Summe von

Punkten, ein Zeitraum nicht eine Summe von Augenblicken, eine

Bewegung nicht eine Summe einfacher Ubergange von einem Punkte

des Raumes zum anderen sei. Dieser ganze in geistreich erfundenen

Widersprfichen geftthrte Streit richtete sich gegen die Pythagoraer-'),
welchen der Punkt eine juovag ajovGa d-iciv, eine Einheit an be

stimmtem Platze hieB. War diese Erklarung richtig, dann war der

Korper als Vielheit eine Summe von Einheiten, d. h. von Punkten,
und dagegen erhob Zenon seine Stimme. Er sah hier, was vor ihm

vielleicht noch nicht gesehen, jedenfalls nicht in gleich scharfer Be-

tonung bemerklich gemacht worden war: Schwierigkeiten, denen in

der Tat weder der Phdosoph noch der Mathematiker in aUer Strenge
gerecht werden kann, wenn auch der Mathematiker dazu gelangte
durch Einftihrung bestimmter Zeichen die Stetigkeit zu einer definier-

baren Eigenschaft zu machen, und mit den Grenzen zugleich den

Ubergang zu den Grenzen der Untersuchung zu unterwerfen. Zwei

Jahrtausende und mehr haben an dieser zahen Speise gekaut, und

es wiire unbiUig von den Griechen des ffinften vorchristUchen Jahr

hunderts zu verlangen, daB sie in Klarheit gewesen seien fiber Dino-e

welche, fredich anders ausgesprochen, noch Streitfragen unserer Geo-en-

wart bilden.

') Die Gegnerschaft Zenons gegen die Pythagoraer ist von Tannery I. c.

hervorgehoben worden.
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9. Kapitel.

Mathematiker auBerhalb der pythagoraischen Schule.

Hippokrates von Chios.

Den Mathematikern scheint niichst dem Irrationalen bei Gelegen
heit der Kreisquadratur der erste AnlaB geboten worden zu sein,
Fragen des stetigen Uberganges zu behandeln, und dieses fuhrt uns

zurttck zu dem Mathematikerverzeichnisse, welches mit den Worten

fortfahrt:

„Nach diesen wurde Hippokrates von Chios, der die Quadratur
des Mondes fand, und Theodorus von Kyrene in der Geometrie be-

ruhmt. Unter den hier Genannten hat zuerst Hippokrates Elemente
—

6xoi%ala
—

geschrieben."
Yon dem Leben des Hippokrates von Chios sind uns nur

wenige Zttge bekannt^). Ursprttnglich Kaufmann kam er durch einen

unglttcklichen ZufaU um sein Vermogen. Die einen erzahlen, die

ZoUeinnehmer von Byzanz, gegen welche er sich leichtglaubig er

wies, hatten ihn darum geprellt, die anderen lassen ihn durch See

rauber gepltindert worden sein. Man hat beide Angaben so zu ver

einigen gesucht, daB man mutmaBte, athenische Seerauber hiitten aus

Veranlassung eines Krieges gegen Byzanz das Schiff des Hippokrates

weggenommen. Jener Krieg sei der sogenannte Samische Krieg um

das Jahr 4-10 gewesen, an welchem tatsilchlich die Byzantiner gegen

die Athener tednahmen, und um diese Zeit sei also Hippokrates nach

Athen gekommen, Ohne die Moglichkeit in Abrede zu stellen, daB

es sich so verhalten haben konne, bediirfen wir jedoch dieser Yer

mutung nicht, um die wichtigste Folgerung zu ziehen, welche sie fttr

uns enthalt, namUch den Aufenthalt des Hippokrates in Athen zu

begrttnden und zeitlich zu bestimmen. Die ungefahre Lebenszeit des

Hippokrates geht schon aus seiner SteUimg innerhalb des Mathema

tikerverzeichnisses hervor, sein Aufenthalt in Athen, der Stadt, welche

gerade damals mit Recht begann als erste Stadt Griechenlands zu

gelten, hat eine besondere Veranlassung nicht notwendig gehabt.
JedenfaUs war Hippokrates von Chios in der zweiten Halfte des

v. S. in Athen und kam dort mit Pythagoraern, d. h. offenbar mit

versprengten Mitgliedern der italischen Schule zusammen, in deren

') Die betreifenden Stellen des Aristoteles {Ethic, ad Eudem. VII, 14) und

des Johannes Philoponus {Comment, iti Aristotel. phys. auscult. f 18) sind abge

druckt bei Bretschneider 97, wo die im Texte dargestellte Vereinigung der

beiden Angaben versucht ist.
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GeseUschaft er geometrisches Wissen sich aneignete. Es wird sogar

erziihlt, er habe es sehr bald dahin gebracht, selbst Unterricht
in der

Mathematik erteilen zu konnen und habe daffir Bezahlung ange

nommen. Yon da an hiitten die Pythagoriier ihn gemiedeni).

Diese Geschichte erscheint, insbesondere was den durch Hippo

krates gewohnheitsmaBig erteiUen mathematischen Unterricht betrifft,

sehr glaubwfirdig. Damit stimmt niimUch vortreffUch fiberein, was

das Mathematikerverzeichnis uns meldet, daB Hippokrates das

erste Elementarlehrbuch der Mathematik verfaBt habe.

Weit hervorragender aber sind die eigentUchen geometrischen Erfin

dungen des Hippokrates, welche auf zwei Probleme sich beziehen:

auf die Quadratur des Kreises und auf die Yerdoppelung des Wfirfels.

Die Quadratur des Kreises, von Anaxagoras zuerst versucht, hat

auch unter den Sophisten wenige Jahrzehnte vor Hippokrates wenn

nicht bis zu seiner Zeit herab Bearbeiter gefunden. Es ist kaum

wahrscheinlich, daB die Wortklauberei so alt sei, mit welcher man

nach einer Quadratzahl suchte, die zugleich zyklisch sei^), d. h. mit

derselben Endziffer schlieBe wie ihre Wurzel z. B. 25 = Y, 36 = 6"

Diese Spitzfindigkeit ist erst bei Alexander von Aphrodisias (um 200

nach Christus) nachweisbar^). Aber die A'ersuche von Antiphon und

Bryson sind sehr bemerkenswert.

Antiphon, ein Zeitgenosse des Sokrates, mit welchem er fiber

verschiedene Dinge in Hader lag''), schlug den Weg ein, daB er in

den Kreis ein regelmaBiges Yieleck, etwa ein tiuadrat oder ein regel-

milBiges Dreieck, einzeichnete *). Yon diesem ,ging er zu dem Viel

ecke doppelter Seitenzald fiber. So soil man fortschreiten bis dem

Kreise ein Yieleck werde eingeschrieben werden, dessen Seiten ihrer

Kleinheit halber mit dem Kreise zusammenfaUen wurden. Nim konne

^) Jamblichus, Dc philosoph. Pythagor. lib. HI, liei Ansse de Villoi

son, Anecdota Graeca, pag. 216. ') So berichtet Simplioius in einer unter

anderen bei Bretschneider 106—107 abgedruckten Stelle. ") Vgl. iiber das

Alter der Stelle P. Tannery in der Bibliotheca Mathematica 1900 (3. Polge

1,266). *) Diogenes Laertius II, 46. ''') Der Bericht des Simplicius abgedruckt
bei Bretschneider, der das groBe Verdienst sich erworben hat, diese samt

lichen Untersucliungcn zuerst fiir die Geschichte der Mathematik nutzbringend

gemacht zu haben. Bedeutend vertieft haben sich die Forschungen iiber das,
was Simplioius berichtet, seit der Ausgabe von Simplicii in Aristotelis physico-
rum libros quatuor priores durch Herm. Diels (Berlin 1882), in deren Vorrede

auch Arbeiten von Usener und P. Tannery verwertet sind. Noch neuer ist

Tannery, Le fragment d'Eudeme sur la quadrature des lunules (Mcmoires de

la Socii'te de sciences physiques et uaturelles de Bordeaux. 2"= Serie T. V und

Heiberg im Philologus XLIH, 336—344. AbschlieBend ist Ferd. Rudio, Der
Bericht des Simplioius filler die Quadraturen des Antiphon und des Hippokrates
in der Bibliotheca Mathematica 1902 (3. Folge IH, 7— 62).
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man, vt'ie man in den Elementen gelernt habe, zu jt-dem Vielecke ein

gleichtiilchiges Quadrat zeichnen, folgUcli auch zu dem Kreise mittels

des Yielecks, welches an seine Stelle getreten sei. So der Bericht

des Simplicius, eines Erkliirers des Aristoteles aus dem VI. S., in

seinem Kommentare zur Physik des Stagiriten als Einleitung in den

selbst aus Eudemus geschopften Bericht fiber den Quadrierungsver-
such des Hippokrates, der uns nachher zu beschiiftigen bat. Ein

anderer Kommentator des Aristoteles, Themistius (nngi-filhr ;UT
—

'Yl),
weiB die Sache ganz ahnlich'). Die Ubereinstimmung beider Berichte

spricht fur eine gleiche QueUe, wahrscheinlich den Eudemus.

Ein anderer Geometer der gleichen Zeit etwa wie Antii)hoD war

der Sophist Bryson aus Herakliia, der Sohn des llerodorus. Er

wird auch wohl als Pythagor;ier bezeichnet. Er ging in seinem Ver

suche die (^(uadratur des Kreises zu finden, von welchem wir wieder

durch einen anderen Erklilrer des Aristoteles, durch Johannes Philo

ponus unterrichtet sind-j, um einen sehr bedeutsamen Schritt uber

Antiphon hinaus. Er begnfigte sich nicht damit ein Kleineres als

den Kreis zu finden, welches sich nur i\'enig von dim unterschied,

er verschaff'te sich audi ein der gleichen Forderung genugendes
GriiBi^res. Er zeichnete neben den eingeschriebenen Yielecken auch

umschriebene Vielecke von immer groBerer Seitenzahl und heging
bei Ausfuhrung dieses vollstiiudig richtigen Gedankens nur einen da

mals freilich verzeihlichen Fehler, indem er meinte, die Kreisfiilche

sei das arithmetische IMittel zwischen einem eingeschriebenen und

einem uinschriehenen Vielecke. Es ist nicht wahr, sagte spiiter Pro

klus diesen Versuch vornehin zuruckweisend, d;iB die Stiicke, um

welche jene Vielecke groBer und kleiner als der Kreis sind, sich

gleichen. Aber auch welche Entwicklung der Geometrie zwischen

Bryson und Proklus! Wir glauben ttber das Irrige an Brysons

Folgerung hinv* eggelien zu durfen, den Tadel irgend einen Mittelwert

mit dem arithmetischen Mittel verwechselt zu halen, ersticken zu

mttssen unter dem Lobe in der Erkenntnis des Grenzbegriff'es weiter

gekommen zu sein als alle Vorgiinger.
So weit freilich wie Aristoteles, wenn wir dieses vorgreifend

hier erwahnen dttrfen, ist auch Bryson ni('ht gegangen. Aristoteles

wuBte und sagte') in Worten, deren wir heute uns noch vielfach

') Themistii in Aristotelis physica paraphra.sis lei). 11 Srhenkl, Berlin

1900). -) Bretschneider 126 ') Aristoteles, Phy.sic. Ill, 4. Die Zusammen

stellung der auf den iTrenzbegriif und auf das Unendliche bezuglichen SteUen

des Aristoteles usw. bildi^t eines der schonsten Kapitel bei Hankel 115— 127.

Vgl. auch Gorland, Aristoteles und die .Mathematik (i\larburg 1.S99) S 162

bis 183.
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bedienen, ohne das BewuBtsein zu haben seine Schttler zu sein:

„Stetig
— 6vvB%ig

— sei ein Ding, wenn die Grenze eines jeden

zweier niichstfolgender Teile, mit der dieselben sich berfihren, eine

und die niimUche wird und, wie es auch das Wort bezeichnet, zu-

sammengehalten wird." Aristoteles wuBte, daB es ein anderes ist

unendlich vieles zu zahlen, oder durch unendlich viele nicht vonein

ander zu scheidende Punkte sich bewegen. Er loste das Paradoxon

der Durchlaufung dieser unendlich vielen Raumpunkte in endlicher

Zeit durch das neue Paradoxon, daB innerhalb der endlichen Zeit

unendlich viele Zeitteile von unendlich kleiner Dauer anzunehmen

seien. Es gibt fttr ihn kein reales Unendliches in zusammenhangloser

Unbeschranktheit des Begriffes, so daB GroBeres oder Kleineres nicht

mogUch ist, sondern nur Endliches von beUebiger GroBe, von be

liebiger Kleinheit. Das UnendUche bleibt nicht, es wird. i) Aber

man vergesse nicht, daB Aristoteles schon um ein weiteres Jahr

hundert nach der Zeit lebte, welche uns in diesem Augenblicke be-

schiiftigt, und daB er Aristoteles war, einer jener Geister, die ffir alle

Zeiten lebend der eigenen Zeit meist unverstanden bleiben.

Bis zu einem gewissen Grade darf man letzteres vieUeicht auch

ffir Antiphon und Bryson behaupten. Die Mitte des V. S. konnte

sich mit SchluBfolgerungen, wie diese beiden Manner sie zogen, nicht

befreunden. Sie konnte nicht fiber den Widerspruch hinaus, noch

um den Widerspruch herum kommen, der darin Uegt, die krumme

Kreisfliiche durch eine geradUnig begrenzte Vielecksflache erschopfen
zu lassen. Eine mathematische Begriindung irgendwelcher Art, am

naturgemaBesten ein selbst auf einen Widerspruch gebauter Beweis

der Unmoglichkeit der entgegengesetzten Annahme, muBte vorausgehen
und das bdden, was man die geometrische Exhaustion nennt.

Aller Wahrscheinlichkeit nach versuchte Hippokrates von

Chios zuerst oder als einer der Ersten eine solche SchluBfolgerung
nm zu dem Satze zu gelangen, daB Kreisflilchen den Quadraten

ihrer Durchmesser proportional seien, ein Satz, den er, wie

Eudemus ausdrficklich sagt^), bewiesen hat.

Die Wiederherstellung dessen, was in der Tat Hippokrates ange

hort, ist allerdings schwierig. Der Bericht im ganzen stammt, wie

wir (S. 202) sagten, von Simplicius her. Manches hat dieser von

Alexander von Aphrodisias entnommen, anderes und zwar wortlich

(naxa Xai,iv) von Eudemus. Er selbst hat es an erlauternden Be

merkungen auch nicht fehlen lassen, deren Erkennungszeichen zum

»)Aristoteles, Physic. HI, 7 6vSs ii^vsl t) ansigia dlld yiyvsrai. «) Eudemi

fragmenta (ed. Spengel) pag. 128, lin. 29.
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Ted ein plotzlicher Ubergang der Redeweise aus der dritten in die

erste Person bildet. Wie ist aus diesem Gemenge das herauszuschalen,
was Eudemus sagte, wie daraus wieder was in der Abhandlung des

Hippokrates stand? Wir folgen in unserer Darstellung dem letzten

Bearbeiter der Frage i) und verweisen fur die nilhere Begrfindung auf

dessen umfangreiche Studie.

Zunachst ist von der Form zu reden. Es ist wohl nicht daran

zu zweifeln, daB Eudemus, daB vor ihm Hippokrates Figuren zeich-

nete und an die einzelnen Punkte derselben Buchstaben schrieb. Wir

haben frfiher gesehen, daB die Agypter ihren Figuren teilweise die

LangenmaBe beischrieben, welche den Linien derselben zukamen. Wir

haben darin vieUeicht die Anregung gefunden, infolge deren Zahlen

groBen durch Linien zur VersinnUchung gebracht wurden (S. 1(13).
Die Agypter gingen uber diese messende Bezeichnung hinaus. Eine

gewisse AUgemeinheit gab sich kund, wenn die Scheitellinie mit

itterit, die Grundlinie der Pyramide mit tieliatebt usw. bezeichnet wurde,
indem hierdurch die von Figur zu Figur unveranderliche Lage gegen

die jedesmal wechselnde Lange als das wichtigere in den Yordergrund
trat. Aber Punkte nun gar durch Buchstaben zu benennen, welche

nicht Zahlenwerte, nicht Abkfirzungen von Wortern, welche etwa so

anfingen, sein sollten, sondern nur Buchstaben als solche, damit die

Moglichkeit zu geben eine Figur auch ziemlich verwickelter Art nur

zu denken und doch mit dem Texte in verstandlichen Einklang zu

bringen: das ist eine Art von aUgemeiner Symbolik, ist die bei Geo-

nietern erkennbare Vorlauferin der algebraischen Bezeichnung der

Unbekannten durch einen Buchstaben, oder wenigstens durch ein

Wort. Und innerhalb dieser Symbolik selbst ist ein Fortschritt nach

weisbar: die iilteren Geometer, wie Eudemus, wie vor ihm vermutlich

Hippokrates, sprechen von einer Linie, „an welcher AB (steht)", von

einem Punkte, „an welchem K (steht)", wahrend es bei den Spiiteren,
bei Euldid usw. kurzweg heiBt „die Linie AB" oder „der Punkt A'"

Ob Hippokrates der erste war, welcher die geometrischen

Figuren mit zur Bezeichnung- dienenden Buchstaben versah,
das wissen wir nicht. Wahrscheinlich ist es uns nicht, weil Eudemus

sonst vermutlich in seinem Berichte auf diese Neuerung hingewiesen
haben wfirde. Wir neigen weit eher der Meinung zu, Hippokrates
werde die geometrische Anwendung der Buchstaben von den Pytha

goraern gelernt haben, denen er ja auch sein mathematisches Wdssen

') F. Rudio in der Bibliotheca mathematica 1902, 3, Folge III, 7—62 und

in der Vierteljahrschrift der Natuitorscheudeii Gesellscliaft in Zurich. Jahr

gang L (1906),
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fiberhaupt verdankt haben soil. Daffir spricht, daB das Sternfttnfeck,

welches den Pythagoriiern als Erkennungszeichen, auch wohl als Brief-

fiberschrift diente (S. 178), an semen Ecken die Buchstaben geffihrt

haben soU, welche das Wort Gesundheit bddeteu. So wird wenig

stens allgemein die Stelle aufgefaBt, daB jene Figur Gesundheit ge

nannt worden sei.

Bei Hippokrates bestand dagegen eine Sitte noch nicht, welche

bei Euklid mit der RegelmilBigkeit eines Gesetzes herrschend geworden

ist: die Sitte nilmlich unter die zur Bezeichnung von Figuren be

nutzten Buchstaben niemals das I zu begreifen, sondern nach & sofort

zu K fiberzugehen. Offenbar wollte man dadurch der leicht mog

lichen Verwechslung des Buchstaben I mit einem einfachen Vertikal

striche vorbeugen^). Der Bericht des Eudemus fiber Hippokrates,

also wahrscheinlich auch Hippokrates selbst, fibersprang das I noch

nicht-), und audi liei der eben erwahnten pythagoraischen Bezeich

nung der Ecken des Pentalpha spielt I eine Rolle.

Wir kommen nach diesen die Form betreffenden Vorbemerkungen

zu dem eigentUchen Inhalte der Abhandlung des Hippokrates, dessen

Verstandnis wesentlich davon beeinfiuBt ist, wie man das in dem Be

richte vorkommende Wort ra^jia fibersetzt, welchi^s jedenfaUs ein

durch Schneiden aus dem Kreise hervorgegangenes Flachenstfick be

deutet. Wie der erzeugende Schnitt beziehungsweise die erzeugenden
Schnitte geffihrt werden, ist nicht gesagt. An und ffir sich kann

also ebensogut das gemeint sein, was man nachmals einen Kreis-

abschnitt. Segment, als das, was man nachmals einen Kreisausschnitt,

Sektor, nannte. Der neueste Herausgeber^) ist der Ansicht, man habe

in fruher Zeit bald das eine, bald das andere x^),uk genannt, und

man mttsse meistens Segment als Ubersetzung gelten lassen, was aber

nicht ausscbliefie, daB in vereinzelten Fallen die Ubersetzung Sektor

richtig sei. Ein anderes offenbar von Hipjiokrates eingeffihrtes Wort

^i)]vi6iiog Mondchen (lateinisch liintdn) bedarf kaum einer besonderen

Erkliirung; es ist eine Mondsichel gebildet durch zwei Kreisbogen,
welche verschiedenen Kreisen angehorend nach der gleichen Richtung

gekrummt siud und mit ihren Endpunkten zusammentreffen.

Grundlage der ganzen Untersuchung ist der Satz, daB iihnliche

Segmente dasselbe Verhaltnis zueinander haben wie die Grnndlinien

in der Potenz. Ahnliche Sektoren sind namUch solche, welche o-picbe

Untervielfache der betreffenden Kreise sind, und wie die Kreise selbst

1) Nach Professor Studemund. Vgl. Zeitsclir, Math. Phys. XXI, Histo-

risch-literarische Abteilung S. 183. -) Rudio 1. c. S. 24, ») Rudio, Anmer

kung 67 auf S, 41—46,
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den Potenzen ihrer Durchmesser oder auch ihrer Halbmesser pro

portional sind, so verhiilt es sich auch mit iihnlichen Seldoren der

selben. Der Sektor besteht aber aus einem Dreiecke und einem Seg
mente. Ahnlichen Sektoren entsprechen iihnliche Dreiecke, welche

ebensogut den Potenzen der Flalbmesser als der Gr-undlinien propor

tional sein mfissen, und die iihnlichen Segmente weiden A\leder in dem

gleielicn Yerhaltnisse stehen mttssen. ,\linliche Segmente nehmen

gleiche A\'iiikel auf, und zwar sind die allrr Halbkreise Rechte

und die der groBeren kleiner als Rechte und die der klei

neren groBer als Rechte.

Wir halten einen Augenblick ein, um festzusteUen, daB demnach

Hippokrates mit der Gleichheit von auf demselben Bogen aufstehen-

den Peripheriewinkeln bekannt war.

Allein auch das von ihm benutzte Wort d'vi'tuug, Vermogen,
lateinisch -putt-ntiu gibt zu Bemerkungen AnlaB. DaB aus der latei

nischen Ubersetzung nachmals unsere PotenzgriiBen entstanden

sind, liegt auf der Hand. Ursprunglich war unter dvi'tij.itg nur die

zweite Potenz verstanden und das Yorkommen des Wortes als Kunst-

ausdruck bei Hippokrates, den Eudemus hier wortlich ausgenutzt
haben durfte, ist das erste nachweisbare. Spiiter kommt das T\'ort

sowolil in mathematischeui als in uichtmatheuiatischem Sinne ungemein

haufig vor. Platon hat es benutzt^), Aristoteles nicht minder au un

ziihligen Stellen, wo auch von dem dynamischen Auftreten dieser

oder jener Eigenschaft
— wir sagen gewohnlich in einer lateinischen

Wortform deren virtiielles Auftreten — die IJede ist, d<'r Kunstaus-

druck der einen Wissenschaft zum Kunstausdrucke einer anderen

wurde. Es scheint fast, als lilge in den Wortern dvva.ui^ und raxQi'.-

yiovog ein ilhnlicher Gegensatz wie in unseren Ausdrucken „zweite
Potenz" und ,,(juadrat" Das eine W ort bezieht sich auf die arithme

tische Entstehung als Zahl, das andere auf die geoniotrische Deutung
als Fliiehe, und somit wiire bei Hippokrates von einer i-ecbnenden

Vergleichimg der Kreisfiacheii, wie sie aus ihren Durchiiiessei-n sich

ermitteln lassen, die Rede. Damit soil freilich, wie wir im 11. Ka-

jiitel sehen werden, keineswegs gesagt sein, Hippokrates habe die

Proportionalitiit von Kreisfiilche und zweiter Potenz des Durchmessers

rechnend erkannt.

Das Verfahren des Hippokrates wird nun in der VV eise gesohil-

dert, daB dessen erster Yersuch dahin ging, die (Quadratur eines

Mondchen zustande zu bringen, de.sscn iiuBerer Bogen ein Halbkreis

wiire (Fig. 30). Zu diesem Zweck lieschrieb er um ein sowohl recht-

') Platon, Theaetet pag. 147.
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winkUges als gleichschenkliges Dreieck einen Halbkreis und fiber der

Basis ein Kreissegment ahnlich denen, die von den Seiten abge-

schnitten werden. Das Segment fiber der

/''/^^'X^^^^v Basis ist gleich den beiden fiber den ande-

/ / \. \ ren Dreiecksseiten und so wird, wenn der

/ / .^\. \ Ted des Dreiecks, der auBerhalb des tiber

/yi^^ ^"x,l <i6^' Basis beschriebenen Segmentes liegt,

beiderseits hinzugeffigt ist, das Mondchen

'*■ '

gleich dem Dreiecke sein.

Der zweite Yersuch gilt einem Mondchen, dessen auBerer Bogen

gi-oBer als ein Halbkreis ist (Fig. 31). Hippokrates beschreibt in das

durch den erwahnten groBeren

^ ~^:iv Bogen und dessen Sehne gebildete
/--— /^^ \\ Segment ein Paralleltrapez mit drei

// /^ \ \ gleichen Seiten: er bestimmt dabei,

/ / y^ \ \ daB das Quadrat der Grundlinie so

/ / Y^ -_____^^
\ \ groB sein solle wie die Summe der

YY^^ ^^^\\ Quadrate der drei anderen Seiten').
Wird alsdann fiber der Grundlinie

Pig. 31.

ein Segment ahnlich den drei an

deren gezeichnet, so ist das hierdurch entstehende Mondchen quadrier-

bar^). DaB der auBere Bogen des Mondchen groBer als ein Halbkreis

sei, wird von Eudemus, vielleicht schon von Hippokrates, bewiesen

und zwar mit Hilfe des Satzes, daB der Winkel, welchen eine Seite

des Trapezes mit einer Diagonale desselben bildet, ein spitzer Winkel

sei. Diese Tatsache folgt ihm aber selbst wieder daraus, daB das

Quadrat der Grundlinie des Trapezes, dessen Beziehung zu den anderen

Seiten des Trapezes bekannt ist, kleiner als die Summe des Quadrates

einer kleinen Trapezseite und des Quadrates einer Trapezdiagonale ist,
welches selbst, weil die Diagonale einem von zwei kleinen Trapez-
seiten gebildeten stumpfen Winkel gegenfiberliegt, gi-oBer als das

doppelte Quadrat einer kleinen Trapezseite ist.

Eine sprachliche und eine sachliche Bemerkung sei hier einge
schaltet. Was hier als Diagonale fibersetzt wurde, heiBt bei Eudemus
und auch sonst haufig Diameter. In den beiden ersten Quadrierungs-
versuchen ist der wichtige Satz benutzt, daB das Quadrat einer

') Das tritt ein, wenn die kleine Seite a= i-]/3 — p3. Vgl. iiber die

Mondchen des Hippokrates einen Aufsatz von Clausen (Crelles Journal XXI,
375) und Hankel 127. ^) Das Mondchen ist, wie Simplicius beweist, gleich
dem Trapeze, welches entsteht, wenn von dem groBen Segmente die drei kleinen

Segmente abgezogen werden, wahrend das Mondchen durch Abziehen jenes den

drei kleinen Segmenten iihnlichen Segmeutes fiber der Grundlinie iibrig bleibt.
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Dreiecksseite gleich der Summe der Quadrate der beiden

anderen Dreiecksseiten, groBer als diese Summe, kleiner

als diese Summe ist, je nachdem ihr ein rechter, ein stumpier,
ein spitzer Winkel gegenfiberliegt.

Der dritte Yersuch beschiiftigt sich mit einem Mondchen, dessen

auBerer Bogen kleiner als ein Halbkreis ist (Fig. 3i)). Hippokrates
verschafl^ sich dasselbe

folgendermaBen, Um K

alsMittelpunkt und mit

AB als Durchmesser

wird ein Halbkreis ge

zeichnet, ferner die Ge

rade FA, welche die

KB senkrecht halbiert. ^ ^ "~---^^L

Von B aus wird die -^'^^ *^

BZE derartig gezeichnet, daB das Quadrat des zwischen der FA und

der Kreisperipherie liegenden Stfickes ZE anderthalbmal so groB
sei als das Quadrat von KA. Von E aus wird EH parallel zu AB

bis zum Durchschnitt mit der verlangerten KZ gezogen. Mittels

der an Lange einander gleichen KE und BH entsteht das Trapez

EKBH, um welches ein Kreis beschrieben wird'), der seinen Mittel

punkt in A besitzt. Auch um das Dreieck EZH wird ein Kreis be

schrieben und nun ist das Mondchen gebildet, dessen innerer Bogen

EZH, dessen auBerer Bogen EKBH ist. Sein Flacheninhalt ist

gleich dem der Summe der drei Dreiecke BZH, BZK, EKZ, sein

auBerer Bogen ist kleiner als der Halbkreis. Letzteres folgt aus der

Stumpfheit des Winkels EKH, der Flacheninhalt aus der Ahnlich

keit der Kreisabschnitte fiber EZ, ZH, EK, KB, BH in Yerbindung
mit der Proportion EZ^ : EK^ = 3 : 2 2).

Wir mochten auf die Einzeichnung des Stfickes ZE zwischen

die Gerade FA und die Kreisperipherie AEB in vorgeschriebener

Lange besonders hinweisen. Sie konnte nur empirisch erfolgen, in

dem man um B eine Gerade BZE in Drehung versetzte und mit

dieser Drehung innehielt, sobald ZE die gewfinschte Liinge besaB.

Das ist das erste Beispiel einer Bewegungsgeometrie, die in

spiiteren Zeiten geradezu den Charakter einer Methode annahm^).

Wir o-elangen zu einem vierten Versuche, bei welchem es auf
DO '

die Quadrierung eines Kreises zusammen mit einem Mondchen ankam

^) Simplicius hat die Gleichheit von KE mit BH bewiesen und ebenso

auch die Miiglichkeit eines Umkreises um das Trapez EKBH. ") Auch hier

hat Simplicius die notwendigen Beweise geliefert. ^) Wopcke, L'algebre

d'Omar Alkhayami (Paris 1851) pag, 120,

CvNTOH, GL'9chiohte der Mathematik 1, 3. Auti, 14
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(Fig. 33). Um K als Mittelpunkt sind zwei Kreise mit je einem

eingeschriebenen regelmiiBigen Sechsecke gezeichnet, die als klemer

und groBer Kreis, als kleines und groBes Sechseck unterschieden

werden mogen. Dabei sind die Halbmesser so gewiihlt, daB HK"' =

(JAKl AugenscheinUch folgt daraus HP^'dHK^
=2HK^Y^^K^

indem HI Kathete eines rechtwinkUgen Dreiecks ist, dessen andere

Kathete eine groBe Sechsecksseite und dessen Hypotenuse der groBe

Durchmesser ist. Wird fiber HI mittels eines neugezeichneten Kreis-

bogens ein kleineres Kreissegment hergestellt iibnlich sowohl dem fiber

H® als dem fiber AB, so muB es dreimal so groB wie das fiber H@

sein, Oder so groB wie das iiber H&, das fiber @I und die sechs

Segmentchen im kleinen

^y Kreise fiber den kleinen

Sechsecksseiten. DasMond

chen I&H ist aber gleich
dem Dreiecke H@I und

den Segmenten fiber H@

und @Jweniger dem klei

neren Kreissegment fiber

HI. Es ist leicht einzu-

sehen, daB alsdann das

Mondchen nebst dem

kleinen Kreise dem Drei

ecke H0I nebst dem

kleinen Sechsecke fiachen-

gleich sind, wodurch die

Quadratur gegeben ist.

Dieses sind die vier von Hippokrates gemachten Versuche krumm-

linig begrenzte Figuren in ihnen flachengleiche Quadrate zu ver

wandeln, so wie sie von Eudemus berichtet werden, aus welchem

dann spater Simplicius seinen durch sachgemaBe Eriauterungen er

ganzten Auszug veranstaltete. Man muB sicherlich zugestehen, daB

Hippokrates bei der Auswahl der von ihm untersuchten Mondchen

eine weit mehr als gewohnliche Erfindungsgabe an den Tag legte,
und daB er bereits fiber einen achtungswerten Yorrat an geometrischem

Wissen verfttgte. Hat er, wie vermutet worden ist^), beim Nieder-

schreiben seiner ihrem Hauptinhalte nach sicherlich ganz neuen Ab

handlung die Uberzeugung gewonnen, es sei an der Zeit ein Elemen

tarlehrbuch zusammenzusteUen, auf welches man fttr notwendige
Hilfssatze sich berufen konne, oder aber hatte er, als er die Abhand-

Fig. 33,

') Bretschneider 131.
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lung schrieb, sein Elementarwerk (S. 201) schon veroffentlicht und

deswegen sich ttber manches weniger ausfttrlich verbreitet als es

spiiteren Lesern und Erkliirern wttnschenswert erschien, das ist eine

Frage, auf die wir keine endgttltige Antwort zu geben vermogen.

Hippokrates beschaftigte sich, wie wir (S. 202) ankttndigend be-

merkten, auch noch mit einem anderen mathematischen Probleme,
mit der Wfirfelverdoppelung. Das ist die letzte uns hier be-

gegnende von den drei groBen Aufgaben der griechischen Mathe

matiker, welche ihnen Gelegenheit gaben ihre Kriifte zu fiben und

das zu erfinden, was man die hohere Mathematik jenes Zeitraumes

zu nennen berechtigt ist. Uber die Geschichte der Wfirfelverdoppe
lung sind wir durch namhafte Uberbleibsel aus alter Zeit ziemlich

gut berichtet, und selbst der sagenhafte Anstrich des Ur.sprungs der

Aufgabe wird im 30. Kapitel sich als erhebUch ausweisen. Ein

griechischer Mathematiker Eratosthenes im HI. S. schrieb an Pto

lemaus Euergetes den iigyptischen .Konig einen Brief tiber diesen

Gegenstand, der sich bei Eutokius von Askalon, einem spaten Kom

mentator des Archimed, erhalten hat und dessen Anfang wir hier

beiftigen-"^). Trotzdem er ziemlich weit jenseits der gegenwartig aUein

zu behandelnden Zeit hinabftihrt, glaubten wir doch eine Trennung
des zusammengehorigen Textes nicht vornehmen zu sollen und werden

lieber spater, wo es notig ist, auf dieses Kapitel hier zurtickverweisen.

„Dem Konige Ptolemiius wttnseht Eratosthenes Glttck und Wohl-

sein. Von den alten Tragodiendichtern, sagt man, habe einer den

Minos, wie er dem Glaukos ein Grabmal errichten UeB, und horte,
daB es auf alien Seiten 100 FuB haben werde, sagen lassen:

Zu klein entwarfst Du mir die konigliche Gruft,

Yerdopple sie; des Wttrfels doch verfehle nicht.

Man uutersuchte aber auch von seiten der Geometer, auf welche Weise

man einen gegebenen Korper, ohne daB er seine Gestalt veriinderte,

verdoppeln konnte, und nannte die Aufgabe der Art des Wttrfels Yer

doppelung; denn einen Wtirfel zugrunde legend suchte man diesen

zu verdoppeln. Wahrend nun langezeit hindurch alle ratios waren,

entdeckte zuerst der Chier Hippokrates, daB, wenn man herausbrachte

') Zur Geschichte der Wfirfelverdoppelung vgl. N. T. Reimer, Historia

prohlemiitis de cuhi duplicatione. Gottingen 1798. J. H. Dresler, Eratosthenes

von der Verdoppelung des Wurfels. Osterprogramm 1828 fur die herzogl.
Nassauischeu Pildagogien zu Dillenburg, Hadamar und Wiesbaden. Ch H.

Biering, Historia -problemidis cubi duplicandi. Kopenhagen 1844. Teihveise

Neues auch an Stellenmaterial iu der Dissertation von C, Blass, De Platone

mitthematieo. Bonn 1861, pag, 22—30. Unsere tJbersetzung des Briefes des

Eratosthenes nach Dresler 1, c S 8—10,

14'
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zu zwei gegebenen geraden Linien, wo die gi-oBere der kleineren

Doppelte ware, zwei mittlere Proportionalen von stetigem Verhiiltnisse

zu Ziehen, der Wtirfel verdoppelt werden konnte; wonach er dann

seine Ratlosigkeit in eine andere nicht geringere Ratlosigkeit ver

wandelte. Nach der Zeit, erziihlt man, wiiren die Delier, weil sie von

einer Krankheit befaUen waren, einem Orakel zufolge geheiBen worden

einen ihrer Altiire zu verdoppeln und in dieselbe Verlegenheit ge

raten. Sie hatten aber die bei Platon in der Akademie gebUdeten

Geometer beschickt und gewtinscht, sie mochten ihnen das Verlangte

auffinden. Da sich nun diese mit Eifer der Sache unterzogen und zu

zwei Gegebenen zwei Mittlere suchten, soU sie der Tarentiner Archytas

vermittelst der Halbzylinder aufgefunden haben, Eudoxus aber ver-

mittelst der sogenannten Bogenlinien. Es widerfuhr ihnen aber

insgesamt, daB sie zwar ihre Zeichnungen mit geometrischer Evidenz

nachgewiesen hatten, sie aber nicht leicht mit der Hand ausfuhren

und zur Anwendung bringen konnten, auBer etwa einigermaBen die

des Menachmus, doch auch nur mfihsam."

Der alte Tragiker, auf dessen Verse Eratosthenes sich beruft, ist

kein anderer als Euripides, in dessen verloren gegangenem Poleidos

sie vorkommen, wie sehr wahrscheinlich gemacht worden ist-'). Da

nun Euripides 485—406 lebte, seine dichterische Wirksamkeit also

etwa in die gleiche Zeit fallt, in die wir die wissenschaftliche Tatig
keit des Hippokrates verlegen, so geht hieraus hervor, daB eben da

mals die Sage von dem Grabmale des Glaukos bekannt war. Ob

damals die Sage schon alt gewesen; ob Em-ipides ihrer gedachte,
weil die Gelehrten des Tages sich bereits mit Wfirfelverdoppelung
beschaftigten, die Anspielung also einen gewissen Eindruck auf die

feiner gebildeten Zuhorer machen muBte; ob man den ento-egen-

gesetzten Tatb^stand annehmen soU, daB die Volkstfimlicbkeit der

Verse des Euripides die Mathematiker auf die eigentfimlich gesteUte
Aufgabe aufmerksam machte; ob wir daran erinnern dfirfen, daB

Euripides der Dichter selbst ein Gelehrter, daB er ein Schfiler des

Anaxagoras war, das aUes gehort in das Bereich gewagtester Yer

mutung, oder wenigstens noch unerledigter Forschung. Als gesichert
ist gemaB dem Berichte des Eratosthenes nur so viel zu betrachten,
daB nach fruchtlosen Versuchen anderer fiber die Aufo-abe der Wfirfel-

verdoppelung Herr zu werden, Hippokrates von Chios auf die Be

merkung fiel, daB die Aufgabe auch in anderer Gestalt sich aus

sprechen lasse. Findet die fortlaufende Proportion a:x= x:y = y:b

') Valkenarius, Diatribe de fragtn. Eurip. pag, 203, Vgl, Reimer, De

cubi dupliccdione pag, 20.
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statt, so ist x'^ = ny, y^ = bx, mithin Y = a^y" = a^bx und x^ = ct^b

oder, wenn b = 2a, wie es bei der Wfirfelverdoppelung notwendig
erscheint, .1;^ = 2 a-'. Die Seite des doppelten Wfirfels ist in der Tat

die erste von zwei mittleren Proportionalen, welche zwischen der ein

fachen und der doppelten Seite des ursprfingUchen Wttrfels einge
schaltet werden. Diese Erkenntnis, welche auch Proklus i) dem Hippo
krates nachrtthmt war ein Schritt weiter auf dem richtigen Wege,

aber allerdings ein verhidtnismaBig kleiner Schritt. Hippokrates ver
wandelte nur, wie Eratosthenes in fast scherzhaftem Tone sagt, seine

Ratlosigkeit in eine andere nicht geringere Ratlosigkeit. Wie sollten

jene beiden mittleren Proportionalen gefunden werden? Die Manner,
welche der Losung dieser Aufgabe sich gewachsen ftthlten, sind es,

die uns im folgenden entgegentreten werden.

Auf ihre Gemeinschaft fuhrt auch das Mathematikerverzeichnis

uns hin, wenn es neben Hippokrates von Chios noch Theodorus

von Kyrene in der Geometrie bertthmt nennt. Yon diesem wissen

wir an geometrischen Tatsachen nur, daB er die Irrationalitat der

Qnadratwurzeln von Zahlen zwischen 3 und 17 bewies^) (S. 182).
Wir wissen von ihm auBerdem, daB er der Schule der Pythagoraer

angehorte^), und daB er Lehrer des Platon in mathematischen

Dingen war*).
Platon und die Akademie nehmen jetzt, wie in der Geschichte

der griechischen Philosophie, so in der Geschichte der griechischen

Mathematik, die leitende Stellung ein. Mit ihnen mttssen wir uns

beschaftigen.

10. Kapitel.

Platon.

Zwei Kriege von schwerwiegender Bedeutung ffir die Gestaltung
staatlicher Yerhaltnisse, wie ffir die Entwicklung der Wissenschaften

wurden auf griechischem Boden innerhalb eines Menschenlebens ge-

kanipft. Der peloponnesische Krieg, welcher die Macht Athens ver-

nichtete, welcher den Staat des Perikles von seiner geistigen, wissen

schaftlichen wie kfinstlerischen Hohe herabstfirzte, begann 431. Der

sogenannte heilige Krieg, in welchem die Thebaner durch ein kurzes

Ubergewicht erschopft, Konig Phdipp von Mazedonien zu Hilfe

riefen und ihm so den ersten willkommenen AnlaB gaben in grie
chische Dinge sich einzumengen, endete 346. Dieselben Jahreszahlen

1) Proklus (ed. Friedlein) 213. ') Platon, Theaetet 147, D. ») Jam

blichus, Yitn Pythagor 267 *) Diogenes Laertius II, 103.
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begrenzen fast genau das Leben Platons. Seine Geburt faUt in

das Jahr 429, in das- Sehreckensjahr, in welchem die durch die

Schilderung des Thukydides in griiBlicher Wahrheit bekannte Pest

Athen in Trauer hfiUte, in welchem Perikles starb. Sein Tod er

folgte 348 an demselben Tage, an welchem er 81 Jahre frfiher ge

boren war.

In Platons Lebenszeit faUen auch zwei Kfinstler, deren die Ge

schichte der Mathematik Erwiihnung tun darf: Pheidias und Poly-

klet, die Yerfertiger des Olympischen Zeus, der Argivischen Here.

Yon Pheidias erziihlt Lucian in dem Dialoge fiber die phUosophischen

Sekten^), er sei imstande gewesen aus der Klaue eines Lowen auzu-

geben, wie gi-oB der ganze Lowe war, woher die griechische Redens

art £| 6v6%«)v Xaovxa^), lateinisch ex nngue leonem stammt, welche

sich bis zu unseren Tagen erhalten hat. Von Polyklet meldet Galen''),
er habe in einer Schrift, die Kanon fiberschrieben war, die Lehre

von alien Verhaltnissen des Korpers aufgesteUt. Wer denkt dabei

nicht an die vorgezeichneten Quadrate im Grabmale Seti I (S. 108),
wer nicht an die Notwendigkeit einer in weite Kreise eingedrungenen
Lehre von der Ahnlichkeit der Figuren?

Platon gehorte einer der angesehensten athenischen Familien an.

Bis auf Konig Kodrus ffihrte der Stammbaum des Vaters, bis auf

Solon der der Mutter zurfick*). Platons erste Jugend fiel, wie wir

wissen, in eine ffir Athen trfibe und bewegte Zeit, aber bald lachelte

das Glttck der Stadt, welche es liehgewonnen, aufs neue. Die Kmaben-

jahre Platons faUen mit der Glanzzeit des Alkibiades zusammen, und

der Freund des Alkibiades, Sokrates, war Platons Lehrer. Im Ver-

kehre mit den geistig bedeutendsten Mannern seiner Vaterstadt ent

wickelte der Knabe sich zum Manne. Bei Sokrates insbesondere wird

Platon jene Methode erlernt haben, welche als eigentlich sokratische

gertthmt wird, und welche darin bestand, durch fortgesetztes Fragen
immer scharfer umgrenzte Definitionen, aber auch das Eingestandnis
von Widersprfichen infolge ungenfigender Begriffsbestimmungen her-

vorznlocken. Um das Jahr 400 etwa, nachdem Sokrates den Gift-

becher hatte leeren mfissen, verlieB Platon die Heimat, in welcher es

fttr den nachsten Schfiler des gleichviel ob gerechtem oder unge-
rechtem Volkshasse zum Opfer Gefallenen nicht mehr sicher war,

und verwandte eine langere Reihe von Jahren zu Reisen, welche

seine wissenschaftUche Ausbildung vollendeten. Nach Kyrene, wo an

der Nordkfiste Afrikas griechische Bildung schon eine Pflanzstatte

') Lucian, 'EpfioTtfiog i] nsgl aig^aecov cap. 55 pag. 147 ed. Sommerbrodt.

') Diogenes Laertius V, 15. ") Galen, Ilsgl rmv na»'
'

Innov-gdrriv v.a\

nidrcova. *) Diogenes Laertius IU, 1.
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geschaffen hatte, lockte es ihn. War doch dort die Heimat jenes
Theodorus, welcher, wie wir im Theiitet erfahren, bei Lebzeiten des

Sokrates in Athen verweilte, und welchen wir am Schlusse des vorigen

Kapitels Platons Lehrer in der Mathematik genannt haben. Agypten
sah ihn jedenfalls zu liingerem Aufenthalte, wenn auch Strabons Be

richterstatter sehr fibertrieben haben dfirften. Bei der Beschreibung
der alten Priesterstadt Heliopolis in Agypten sagt namlich dieser

geographische SchriftsteUer: Hier nun zeigt man die Hiiuser der

Priester und auch die Wohnungen des Platon und Eudoxus. Denn

letzterer kam mit Platon hierher, und sie lebten daselbst mit den

Priestern dreizehn Jahre zusammen, wie einige angeben. ^) Dann

wird ein groBes Gewicht auf einen Aufenthalt Platons in GroBgriechen
land zu legen sein, wo er mit Archytas von Tarent und mit

Timaus von Lokri im engsten Verkehre stand ^). Weiter ftthrte

ihn sein Weg nach Sizdien, wo er im 40. Lebensjahre, also im

Jahre 389 eintraf^). Diese durch ihn selbst bezeugte Zeitangabe

notigt uns auf aUe Reisen bis nach SiziUen etwa 11 Jahre zu ver-

teilen und widerlegt somit die 13jahrige Dauer des Aufenthalts in

Agypten. Platons Freimtttigkeit scheint bei dem Gewaltherrn von

Syrakus, bei Dionysius, AnstoB erregt zu haben, so daB dieser ihn

gefangen nehmen lieB und ihn als Athener dem lakedamonischen Ab-

gesandten auslieferte, welcher ihn als Sklaven nach Agina verkaufte.

Ein Kyrenaiker zahlte das erforderliche Losegeld, um Platon wieder

frei zu machen, und nun kehrte dieser nach Athen zurttck, wo er in

den schattigen Spaziergiingen der durch Kimon einst verschonerten

Akademie nordwestlich vor der Stadt seine die Philosophie umge-

staltenden Yortrage hielt, deren Bedeutung auch fttr die Geschichte

der Mathematik nicht hoch genug angeschlagen werden kann''^).

Eigentlich mathematische Schriften hat Platon zwar nicht ver

faBt, aber einiges wird doch auf ihn als Entdecker zurttckgeftthrt,
und vielleicht noch wichtiger ist seine Yorliebe ffir die Mathematik

dadurch geworden, daB er auf fahige Schuler sie forterbte. Platon

war ja ein Schfiler der Pythagoraer in vielen Dingen, in so vielen,
daB Aristoteles es ausdrttcklich bezeugt hat °J, daB Asklepius zu dieser

SteUe der aristotelischen Metaphysik jedenfalls tibertreibend hinzu-

ftigte: nicht vieles, aUes habe Platon von den Pythagoraern ent-

'; Strabo XVH, ed. Meinicke pag. 1124. -) Cicero, De finibusY, 19, 50.

Tu.-<culan I, 17, 39. De republica I, 10, 15. =•) Platons Briefe: Episfnl,, VII,

324, a. '') tiber Platon in seinen Beziehungen zur Mathematik vergl. C. Blass,

De Platone matliematico. Bonn 1861, und B. Rothlauf, Die Mathematik zu

Platons Zeiten und seine Beziehungen zu ihr. Miinchen 1878, °) Aristoteles,

Metaphys. I, 6.
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nommen. Wie nun die Pythagoriier Mathematik als den ersten

Gegenstand ernes wirkUch wissenschaftlichen Unterrichts betrachteten,

wie die Agypter ihre Kinder zugleich mit den Buchstaben in den

Anfangsgrfinden der Lehre von den Zahlen, von den auszumessenden

Riiumen und von dem Umlaufe der Gestirne unterrichteten, so wollte

auch Platon verfahren haben i). Kein Unkundiger der Geometrie trete

unter mein Dach, ^'y]dalg dyamfiaxQ-rjxog alsixco fxov xip' exayriv, war

die Ankfindigung, mit welcher der angehende Akademiker empfangen

wurde 2), und Xenokrates, der niichst Speusippus als zweiter Nach

folger Platons die Akademie leitete =*), blieb ganz in den FuBstapfen

seines Lehrers, wenn er einen Jfingling, der die verlangten geometri

schen Vorkenntnisse noch nicht besaB, mit den Worten zurfickwies:

Gehe, Du hast die Handhaben noch nicht zur PhUosophie, itOQavov

Xafiag yccQ o-vx a%ai,g (pLXo6o(piag^).
Platon war in dieser Beziehung so sehr Pythagoriier geworden,

daB er den Gegensatz nicht scheute, in welchen er seinen altesten

und verehrtesten Lehrer Sokrates scheinbar zu sich selbst setzte.

Sokrates, wie Xenophon in seinen Erinnerungen ihn schddert^),
wollte die Geometrie nur so weit getrieben wissen, bis man Land mit

dem MaBstabe in Besitz nehmen oder fibergehen konne. Der So

krates in Platons Dialogen, dem dieser stets die Gesinnungen in den

Mund zu legen Uebt, die ihn selbst erffiUen, erklart dagegen^), daB

die ganze Wissenschaft doch nur der Erkeimtnis wegen betrieben

werde. Es ist bekanntlich, sagt er auch, in bezug auf jedes Lernen,
um besser aufzufassen, ein himmelhoher Unterschied zwischen einem,

der sich mit Geometrie befaBt hat, und dem, der es nicht getan hat.

Wir verzichten darauf alle SteUen zu sammeln, an welchen Plato

ahnliche Gesinnungen fiber die Matheraatik auBert, und zu welchen

auch der Ausspruch (S. 184) gehort, daB Gott aUezeit geometrisch

verfahre, nur eine Bemerkung fiber das Wort Mathematik wollen

wir hier einschalten. Von einer Wissenschaft der Mathematik wuBte

Platon so wenig wie seine Zeitgenossen'). Wohl besaBen sie das

Wort (iad-f]iiaxa (Lehrgegenstande), aber es umfaBte alles, was im

wissenschaftlichen Unterrichte vorkam. Erst bei den Peripatetikern
bekam das allgemeine Wort die besondere Bedeutung, welche wir

ihm gegenwartig noch beilegen und umfaBte fortan Rechenkunst und

Arithmetik, Geometrie der Ebene und Stereometrie, Musik und Astro-

1) Die bezfiglichen Stefien aus Platons Staat vergl, bei Rothlauf 1. o. S. 12,

■■') Tzetzes, Chil, VIII, 972, ») Diogenes Laertius I, 14. *) Diogenes
Laertius IV, 10, ^) Xenophon, Memorabil. IV, 7 und ihm folgend Dio

genes Laertius H, 32, ») Die Stefien aus Platons Staat bei Rothlauf S, 2

und 7. ') Rothlauf S. 18—19,
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noniie, wahrend zugleich auch der Name der Philosophie, welcher fttr

Platon erst die wortliche Bedeutung der Weisheitsliebe besaB, einer

besonderen Wissenschaft zuerteilt wurde.

Die Yorliebe Platons fttr mathematische Dinge iluBert sich neben

den schon bertthrten Yorschriften ttber Jugenderziehung in seinem

idealen Staatswesen, wo ein Schulzwang innerhalb der einfachsten

Lehrgegenstande obwalten, wo Lesen, Schreiben und Rechnen alien

Madchen wie Kuaben beigebracht werden solU), auch darin, daB er

in vielen seiner in Gesprachsform geschriebenen Abhandlungen mathe

matische Beispiele zur Yerdeutlichung phdosophischer Gedanken be

nutzt. Meistens sind diese Beispiele fiir Laien berechnet und darum

laienhaft einfach, so daB dieselben kaum ein Recht haben in einer

Geschichte der Mathematik aufzutreten. Wir machen eine Au.snahme

zugunsten dei- frfiher geradezu berfichtigten Kapitel des Menon^).
Nicht als ob es sich mit deren Inhalt anders verhielte, aber weil wir

frfiher (S. 185) auf diese Kapitel uns berufen haben. Sie blieben den

Erkliirern platonischer Gesprache solange unverstanden, als man in

ihnen wunder welche tiefsinnige Dinge suchte. Sie wurden kinderleicht

und klar, sobald der Wortlaut mit den Figuren in Zusammenhang
7 Do

gebracht wurde, welche zwar in den Handschriften wie in den Druck-

ausgaben fehlen, von welchen man aber dem Texte gemaB annehmen

miiB, daB sie im Laufe des Gespriiches in den Sand gezeichnet worden

waren. Diese Figuren durften zwei an der Zahl gewesen sein, ein

einfacher Kreis und eine einigermaBen zusammengesetzte Vereinigung
mehrerer geradliniger Figuren in eine einzige (Fig. 34), die wir uns

als nach und nach entstehend zu denken haben.

Den Kreis zeichnet Sokrates, um als Beispiel
des Runden zu dienen, welches eine Figur,
aber nicht die Figur ttberhaupt sei^). Im

weiteren Yerlaufe des Gespriiches'*) zeichnet

Sokrates, die leitende Personlichkeit der Ab

handlung, ein Quadrat von der Seitenliinge 2

mit seinen Mittellinien, welche die Mittelpunkte

je gegenttberstehender Seiten verbinden. Er

erweitert die Figur zur vierfachen GroBe, d. h. zum Quadrat mit

') Platon, Gesetze pag. 806. -) Vergl. Benecke, Ueber die geometrische

Hypothesis in Platons Menon. Elbing 1867 und unsere Besprechung Zeitschr.

Math. Phys. XIH, Literaturzeitung 9—13. Friedleins Programm von 1873:

Beitrage zur Geschichte der Mathematik IH pflichtet im ganzen denselben An

sichten bei. Rothlauf S. 64 huldigt, trotzdem er Beneckes Programm kennt,

einer kunstlichen, wie wir uberzeugt sind, falschen Meinung. ") Platon,

Menon 73 E, ') Platon, Menon 82 B bis 85 B.
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der Seitenliinge 4, und innerhalb dieses groBen Quadrates zum

Quadrat mit der Seitenliinge 3, das aus neun Feldern besteht;

endlich zeichnet er das Quadrat von der Fliiehe S, dessen Seiten

die Diagonalen, oder, wie die Sophisten und mit ihnen Platon

immer sagten, die Diameter der vier kleineren Quadrate smd,

in welche das groBte Quadrat von der Seitenliinge 4 zerfiiUt. Dieses

schriigUegende Quadrat von der Fliiehe 8 ist doppeU so groB, als

das ursprungUch gegebene Quadrat von der Fliiehe 4, und es kam

Platon gerade darauf an zu zeigen, daB ein solches Quadrat von

doppeUer GroBe als ein gegebenes genau und leicht gezeichnet werden

konne. Es war, wie ganz richtig bemerkt worden ist^), der Beweis

des pythagoriiischen Lehrsatzes fttr den Fall des gleichschenklig recht

winkligen Dreiecks, der hier geliefert wurde, moglicherweise, wie wir

(S. 185) andeuteten, der iilteste von Pythagoras selbst herrtthrende

Beweis dieses ersten und einfachsten Fades, vorausgesetzt daB wirk

Uch beim Beweise des pythagoriiischen Lehrsatzes ursprfinglich ver

schiedene Fiille unterschieden wurden. Nachdem mit dieser ersten

und zweiten geometrischen Exemplifikation vollstandig abgeschlossen

ist, kehrt Sokrates an einer spateren SteUe") wieder zur Geometrie

zurttck, um ihr ein passendes in die Sinne fallendes Beispiel fttr die

eben zwischen ihm und Menon erorterte Frage, ob Tugend lehrbar

sei oder nicht, zu entnehmen. Er will erortern, daB das Tunliche

im allgemeinen sich seiten behaupten lasse, daB es Falle der Mog
lichkeit wie der Unmoglichkeit gebe. Er will ein recht zutreffendes

Beispiel dafttr wahlen, und da bleibt sein ringsum suchendes Auge
an den im Sande noch erkennbaren Figuren haften. Ist es, fragt er,

moglich dieses Quadrat als gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck in

diesen Kreis auf dem Durchmesser als Grundlinie genau einzuzeichnen?

Unter diesem Quadrate versteht er das von der Seitenlange 2, dessen

Yerwandlung in ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck aus der

Figur gleichfalls zu erkennen war, wo das gewtinschte Dreieck als

Halfte des schraggezeichneten Quadrates erscheint. Sokrates hat die

Frage gestellt, er gibt auch die Antwort. Sie lautet ja und nein!

Es wird moglich sein, das Verlangte zu tun, wenn die Seite des

Quadrates dem Kreishalbmesser gleich ist, oder, was dasselbe heiBt,
wenn sie auf dem Durchmesser aufgetragen ein ihr gleiches Stttck

fibrig laBt, sonst nicht. Der Wortlaut ist freilich ein einigermaBen

') Rothlauf S. 61. Es ist nicht ohne Interesse, dai5 auch Leibniz den

gleichen Beweis verwertet hat, um den algebraischen Zusammenhang zwischen

der Seite und der Diagonale eines Quadrates zu erortern. Vgl. dessen Nova

algehrae promotio in der durch C. J. Gerhardt besorgten Ausgabe der mathe

matischen Schriften von Leibniz VII, 155 (IlaUe 1863). ^) Platon, Menon 86,
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dunkler, aber auch seine philologische Ubereinstimmung mit diesem

hier frei erlauterten Sinne hat nachgewiesen werden konnen.

Die Stelle des Menon ihrer einstigen Schwierigkeit entkleidet

enthalt freiUch nicht mehr den Beweis, daB Platon mit dieser oder

jener feinen geometrischen Theorie bekannt war, aber sie enthttUt

uns noch immer einen ungemein wichtigen methodischen Fortschritt ^),
der um diese Zeit sich voUzog. Sokrates leitet die letzte Auseinander

setzung durch die Worte ein: „Unter der Untersuchung von einer

Voraussetzung aus verstehe ich das Verfahren, welches die Geometer

oft im Auge haben; wenn sie jemand fragt, z. B. fiber eine Fliiehe,
ob in diesen Ivreis die Flache als Dreieck eingezeichnet werden

konne usw." Es war mithin damals schon oft von Geometern ge

schehen, was, wie wir im vorigen Kapitel (S. 208) sahen, Hippokrates
von Chios noch iinterlieB. Es war die Frage aufgeworfen worden,
ob eine Konstruktion moglich sei oder nicht.

In der Akademie unter Platons Leitung wurden sicherlich diese

und ahnUche Fragen erortert ^). Die Philosophie der Mathe

matik ist in der Akademie entstanden, wenn ihre Wurzeln auch

schon aus den Lehren des Sokrates Nahrnng sogen. So ftthrte nach

Berichten bei Aristoteles, aber auch nach bestimmt nachweisbaren

platonischen Stellen Platon geometrische Definitionen ein, welche in

dem von ihm gebrauchteu Wortlaut ein Alter von mehr als zwei

Jahrtausenden erreicht haben. Die Figur ist die Grenze des KiJrpers,
heiBt es im Menon'). Gerade ist doch, wessen Mitte dem beider-

seitigen AuBersteii im Wege ist, heiBt es im Parmenides '), und ebenda

wird der Kreis definieit: rund ist doch wohl das, dessen SuBerste

Teile nach alien Seiten hin gleichweit von der Mitte abstehen. Der

Punkt sei die Grenze der Linie, die Linie die Grenze der Fliiehe, die

Flache die Grenze des Korpers genannt worden, sagt uns Aristoteles;
der Korper sei das, was drei Ausdehnungen besitze; die Linie sei

Liinge ohne Breite. DaB auch Grundsatze, wie der haufig bei Aristo

teles erwiihnte, daB Gleiches von Gleichem abgezogen Gleiches fibrig

lasse, schon der Akademie angehort haben werden, ist nicht in

Zweifel zu ziehen. Wohl aber diirfte es in ahnlicher Y^eise wie bei

') Blass in seiner Dissertation Dc Platone matliematico pag. 20 scheint

zuerst die groBe methodische Bedeutung der Stelle Menon 86 erkannt zu haben.

*) Zusammenstellungen bei Friedlein, Beitriige zur Geschichte der Mathema

tik ni, S. 9 flgg., bei Hankel S. 135—136, bei Rothlauf S. 51, von denen jede

irgend etwas eigentfimlich hat, was in den anderen fehlt. ") Platon, Menon 76.

*) Platon, Parmenides 137 E. Wie diese Stelle zu verstehen sei, kann man

bei Proklus (ed. Friedlein) pag. 109 lin, 21 bis pag, UO lin. 4 naehlesen.

Vgl, Majers Programm des Kon. Gymnasiums in Stuttgart fiir 1880—81, S. 14.



220 1^0. Kapitel.

den Pythagoriiern schwer sein, innerhalb der Akademie eine Sonde-

rung des geistigen Besitzes von Platon und seinen Schttlern vorzu-

nehmen, zu ermitteUi, was von den Definitionen, von den Grundsiitzen

dem einen, was den anderen angehort.
Auf dem Gebiete mathematischer Methodik ist es noch eine

einen gewaltigen Fortschritt eroffnende Erfindung, welche Platon zu

geschrieben wird: die Erfindung der analytischen Methode. Wir

haben darttber eine ganz kurze Notiz des Diogenes Laertius: Platon

ffihrte zuerst die analytische Methode der Untersuchung ffir Leodamas

von Tasos ein^), und eine ausftthrUchere des Proklus: Es werden

auch Methoden angeftthrt, von denen die beste die analytische ist,

die das Gesuchte auf ein bereits zugestandenes Prinzip zurttckftthrt.

Diese soU Platon dem Leodamas mitgetedt haben, der dadurch zu

vielen geometrischen Entdeckungen soU hingeleitet worden sein. Die

zweite Methode ist die trennende, die, indem sie den vorgelegten

Gegenstand in seine einzelnen Teile zerlegt, dem Beweise durch Ent

fernung alles der Konstruktion der Aufgabe Fremdartigen einen festen

Ausgangspunkt gewiihrt; auch diese rtthmte Platon sehr als eine fttr

aUe Wissenschaften forderliche. Die dritte Methode ist die der Zu-

ruckffihrung auf das LTnmogUche, welche nicht das zu Findende selbst

beweist, sondern das Gegenteil desselben bestreitet und so die Wahr

heit auf Seite des mit der Behauptung Ubereinstimmenden findet^).

Endlich gehoren hierher die beiden bei Euklid erhaltenen Defini

tionen: Analysis ist die Annahme des Gesuchten als zugestanden
durch Folgerungen bis zu einem als wahr Zugestandenen. Synthesis
ist die Annahme des Zugestandenen durch Folgerungen bis zu dem

ErschlieBen und Wahrnehmen des Gesuchten'') und die dem Sinne

nach damit fibereinstimmenden im Wortlaute viel ausffihrlicheren Er

orterungen des Pappus*).
Die Sache verhalt sich folgendermaBen^). Soil die Wahrheit

eines Satzes D bewiesen oder widerlegt werden
— beides kann man

verlangen
— so sagt der Aiialytiker: Wenn D stattfindet ist G wahr;

wenn G stattfindet ist B wahr; wenn B stattfindet ist A wahr; aus

D folgt also endlich A-., nun ist A wahr oder nicht wahr, also ist

') Diogenes Laertius III, 24. ') Proklus (ed. Friedlein) pag. 211,

lin. 18— pag, 212, lin. 4. A. Sturm in der Bibliotheca Mathematica 1903,

3, Folge n, 283. ') Euklid XIII, 1, Anmerkung. ^) Pappus, VH Praefatio

(ed. Hultsch) pag. 634 flgg, ■"') Hfibsche Ent-svicklungen uber die analytische
Methode der Alten bei Ofterdinger, Beitriige zur Geschichte der griechischen
Mathematik, Ulm 1860, D\i.\ia.me\, Des methodes dans les scieiKes de raisonne-

ment. Paris 1865—1866. Besonders T. I, chap. 10. De I'ancdyse et de la syn
thase chez les ancicns. Hankel 137—150.
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auch D wahr oder ist es nicht. Der Synthetiker dagegen beginnt mit

der Behauptung der Wahrheit von A, welche ihm auf irgend eine

Weise bekannt ist. Daran knfipft er die Folgerung, es werde B

stattfinden, folglich sei auch (J wahr, und folglich sei D wahr — oder

moglicherweise ein Satz, der das Gegenteil von D bezeichnet, und

den man deshalb Nicht-D zu nennen pfiegt. Es ist einleuchtend,
daB der synthetische Beweis unter alien Umstanden richtig

ist, der analytische aber nicht. Zur Richtigkeit desselben ge

hort niimlich, daB die in dem analytischen Beweise aufgesteUten

gleichzeitigen Wahrheiten auch in umgekehrter Reihenfolge sich

gegenseitig bedingen, mathematisch ausgedrfickt, daB man lauter um-

kehrbare Siitze aussprach. Von der Notwendigkeit diese Umkehrbar-

keit selbst zu erweisen ist man nur in einem Falle befreit, wenn

namUch das aus D geschlossene A nicht wahr ist. Dann freilich

kann D nun und nimmermehr stattfinden. Das heiBt: die Beweisform

der Zurfickffihrung auf das Unmogliche ist eine immer gestattete
Unterart des analytischen Beweises; der direkte analytische Beweis

dagegen erfordert stets eine Ergiinzung, welche rfickwarts gebend die

Satze synthetisch auseinander ableitet, deren Behauptungen die vor-

ausgehende analytische Methode kennen lehrte. Aus diesen Betrach-

tungen gehen nun mehrere Folgerungen hervor.

Erstlich die, daB die analytische Methode, vermoge der Not

wendigkeit ihr, falls sie direkt zu Werke ging, eine Synthese folgen
zu lassen, weniger ffir die Beweisffihruug von Siitzen, dagegen vor

trefflich ffir die Auflosung von Aufgaben sich eignet, bei welchen

die analytisch gefundene Auflosung meistens die notwendige Vor

aussetzung zur Entdeckung ihres synthetischen Beweises bildet, und

in der Tat spielt die Analysis ihre HauptroUe in dem sogenannten

aufgelosten Orte, d. h. bei Aufgaben, die einen geometrischen Ort

oder eine Aufeinanderfolge von Punkten betreffen, deren jeder sich

einer gewissen Eigenschaft erfreut, welche ihrerseits keinem anderen

Punkte auBerhalb des Ortes zukommt.

Zweitens scheint die indirekte Methode der Zurttckftthrung auf

das Unmogliche, die sogenannte apagogische Beweisftthrung^)

wegen ihrer unbedingten Gttltigkeit vorzuziehen. In der Tat haben

die Alten sich derselben wenn auch nicht gerade ttberwiegend doch

viel haufiger als die modernen Geometer bedient. Namentlich bei

den Satzen, in welchen eine sogenannte Exhaustion vorgenommen

wird, wo also der Grenzbegriff das unmittelbare Erreichen des Zieles

ausschlieBt und nur die synthetische Hypothese des UnendUchkleinen

') dTic(yaiyi] ilg dS-i'vccrov, lateinisch reductio ad ahsurdiim oder demonstratiii

e coiitriirio.
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als Ersatz zu dienen vermag, wird man bei griechischen Schrift

steUern stets Beweisen aus dem Gegenteil begegnen. Wir haben zu

gleich angedeutet, daB in neuerer Zeit die indirekten Beweise nicht

beUebt sind. Der Grund Uegt darin, daB bei aUer zwingenden Strenge

ffir den Verstand der indirekte Beweis der Einbddungskraft keine

voUstiindige Befriedigung zu gewiihren pfiegt. Ungezfigelt umher-

schweifend sucht sie noch immer dritte FiiUe ausfindig zu machen,

welche neben der Existenz von Nicht -Z> eine Koexistenz von D zu-

lassen, und nur schwer gibt sie sich gefangen, daB wirklich die Em-

teilungsteile des Einteilungsganzen voUstiindig erschopft wurden, daB

wirkUch zwei sich ausschlieBende Tatsachen vorliegen, die nicht gleich

zeitig gesetzt werden konnen.

Drittens Uegt, wie wir gesehen haben, jedem Beweise, werde er

analytisch oder synthetisch, direkt oder indirekt geftthrt, die Wahr

heit eines gewissen Satzes A zugrunde, deren man sich versichert

halten muB. In vielen Fiillen wird dieses A Ergebnis frfiherer Lehr

satze und gehorigen Ortes streng erwiesen sein. AUein immer ist

dieses nicht der FaU und kann es nicht der FaU sein, da eine un

endliche Kette von Rfickschlfissen nicht denkbar ist. Irgend einmal

muB man stehen bleiben und eine Grundwahrheit als von selbst ein

leuchtend oder erfahrungsmaBig gegeben zum Ausgangspunkte der

Beweisffihruug annehmen. Wer also wie Platon auf das Wesen der

Beweisffihrung selbst einging, muBte auf dem Wege dieser Unter

suchung das tun, was wir oben von Platon berichtet haben. Er

muBte Definitionen geben, welche der unendlichen Spaltung der

Begriffe zugunsten einfacher Begriffe ein Ziel setzten; er muBte auch

Axiome, Grundsatze und Annahmen, anerkennen, welche man nicht

weiter beweist, sei es daB sie als von unmittelbarer GewiBheit nicht

mehr bewiesen zu werden hrauchen, oder daB sie nicht bewiesen

werden konnen.

Wir kehren von dieser das Wesen antiker geometrischer Beweis

ffihrung berfihrender Auseinandersetzung, zu welcher die mathema

tischen Kapitel im Menon uns fast mehr Gelegenheit als Veran

lassung boten zu einer anderen Schrift Platons und einer nicht

minder fibelberfichtigten Stelle derselben zurfick. Wir meinen den

Anfang des VIIL Buches vom Staate^). Auch diese Stelle hat

eine ganze Literatur hervorgerufen ^), welche jedoch unserem Geffihle

') Platon, Staat 546 B, C. *) Vgl. Th. Henri Martin, Le nombre nuptial
et le nombre parfuit de Platon im XIH. Bande der Revue archeologique und Roth
lauf S. 29 flgg. Bei Martin insbesondere finden sich zahbeiche Verweisungen
auf altere Abhandlungen. Seitdem sind noch zahlreiche Arbeiten von Adam,

Demme, Dupuis, Gow, Hultsch, Tannery veroifentHcht worden.
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nach noch nicht vermochte, die Schwierigkeiten der sehr dunkeln

Anspielungen, in welchen Platon sich hier gefallt, endgttltig zu losen.

Gehen doch die Ansichten so weit auseinander, daB nicht bloB fiber

den Sinn der sogen. platonischen Zahl, sondern ttber ihre GroBe selbst

ein Einverstandnis nicht herrscht. Nur ein wie bediiufig eingeschal-
teter kleiner Satz dieser SteUe gibt uns AnlaB zu einer, wie wir

glauben, geschichtlich wichtigen Bemerkung. Es ist unserer Meinung
nach von der Lange der Diagonale des Quadrates fiber der Seite 5

die Rede, welche rational ausfalle, wenn 1 fehle, irrational wenn 2

fehlen'), und wir konnen das nicht anders verstehen, als daB jene

Diagonale oder ]/50 in den rationalen Wert 7 tibergehe, wenn die

Zahl 50 um 1 verringert werde, dagegen irrational j/dS bleibe, wenn

man 2 von den 50 abziehe. Wir haben, wo von der Entdeckung
des Irrationalen durch Pythagoras (S. 181) die Rede war, hervor

gehoben, man werde wohl Versuche angesteUt haben, die Diagonale
eines Quadrates dadurch aussprechbar, also rational, zu machen, daB

man andere und andere Seitenlangen wahlte, man werde so zwar das

wirklich angestrebte Ziel natfirlich nicht erreicht, aber doch Nahe-

rungswerte von ]/2 gefunden haben. Die eben angeffihrte platonische
Stelle bringt uns diesen Gegenstand ins Gedachtnis zurfick. — Wir

mochten einschalten, daB von Architekten bei Nachmessungen an den

Bauwerken der AkropoUs das haufige Vorkommen der Yerhaltnisse

1:3 sowie 7:12 und 7^:12^ bemerkt worden ist^). Uns scheint

das letztere dem ersten als gieichwertig gedacht worden zu sein, so

daB
"

einen Naherungswert von ]/3 darstellte, und Platon, meinen

wir, hat auch gewuBt, daB |/50 oder 5]/2 nur wenig von 7 sich

unterscheidet. Ist er so weit gegangen in der Praxis des Rechnens

V2 anniihernd gleich — zu setzen? Darfiber fehlt uns die Sicher-
' >= 5

heit, aber das steht fest, daB jenes BewuBtsein bei Platonikern und

deren Schfilern sich fortwahrend erhalten hat. Proklus sagt uns aus

drttcklich, es gebe keine Quadratzahl, welche das Doppelte einer Qua

dratzahl anders als nahezu sei; so sei das Quadrat von 7 das Doppelte
des Quadrates von 5, an welchem nur 1 fehle*). Es wird uns spiiter

gelingen, den Naherungswert 1/2 = .
noch bestimmter nachznweisen

und damit die Wahrscheinlichkeit zu erhoben, daB die Nutzbar-

machung jener bei Platon nachgewiesenen Kenntnis in der Tat statt-

') dnb Siaatrgcov gr\rihv 7t£(i,JtdSog, Ssoiisvcov ivbg i-xdavcov, dgg-ritcav Ss Svttr.

-) Hultsch in Fleckeisen u. Masius, Neue Jahrbucher fiir Philologie und

Padagogik Bd. 123, S. 586—587. ^) Proklus (ed. Friedlein) pag, 427,

lin, 21—24.
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gefunden habe. DaB niimlich Platon sich mit rationalen und mit

irrationalen Quadratwurzeln fiberhaupt beschiiftigt hat, geht
aus emer

anderen Nachricht hervor, von der jetzt die Rede sein soU.

Heron von Alexandria ') und ebenso auch Proklus 2) teilen uns

eine Methode zur Auffindung rationaler rechtwinkliger Drei

ecke mit, welche sie ausdrficklich als Erfindung des Platon be

zeichnen, und wenn auch eine unter dem gefiilschten Namen des

Boethius umlaufende Geometrie von dieser Angabe abweichend einen

Architas als Erfinder nennt'), so tragen wir doch kein Bedenken,

dem alteren griechischen Berichterstatter den Vorzug der Glaubwfir

digkeit vor dem jfingeren Schriftsteller zu gewiihren. Schon Pytha

goras fand, wie wir uns erinnern (S. 185), rationale rechtwinklige

Dreiecke, indem er wohl davon ausging, den Unterschied zwischen

der Hypotenuse a und der groBeren Kathete b der Einheit gleich zu

setzen, wodurch er genotigt war die Summe der Hypotenuse und der

selben Kathete in Form einer sonst beliebigen ungeraden Quadratzahl

zu wahlen. War solches in der Tat der Weg, auf welchem Pytha

goras zu seinen Werten gelangte, so muBte ein nilchster Yersuch jene

Differenz a — 6 = 2 setzen, und die ihr ahnliche Flachenzahl a Y^

muBte dann das Doppelte einer Quadratzahl oder 2.(:r sein, beziehungs-
(2 c;)-

weise die Halfte einer geraden Quadratzahl -'——-. Dann wurde von

selbst c = 2a, 5 = a^ —

1, a = «- -j- 1, und genau so verfuhr Platon.

Proklus sagt uns mit einer Deutlichkeit, die nichts zu wfinschen fibrig
laBt: Platons Methode geht von der geraden Zahl aus; man nimmt

namUch eine gerade Zahl an und setzt sie gleich einer der beiden

Katheten; wird diese halbiert, die Halfte quadriert und zu diesem

Quadrate die Einheit addiert, so ergibt sich die Hypotenuse; wird

aber die Einheit vom Quadrate subtrahiert, so erhalt man die andere

Kathete.

So dienen beide Methoden, die des Pythagoras und die des

Platon, einander zur Erganzung und rechtfertigen gegenseitig die

Vermutungen, welche wir darttber aussprachen, wie man dieselben

gefunden haben mag. Platon erscheint uns dabei nicht sowohl er-

findungsreich, als daB er vorher betretene Wege umsichtig zu gehen
wuBte. Er muB jedenfaUs auf der Hohe des mathematischen Wissens

seiner Zeit gestanden haben, mag ihn im mathematischen Konnen

dieser oder jener fibertroffen haben. Seine ffir die damaUge Zeit

groBe mathematische Gelehrsamkeit wird durch alles, was wir von

*

ihm wissen, bestatigt. Wir erinnern uns des reichen fttr die Ge-

^) Heron (ed. Hultsch) Geometria pag. 57. -) Proklus led. Friedlein)
pag. 428. ") Boethius (ed. Friedlein) Geometria pag. 408,
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schichte der Mathematik bei den Pythagoraern von uns ausgenutzten
Inhaltes des platonischen Timaus. Die Zusammensetzung regelmaBiger
ebener Figuren aus rechtwinkligen Dreiecken, die Bildung der fttnf

regelmiiBigen Korper waren ihm bekannt. Wenn auch Pappus diese

letzteren geradezu als solche bezeichnet, von denen bei Platon die

Rede sei'), so wissen wir doch, daB Platon keineswegs der Erfinder

war. Die eigentliche Stereometrie scheint fibrigens, trotz der Kennt

nis der regelmaBigen Korper, damals noch recht im argen gelegen
zu haben. „HinsichtUch der Messungen von allem, was Lange, Breite
und Tiefe hat, legen die Griechen eine in aUen Menschen von Natur

vorhandene ebenso lacherliche als schmilhliche Unwissenheit an den

Tag'', sagt Platon^) und fahrt in wenig gewiihlter Ausdrucksweise

fort, es sei in dieser Beziehung bestellt „nicht wie es Menschen,
sondern wie es Schweinen geziemt, und ich schamte mich daher

nicht bloB fiber mich selbst, sondern fttr aUe Griechen''. Am wei

testen entwickelt war die Arithmetik. DaB Platon ttber die Propor

tionenlehre, ttber die Begrifi'e von Flachenzahlen und Korperzahlen
Herr war, wissen wir aus dem Timaus. Ydr erinnern uns auch, daB

(S. 165) ein besonderer Fall der pythagoraischen Satze fiber geome

trische Mittel zwischen Flachenzahlen und zwischen Korperzahlen als

platonisch genannt wird '). Wir konnen noch zwei andere Stellen

platonischer Schriften anftthren, welche fur seine Kenntnisse in der

Arithmetik von Wichtigkeit sind. Im Phadon sagt Platon, die ganze

eine Halfte der Zahlen sei gerad, die andere sei ungerad*). In den

Gesetzen weiB er, daB die Zahl 5040 durch 5U verschiedene Zahlen

teilbar ist, unter welchen samtliche Zahlen von 1 bis 10 sich be

finden^). Das sind in der Tat ganz anstiindige Kenntnisse, wenn wir

auch natUrlich annehmen, daB die Teiler von 5040 empirisch gefunden
und gezilhlt wurden. Vielleicht kann das Aufsuchen der Teiler doch

in Zusammenhang mit einer Bekanntschaft mit befreundeten und mit

vollkommenen Zahlen gedeutet werden mttssen, wenn wir auch (S. liJS)

uns straubten, diese in so fruhe Zeit zu verlegen. Aber wie kam

man dazu, die Zahl 5040, das Produkt der aufeinander folgenden
Zahlen von 1 bis 7, zur Untersuchung zu wahlen? Auf diese Frage
wissen wir keine Antwort.

Eine Erfindung Platons wird uns berichtet, welche ihm als

Geometer alle Ehre macht, und welche somit den ersten Ted dessen,

was das Mathematikerverzeichnis von Platon zu sagen weiB, ebenso

') Pappus V, 19 (ed. Hultsch) pag. 35-i. -) Platon, Gesetze pay, 805.

^) Nicomachus, Eisagoge arithm. II, 24, 6 (ed.JHoche) pag, 129, ') Pla

ton, Phaedon pag. 104. ") Platon, Gesetze pag, 737.

Cantor, (.ieschichte der :\lathematik I 3, Auti. 15
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voU bestiitigt, wie der zweite Ted jener Cbarakteristik in unserer

seitherigen Darstellung zur Geltung kam. Wir mfissen nachholend

diese Schilderung bier einschalten.

„Platon, der auf diese (Hippokrates und Theodorus) folgte, ver-

schaffte sowohl den anderen Wissenschaften als auch der Geometrie

einen sehr bedeutenden Zuwachs durch den groBen FleiB, den er

bekanntlich auf sie verwandte. Seine Schriften ffillte er stark mit

mathematischen Betrachtungen und hob ttberall hervor, was von

der Geometrie sich in bemerkenswerter Weise an die Philosophie

anschlieBt."

VieUeicht ist unter dem bedeutenden Zuwachse, der durch Pla

tons FleiB der Geometrie verschafft wurde, seine Auflosung der Auf

gabe von der Wttrfelverdoppelung verstanden, welcher wir uns

hiermit zuwenden. Freilich steht es schlimm mit derselben, wenn

die Meinung derer sich als richtig erweisen sollte, welche den ganzen

darttber uns zugekommenen Bericht anzweifeln. Wir wollen die

schwerwiegenden Bedenken derselben nachtraglich erortern und fttrs

erste dem Berichte selbst hier einen Platz einraumen.

Eutokius von Askalon hat im YI. S. einen Kommentar zu

des Archimed Schrift ttber Kugel und Zylinder verfaBt und in diesen

Kommentar sehr wichtige Mitteilungen ttber die Aufgabe der Wttrfel

verdoppelung eingefiochten. Dorther kennen wir den Brief des Era

tosthenes ttber jenes Problem (S. 211), dorther eine ganze Anzahl

von untereinander verschiedenen Auflosungen, darunter solche von

Platon, von Menachmus, von Archytas. Die Auflosung des

Archytas hat Eutokius dem Eudemus entnommen, und bei der un

bedingten Zuverlassigkeit dieses Gewahrsniamies ist an der Genauig
keit des Berichtes nie der leiseste Zweifel erhoben worden. Woher

stammen die ttbrigen Auflosungen? Eutokius sagt es uns nicht, aber

er leitet den ganzen Bericht damit ein, er wolle die Gedanken der

Manner, welche auf uns gekommen sind, ersichtlich machen. SoUte

in Zusammenhang mit dieser Erklarung sein Schweigen nicht beredt

genug sein? Sollte es nicht zu verstehen geben, daB, wo eine zweite

Quelle nicht genannt wurde, die Originalschriften selbst von Eutokius

benutzt wurden, oder doch solche, welche er fttr die Originalschriften
hielt? Sollte der Umstand, daB die Auflosungen als solche richtig
sind und somit die Unverletztheit des Gehaltes der Schriften, von

welchen Eutokius Gebrauch machte, verbttrgen, nicht auch bei Prtt

fung der Richtigkeit der Namen, unter welchen die Auflosungen
mitgetedt sind, von Gewicht sein? Unter den von Eutokius mit

geteilten Auflosungen steht die Platons an der Spitze, mutmaBUch

wegen der groBen Bertthmtheit des Verfassers. JedenfaUs ist eine



Platon, 227

Zeitfolge der Auflosungen aus der Anordnung, in welcher sie bei

Eutokius erscheinen, in keiner Weise zu entnehmen. Sie sind viel

mehr bunt durcheinander gewttrfelt, und um nur solche Miinner zu

nennen, deren Zeitalter durch Jahrhunderte getrennt liegen, bei denen

also ein Zweifel unmogUch ist, kommt Heron vor ApoUonius, Pappus
vor Menachmus zu stehen.

Das Verfahren des Platon ') beruht auf einer Yorrichtuno-

welche sich (Figur 35) als Rechteck AAEZ mit zwei festen und

zwei in paralleler Lage verschiebbaren

Seiten EA und AA bezeichnen laBt.

Mittels gehoriger Yerschiebung der be-

weglichen Seiten nebst entsprechender

Drehung der ganzen Vorrichtung soil

unter vorheriger Annahme der Lange

von zwei zueinander senkrechten Linien

AB = b, BF = a folgendes bewirkt

werden: A soil in den Durchschnitt der

festen ZA mit der beweglichen AA, F

auf die zweite teste Seite ZE, zugleich' O
Fig. 35,

der Eckpunkt E des Rechtecks auf die

Verlangerung von AB und endlich der zweite Durchschnittspunkt
der beweglichen AA mit der beweglichen EA auf die Verlano-eruno-

von r5 faUen. Nennen wir nun BE = x, BA
=

y, so ist im recht

winkligen Dreiecke FAE die BE senkrecht aus der Spitze des rechten

Winkels auf die Hypotenuse gefallt, und die gleiche Rolle spielt die

BA im rechtwinkligen Dreiecke AA E. Folglich ist a : x = x : y

und X : y
=

y lb. Mithin sind x und y die beiden mittleren Pro

portionalen, welche zwischen a und b eingeschaltet werden muBten,
3 ,-—

X = a 1/ - und unter der Voraussetzung b = 2a endlich x = « y2.

Wir bemerken^), daB dieses Verfahren, sofern es von Platon her-

rtthrt, uns ein Zeugnis dafttr ist, daB damals griechische Geometer

den Satz kannten, daB die Senkrechte aus der Spitze des rechten

Winkels auf die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks das geo

metrische Mittel zwischen den Stttcken ist, in welche sie die Hypo
tenuse zerlegt. Wir bemerken fei-ner, daB hier ein Beispiel einer

Bewegungsgeometrie vorliegt (S. 209).
Wir stellen neben dieses Verfahren sofort dasjenige, welches

Eutokius uns nach Eudemus von Archytas berichtet^). Es stimmt.

') Archimedis Opera ed, Heiberg. Leipzig 1880—81. HI, 66 sqq.

•) Vgl. Bretschneider 142, ■') Archimedes (ed. Heiberg) IH, 98 sqq.

15*
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wie wir sehen werden, voUkommen zu den Worten im Briefe des

Eratosthenes: „Der Tarentiner Archytas soU sie vermittelst der Halb

zylinder aufgefunden haben." Es seien

(Fig. 36) AA = b und AB = a die

beiden Geraden, zwischen welche zwei

mittlere Proportionalen einzuschalten

sind. Die groBere AA wird als

Durchmesser eines Halbkreises be

nutzt, in welchen die kleinere AB

als Sehne eingezeichnet wird. Aber

auch senkrecht zu diesem ersten Halb

kreise wird ttber AA ein zweiter Halb

kreis errichtet, der in A befestigt
ttber die Ebene ABA weggeschoben
werden kann. Er bildet dabei auf

dem ttber dem Halbkreis ABA errichteten Halbzylinder eine krumme

Linie. Andererseits iet das Dreieck AAU gegeben durch die AA, die

AB und die Bertthrungslinie AH an den Halbkreis in A. Dieses

Dreieck liefert um AA als Achse in Drehung versetzt eine Kegelober-

flache, welche gleichfalls den Halbzylinder und die vorher auf ihm

erzeugte Kurve schneidet, letztere in einem Punkte K, der als dem

Halbzylinder angehorend senkrecht fiber einem Punkte I des Halb-

kreisbogens ABA liegen muB. Wahrend AH die Kegeloberflache

beschreibt, beschreibt endlich auch das Stfick AB dieser Geraden

eine Flache gleicher Art, beziehungsweise der Punkt B einen Halb

kreis BMZ, der senkrecht zur Horizontalebene ABAZ steht. Da

zu dieser Ebene auch AKA' senki-echt steht, so ist zu ihr auch M®

senkrecht, die Durchschnittsgerade der beiden genannten Ebenen, be

ziehungsweise M® A BZ als Durchschnittsgeraden der BMZ mit

der ABAZ. Daraus folgt mit Rficksicht auf die Eigenschaft von

BMZ als Halbkreis und von BZ als dessen Durchmesser, daB

iW02 = 50 X @z. Aber B@X@Z = A@X@I, wed BZ und AI

zwei in © sich schneidende Sehnen desselben Kreises sind. Also

M©^ = A®x®I, also der Winkel AMI ein Rechter, d. h. ebenso

groB wie AKA', welcher Winkel im Halbkreise ist, und folglich Ml

parallel zu KA'. Damit ist die Ahnlichkeit des Dreiecks A'AK mit

IAM, aber auch mit KAI bewiesen, und damit die Proportion
AM: AI= AI: AK= AK: A'A. Setzt man endUch AM= AB = a,

A'A = AA = b, AI = X, AK
=

y, so ist wieder a : x = x : y
=

y : b,
wie es verlangt wurde. Aus diesem Verfahren geht, was wir zu

bemerken nicht versilumen wollen, die Kenntnis mehrerer wichtiger
Siitze von seiten des Erfinders hervor. Nicht bloB die beiden plani-
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metrischen Lehrsiitze, daB die Berfihrungslinie an den Kreis senk

recht zum Durchmesser steht und daB Kreissehnen einander in um

gekehrt proportionalen Stttcken schneiden, muBten ihm gelaufig sein,
auch von der durch Platon beklagten allgemeinen Unwissenheit auf

stereometrischem Gebiete bildete er eine rtihmliche Ausnahme. Ar

chytas wuBte, daB die Durchschnittsgerade zweier zu einer dritten

Ebene senkrechten Ebenen gleichfalls senkrecht auf dieser und ins

besondere senkrecht auf deren Durchschnittsgeraden mit einer der

senkrechten Ebenen steht. Er besaB, was wir noch weit hoher an-

schlagen, ttber die Entstehung von Zylindern und Kegeln, ttber gegen

seitige Durchdringung von Korpern und dabei auf ihrer Oberfliiche

entstehenden Kurven voUstiindig klare Anschauungen. Sollte Archytas
ein ModeU sich angefertigt haben, an welchem er sein Verfahren sich

ausbildete? Wir stellen die Frage, ohne eine Antwort darauf zu

wissen und finden eine solche auch nicht in den ^Vorten des Diogenes

Laertius, der uns erzahlt: „Archytas zuerst behandelte die Mechanik

methodisch, indem er sich dabei geometrischer Grundsatze bediente;
auch ftthrte er zuerst die organische Bewegung in die Konstruktion

geometrischer Figuren ein, indem er durch den Schnitt des Halb-

zylinders zwei mittlere Pi'oportionalen zur Verdoppelung des Wttrfels

zu erhalten suchte'"). In dem durch Eutokius ttberlieferten Text

kommt auch das Wort rojrog vor"). Dieses Wort hat in spiiterer
Zeit den Sinn ,,geometrischer Ort" angenommen. Hier bedeutet es

aber nur die Stelle*). Man kann also keinerlei Schlttsse aus dem

Auftreten des Wortes ziehen, mag es selbst in dem Urtexte des

Archytas schon vorgekommen sein, soviel dersellie sonst von Eude

mus im ttbrigen verilndert worden zu sein scheint. SelbstverstiindUch

nehmen wir aber nur an, Eudemus habe den ^^''ortlaut des Archytas

einigermaBen frei behandelt. Den Sinn niuB er getreu wiedergegeben

haben, und so bleiben die Folgerungen, welche wir auf stereometrische

Kenntnisse des Archytas gezogen haben, unbertthrt.

Wir lassen auch die Wiirfelverdoppelungen des Menachmus

gleich folgen. Eutokius teilt uns zwei voneinander verschiedene Ver

fahren dieses SchriftsteUers mif). Das eine Mal wird die Auf

gabe durch eine Parahel in Yerbindung mit einer Hyperbel gelost,
das andere Mal werden zwei Parabeln benutzt. Hier kann, wie wir

betonen mfissen, ein wortlicher Auszug aus Menachmus unter keiner

Bedingung vorliegen, da diese Namen Hyperbel und Parahel, wie wir

') Diogenes Laertius VIII, 83. ^) Archimedes (ed. Heiberg) HI, 100

lin. 10. '^ Gow, A short history of Greek mathematics, pag. 187, Note 1.

■') Archimedes (ed. Heiberg) III, 92 sqq.
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noch sehen werden, viel spateren Ursprunges sind. Der Bericht des

Eutokius fiber die Wurfelverdoppelungen des Menachmus unter

scheidet sich in wesentlicher Art von dem fiber die Methode des

Archytas. Wiihrend bei Archytas nur die

Synthese mitgetedt, die Analyse aber ver-

schwiegen ist^), ist bei Meniichmus ttber Ana

lyse und Synthese gieichmiiBig berichtet und

uns dadurch ein vortreffliches Beispiel zur

Kenntnis jener beiden SchluBarten der Alten

in die Hand gegeben. Mogen a, x, y, h wieder

die vorige Bedeutung haben, mithin

a : X = X :y
=

y :b

zu konstruieren sein. Weil a : x= x : y wird

(Fig. 37) ein Punkt ©, von dem aus die

Senkrechte &Z = x auf eine Gerade AH

gefallt ist, auf der von einem gegebenen Anfangspunkte A aus die

Lange AZ = y genannt wird, notwendig auf einer durch A hindurch

gehenden Parahel liegen. Zieht man ferner AKY @Z und ®KY AZ,

so ist das Rechteck AK®Z gemessen durch .r x y d. h. wegen

a : .(• = y : b, gemessen durch a xb, oder gegeben. Demzufolge liegt
© auch auf einer Hyperbel, deren Asymptoten die AK und A Z sind.

Das ist die Analyse. Sie geht aus von der Annahme, der Punkt ©,
welcher durch die Linien x, y erst festgelegt werden soU, sei schon

vorhanden, und zieht daraus Folgerungen, welche fttr die Lage von ©

anderweitige Merkmale liefern. Nun kommt die Synthese, d. h. hier

die Konstruktion der genannten Kur

ven. In einem Punkte A laBt man

zwei Senkrechte zusammentreffen.

Dann zeichnet man eine Parahel mit

A als Scheitelpunkt, der einen der ge

zogenen Geraden AH als Achse und

et als Parameter. Femer zeichnet man

zwischen die beiden Geraden AH und

AK als Asymptoten eiue Hyperbel
unter der Bedingung, daB das Recht

eck der mit KA, AH bis zum Durch-

schnitte mit diesen Geraden in umgekehrter Folge von jedem Hyperbel-
punkte gezogenen ParaUelen dem Rechtecke aus a und b o-leich sei.

Dann schneiden sich Parahel und Hyperbel in dem Punkte 0

") Bretschneider 152 hat versucht, die Analyse des Archytas zu erraten

und, wie uns scheint, mit ziemlichem Gluck. Vgl. auch Fl auti, Geometria di sito.
Neapel 1821, pag, 173

— 174,
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dessen senkrechter Abstand von AH das gesuchte x ist. Die zweite

Methode des Menachmus (Fig. 38) folgert wieder aus a: x = x : y,

daB der gesuchte Punkt auf einer Parahel liege, ebenso aber aus

X : y
=

y :b, daB er auf einer zweiten Parahel liege, deren beider-

seitige Achsen sich in dem beiden Parabehi gemeinschaftlichen
Scheitelpunkte B senkrecht durchschneiden, was alsdann in der

Synthese benutzt wird. Eutokius schlieBt den Bericht ttber die Auf

losungen des Menachmus mit den Worten: „Die Parabel zeichnet man

mittels eines von dem Mechaniker Isidorus von Milet, unserem

Lehrer, erfundenen Zirkels, der von ihm in seinem Kommentare zu

der Gewolblehre des Heron beschrieben worden ist." DaB die von

Eutokius angewandte Form nicht die des Meniichmus selbst gewesen

sein kann, haben wir bertthrt, Auf die Glaubwttrdigkeit des Inhalts

fallt dadurch kein Schatten. Meniichmus muB also die Kurven ge-

kannt haben, welche eine spiitere Zeit Parabel und Hyperbel genannt

hat; er miiB die Asymptoten der Hyperbel gekannt haben, muB die

jenigen Grundeigenschaften beider Kurven gekannt haben, welche die

analytische Geometrie durch die Gleichungen ?/' = ax und xy
= c^

auszudrttcken weiB.

Im Briefe des Eratosthenes ist, wie wir uns erinnern, auch von

einer Wttrfelverdoppelung des Eudoxus mittels der sogenannten

Bogenlinien (S. 212) die Rede. Uber diese berichtet Eutokius ab

sichtUch gar nicht. Er setzt sich vielmehr in strengsten Gegensatz

gegen eine unter diesem Titel ttberlieferte Arbeit^). Er habe, sagt
er etwa, die dem Eudoxus zugeschriebene Abhandlung vernachlassigt,

weil sie erstlich die Bogenlinien, von deren Benutzung er in der

Einleitung rede, beim Beweise gar nicht anwende und zweitens eine

unstetige Proportion gleich einer stetigen verwerte, was von jenem
Schriftsteller nur zu denken nicht am Orte sei. Man hat hieraus,
wie wir glauben berechtigterweise, den SchluB gezogen"), es werde

dem Eutokius nur ein bis zur Unverstilndlichkeit verstttmmelter Text

des Eudoxus vorgelegen haben, da weder dem Eudoxus so grobe
Fehler zuzutrauen seien, noch auch Eratosthenes eine durchaus ver-

fehlte Losung der Erwiihnung wttrdig gefunden haben wttrde, jeden
falls nicht ohne auf das Irrige derselben hinzuweisen. Fttgen wir

diesen Schlflssen noch hinzu, daB das Verfahren des Eutokius diesem

einen Schriftsteller gegenttber uns die Klarheit und Reinheit der

Quellen, welche ihm fttr die Wttrfelverdoppelungen der anderen dienten,

verbiirgt.

') Archimedes (ed. Heiberg) III, 66 lin. 11— 17. -) Bretschneider 166

und besonders Ambr, Sturm, Das Delische Problem S. 33 Note 4 (Programm

des k. k. Gymnasiums zu Seiteustetten 1895).
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Wir haben bei dieser Aufziihlung von Wfirfelverdoppelungen

nach Eutokius uns allzusehr von unserer Gewohnheit, die Schrift

steUer, mit denen wir uns gerade beschiiftigen, auch ihrer Person

lichkeit nach wenigstens einigermaBen zu schildem, entfernt, um

nicht schon hierdurch zu zeigen, daB wir mit Platon noch nicht ab

geschlossen haben. Diese Einschaltungen
—

mogen wir auch spater

uns auf dieselben zu beziehen haben — bezwecken an dieser SteUe

nur das Urted bei Besprechung der Streitfrage zu leiten, ob das,

was Eutokius als platonische Wfirfelverdoppelung gibt, wirkUch echt

sein kann. SteUen wir dazu die Einwendungen, welche man gemacht

hat, zusammen.

Wir haben aus dem Briefe des Eratosthenes ersehen, daB, nach

dem jene Aufgabe schon geraume Zeit die Geometer vergehlich be

schiiftigt hatte, nachdem eine Ratlosigkeit an die Stelle einer anderen

getreten war, eine neue Veranlassung neue Bemuhungen hervorrief,

indem die Delier, welche einem Orakelspruche folgend um einer

Seuche ein Ziel zu setzen einen Altar verdoppeln soUten, sich an

Platon und seine Akademie um Rat wandten. Theon von Smyrna

berichtet nach einer uns unbekannten Schrift des Eratosthenes, welche

den Titel „Der Platoniker" geffihrt zu haben scheint, ganz iihuUchi).
Platon habe den Deliern, welche der Seuche halber den Altar ihres

Gottes verdoppeln sollten und die Ausffihrung zu betreiben ihn be-

fragten, die Antwort erteilt: Nicht die Yerdoppelung des Altars

wfinsche der Gott, er habe den Ausspruch nur als Tadel gegen die

HeUenen verstanden, welche um die Wissenschaften sich nicht kfim-

merten und die Geometrie gering achteten. Plutarch ist ein dritter

Schriftsteller, der in seinen Werken sogar zweimal auf den Gegen
stand zu reden kam^), ihn auch in einem Nebenumstande etwas ab

weichend angibt. Er ffigt namlich der Antwort Platons, die Gottheit

habe ihre MiBbilligung der allzu geringen Beschaftigung mit Geo

metrie bezeugen wollen, noch bei: um einen Korper so zu verdoppeln,
daB er der ursprttnglichen Gestalt durchaus ahnlich bleibe, bedfirfe

man der Auffindung zweier geometrischer Mittel, und das werde ihnen

Eudoxus von Knidos oder Helikon der Kyzikener leisten, der

letztere ein Schfiler des Eudoxus, der in der Geschichte der Astro

nomie genannt zu werden pfiegt. Johannes Philoponus endlich laBt

diese Verweisung auf andere in der Antwort des Platon an die Delier

wieder weg, wahrend er der Notwendigkeit zwei geometrische Mittel

') Theon Smyrnaeus (ed. Hiller) pag, 2 'Egaroa&tvrig ff*' y«e ^^ ^<P

iTiiyeacpofisvcp niarcoviiio} k. r. 1. ") Plutarchus, De genio Socratis cap, 7 und

De si apud Delphos cap. 6.
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zu finden gedenkt i). Aus alien diesen Angaben folgt, daB fiber die

Frage der Wfirfelverdoppelung ein Meinungsaustausch zwischen De

liern und Platon stattgefunden hat, und daher rfihrt der Name der

delischen Aufgabe, unter welchem die der Wttrfelverdoppelung
vielfach vorkommt. Aber auch einen anderen Umstand kann man

mit einigem Erstaunen bemerken. Eratosthenes, der doch von den

erfolgreichen Bemtthimgen zur Auffindung der Seite des verdoppelten
Wurfels besonders redet, erwahnt den Namen Platon und erwahnt

nicht, daB er das Vertrauen, welches die Delier in seine Geschick-

lichkeit setzten, durch Losung der Aufgabe rechtfertigte. Diesem

Schweigen schlieBt sich Theon von Smyrna an, der freilich aus Era

tosthenes schopfte, und Johannes Philoponus. Plutarch erganzt es

nun gar dadurch, daB Platon von vornherein die Erwartung, als konne

er die Frage losen, unter Verweisung an andere Geometer von sich

abzulenken wuBte. Man muB zugeben, daB dieses Schweigen, daB

dieser Zusatz sehr eigentfimlich, sehr schwer zu verstehen sind, wenn

jene Schriftsteller das Verfahren Platons kannten, daB es noch

staunenswerter ware, wenn Platon den Wfirfel verdoppelt hiitte und

jene Schriftsteller von seiner Abhandlung, die doch zur Kenntnis des

Eutokius gelangt sein muB, nichts gewuBt hiitten. Es wiire danach

mogUch, daB die Quelle des Eutokius eine jener gefiilschten Abhand

lungen gewesen wiire, wie sie zur Zeit des Neuplatonismus zu

Dutzenden erschienen und auf Rechnung alter Lehrer gesetzt wurden.

Dazu kommt eine ganz bedenkliche Notiz, welche Plutarch zwei

mal mitgetedt hat^). Platon, sagt er, tadelte den Eudoxus und Ar

chytas und Meniichmus, welche die A'erdoppelung des Korperraumes
auf instrumentale und mechanische Yerfahrungsweisen zuriickffihren,

gleich als ob sie hierdurch zwei mittlere Proportionalen auf uner-

laubte Weise zu erhalten versuchten. Denn auf solche Art werde

der Vorzug der Geometrie aufgehoben und verdorben, sofern man sie

wieder auf den sinnlichen Standpunkt zurfickfiihrt, sie, die in die

Hohe gehoben werden und sich an ewige und korperlose Gedanken-

bdder halten sollte, wie dies bei Gott der Fall ist, der deshalb immer

Gott ist. So die eine Stelle Plutarchs. Wo er aber an einer zweiten

SteUe die gleiche Angabe wiederholt, verbindet er damit die Be-

merkiing, infolge von Platons UnwiUen fiber die Wttrfelverdoppelung

durch Y^erkzeuge sei die Mechanik von der Geometrie vollstandig ge

trennt worden und dadurch auf lange Zeit zu einer bloBen Hilfs-

wissenschaft der Kriegskunst herabgesunken. Konnte, sagt man,

Platon einen derartigen Tadel gegen Eudoxus. gegen Archytas, gegen

') Johannes Philoponus ad Aristotelis Analyt. post. I, 7, -) Plu

tarchus, Quaest. conrir. VIII, 92, 1 und Vita Mareclli 14, 5.
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Meniichmus aussprechen, wenn er selbst ein mechanisches Verfahren

zur Wfirfelverdoppelung erdachte? Ist damit nicht der Beweis ge-

Uefert, daB der Bericht des Eutokius soweit irrig sein muB, als ihm

Platon ffir den Erfinder einer Vorrichtung gdt, die von irgend einem

anderen herrfihrte?

Wir gestehen zu, daB diese Einwfirfe sehr gefiihrUcher Natur

sind, um so mehr als nicht zu bezweifehi ist, daB die Platon durch

Plutarch beigelegte Meinung mit dem ganzen phUosophischen Cha

rakter dessen, der die Ideen einftthrte, im voUsten Einklange steht.

Es ist ferner nicht zu bezweifeln, daB langezeit, ob auf Platons

EinfluB hin, wie behauptet worden ist^), lassen wir dahingesteUt, nur

die Geometrie des Zirkels und Lineals als eigentliche Geometrie be

trachtet worden ist. Die Nachricht in der Form, wie Plutarch sie

mittedt, lautet ttberdies so bestimmt, daB es doch wohl allzu gewagt

ware, ein MiBverstilndnis anzunehmen^). Es wird demnach nur die

Wahl zwischen folgenden MogUchkeiten bleiben. Entweder, und das

dttrfte dem Yorwurfe der Kttnstlichkeit ausgesetzt sein, wird man an

nehmen, Platon habe, indem er jenen Tadel gegen Eudoxus, Archytas,
Menachmus aussprach, zugleich beigefiigt, es sei ja keine Kunst eine

Wttrfelverdoppelung mechanisch vorzunehmen, dazu genttge eine ein

fache Vorrichtung, wie wir sie oben nach Eutokius geschddert haben,
aber das sei keine Geometrie, denn diese solle und mttsse an ewige
und korperlose Gedankenbilder sich halten. Oder aber, und das ist

entschieden das Bequemste, man halt sich nur an die Notiz des Plu

tarch, an das Schweigen des Eratosthenes und schiebt die ganze Mit

teilung des Eutokius, wie oben bemerkt, vornehm beiseite, soweit

sie wenigstens auf Platon Bezug hat. Oder endUch, und das ist

wenigstens das Ehrlichste^ wenn kein anderer Vorzug noch Vorwurf

an dieser Moglichkeit haftet, man gesteht zu, daB hier ein Wider

spruch vorliege, den aus dem Wege zu raumen gegenwartig keine ge-

nugenden Mittel zur Hand sind.

11. KajDitel.

Die Akademie. Aristoteles.

Wir folgen weiter dem Mathematikerverzeichnisse, welches im

nachsten Satze drei Namen vereinigt, indem es sagt:

>) Hankel S. 156 spricht mit apodiktischer Gewifiheit, aber durch kein

Zitat unterstiitzt den Satz aus: Wir verdanken Platon die fiir die Geometrie so

wichtige Beschriinkung der geometrischen Instrumente auf Zirkel und Lineal.

^) So haben wir selbst Zeitschr. Math. Phys XX, histor.-literar. Abteilung 133

den Widerspruch zu beseitigen gesuclit.
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„In diese Zeit gehort auch Leodamas von Thasos und Archytas
von Tarent und Theiitet von Athen, durch welche die Theoreme ver

mehrt wurden und zu einer strengen wissenschaftUchen DarsteUung
gelangten.''

Von Leodamas von Thasos haben wir im vorigen Kapitel er

ziihlt, was allein von ihm bekannt ist, nicht vieles aber ein GroBes,
daB fttr ihn (S. 220) Platon die analytische Methode ersann, be

ziehungsweise sie ihm mitteilte. Nennt, wie man wohl annehmen

darf, das Mathematikerverzeichnis die darin vorkommenden Namen

ihrer Zeitfolge nach, so war Leodamas etwas iilter als Archytas,
mithin auch als Platon, was aber einer Beeinfiussung durch jenen
keinen Abbruch tut^).

Archytas von Tarent") mag etwa 430—365 gelebt haben,
fast gleichzeitig mit Platon geboren, an welchen ihn auch, wie wir

wissen, wahrend dessen Aufenthalt in GroBgi-iecbenland (S. 215) ein

enges Freundschaftsverhaltnis band. Archytas war seiner Heimat

wie seinem Bdduugsgange nach Pythagoraer. Er war Staatsmann

und Feldherr und versah wiederholt die hochsten ,\mter in seiner

Vaterstadt. Seinen Tod fand er, wie wir durch Horaz wissen^),
durch Schiffbruch am Vorgebirge Matinum, vieUeicht beim Antritt

einer Reise nach Griechenland. Das Mathematikerverzeichnis nennt

ihn, wie wir soeben gesagt haben, vermutlich aus Grunden der Zeit

folge gerade hier und nicht schon einige Zeilen frtther. Moglicher
weise aber soil durch seine Stellung mitten unter Milnnern der Aka

demie der mittelbare EinfiuB bezeugt werden, den er durch seine

frttheren nahen Beziehungen zu Platon auf diese Schule austtbte.

Uber die Echtheit oder Unechtheit von Bruchstttckeii philosophischen,

ethischen, musikalischen Inhaltes, welche unter dem Namen des Ar

chytas auf uns gekommen sind, herrschen die entgegengesetztesten
uns gliieklicherweise nicht kttmmernden Meinungen. Wahrend die

einen jene Bruchstttcke anerkennen, gehen die andern so weit, sie

fast insgesamt fttr Falschungen eines alexandrinischen Juden um

das Jahr 39 n. Chr. zu halten*). Fast insgesamt, die mathematischen

Bruchstttcke nilmlich bleiben vom Zweifel unbehelligt. Wir haben

') Susemihlin dem Bheinischen Museum fiir Philologie, Neue Folge LIII,

626 Anmerkung 2 (1898), ^) Jos, Navarro, Tentamen dc Arelnjtae Tarentini

vita atque apcribus (Kopenhagener Doktordissertation 1819i. Grupipe, Ueber die

Fragmente des Archytas und der alteren Pythagoraer (Preisschrift der Berliner

Akademie 1840), L, Boeckh, Ueber den Zusammenhang der Schriften, welche

der Pythagoraer Archytas hinterlassen haben soil (^Karlsruher Lyzeumsprogramm

ls41). Chaignet I, 255—331, ") Horatius, Lib. I, Ode 28 *) So besonders

Gruppe, der diese These zuerst aufstellte.
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ihrer fibrigens schon gedacht. Die Wfirfelverdoppelung des Ar

chytas und die wichtigen Folgerungen, welche aus ihr fttr seme

stereometrischen Kenntnisse zu ziehen sind, haben uns im vorigen

Kapitel, die Leistungen des Archytas auf dem Gebiete der Propor

tionenlehre schon frtther (S. 166) beschiiftigt, und auf letztere

kommen wir gleich nachher noch einmal bei Gelegenheit des Eudoxus

zu reden. Ein letztes, was, wiewohl oben (S. 229) gesagt, hier be

sonders betont werden mag, ist, daB Archytas die Mechanik zuerst

methodisch behandelte, indem er sich dabei geometrischer Grundsiitze

bediente.

Theiitet von Athen, der Platon nahe genug stand, daB dieser

ihn zur namengebenden Personlichkeit eines auch mathematisch lesens-

werten Gespriiches macht, ist seiner Lebenszeit nach nicht genauer

zu bestimmen, als es durch diese eine Angabe geschieht. Seine Ar

beiten mttssen der Lehre von dem Irrationalen gewidmet gewesen

sein. Er teilte samtliche Zahlen in zwei Klassen, in die der Quadrat

zahlen, welche durch Vervielfaltigung einer Zahl mit einer ihr gleichen

entstehen, und in die Rechteckszahlen, bei welchen die zu verviel-

faltigenden Zahlen ungleich gewahlt werden mttssen-'). Das ein-

tedende Unterscheidungsmerkmal ist hier demnach Rationalitat, be

ziehungsweise Irrationalitat bei der Ausziehung der Quadratwurzel,
und man kann hier eine frtther (S. 1S3) von uns angekfindigte Be

statigung derjenigen Yermutung finden, welche Quadrat und Hete

romekie in der pythagoraischen Kategorientafel des Aristoteles ein

fach als Ersatzworter ffir Rationalitat und Irrationalitat erklart. Wenn

Theiitet sodann fortfahrt „in betreff der festen Korper machten wir

es ahnlich", so ist der Sinn dieses Satzes verschiedener Deutung

fahig. Es kann hier auf irrationale Kubikwurzeln angespielt sein"),
moglicherweise auch auf die Ausziehbarkeit oder Nichtausziehbarkeit

von Quadratwurzeln aus Produkten aus je drei Faktoren. Letzteres

ist uns namentlich um deswillen wahrscheinlicher, als jede andere

Notiz darfiber, daB der Begriff der Kubikwurzel damals schon be

kannt gewesen sein sollte — die Aufgabe der Wfirfelverdoppelung
schlieBt ihn noch keineswegs ein —

uns fehlt, wahrend von der Ein-

schaltung eines oder zweier geometrischen Mittel zwischen Korper
zahlen im platonischen Timaus (S. 163) die Rede war. Eine weitere

Bestiitigung dieser imserer Ansicht Uegt in einer mutmaBUch von

Proklus herrfihrenden Anmerkung zum X. Buche des EukUd. Der

9. Satz des X. Buches dieses SchriftsteUers heiBt: Quadrate kommen-

') Platon, Theaetet pag. 147—148. Vgl. Rothlauf S. 24flgg. ^) So die

Meinung Rothlaufs 1. o.
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surabler Linien verhalten sich wie Quadratzahlen, inkonimensurabler
Linien nicht wie Quadratzahlen und umgekehrt. Dazu bemerkt nun

der SchoUast: „Dies Theorem ist eine Erfindung des Theiitet, und

Platon gedenkt desselben in dem Dialoge Theiitet; nur wird es dort

speziell auseinandergesetzt, hier aber aUgemein" i). Noch eine letzte

Angabe fiber Theatet liefert uns Suidas, er habe znerst fiber die

ffinf Korper geschrieben^). Offenbar ist hier an ein zusammen-

hangendes Ganzes zu denken, was nicht ausschlieBt, daB schon vorher

Hippasos oder irgend ein anderer ttber das Dodekaeder besonders

geschrieben haben konnte. Ob auch diese Schrift des Theiitet, wie

man behauptet hat^), den Untersuchungen ttber Irrationales verwandt

war, ob insbesondere ttber das Yerhiiltnis der Kanten dieser Korper
zum Halbmesser der umschriebenen Kugel Betrachtungen von der

Art, wie sie im XIIL Buche des Euklid vorkommen, angestellt wurden,
ttberlassen wir einzelnem Ermessen. Bestimmtere Angaben gibt es

darttber nicht.

Unser Verzeichnis fiihrt fort: ,.Jttnger als Leodamas ist Neo-

kleides und dessen Schfiler Leon, welche zu dem, was vor ihnen ge-

leistet worden war, vieles hinzuffigten; es hat auch Leon Elemente

geschrieben, die in bezug auf Umfang und das Bedurfnis der An

wendung des Bewiesenen sorgfaltiger verfaBt sind. Ebenso erfand

er den Diorismus, wann das vorgelegte Problem moglich ist und

wann unmoglich."
Diese Siitze erganzen frfiher (S. 208 und 219) von uns Erwahntes.

In Platons Akademie entstand die Frage, ob eine Aufgabe, welche

gestellt war, fiberhaupt moglich sei, ob man nicht zuverlassig ver-

gebliche Mfihe anwende, wenn man ihre Losnng versuche. Diese

Frage muBte gestellt werden, sobald die analytische Me

thode entstand, die, wie wir gleichfalls sahen, nicht an sich zu

jedesmal richtigen Ergebnissen ffihrte, sondern erst einer Bestiitigung
durch die Synthesis l)edurfte, Platon hat im Menon eiue derartige

Frage gestellt und beantwortet. Leon dfirfte die Notwendigkeit der

Fragestellung ein fttr allemal dargetau und vielleicht den Kunstaus-

druck Diorismus eingeftthrt haben, dessen lateinische Ubersetzung
determinatio lautet. LTber Neokleides wissen wir den Worten des

Mathematikerverzeichnisses nichts hinzuzufttgen. Hochstens konnen

wir den Umstand als besonders bemerkenswert erachten, wonach er

Leons Lehrer gewesen sei, dieser also nicht als ausschlieBlicher Schttler

Platons unmittelbar betrachtet werden darf.

') Knoche, Untersuchungeu fiber die neu aufgefundenen Scholien des

Proklus Diadochus zu Euklids Elementen, Herford 1865, S. 24— 25, -) Suidas

s. V. 0said-i]rog. ^) Bretschneider S. 148.
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„Eudoxus von Knidos um wenig jttnger als Leon und ein Ge-

nosse der Schule Platons war der erste, welcher die Menge der Lehr

siitze ttberhaupt vermehrte und zu den drei Proportionen noch drei

hinzufttgte; er ftthrte auch weiter aus, was von Platon fiber den

Schnitt begonnen worden war, wobei er sich der Analyse bediente.'

Eudoxus^) lebte um 390—337. Man weiB, daB er in Knidos

geboren ist, daB er Schfiler des Archytas, in seinem 23. Lebensjahre

auch wahrend zwei Monaten Schttler Platons in Athen war. Zur

Zeit des Konigs Nectanabis II um 358 oder 357 verwedte Eudoxus

ein Jahr und vier Monate in Agypten, wo er mit Platon verkehrte,

wie Strabon nach iigyptischer UberUeferung uns erziihlt. Wenig

spiiter stiftete Eudoxus selbst eine Schule in Kyzikus, dem heutigen

Panorma am Marmarameere, kam er mit zahlreichen Schttlern nach

Athen, wo er wieder mit Platon enge verkehrte. Dann aber kehrte

er nach Knidos zurttck und starb dort im Alter von 53 Jahren.

Astronom, Geometer, Arzt, Gesetzgeber nennt ihn Diogenes Laertius,

dem die wesentlichsten biogi-aphischen Angaben^) ttber Eudoxus ent

stammen. Wir haben es hier nur mit dem Geometer zu tun und

wollen zunachst von den zwei bestimmten Tatsachen reden, welche

das Mathematikerverzeichnis hervorhebt.

Eudoxus fttgte zu den drei Proportionen drei weitere hinzu.

Wir haben (S. 165— 166) die Analogien und Mesotaten fttr die Pytha

goraer in Anspruch genommen, wir haben gesehen, daB der Ursprung
einer bestimmten Proportion nach Babylon verlegt wird, von wo

Pythagoras sie mitgebracht habe, woraus fttr uns mindestens das folgt,
daB man zur Zeit des Jamblichus wie in Griechenland, so in den

Euphratliindern jener sogenannten musikalischen Proportion Beach

tung schenkte. Wir wollen hier ttber den Unterschied von Ana

logie und Mesotat einiges einschalten. Die Erklarungen der grie
chischen Schriftsteller gehen fredich einigermaBen auseinander, aber

faBt man die verschiedenen Stellen alle zusammen, so kommt man zu

folgender Auffassung^). Ursprttnglich hieB die geometrische Pro-

') Uber Eudoxus vgl. die bahnbrechende Abhandlung von Ludw. Ideler

in den Abhandlungen der Berliner Akademie von 1828 (S. 189—212) und 1829

(S. 49—88). Dann hauptsachlich Schiaparelli, Ueber die homocentrischen

Spharen des Eudoxus, des Kallippus und des Aristoteles (Abhandlg. des lombard.
Instituts von 1874, deutsch von W, Horn in dem Supplementheft zu Zeitschr.

Math. Phys. Bd. XXII). Zwei Programmabhandlungen der Realschule Dinkels-

buhl ffir 1888 und 1890 von Hans Kiinssberg geben eine erschopfende Uber

sicht. Zuletzt beschiiftigte sich mit Eudoxus Susemihl, Die Lebenszeit des

Eudoxos von Knidos (Rheinisches Museum ffir Philologie. Neue Folge LIE,
626—628. 1898). =>) Diogenes Laertius VHI, 86— 90. ') Nesselmann,

Algebra der Griechen Seite 210, Anmerkung 49.
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portion c\rYoyki, die Proportion im allgemeinen, namlich die arith

metische, die geometrische, die harmonische und samtUche noch dazu

kommende hieBen fiaGoxrjTag. Der spiitere Sprachgebrauch dagegen
verwischte diesen Unterschied und UeB zuletzt unter Mesotat nur

irgend etwas verstehen, was zwischen gegebenen AuBersten lag.
Diese Darstellung schlieBt zugleich in sich, daB es ursprttnglich nur

drei solcher Proportionen gab, ffir welche wir die von Archytas ge

gebenen Definitionen kennen gelernt haben. Es war die arithmetische,
die geometrische, die entgegengesetzte Proportion, welche diesen ihren

Namen, vjreravTt'a, mit dem durch Archytas und Hippasos, wie wir

von Jamblichus erfahren, eingeftthrten Namen der harmonischen ver-

tauschte. Als selbstverstiindUch ist dabei zu bemerken, daB nur Pro

portionen, die aus drei Zahlen gebildet wurden, in Betracht kamen

und mit jenen Namen belegt wurden, also nur stetige Propor
tionen sind Mesotaten. Zu den drei alten Mesotiiten kamen drei

neue. Das Mathematikerverzeichnis sagt uns Eudoxus halie dieselben

erfunden. Jamblichus berichtet, Archytas und Hippasos hatten

sie eingeftthrt, Eudoxus und seine Scbiiler nur die Namen verandert '^).
Endlich traten noch vier Mesotiiten hinzu und brachten die Gesamt-

zahl auf zehn, welche Nicomachus im II. S. u. Chr. gekannt hat.

Durch die Einfuhrung der vier letzten machten sich, wieder Jambli

chus zufolge, Temnonides und Euphranor verdient, Personlich

keiten, die wir nur aus diesem einzigen Zitate kennen. An bestimmten

Zahlenbeispielen konnen wir am deutlichsten mit dem Wesen der

zehn Proportionen uns bekannt machen. Es bilden die drei Zeilen

die 1. Proportion a — ^ = fi
—

y wenn « = 3^ = 2j^ = 1

2. « : |3 = /3 : y « = 4/3 = 2y = 1

3. a:y
= (a — j5) : (/3

— y) « = 6/3 = 4y = 3

4. a:y
= (p-y):(u-~p) ci = i>p = by = 3

5. /3 : ;■
= (p

-

y) ■■ («
- /3) « = 5 /^ = 4y = 2

6. «:/3 = (/3-y):(«-/3) « = 6/3 = 4y=l

7. a:y^((c-y):(ii-y) « = 9/3 = .S7 = 6

S. a:y
= (a

—

y) : ( «
— /3) « = i)/j = 7 j'

= 6

9. /3 : r
= {0-

- )'') : (p
—

r) « = 7 /3 = 6 ;-
= 4

10. /3: 3'
= (« - jO : («

—

/3) « = S/j = 53^ = 3

Beim ersten Anblick vermiBt man in dieser Liste, so umfang-

reich sie ist, zwei Proportionen, welche der 3. gegenttber eine ahn-

') Jamblichus in Nicomachi Arithmeticam ed. Tennulius pag. 141 flgg.,

159, 163, ed. Pistelli pag, 101, 113, 116,
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liche Berechtigung zu haben scheinen, wie 5. und 6. neben 4.,

namUch

3a. /3:r = («-/3):(/3-?')
3b. «:/3 = («-/3):(,3-y).

Bei niiherem Zusehen ergibt sich aber, weshalb sie fortblieben. Sie

werden erfttUt, sofern ay
= P\ sind also in 2. bereits mit emge-

schlossen, beziehungsweise werden durch die gleichen W^rte a, /3, y

erfttUt, welche 2. befriedigen.
Andererseits erscheint es uns Neueren gar verwunderUch, daB

die Griechen alle diese FilUe unterschieden, mit deren sieben letzten

im groBen und ganzen gar nichts geleistet ist, daB sie in der Er

findung derselben etwas hinliinglich Bedeutendes erkennen, um die

Namen derer aufzubewahren, von welchen jene Leistung herrfihrt.

Wir werden in die griechische Stufenleiter der Wertschatzung uns

hineinfinden konnen, wenn wir zweierlei erwagen. Erstens, daB eine

groBe Zahlengewandtheit dazu gehorte siimtUche zehn Yerhaltnisse

ganzzahUg zu erffiUen, zweitens, daB die aus vier voneinander ver

schiedenen Zahlen gebildete geometrische Proportion mit den aus ihr

ahzuleitenden ffir die Griechen bis zu einem gewissen Grade die

Gleichungen und deren Umformung ersetzte. Die Folgerung von

a: (i = y:d auf (a -f- /3) : /3 = (y + (5) : (J

z. B. spielt bei den Griechen fortdauernd die allerbedeutsamste Rolle.

Stetige Proportionen hatten zur Kenntnis der arithmetischen, der geo
metrischen Reihen, jene wieder zur Kenntnis der vieleckigen Zahlen

geftthrt. Was Wunder, daB man weiter experimentierte, daB man

immer neue Verbindungen gleicher Yerhaltnisse zwischen Zahlen

aufsuchte, welche selbst aus drei gegebenen Zahlen additiv oder sub-

traktiv zusammengesetzt waren? Solche neue Proportionen konnten

zu neuen wichtigen Entdeckungen Gelegenheit geben, und taten sie

es nicht, so boten sie nur ein Beispiel, wie es deren in der Geschichte

aller Wissenschaften gibt, daB Untersuchungeu mit hochgespannten

Hoffnungen und Erwartungen begonnen sich aUmahlich als unfrucht-

bar erwiesen.

Eudoxus, sagt uns das Verzeichnis noch, ftthrte weiter aus, was

von Platon ttber den Schnitt begonnen worden war, wobei er sich

der analytischen Methode bediente. Der Schnitt, i] xojxrj, ttber

welchen Untersuchungen von Platon begonnen worden waren, muB,
wie in richtigem Verstiindnis dieses lange fur unerkliirbar dunkel

gehaltenen Ausspruches erkannt worden ist^), ein ganz bestimmter

^) Bretschneider S. 167—168,
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gewesen sein, ein solcher, dem die damalige Zeit die groBte Bedeu

tung beilegte. Das aber war der Fall mit dem Schnitt der Geraden

nach stetiger Proportion, mit dem sogenannten goldenen Schnitt,
wie die spatere Zeit ihn genannt hat. Der goldene Schnitt tritt nun

gerade in Yerbindung mit Anwendung der analytischen Methode in

den fttnf ersten Siitzen des XIIL Buches der eukUdischen Elemente

auf, nachdem er schon im II. Buche als Satz 11, gelehrt worden war.

Die Annahme, jene fttnf Satze seien Eigentum des Eudoxus und von

Euklid in ihrem Zusammenhange pietiitsvoU erhalten, hat sonach eine

groBe Wahrscheinlichkeit fttr sich. Es sei erganzend nur hinzugefttgt,
daB Eudoxus bei Untersuchungen iiber die Proportionenlehre fast mit

Notwendigkeit auch zu solchen Verhaltnissen geftthrt werden muBte,
fur welche Zahlenbeispiele nicht moglich waren, und deren Behand

lung nur geometrisch gelang. Wir sagen, er muBte dahin geftthrt

werden, wed, wie wir (S. 163) im Yorbeigehen bemerkt haben, der

Grieche die Zahl vorzugsweise in raumlicher Yersinnlichung zu be

trachten pflegte, und hat Eudoxus sie ebenso betrachtet, dann ver

stehen wir, warum das Mathematikerverzeichnis die Leistungen des

Eudoxus in der Proportionenlehre und um den goldenen Schnitt in

einem Atemzuge ausspricht. Auch das Letztgesagte laBt eine weitere

Beglaubigung zu. Eudoxus hat die Proportionenlehre geometrisch

betrachtet, denn ihm gehort nach der Behauptung eines vermutUch

von Proklus verfaBten Scholion das ganze Y. Buch des Euklid, das

ist eben das der Proportionenlehre gewidmete, in alien seinen wesent

lichen Teilen an^).
Eine ganz andere Gattung von Untersuchungen des Eudoxus,

welche nicht minder gut verbttrgt sind, hatte stereometrische Aus

messungen zum Gegenstande. Archimed sagt uns mit ausdrttck-

licher Bestimmtheit^), Eudoxus habe gefunden, daB jede Pyramide der

dritte Teil eines Prisma sei, welches mit ihr die gleiche Grundflache

und Hohe habe, ferner, daB jeder Kegel der dritte Teil eines Zylinders
von der Grundfliiche und Hohe des Kegels sei. Archimed deutet

dabei den Y"eg an, welchen Eudoxus bei den Beweisen einschlug.

Die griechischen Philosophen nannten Xi][i.\i,a, Einnahme, den Yorder-

satz, von welchem der Dialektiker bei seinen Schlttssen ausgeht. Das

selbe Wort bedeutete dem Mathematiker einen zum Gebrauche fttr

das Nilchstfolgende notwendigen, aber den Zusammenhang einiger
maBen unterbrechenden Lehnsatz. Von einem Lemma, welches Eudoxus

') Knoche, Untersuchungen iiber die neu aufgefundenen Scholien des

Proklus Diadochus. Herford 1S65, S. 10—13. *) Archimedps (ed, Heiberg)

I, 4 lin, 11—14 und II, 296 lin, 9—20.

Cantor, Geschichte tier Mathematik I, 3, Aufl, 16
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hier anwandte, sagt uns auch Archimed. Es lautet wie folgt: „Wenn

zwei Flachenraume ungleich sind, so ist es moglich, den Unterschied,

um welchen der kleinere von dem groBeren ttbertroffen wird, so oft

zu sich selbst zu setzen, daB dadurch jeder gegebene endliche Flachen

raum ttbertroffen wird." Archimed setzt hinzu, mit Hilfe des gleichen

Lemma hatten auch die Alten die Proportionalitat des Kreises zum

Quadrat des Durchmessers bewiesen, so daB moglicherweise der Be

weis des Hippokrates von Chios schon dieses Lemma voraussetzte.

Daran dachten wir (S. 207), als wir die Yermutung preisgaben, Hip

pokrates konne von rechnenden Betrachtungen Gebrauch gemacht

haben, als er jene Proportionalitat bewies. Jedenfalls war, wenn

auch die erste Kenntnis des Lemma als solchem dem Eudoxus ent-

rfickt werden zu mfissen scheint, seine Leistung eine sachlich wie

methodisch hervorragende, und wir haben ihn als einen der ersten

Bearbeiter des Exhaustionsverfahrens unter alien Umstanden zu nennen.

Noch eine dritte Gruppe von geometrischen Untersuchungen des

Eudoxus darf nicht schweigend fibergangen werden. Eudoxus ist Er

finder einer Kurve, welche zwar in der Astronomie ihre wesentliche

Anwendung gefunden hat, aber darum nicht weniger der Geometrie

angehort^). Sie wurde von ihm selbst Hippopede, das heiBt Pferde-

fessel, genannt, und Xenophon beschreibt sie in seinem Buche fiber

die Reitkunst als die Art des Laufes, welche beide Seiten des Pferdes

gleichmaBig ausbdde und jegliche Wendung zu machen gestatte.
Auch heutigen Tages sucht man durch das sogenamite Achten-eiten

die gleiche Wirkung hervorzubringen, und so wird sehr wahrschein

lich, daB es eine schleifenartige Kurve war, welche Eudoxus so be

nannte. Damit stimmen Stellen des Proklus fiberein, welche die

Hippopede eine spirische Linie nennen, und welche bezeugen,
daB sie einen Winkel bilde, indem sie sich selbst schneide-). Wir

werden von dem Erfinder der spirischen Linien noch spater zu reden

haben. Jetzt dttrfen wir aber schon bemerken, daB man unter Spire,
0nalQa, einen sogenannten Wulst versteht, d. h. einen rinoformigen

Rotationskorper, welcher durch die Drehung eines Kreises um eine

in seiner Ebene liegende aber nicht durch den Mittelpunkt gehende
Gerade erzeugt wird^), einen Korper, dessen Hiilfte in der Y'urfel-

') tiber diese Kurve vgl. den V. Abschnitt des vorher erwahnten Aufsatzes

vonSchiaparelli, deutsche Ubersetzung S, 137—155 und Knoche undMaerker

{Ex Prodi successoris in Euclidis clevienta comnicntariis definitionis quartac ex-

positione-m quae dc recta est linea et sectionibus spiricis com.mentati sunt Knoche
et Maerker). Herford 1856. -) Proklus (ed. Friedlein) pag. 127, 128, 112.

=) Proklus (ed. Friedlein) pag. 119, Heron Alexandrinus (ed 'nultsch)
pag, 27, Definit, 98.
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verdoppelung des Archytas (S. 228) vorkommt, erzeugt durch die

Yerschiebung eines senkrechten Halbkreises ttber einem wagrechten.
Schneidet man diesen Wulst durch eine der Drehungsachse paraUele
Ebene, so entsteht eine spirische Linie, deren Gestalt je nach der

Entfernung der Schnittebene von der Drehungsachse eine dreifache

sein kann (Fig. 39). Ist die schneidende

Ebene von der Drehungsachse weiter

entfernt als der Kreismittelpunkt, so

entsteht eine ovale in sich zurttcklaufende

Linie, welche Proklus als in der Mitte

am breitesten und gegen die Enden sich

verengernd schddert. Geht die Ebene

von der Achse aus gesehen diesseits des

Mittelpunktes des erzeugenden Kreises,
aber immer noch durch den ganzen

Wulst, so ist die Kurve nach den

Worten desselben SchriftsteUers lang

lich, in der Mitte eingedrttckt und breiter

an den beiden Enden. Die Schleifenlinie entsteht, wenn die Schnitt

ebene der Achse noch naher rttckt, so daB sie den Wulst an einem

inneren Punkte bertthrt, welcher alsdann der Doppelpunkt der Kurve

ist. Die genaueren Eigenschaften der Hippopede des Eudoxus aus-

einanderzusetzen ist hier um so weniger der Ort, als dieselben in den

QueUen nicht angegeben sind, man also in voUstandiger UngewiBheit
sich befindet, wie viel oder wie wenig von dem, was man ausein-

andersetzt, dem Eudoxus selbst bekannt gewesen sein kann.

Das letzte, worfiber wir noch zu berichten hatten, waren die

Bogenlinien, xcci-iTcvXca yQafiwai, mittels deren Eudoxus die Wfirfel

verdoppelung voUzog. Eudoxus den Gottahnlichen nennt ihn Era

tosthenes mit Rficksicht auf diese Leistung in einem Epigramm, welches

den SchluB seines Briefes an Konig Ptolemaus fiber die Wfirfel

verdoppelung bildet. Es muB also gewiB eine hervorragende Arbeit

gewesen sein. Welcher Art aber jene Bogenlinien gewesen sein

mogen, darttber fehlt auch die dttrftigste Angabe, so daB wir keinerlei

Yermutung Ausdruck zu geben imstande sind.

Das Mathematikerverzeichnis vereinigt nun wieder drei Namen,
von welchen zwei uns schon bekannt geworden sind: „Amyklas von

Heraklea, einer von Platons Gefahrten, und Menachmus, der

Schttler des Eudoxus und auch mit Platon zusammenlebend, und

sein Bruder Dinostratus machten die gesamte Geometrie noch voU-

kommener."

Uber Amyklas und seine Yerdienste wissen wir gar nichts.

16*

)
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Meniichmus 1) war jener Wttrfelverdoppler, welcher Parabel und

Hyperbel bei der Losung seiner Aufgabe benutzte. Wir haben seine

Auflosungen durch Eutokius kennen gelernt (S. 230) und uns aus

denselben klar zu machen gesucht, wieviel Kenntnisse aus der Lehre

von den Kegelschnitten Meniichmus bereits besessen haben muB. Wir

erinnern uns aus demselben Berichte des Eutokius, daB Isidorus

von Milet einen Parabelzirkel erfunden hat. Nun kommt aUerdings

in dem oft benutzten Briefe des Eratosthenes der Satz vor (S. 212),

die Zeichnungen der verschiedenen Wttrfelverdoppler hiitten sich nicht

leicht mit der Hand ausftthren und in Anwendung bringen lassen

„auBer etwa einigermaBen die des Meniichmus, doch auch nur mtth-

sam". Man hat daraus den SchluB gezogen, Menachmus habe bereits

gewisse Yorrichtungen zur Zeichnung seiner Kurven gekannt, und un

moglich ist diese Deutung nicht. Einen eigentUchen Widerspruch

gegen die bei Eutokius vorkommende Bemerkung bildet sie gewiB

nicht, da erstens die Yorrichtungen des Meniichmus keine Zirkel ge

wesen zu sein hrauchen und zweitens Eutokius nicht sagt, daB man

vor der Erfindung, die er seinem Lehrer nachrfihmt, Parabel und

Hyperbel niclit mechanisch habe zeichnen konnen. DaB die Namen

Parabel und Hyperbel jfingeren Datums als Meniichmus sind, haben

wir betont. Sie gehoren dem Apollonius von Perga an. Die

Namen, welche vorher in Ubung waren, gehen ebenso wie die Ent

stehung jener Kurven aus einer durch Eutokius in seinem Kommen

tare zu Apollonius uns erhaltenen Stelle des Geminus hervor ^). Die

Alten kannten nur gerade Kreiskegel und definierten dieselben als

durch die Umdrehung eines rechtwinkligen Dreiecks um die eine

seiner Katheten entstanden. Sie unterschieden aber drei Gattungen

solcher Kegel, je nachdem die Umdrehungsachse mit der Hypotenuse
des den Kegel erzeugenden Dreiecks einen Winkel machte, der kleiner,

gleich oder groBer als die Halfte eines rechten Winkels war. Der

Winkel an der Spitze des Kegels wurde natfirlich doppelt so groB,
also in den drei Fallen spitz, recht oder stumpf. Nun schnitt man

jeden Kegel durch eine zur Kegelseite, d. h. zur Hypotenuse des er

zeugenden Dreiecks senkrechte Ebene und erhielt so die dreierlei

Kurven, welche ihrer Hervorbringung gemaB Schnitt des spitz-
winkligen, des rechtwinkligen und des stumpfwinkligen
Kegels genannt wurden. Schon Demokritus von Abdera (S. 193)
scheint Kegel durch dem Grundkreise paraUele Ebenen durchschnitten

') Max C. P. Schmidt, Die Fragmente des Mathematikers Menachmus in

der Zeitschrift „PhiIoIogus" (1882) Bd. 1, 2, S. 72—81. ■') Apollonii Conica
(ed. Heiberg). Leipzig 1891—1893. II, 168.
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zu haben. Die bei sonstigen Schnitten auf der Kegeloberfiiiche her

vortretenden Kurven hat er indessen wohl kaum beobachtet, da wieder

Geminus in einer anderen durch Proklus uns aiifbewahrten SteUe

versichert, Menachmus habe die Kegelschnitte erfunden ^j. Eben das

selbe geht iiuch aus einer Bemerkung des Eratosthenes hervor. In

jenem Epigramme niimUch, mit welchem er seinen Brief fiber die

Wfirfelverdoppelung beschlieBt, und in welchem er Eudoxus den

Giittlichen nennt, wie wir oben sagten, spricht er von den aus dem

Kegel geschnittenen Triaden des Meniichmus.

Menachmus, der Entdecker der Kegelschnitte und einiger ihrer

Haupteigenschaften, scheint aber nicht im Zusammenhange von den

selben gehandelt zu haben. Wenigstens sagt uns Pappus, daB ein

gewisser Aristaus der Altere zuerst fiber die Elemente der Kegel
schnitte ffinf Bttcher herausgab. An einer zweiten SteUe erzahlt er

uns, daB Euklid dem Aristilus nachgerflhmt habe, daB er sich durch

die Herausgabe der Kegelschnitte verdient gemacht habe. Eine dritte

Stelle des Pappus bestatigt endlich, was wir vorher nach Geminus

ttber die Namen sagten, indem es dort heiBt, Aristaus und alle

anderen Mathematiker vor ApoUonius nannten die drei Kegelschnitt-
linien den Schnitt des spitzwinkligen, rechtwinkligen und stumpf

winkligen Kegels^). Demselben Aristilus rtthmt Pappus an der gleichen
Stelle auch noch nach, daB er die bis jetzt einzig vorhandenen fttnf

Bttcher korperlicher Orter in Zusammenhang mit den Kegel-
schnitten verfaBt habe, und Hypsikles weiB im zweiten vorchrist

lichen Jahrhundert, daB er eine ^'^ergleicbung der fttnf regel-

milBigen Korper verfaBte'). Das Zeitalter des Aristaus des Alteren

ISBt sich aus diesen Angaben ziemlich genau ableiten. Er muB mit

seinem Y^erke ttber die regelmaBigen Korper spater als Theaetet, der

zuerst ttber diesen Gegenstand schrieb, mit seinem Werke ttber die

Kegelschnitte spater als Meniichmus, der diese Kurven entdeckte,
frtther als Euklid, der das Werk lobte, aufgetreten sein. Man wird

folglich keinenfaUs weit fehlgehen, wenn man die schriftstellerische

Tatigkeit des Aristaus auf die Jahrzehnte um 320 bestimmt. Das

Mathematikerverzeichnis schweigt auffallenderweise ttber diesen ohne

alien Zweifel hervorragenden Mann, und auch die anderen Quellen

lassen uns im Stiche, wenn wir die Frage aufwerfen, wer wohl der

Aristilus der Jttngere war, in tiegensatz zu welchem Pappus von dem

Alteren redet?

Menachmus muB, wie wir soeben begrttndet haben, vor Aristaus

') Proklus(ed, Friedlein) pag. 111. *) Alle drei Stellen bei Pappus, VH,

Praefatio (ed. Hultsch) 672, 676 und wieder 672. ') Hypsikles, Buch von

den ffinf regelmiiBigen Korpern, Satz 2.
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gesetzt werden. Der Zeit nach konnte er mithin leicht Mathematik-

lehrer Alexanders des GroBen gewesen sein, wie in einem allerdings

an sich wenig glaubwfirdigen Geschichtchen erzahlt wird^).

Dinostratus^), der Bruder.des Meniichmus, bediente sich Pappus

zufolge zur Quadrierung des Kreises jener krummen Linie, deren Er

findung wir ffir Hippias von EUs in Anspruch nehmen muBten, und

welche mutmaBlich nur von ihrer neuen Anwendung den Namen der

Quadratrix erhieU (S. 197). Auch fiber das dabei emgeschlagene Ver

fahren gibt Pappus uns erwfinschte Auskunft^). Es wird niimUch

zuniichst die Liinge des Kreisquadranten gesucht und alsdann

der Inhalt des Kreises als Hiilfte des Rechtecks berechnet, welches

die Kreisperipherie, oder das Vierfache des Quadranten, zur Grund-

liriie und den Ki-eishalbmesser zur Hohe hat. Jene Lange des Qua

dranten aber ist erstes GUed einer stetigen

geometrischen Proportion, deren Mittelglied
der Halbmesser und deren letztes GUed die

Entfernung des Kreismittelpunktes von dem

Endpunkte der Quadratrix ist (Fig. 40).
Ware nicht, wie behauptet wird, BEA : FA

= FA : F®, so wiire etwa BEA : FA

= FA: FK und FK > F@. Man be-

schreibe mit F als Mittelpunkt und FK

als Halbmesser einen zweiten Quadranten

ZHK, welcher die Quadratrix in H schneidet. Da die Proportionalitat
der Quadranten und ihrer Halbmesser BEA : ZHK= FA : FK zur

Folge hat, so verbindet sich dieses Verhaltnis mit dem vorhergehen
den zu ZHK = FA = BF. Wegen der Grundeigenschaft der Qua
dratrix ist auch Bogen BEA : Bogen EA = BF: HA und, weil die

konzentrischen Quadranten BEA, ZHK durch

den Halbmesser FHE geschnitten sind, ist ferner

Bogen BEA : Bogen EA = Bogen ZHK: Bogen
HK = BF : 'Bogen HK. Daraus folgt wieder

durch Yerbindung zweier Yerhaltnisse Bogen
HK = HA, was unmoglich ist. Die Annahme,
daB der Punkt K zwischen F und ® fiele, mit
hin FK < F® wiire (Fig. 41), ftthrt gleichfaUs
zu Widersprechendem. Man beschreibt wieder

mit r als Mittelpunkt und FK als Halbmesser

einen Quadranten, so muB wieder BEA :ZyiK=BF:FK sich verhalten.

VoraussetzungsmiiBig ist BEA : BF= BF: FK, mithin ZMK= BF.

1) Vgl. Bretschneider 162—163. -) Hultsch in Pauly-V^^isowa, Ency-
kloptidie IV, 2396-2398, =) Pappus IV, 26 (ed. Hultsch) pag. 256.
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Ferner findet das Verhaltnis statt Bogen ZMK : Bogen MK = Bogen

BEA : Bogen EA und, wed BH® Quadratrix ist, auch Bogen
BEA : Bogen E^ = BF : IIK, folgUch Bogen ZMK : Bogen
MK= BF : HK. In dieser Proportion ist, wie oben gezeigt wurde,
das erste und dritte GUed fibereinstimmend, also muB das Gleiche

ffir das zweite und vierte GUed stattfinden, d. h. es muB Bogen

MK = HK sein, und das ist nicht moglich. Der Punkt K, dessen

Entfernung vom Mittelpunkte F das SchluBglied der Proportion bddet,
deren Anfangsglied die Quadrantenlange und deren Mittelglied der Halb

messer ist, kann also weder rechts noch Unks von ® fallen und muB

deshalb ® selbst sein. Warum are MK == HK unmoglich sei, verrat

uns der Berichterstatter Pappus nicht. Er sagt nur ojtaQ utonov.

VieUeicht ist der Beweis so zu denken, daB die Flachen des Kreis-

ausschnittes FMK und des groBeren Dreiecks FHK sich wie (t,re

MK : HK verhalten. Diese Beweisffihrung setzt freilich voraus, daB

Dinostratus die Ausmessung des Kreises in Gestalt eines Rechtecks,

welche, wie wir sagten, der Zielpunkt seiner Untersuchung war, schon

als bekannt annahm.

Dieser Beweis ist niichst dem (S. 182) angeftthrten auf Pytha

goras zuruckgehenden Beweis der Irrationalitat von 1/2 der erste in

direkte Beweis, welchem wir begegnet sind, wenn wir auch keines

wegs annehmen, hier sei wirkUch zuerst die Zurttckftthrung auf Wider-

sprttche vorgenommen worden. Die analytische Methode, das haben

wir ja gesehen, muBte den Beweis aus dem Gegenteil hevorzugen, als

denjenigen, der eine nachfolgende Synthese entbehrlich machte (S. 221),
und so wird auch wohl spatestens mit dieser Methode der apagogische
Beweis entstanden sein —

spiitestens, denn es ist keineswegs unmog

lich, daB er zum Zwecke der dem Hippokrates schon nicht fremden

Exhaustion erfunden worden ware. Zu dem bewiesenen Satze selbst

wollen wir noch besonders hervorheben, was wir oben gelegentlich

gesagt haben. Der Name der Quadratrix darf uns nicht irren, als ob

es hier wirklich um eine Quadratur sich handelte. Diese folgt erst

in zweiter Linie. Eine Rektifikation des Kreisquadranten ist viel

mehr vorgenommen, und zwar dttrfte es das erste Mal gewesen sein,
daB diese Aufgabe behandelt wurde, um welche von jetzt an die Zahl

der groBeii Proldeme der Geometrie vermehrt ist.

„Theydius von Magnesia scheint sowohl in der Mathematik

als auch in der ttbrigen Philosophie bedeutend zu sein; er schrieb

auch sehr gute Elemente, wobei er vieles Spezielle verallgemeinerte.
Ganz ebenso war Kyzikenus von Athen oder Athenaeus von

Kyzikus, denn die griechische Form 6 Kv^txrivbg Ad-i'ivaiog kann

beide Bedeutungen haben und ist bald so, bald so ttbersetzt
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worden \), um die nilmUche Zeit lebend, sowohl in den anderen Wissen

schaften als ganz besonders auch in der Geometrie bertthmt. AUe

diese verkehrten in der Akademie miteinander, indem sie ihre Unter

suchungen gemeinschaftUch ansteUten. Hermotimus von Kolo-

phon ftthrte das frtther von Eudoxus und Theaetet Gefundene weiter

aus, entdeckte vieles zu den Elementen Gehorige und schrieb einiges

ttber die Orter. Philippus von Mende, des Platon Schttler und

von ihm den Wissenschaften zugefnhrt, stellte nach Platons Anleitung

Untersuchungen an und nahm sich das zur Bearbeitung, wovon er

glaubte, daB es mit Platons Phdosophie zusammenhiinge. Die nun

die Geschichte geschrieben haben, ftthrten bis zu diesem Punkte die

Entwicklung der Wissenschaft fort."

So der SchluB des alten Mathematikerverzeichnisses. Von den

vier Mannern, welche hier genannt sind, ist einer uns schon bekannt:

Philippus von Mende. Es ist kaum einem Zweifel unterworfen,

daB er derselbe ist, wie Philippus Opuntius (von Opus)^i, daB

er ein bedeutender Astronom war, zuerst wahrscheinlich mit optischen

Untersuchungen sich beschaftigte und insbesondere den Regenbogen
als Brechungserscheinung erkannte. Yon den Arbeiten ttber Vielecks-

zahlen war (S. 169) die Rede. Auch die Literaturgeschichte ist unserem

Philippus zu Dank verpflichtet, als demjenigen, der die 12 Bttcher

Gesetze des Platon herausgab und ein 13. Buch, die sogenannte Epi-

nomis, als Anhang verfaBte. Von den drei ttbrigen Personlichkeiten

dagegen wissen wir so gut wie nichts. Es ist freilich mit hoher

Wahrscheinlichkeit vermutet worden, die elementargeometrischen Satze,
welche bei voreuklidischen Schriftstellern, z. B. bei Aristoteles, vor

kommen, mfiBten dem Elementenwerke des Theydius entnommen sein^).
Von Hermotimus hieB es, er habe fiber die Orter geschrieben. Ein

geometrischer Ort im allgemeinen ist der Inbegriff von Punkten,
welche insgesamt gewisse Bedingungen erffiUen, die hinwiederum

durch keinen Punkt auBerhalb des geometrischen Ortes erfttUt werden.

Pappus sagt uns weiter, daB man verschiedene Arten von Ortern

unterschied*). Ebene Orter, xoTtoi. amitadoi, wurden die genannt,
welche gerade Linien oder Kreislinien sind; korperliche Orter, Td:/rot

SxaQaol, die, welche Kegelschnitte sind; lineare Orter, rojrot yQa^^uxol,
die weder gerade Linien, noch Kreislinien, noch Kegelschnitte sind.

•) Bretschneider hat die erste, Friedlein die zweite Ubersetzung an

genommen. •') Aug. Bockh, Ueber die vierjiihrigen Sonnenkreise der Alten

(Berlin 1863) S. 34—40. =) Heiberg in den Abhandlungen zur Geschichte der

Mathematik XVIII, 4 (Leipzig 1904). *) Pappus VII, Praefatio (ed. Hultsch)
pag. 662 und 672.
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Es muB dabei einigermaBen auffallen, daB nach einer Nachricht, die

wir ebendemselben Pappus verdanken, Aristilus der Altere in zwei

verschiedenen Schriften ttber Kegelschnitte und uber korperliche Orter

geschrieben haben soU. Man muB ^volil annehmen, daB das eine Mal

sein Zweck dahin ging, Eigenschaften der Kegelschnitte auseinander-

zusetzen, das andere Mal Aufgaben zu losen, bei denen Kegelschnitte
als Mittel zur Auflosung dienten.

Wenn von alien zugleich behauptet wird, sie hiitten in der Aka

demie verkehrt, so kann dieser Yerkehr auch stattgefunden haben,
nachdem der Stifter dieser Schule gestorben war. Platons unmittel

barer Nachfolger war Speusippus, Sohn der Potoiie, der Scliwester

Platons. Er schrieb ttber die pythagoriiischen Zahlen, und ein Bruch

stfick dieses artigen Bnchleins —

jiLjYtdiov yXucf.vQov
— hat sich

nebst dieser lobenden Benennung liei einem spiiten Schriftsteller er

halten^). Es ist darin von linearen Zahlen, von vieleckigen Zahlen,
von Dreiecken, von Pyramiden die Rede, so daB dadurch der alt-

pythagoraische Ursprung aller dieser arithmetischen Begriffe immer

unzweifelhafter wird. Zweiter Nachfolger Platons war dann Xeno

krates (geboren um 397, ge,storben um 314), der wahrscheinlich 339

V. Chr. die Leitung der Akademie tthernahm. Wir haben (S, 216)
dessen bekannten Ausspruch fiber die Mathematik als Handhabe der

Philosophie angeftthrt. Wir haben (S. 118) erwabnt, daB er mog

licherweise eine historische Schrift fiber die Geometer verfaBt hat,

welche, wie wir jetzt nach Diogenes Laertius erganzen, aus fttnf

Bfichern bestand. Noch andere vielleicht mathematische Schriften

von dim werden uns durch den gleichen Gewahrsmann genannt^).
Leider sind es nur Uberschriften, die auf uns gelangt sind, ohne

selbst die leiseste Andeutung ttber den Inhalt. Nur ttber eine Lei

stung des Xenokrates ist uns eine kurze Notiz erhalten, welche be

dauern laBt, daB sie so kurz ist. Er habe auch gezeigt, sagt Plu

tarch, daB die Anzahl der aus alien Buchstaben zusammensetzbaren

Silben 1002000000000 betrage^). Die Frage ist eine wesentUch

kombinatorische. Komlnnatorisch ist, wenn man will, bis zu einem

gewissen Grade die Bemerkung Platons von den 59 Teilern, welche

in 5O40 enthalten seien (S. 225). Allein dort schien es notwendig

zuzugeben, daB eine empirische Ziihlung zu diesem Ergebnisse ge-

') Theologumena Arithmeticae i,ed. Ast). Leipzig 1817, pag, 61
—62, Eine

mit Erliiuterungeu versehene t^bersetzung der ganzen Stelle bei P, Tannery,

Pour I'histoire de la science Hellene, pag. 386—390. ") Diogenes Laertius

IV, 13. ^) Plutarchus, Qiiacst. Coiiviv. VIII, 9, 13: Stt-oy.Qc'i-crjg Ss rbv rmv

(jvX}.c(§a)V dgi9-^bv ov tc; aroixsla fuyvvusvc; ngbg dV/.-iy.a nagsxn (ivgiccSon- unt-

qrjvsv ti-Aoad-nig y.al iivgid--ctg uvgicov.
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ftthrt haben werde. Bei der Aufgabe des Xenokrates schlieBt die

GroBe der Zahl jede Ziihlung, ihre Abweichung von einer runden

Zahl jede allgemein hingeworfene Abschatzung aus. Xenokrates niuB

gerechnet, nach einer kombinatorischen Formel gerechnet haben, und

wenn dieselbe auch offenbar unrichtig gewesen sein muB, so wiire

es nicht weniger wissenswert, die Formel und ihre Ableitung zu

kennen. Eine Wiederherstellung derselben aus jener Zahl ist uns

nicht gelungen.
Suchen wir ganz kurz zusammenfassend unserem Gediichtnisse

einzupriigen, welcherlei Bedeutung Platon, seine auBerhalb des Pytha

goraismus stehenden Vorgiinger und seine eigenen Schttler fttr die

Entwicklung der Mathematik besaBen. Die Mathematik gewinnt in

dieser Zeit an Umfang in einem zweifachen Sinne dieses Ausdrucks.

Der Umfang nimmt zu durch neu entdeckte Siitze und Methoden.

Der Umfang nimmt zu durch die Zahl der Personlichkeiten, die mit

Mathematik sich beschiiftigen. Die letztere Zunahme begrttndet sich

durch die Notwendigkeit, durch die Mathematik hindurch zur Philo

sophie zu gelangen. Die Neuentdeckungen gehoren zu einem Tede

den Elementen an, welche seit Hippokrates in wiederholter Aus-

arbeitung durch Leon und durch Theydius sich wesentlich vervoU-

kommnen. Die philosophisch begrttndenden Kapitel der Mathematik

bilden sich. Definitionen werden ausgesprochen. Methoden werden

erfunden. Fragen nach der Moglichkeit des Geforderten, an die man

frfiher kaum dachte, bilden jetzt eine unbedingte Voraussetzung. Aber

diese Methoden, vornehmlich die Analyse und der Diorismus, auBern

ihre hauptsachliche Wichtigkeit in der Lehre von den Ortern, in der

hoheren Mathematik des Altertums, welcher der andere Teil der Neu

entdeckungen angehort. Es sind der Hauptsache nach drei Probleme,
durch welche die hohere Mathematik, der Zirkel und Lineal nicht

genttgen, hervorgerufen wird: die Quadratur des Kreises, in der Form,
wie Dinostratus sie behandelt, die Rektifikation mit einschlieBend, die

Dreiteilung des Winkels, die Verdoppelung des Wfirfels. Die beiden

letzten Probleme ftthren zur Erfindung mannigfacher Kurven, unter

welchen die Kegelschnitte durch die spater gewonnene Ausbildung
ihrer Lehre an Wichtigkeit hervorragen. An sich aber sind sie kaum

merkwfirdiger als jene anderen krummen Linien, von denen eine,
durch Archytas zum Zwecke der Wfirfelverdoppelung ersonnen, sogar
eine Linie doppelter Krfimmung ist. Die Kreisquadratur hat noch

eine besondere Seite, mittels deren die hohere Mathematik des Alter

tums mit der der Neuzeit sich bertthrt. Sie erfordert Infinitesimal-

betrachtungen. Das UnendlichgroBe wie das UnendUchkleine sind

dem Altertume keineswegs fremd. Nur wagte man nicht — zunachst
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vielleicht aus Scheu vor Angriffen, wie die eleatische Schule sie fibte
—- eine unmittelbare Benutzung des UnendUchen sich zu gestatten.
Die mittelbare Methode der Zurttckftthrung auf das Unmogliche, spiiter
fttr diese Gattung von Aufgaben unter dem Namen der Exhaustion

bekannt, diente zum Ersatze und zeigte sich als so wirksam, daB von

nun an ein anderes Beweisverfahren gar nicht mehr gestattet worden

ware. So bleibt der Form nach die gesamte Alathematik einheitlich

gestattet als Geometrie, ohne daB ein iiuBerer Unterschied der Be-

weisftthrung zwischen niederer und hoherer Geometrie obwaltete. Auch

die Arithmetik fttgt sich diesem einheitlichen Zusammenhange, sie

nimmt mehr und mehr ein geometrisches Gewand an, dessen ,sie auch

in dem nun folgenden Jahrhunderte, iu der Glanzperiode griechischer

Mathematik, sich nicht entkleiden wird.

Mit diesem Uberhlicke kannten wir fttgUch dieses Kapitel schlieBen.

Wir soUten es vieUeicht. Ganz iluBerliche Grttnde bestimmen uns

einen kurzen Anhang nachzuschicken und in demselben Dinge zur

Sprache zu bringen, die zur Bildung eines eigenen Kapitels stofflich

nicht ausreichend den einheitlichen Charakter des folgenden Kapitels
nur noch viel mehr entstellen wurden, wenn wir vorzogen sie dort-

hin zu verweisen. Wir meinen die mathematische Bedeutung von

Aristoteles und seinen nachsten Schttlern.

Aristoteles^) ist 384 geboren, 322 gestorben. Seine Vater

stadt Stagira lag in der thrakischen, aber groBtenteds von Griechen

bewohnten Landschaft Clialkidike; sein Yater war Leibarzt des Konigs

Amyntas von Makedonien. Diese beiden Erbttberlieferungen beein-

fiuBten sein Leben. Griechenland hat ihn gebddet, durch Makedo-

niens Konige hat er eineii wesentlichen Teil seiner groBartigen Kul-

turmission ausgefibt. Aristoteles war im 1.":*. Jahre seines Lebens in

die platonische Schule in Athen eingetreten, wo er Mitschfiler des

Xenokrates war, und verlieB diese Stadt, in welcher er fibrigens auch

selbst eine Rednerschule im Gegensatze zur Akademie eroffnete, im

Jahre 347 nach Platons Tode. Von 343 bis 34iJ etwa war er als

Erzieher Alexanders des GroBen am makedonischen Hole, verwandte

dann die nachsten Jahre zur Abfassung von fttr seinen Zogling be

stimmten Schriften und eroffnete etwa ;')34 in Athen bei dem Tempel

des Apollo Lykeios seine Yortrage. Lustwandebid in den Baum-

gangen des anstoBenden Gartens wurden die Peripatetiker die

zahlreichste Philosophenschule. Die Beziehungen des Aristoteles zu

Alexander blieben auch ans der Feme die besten, bis 328 die Leiden-

schaftlichkeit des aufbrausenden Fttrsten einen unheilvoUen RiB her-

1) Vgl. Zeller, Die Philosophie der Griechen. Bd. II, 2, S 1 flgg.
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vorbrachte. Das hinderte fredich nicht, daB die nach Alexanders

Tode 322 sich aufraffenden Athener Aristoteles mit ihrem Hasse be-

drohten. Er floh nach Chalkis und starb dort innerhalb Jahresfrist.

Wir haben von den Leistungen des groBen Stagiriten hier nur

einen kleinsten Bruchteil zu besprechen. Seine astronomischen, seine

physikalischen, seine naturbeschreibenden Schriften kttmmern uns als

solche nicht. Seine eigentlich philosophischen Werke haben fttr uns

nur mittelbare Bedeutung. So haben wir dessen, was er in seiner

Physik fiber das UnendlichgroBe und das UnendUchkleine sagt, schon

frfiher (S. 204) gedacht, und mit Bewunderung bei ihm eine Auf

fassung erkannt, welche den Anschauungen unserer eigenen Zeit recht

nahe kommt.

Man konnte vielleicht erwarten, daB wir in den Schriften des

Aristoteles die zahlreichen Beispiele absuchten, welche der Geometrie

und der Arithmetik entnommen sind^). Wir werden uns dieser Mfihe

nicht unterziehen, denn nur verhaltnismaBig wenige dieser Stellen

besitzen eine geschichtliche Bedeutsamkeit. Auf einiges durften wir

hinweisen, als wir mit der Mathematik der Pythagoraer uns beschiif

tigten, so insbesondere auf die Erklarung des Gnomon (S. 162), auf

das Vorkommen des Wortes Dreieckszahl (S. 1681, auf den Beweis

der Irrationalitat von 1/2 (S. l82j, welche uns wertvoU waren. Auf

anderes wollen wir jetzt die Aufmerksamkeit lenken, an den viel

haufigeren uns unwichtig scheinenden Stellen mit Schweigen vorfiber-

gehend. Wir erwahnen als aristotelisch den Satz, daB die AuBen-

winkel eines geradlinigen ebenen Yielecks die Y'inkelsumme von vier

Rechten besitzen, wo die AuBenwinkel so gemeint sind, daB jede
Vielecksseite einseitig, und an jedem Eckpunkte nur eine Vielecks-

seite verliingert ist^). Aus diesem Satze geht zweifellos hervor, daB

fiber die Winkelsumme des Dreiecks hinaus jetzt auch die Winkel

summe des nach auBen konvexen Yielecks von it Seiten bekannt ge

wesen sein muB. Wir erwiihnen ferner, daB, wahrend bei Platon der

Gegensatz der Rechenkunst und der Zahlenlehre, Logistik und Arith

metik, scharf und bestimmt vorhanden war, erst bei Aristoteles ein

ilhnUcher Gegensatz zwischen der FeldmeBkunst und der wissenschaft

lichen Raumlehre, Geodiisie und Geometrie, nachweisbar ist^). Wir

^) Eine derartige wenn auch nicht voUstandige Zusammenstellung hat ein

bologneser, dem Jesuitenorden angehoriger Professor der Mathematik Bian-

cani (Blancanus) unter dem Titel Aristotelis loea -mathematica 1615 veroffent

licht. Neuen Ursprungs sind Gorland, Aristoteles und die Mathematik (Mar
burg 1899), sowie Heiberg, Mathematisches zu Aristoteles (Leipzig 1904 in den

Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik XYUI, 1—49). =) Aristoteles,
Analjt. post, y, 94, 8 und S, 14, 9. Vgk Blancanus 1. c. pag. 61-62. ") Ari-
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konnen anfuhren, daB Aristoteles weiB, daB eine zylindrische Rolle,
welche durch eine Ebene parallel oder geneigt zur Endflache ge

schnitten wird, im aufgeroUten Zustande das eine Mal eine gerade

Linie, das andere Mal eine Kurve zeigt ^), daB ihm somit der Zylinder-
schnitt neben dem Kegelschnitte schon bis zu einem gewissen Grade

merkwfirdig war. Wir nifissen wohl eines eigentfimlichen, vielleicht

aus dem Elementenwerke des Theydius (S. 247} stammenden Beweises

der Winkelgleichheit an der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei

ecks gedenken^). Aus der Spitze K des Dreiecks als Mittelpunkt

(Fig. 41a) wird der Kreis ABAB' beschrieben, der AA' und BB'

als Durchmesser besitzt. Nun sind alle A^'inkel, welche ein Kreis

durchmesser mit der Peripherie bildet, einander gleich, also jLKAE

= KBE. Ferner sind die Winkel F, A (oder BAE, ABE) einander

gleich, welche eine Sehne mit dem von ihr bespannten Bogen bilden.

Zieht man diese beiden Gleichungen zwischen je zwei gemischtlinigeii

Winkeln voneinander ab, so bleibt die

Gleichung zwischen den beiden geradlinigen
Winkeln A, B fibrig. Wir konnen hinweisen

auf Aristoteles als vermutlich den ersten, der

die so bedeutsame Frage sich vorlegte, warum

wohl nahezu alle Menschen nach der Grund

zahl 10 zahlen, und der in der Fingi-r/ahl
unserer Hiinde den Grund erkannte^). Wir

finden auch bei Aristoteles den Keim zu

einem Gedanken, der der fruchtbarsten einer

ffir die ganze Mathematik geworden ist.

Aristoteles bezeichnete namlich unbekannte GroBen, und zwar nicht

bloB Langen, durch einfache Buchstaben des Alphabetes*). Eine

Stelle lautet z. B.: Wenn A das Bewegende, B das Bewegtwerdende,
F aber die Lange, in welcher es bewegt worden ist, und A die Zeit

ist, in welcher es bewegt worden ist, so wird die gleiche Kraft wie

A in der gleichen Zeit auch die Hiilfte des B doppelt so weit als F

bewegen, oder auch in der Halfte der Zeit A gerade so weit als F.

Man hat in diesen und ahnlichen Siitzen der Physik des Aristoteles

die Ahnung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeit

gefunden ^).

stoteles, Metaphys. II, 2 diio: Ss ovds rovro dlrjQ-sg, ro? ij yscoSccLoio: rcov

ft/cia^-ijrCO J' scsn ^isysd-cov ^A epd-agrcov.

') Aristoteles Problem, XVI, 6. ') Blancanus 1. c. pag. 38 Hei

berg 1. c. S, 25—26, ^) Aristoteles Problem, X\', ^) Aristoteles, Physic.

VII und VIII passim z, B. Bd. I, pag, 240 bis 250 der Aristoteles-Ausgabe der Ber

liner Akademie. ") Poggendorff, Gesciiichte der Physik. Leipzig 1879, S, 242.



254 11. Kapitel.

Andere mechanische Betrachtungen hat Aristoteles in einem be

sonderen Werke ^) niedergelegt, bei welchem wir einen Augenblick

verweden mfissen. Die Echtheit der Mechanik des Aristoteles ist

allerdings mehrfach geleugnet worden, und unter den Zweiflern be

finden sich Manner, die, wenn auch dem Inhalte jenes Werkes gegen

fiber Laien, jedenfalls mit der Ausdrucksweise des vermuteten Ver

fassers aufs genaueste bekannt waren ^). Wir besitzen selbst die

sprachlichen Kenntnisse nicht in dem MaBe, welches erforderUch

ware um fiber die Berechtigung oder Nichtberechtigung der Aus

scheidung der Mechanik zu entscheiden. Soviel dfirfte indessen zu

behaupten sein, daB die Mechanik im aristoteUschen Geiste verfaBt

ist, daB ein innerer Widerspruch gegen andere Schriften des groBen
Gelehrten nicht nachgewiesen ist^). Behaupten darf man auch, daB

die Moglichkeit einer aristotelischen Mechanik ebensowenig geleugnet
werden kann als die geistige Bedeutsamkeit der unter diesem Titel

auf uns gekommenen Schrift.

Eine Mechanik konnte Aristoteles schreiben. Es war zu seiner

Zeit schon eine solche von Archytas von Tarent vorhanden

(S. 236), der sich bei dieser seiner methodischen Behandlung der

Mechanik geometrischer Grundsatze bediente*). Es waren auch von

der eleatischen Schule aus gegen die ganze Bewegungslehre An-
O O o Do

griffe erfolgt (S. 199), die es nicht unwahrscheinlich machen, daB

Aristoteles, der seine allgemeinen Abweisungen jener Zenonischen

Lehren in einer besonderen Schrift ttber untedbare Linien weitliiufiger
ausftthrtc, ergiinzend auf positive Weise zeigen wollte, wie die als

mogUch und als wirkUch hehauptete Bewegimg vor sich gehe. Dazu

kam aber ein anderer Zweck, welcher den mechanischen Problemen

des Aristoteles — so lautet der eigentUche Titel der Schrift — eine

besondere dialektische Bedeutung gibt und damit deren Echtheit

^j Aristotelis Quaestiones •mechanicac ed. J. P. van Gappelle. Amster

dam 1S12, Vgl. auch eine Abhandlung von Burja, Sur les coniutissances matlie-
maticpies d'Aristote in den Memoircs de I'acadcmie de Berlin fiir 1790 und 1791

und besonders Fr. Th Poselger: Ueber Aristoteles mechanische Probleme, eine
in der Berliner Akademie am 9. April 1829 gelesene Abhandlung (Berlin 1831).
2) Vgl, z. B. Br andis, Geschichte der Entwicklungen der griechischen PMlo

sophie und ihrer Nachwirkungen im romischen Reiche. Berlin 1862. I, 396.

') Genau die gleiche Ansicht auch bei P. Duhem, Les origines de la statique I,
5—9 (Paris 1905). Heiberg L c. S. 31 flg. bezweifelt die Echtheit des aristo
telischen Ursprunges aus sprachlichen Griinden, namentlich wegen des Yor
kommens des Wortes rsrgaTtlsvgov fur Viereck, welches erst Euklid eingefiihit
habe. Er gibt aber S. 32 selbst zu, daB diese S. 15 hehauptete Eint\ihi-ung
durch Euklid „nur eine Vermutung, wenn auch eine sehr wahrscheinliche" sei.

*) Diogenes Laertius VIII, 83.
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gewiihrleistet. Es sollten Aporien aufgesteUt werden, d. h. Fragen
der Mechanik gesammelt werden, welche Widersprttche zu enthalten

scheinen, und deren Behandlung erweisen soUte, wie solche schein-

bare Widersprttche sich losen lassen ').
Die sogenannte Mechanik des Aristoteles wttrde, sagen wir,

seines Namens niclit unwttrdig sein. Ein Schriftsteller des XVIII. S.

hat zwar darttber so ziemlich das entgegengesetzte Urteil gefiiUt^),
dttrfte jedoch damit vermutlich allein stehen. Ein Werk, in welchem

die Zusammensetzung rechtwinklig zueinander wirkender Krafte ge

lehrt ist^), in welchem ausdrttcklich die an dem Hebel anzubringenden
sich im Gleichgewicht haltenden Lasten den Lilngen der Hebelarme

umgekehrt proportional gefunden werden*), in welchem als Grund

dafttr der groBere Kreisbogen genannt ist, durch welchen die vom

Sttttzpunkte des Hebels weiter entfemte Last sich bewegen muB:

ein solches Werk ist wahrlich keines antiken Si^hriftstellers un

wttrdig, mogen auch einige Fragen in demselben nicht richtig beant

wortet sein.

Zu diesen nicht richtig beantworteten Fragen gehort eine, welche

schon ttberhaupt gestellt zu haben einen feinen mathematischen Geist

verrat. Es seien (Fig. 42)
zwei konzentrische Kreise

a (irj und Sy^. RoUt der

kleinere Kreis allein auf

der Geraden >;(?, so wird

7]x seinem Quadranten

gleich; mithin, wenn j3
nach X gekommen ist,
wird die (ia senkrecht

auf 7] 6 stehen. Rollt der

groBere Kreis allein auf

der Geraden t,t., so wird

Jt seinem Quadranten gleich; mithin steht die ya senkrecht auf ^t,,

wenn y nach i gekommen ist. Nun seien die beiden konzentrischen

Kreise zu einem Rade verbunden. Jetzt stellen aji nnd ay eine

starre Linie vor, die nicht getrennt werden kann, und es muB folglich

') Poselger I. c. S. 6. -) Montucla, Histoire des mathematiques (II. edi

tion) I, 1S7. ') Der Satz von dem Parallelogramm der Kriifte in der hier an

gegebenen Beschriinkung bfieb bekannt. So ffihrt ihn beispielsweise Proklus

(ed. Friedlein pag. 106 lin. 3—6) an. Vgl. Majer, Programm des Stuttgarter

Gymnasiums fur 1880—81, S. 13 und 24. *) Quaest. median, cap. IV, pag, 29.

Burja hat 1, c, diese SteUe miBverstanden, wie van Cappelle in seinen An

merkungen S, 183 mit Recht bemerkte.

/ /
V r

\ V ^^ a: / a

\ }-

^^^^ /
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beim RoUen des inneren Radkreises langs i]9 schon, wenn'/3 in x

angekommen ist, y in X angekommen sein, also der Bogen ^y

einmal der Strecke gt, einmal der Strecke g/l gleich sein. Dieses Para

doxon wuBte allerdings Aristoteles nicht zu losen, und er hatte darin

Nachfolger bis in das XVII. S. n. Chr. Erst rationelle Zerlegung

der zusammengesetzten Kreisbewegung konnte zur richtigen Erkennt

nis ffihren, daB in der Tat das Wiilzen einer Kurve auf einer Geraden

nicht immer die Gleichheit des krummlinigen und des geradlinigen

Stfickes zur Folge haben mfisse, die nacheinander zur Deckung

kommen ').
Bei Aristoteles sind wir auch wohl berechtigt Kenntnisse jenes Kapi

tels der aUgemeinen Wissenschaftslehre vorauszusetzen, von welchem

wir bei Xenokrates die ersten uns zur Kenntnis gekommenen Spuren

bemerkten. Wir meinen die Kombinatorik Aristoteles hat die

Dialektik der Sophisten zur eigentUchen Syllogistik ausgebildet, und

die verschiedenen Arten von Schlttssen, welche er in Auseinander

setzung dieser Lehre unterscheidet, erschopfen in der Tat samtliche

MogUchkeiten. Es ist somit hier tatsachlich eine Aufzahlung der

Kombinationen gewisser Elemente in ihrer VoUstandigkeit gegeben.

Spiiter zilhlte man auch die Gebdde logisch mogUcher Begriffszusam-

menstellungen. Der Stoiker Chrysippus, welcher 2>^2—209 lebte,
hat die Zahl der aus 10 Grundannahmen moglichen Vereinigungen
auf ttber eine MiUion veranschlagt. Allerdings setzt Plutarch, der

uns die Sache erziihlt, hinzu, die Arithmetiker seien mit Chrysippus

keineswegs einverstanden
,
und Hipparch, der zu den Arithmetikem

gehore, habe gezeigt, daB, wenn man die Axiome bejahend ausspreche

103049, wenn man sie verneinend benutze 310952 Verbindungen

entstehen'). Wir stehen der Bedeutung dieser Zahlen gerade so ver-

standnislos gegenttber, wie frtther bei Xenokrates seiner Zahl mog

Ucher Silben. Wir ziehen aber aus den Zahlen selbst die gleiche

Folgerung, daB den Griechen kombinatorische Fragen nicht voUstiindig

fremdartig waren, und daB sie auf irgend eine Weise Formeln, mit

groBter Wahrscheinlichkeit falsche Formeln, zu deren Beantwortung
benutzten.

Bei einem Schttler des Aristoteles begegnen wir gleichfalls prak-
tischer Kombinatorik in der Gestalt einer voUstandigen Aufziihlung

aller MogUchkeiten der Vereinigung gewisser Elemente. Wir denken

') tiber das E,ad des Aristoteles vgl. auch Heron, Mechanik I, 7

(Opera H, 1 S. 16 ed. Nis). Ferner s. Kliigel, Mathematisches Worterbuch

(fortgesetzt von Mollweide) Bd. IV, S. 171—174 unter: Bad, aristotelisches.

^) Plutarchus, Quaestion. Conrivial VIH, 9, 11 und 12 sowie auch De Stoi

corum repugnantiis XXIX, 3 und 5.
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dabei an Aristoxenus von Tarent, den Erfinder der aus Langen
und Kttrzen zusammengesetzten YersfttBe,

Ein anderer Schttler des Aristoteles, Dikaearchus, hat sich

moglicherweise schon der Dioptra bedient, einer feldmesserischen

Vorrichtung, von welcher im 18. Kapitel ausfuhrlich die Rede sein

wird. Die Worte des Theon von Smyrna^): „Der Hohenunterschied

der hochsten Berge von den tiefsten Orten der Erde betragt nach

der Senkrechten 10 Stadien, wie Eratosthenes und Dikaearch ge

funden zu haben behaupten, und so bedeutende GroBen werden durch

Werkzeuge untersucht mit Hilfe von Dioptern, welche aus den Ab-

standen die GroBen messen"^), lassen wenigstens die Deutung zu, als

ob die Bemerkung der zweiten Halfte des Satzes auch schon auf die

Zeit der genannten Geodaten, und nicht erst auf die Gegenwart des

SchriftsteUers sich bezoge.
Unter den anderen altesten Peripatetikern nennen wir Theo

phrastus von Lesbos und Eudemus von Rhodos, deren ersteren

Aristoteles selbst zu seinem Nachfolger ernannte. Beide haben, wie

im 4, Kapitel erzahlt worden ist, historisch-mathematische Schriften

angefertigt, deren Inhalt wir jetzt annahernd schiltzen konnen, da er

gerade so weit reichen konnte, als wir in unseren bisherigen auf

Griechenland bezttglichen Auseinandersetzungen erortert haben. Mit

der Schatznng dieses Inhaltes steigert sich das Bedauern ttber den

Verlust jener umfangreichen Schriften. Theophrast und Eudemus

waren fttr Jahrhunderte die Letzten, welche der Geschichte der

Mathematik eigene Werke zuwandten, oder es haben doch ihre Nach

folger, wenn sie welche batten, nicht gewagt weiter als sie in der

Zeit des Berichteten hinabzusteigen. Das Uegt in den Y'orten, die

uns (S. 248) den SchluB des Mathematikerverzeichnisses bildeten:

„Die nun die Geschichte geschrieben haben, ftthrten bis zu diesem

Punkte die Entwicklung der Wissenschaft fort.'' Mag dieser Aus

spruch dem Verfasser jenes Verzeichnisses angehoren, mag er ein

Zusatz des Proklus sein, jedenfalls nahm dieser ihn unverandert auf

und bezeugt damit die Tatsache selbst. Zugleich hat man aber in

jenen Worten einen Beweggrund gefunden das Mathematikerverzeich

nis als von Eudemus herrtthrend anzusehen, eine Meinung. zu welcher

auch wir uns bekennen.

') Theo Smyrnaeus (ed. Hiller, Leipzig 1879) pag. 124—25, Ob die

Zahlenangabe „10 Stadien", welche auf einer Einffigung von Hiller beruht,

richtig ist oder nicht, ist fur unsere Verwendung des Satzes unerheblich. *) kocI

ogyavi-naig Ss ralg rd i^ d-jtoBrrjudrcov ^sys^r] iisrgovacxig Siomgaig rriUy.civra

d-scogsitat.. Auf diese Stelle und die in ihr vielleicht enthaltene friihe Datierung

der Dioptra hat P. Tannery aufmerksam gemacht.

Cantor, Geacbichte der Mathematik I. 3. Aufl. 17
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12. Kapitel.

Alexandria. Die Elemente des Euklid.

Athen sank von seiner Hohe. Der junge makedonische Fttrst,

der mit 18 Jahren in der Schlacht bei Charonea den ersten Sieg

erfocht, der mit 33 Jahren aus dem Leben schied den Beinamen des

GroBen hinterlassend, ein Bezwinger der damals bekannten Welt,

hatte auch die Wissenschaft genotigt seinen Befehlen zu gehorchen.

In der eigenen Heimat ihr einen Wohnsitz anzuweisen, daran dachte

er nicht. Er mochte empfinden, daB die rauhe Natur des Landes

und der Menschen nicht dazu angetan waren einen Bildungsmittel-

punkt abzugeben. Dafttr erwuchs ein solcher in der jungen Stadt,

welche Alexander auf der Landzunge grttndete, die zwischen dem

Mittelmeere und dem mareotischen See bis zum Nilkanal von Kano

pus sich erstreckt. Als groBe iigyptische Hauptstadt soUte sie den

Besitz des eben unterworfenen Agyptens sichern. In Form eines

ausgebreiteten makedonischen Reitermantels war der Plan der Stadt

entworfen. Den Namen ftthrte sie nach dem, dessen Machtgebot sie

entstehen UeB, Alexandria^).

Hauptstadt Agyptens hatte Alexandria alle Anlage das zu werden,

als was Alexander selbst sie vielleicht dachte, die Hauptstadt einer

Weltmonarchie von kulturbringendem Charakter, einer Monarchie,

welche die verschiedenst gearteten Volker einander naher bringen,
ihre Gegensatze ausgleichen, ihnen alien den Schlitf griechischer Fein-

heit gemeinsam machen soUte. Wir branchen gewiB nicht ausein-

anderzusetzen, wieso gerade in Agypten der geeignete Ort fttr die

Anlegung einer solchen Hauptstadt sich fand. Haben wir doch in

der Wissenschaft, auf deren Geschichte es uns allein ankommt,

Agypten als ein Mutterland, wenn nicht als das Mutterland, er

kennen dttrfen. Gereift und gekraftigt kehrte die Mathematik nach

dem Lande ihres Entstehens zurttck, und es war, als ob die Sage
von dem Riesen, der die Muttererde bertthrend aus ihre neue Starke

zieht, zur Wahrheit werden soUte. Hier auf agyptischem Boden er

probten sich Krafte, wie sie bisher der Mathematik noch nicht zu

gewandt worden waren.

') Uber die alexandrinische Entwicklung vgl. die Abhandlung „Alexan-
driner" von R. Volkmann in Paulys Realencyklopadie der klassischen Alter-

tumswissenschaft (II. Auflage) mit reichen Quellenangaben alter und neuer Lite

ratur, und besonders Pr. Susemihl, Geschichte der griechischen Literatur in

der Alexandrinerzeit (Leipzig 1891—92).
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Eine in der Weltgeschichte mehr als einmal sich wiederholende

Erfahrung lehrt, daB es in der Wissenschaft eine Mode gibt. Sie

pflegt nicht ohne Grund aufzutreten, sie entstammt nicht gerade den

Launen ernes unberechenbaren Geschmackes, aber sie ist vorhanden,
und ihrem Gesetze beugen sich die hervorragendsten Geister in dem

Sinne, daB sie vorzugsweise der Modewissenschaft sich widmen. So

gibt es Zeiten, in welchen theologische Geisteskampfe die groBen
Manner beschiiftigen, und Zeiten, in welchen der Kriegsruhm nur die

Wissenschaft des Krieges des Denkers wttrdig macht; Zeiten, in

welchen vorzugsweise die Rechtsbildung gelingt, Zeiten, die zur Ent

wicklung des Schonen dem Gedanken und der Ausftthrung nach

ftthren. Das war in dem Athen des Perikles der Fall gewesen, das

hatte in der Schule Platons nachgelebt. Aristoteles und die Peripa
tetiker verbreiteten ein vielfach gediegeneres, vielfach nttchterneres

Wissen, und Nttchtemheit um nicht zu sagen Trockenheit ist der

Stempel, welcher der ganzen alexandrinischen Literaturperiode auf-

gedrttckt ist, einer Zeit, welche man etwa von den Jahrzehnten nach

dem Tode Alexanders des GroBen bis kurz vor die Einverleibung
Alexandrias in das romische Reich, etwa von 300 bis 50 v. Chr.,
durch voile 250 Jahre zu rechnen hat.

Agypten war unter den Feldherren, die das Erbe des verstorbenen

Weltbeherrschers untereinander tedten, dem geistig hervorragendsten,

Ptolemaus, Sohn des Lagus, zugefallen, und er, der als Ptolemaus

Soter 305 den Konigstitel annahm, wie seine beiden Nachfolger
Ptolemaus Philadelphus (285—247) und Ptolemiius Euergetes
(247—222), welcher letztere durch die adulitische Inschrift wie durch

das mit ihr in bestimmten Einzelheiten ttbereinstimmende Edikt von

Kanopus (S. 78) als machtiger Eroberer ebenso wie als Freund der

Wissenschaften bezeugt wird, begrttndeten das Ptolemaerreich. Unter

ihnen wurde Alexandria voUends, wozu die Anlage schon gegeben

war, zum Sitze der exakten Wissenschaften und der Grammatik, zum

Aufbewahrungsorte der groBen alexandrinischen Bibliothek, zum Mittel

punkte, wohin alles stromte, wer nur in den Wissenschaften lernend

oder lehrend, sich oder andere fordern woUte. Fand er doch dazu in

Alexandria das sogenannte Museum, einen Verein gelehrter Manner,

denen aus koniglichen Mitteln ein ehrenvoUer Unterhalt gewUhrt

wurde. Die drei ersten Ptolemaer gaben, wie gesagt, den AnstoB zu

dieser wissenschaftlichen Entwicklung. Ptolemaus Euergetes insbe

sondere vermehrte aufs bedeutsamste die BibUothek, zu welcher er

den ganzen Bttcherschatz beifttgte, der einst Aristoteles und Theo

phrastus angehort hatte. Aber auch die spateren Ptolemaer lieBen

nicht von der Untersttitzung der Gelehrten, welche in ihrem Hause

17*
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ebenso herkommUch geworden war, wie Unzucht und Verwandten-

mord.

Der erste der groBen Mathematiker, welche uns in dem mit der

Regierung des Ptolemiius Soter anhebenden Jahrhunderte begegnen,

und welche siimtUch in Alexandria bltthten oder zu Alexandria m

Beziehung traten, war Euklidij. Proklus erziihlt an das Mathe

matikerverzeichnis anknttpfend sein Auftreten in der Wissenschaft:

„Nicht viel jttnger aber als diese ist EukUdes, der die Elemente

zusammenstellte, vieles von Eudoxus Herrtthrende zu einem Ganzen

ordnete und vieles von Theaetet Begonnene zu Ende ftthrte, ttberdies

das von den Vorgiingern nur leichthin Bewiesene auf unwiderlegliche

Beweise sttttzte. Es lebte aber dieser Mann unter dem ersten Ptole-

miier. Archimed nilmlich gedenkt bediiufig auch in seinem ersten

Buche des Euklid, und man sagt ferner, Ptolemaus habe ihn einmal

gefragt, ob es nicht bei geometrischen Dingen einen abgekttrzteren

Weg als durch die Elemente gebe; er aber erteilte den Bescheid,

zur Geometrie hin gebe es keinen geraden Pfad fttr Konige. Er ist

somit jttnger als die Schttler Platons, alter als Eratosthenes und

Archimed; denn diese sind Zeitgenossen, wie Eratosthenes angibt.
Seiner wissenschaftlichen Stellung nach ist er Platoniker und dieser

Philosophie angehorig, daher er denn auch als Endziel seines ganzen

Elementarwerkes die Konstruktion der sogenannten platonischen

Korper hinstellte^).
Viel mehr, als in diesen Satzen ausgesprochen ist, wissen wir

nicht ttber die Lebensumstande des SchriftsteUers, dessen Elemente

unmittelbar oder mittelbar die Grundlage der gesamten Geometrie

bis auf unsere Zeit geworden sind. Nicht einmal das Vaterland des

Euklid steht fest, wenn wir nicht der Angabe eines syrischen Be

richterstatters, des Abulpharagius , unbedingten Glauben schenken

woUten, welcher ihn einen Tyrer nennt; das wird aber niemand mehr

einfallen, seit nachgewiesen worden ist^), daB jene ganze Nachricht

aus einer miBverstandenen SteUe einer Schrift des Hypsikles stammt,

') iiber Euklid vgl. David Gregorys Vorrede zu seiner groBen Euklid

ausgabe (Oxford 1702). Fabricius, Bibliotheca Graeca edit. Heirless (Ham
burg 1795) IV, 44—82. Gartz, De interprdibus et explanatoribtis Eudidis

Arabicis (Halle 1823). Der von Lacroix verfaBte Artikel Euclide in der Bio-

yrapliie universelle. A. Cantor, Euklid und sein Jahrhundert im Supplement
heft zu Bd. XII der Zeitschr. Math. Phys. (Leipzig 1867). Hankel 381—404.

Heiberg, Literargeschichtliche Studien fiber Euklid •

(Leipzig 1882). Zur Ab-

kiirzung zitieren wir die letztgenaunte Schrift kunftig als Heiberg, EukHd-

studien. Die letzte Ausgabe in sieben Biindeu mit lateinischer Ubersetzung von

J. L. Heiberg und H. Menge (Leipzig 1883— 1896). =) Proklus (ed. Fried

lein) 68. ") Heiberg, Euklidstudien S. 4.
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welche, wie im 17. Kapitel auseinandergesetzt werden wird, imger-
weise EukUd zugewiesen wurde. Andere woUen EukUd in Agypten
geboren sein lassen. Noch andere, aber sicherUch mit Unrecht, ver
wechseln ihn mit EukUdes von Megara, dem Zeitgenossen Platons,
welcher rund 100 Jahre frtther lebte. Auffallend genug findet sich

dieser Irrtum schon bei einem SchriftsteUer aus dem Zeitalter des

Tiberius, bei Valerius Maximus. Auch Geburts- und Todesjahr des

Euklid sind durchaus unbekannt, und nur die Bltttezeit i) um 300

etwa wird durch den ersten Ptolemiler, unter welchen sie, wie wir

durch Proklus erfahren haben, gefallen sein soU, bezeugt. Yon seinem

Charakter hat sich bei Pappus eine hochst liebenswttrdige Schilderung
erhalten. Er sei sanft und bescheiden, voll WohlwoUen gegen jeden,
der die Mathematik irgend zu fordern imstande war, gewesen und

habe absichtUch an frttheren Leistungen so wenig als moglich ge-

andert ^). Pappus gibt auch ausdrttcklich an, daB Euklid in Alexandria

gelebt habe.

Schriften des Euklid sind uns mehrfach erhalten. Das Haupt-
werk bilden die Elemente, 6xoi%eIu. Wir mttssen annehmen, daB

es an Bedeutung alien frttheren Blementenwerken weit ttberlegen war.

So schddert es uns Proklus und die Bestatigung des Urteils liegt
in der Tatsache, daB alle Bttcher seiner Vorganger in dem Kampfe
um das Dasein imtergegangen sind, daB von Elementen, die durch

einen Griechen nach Euklid verfaBt worden waren, nirgends ein Wort

ge^agt ist, daB vielmehr er ausschlieBlich gemeint zu sein scheint,
wo griechische Schriftsteller spater von dem Elementenschreiber

schlechtweg reden, ohne einen Namen zu nennen^).
Die in 13 Bttcher gegliederten Elemente des Euklid zerfallen in

vier Hauptteile. Erstens behandeln sie Raumgebilde, welche auf

einer Ebene gezeichnet sind und das Verhaltnis ihrer gegenseitigen

GroBe, die teils gleich, teils ungleich ist. Im ersteren Falle genttgt
der Nachweis der Identitat, im letzteren verlangt man etwas mehr:

man will die Ungleichheit messen. Dazu aber dient die Zahl, das

MaB einer jeden GroBe, und folglich wird es Bedttrfnis, Unter

suchungen ttber die Zahl anzusteUen. Damit ist der zweite Haupt-

') riyovs heifit es bei Proklus uud dieses bedeutet hier sicherlich „blfihte"

und nicht „ward geboren". Vgl. E. Rohde „rsyovs in den Biographica des

Suidas" Rheinisches Museum fur Philologie XXXIH neuer Folge, 161—220 (1878).

'-) Pappus "^11, praefatio (ed. Hultsch) G76 flgg. ^) So Archimed, De spliaera

et cylindro I, 6 (ed. Heiberg I, 24) wahrscheinlich mit Beziehung auf Euklid

XII, 2. Diese Stelle durfte Proklus im Auge gehabt haben, als er zum Beweis,

daB Archimed spiiter als Euklid lebte, sagte, daB dieser jenen in seinem ersten

Buche erwahne.
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teil des Werkes erfttUt. Die voUstandig bestimmte Zahl reicht in

dessen nicht aus, um aUe GroBen zu messen, welche der geometrischen

Betrachtung unterworfen werden. Es gibt vielmehr Raumgebilde,

seien es nun Langen oder Flachen, welche mit der GroBeneinheit

derselben Art kein genau angebbares gemeinsames MaB besitzen, ohne

daB sie deshalb aufhoren selbst GroBen zu sein. Man nennt sie nur

im Gegensatze zu dem genau MeBbaren mit der Einheit inkommen-

surabel. Die Betrachtung solcher Inkommensurabditaten ist somit

unerliiBUch, sie bddet den dritten Hauptted des Ganzen. EndUch

im vierten Teile verliiBt die Betrachtung das bisher eingehaltene

Feld der Zeichnungsebene, die Verhiiltnisse des allgemeinen Raumes

werden untersucht, die gegenseitige Lage und GroBe von Flachen und

Korpern werden besprochen. Das ist freiUch nur der ganz aUge

meine Inhalt des Werkes ^), es dttrfte sich empfehlen niiher auf die

Einzelheiten desselben einzugehen.
Im I. Buche handelt Euklid von den Grundbestandteilen gerad-

Uniger Figuren in der Ebene, von geraden Linien, welche sich ent

weder schneiden und mit einer dritten Linie ein Dreieck bUden, ttber

dessen Bestimmtheit durch gewisse Stttcke gesprochen wird — Kon-

gruenz der Dreiecke — oder welche sich nicht treffen, so weit

man sie verlangert
— Parallellinien. Der 32. Satz beweist mittels

Ziehung einer Parallellinie durch einen Dreieckseckpunkt zu der ihm

gegenuberliegenden Dreiecksseite die Gleichheit des AuBenwinkels

eines Dreiecks mit der Summe der beiden gegenuberliegenden inneren

Winkel und laBt so die Summe der Dreieckswinkel erkennen. Von

der schon Aristoteles (S. 252) bekannten Weiterftthrung des Satzes

ist keine Rede. Um mit Hilfe der ParallelUnien eine Figur zu er-

zielen bedarf es zweier schneidenden Geraden, und so entsteht das

Viereck, insbesondere das Parallelogramm, sofern die Schneidenden

selbst unter sich parallel sind. Die Eigenschaften der ParaUelo

gramme vereinigt mit denen der Dreiecke ftthren zum Begriffe von

Figuren, welche aus an und fur sich identischen Teilen bestehen,
aber nicht in identischer Weise zur gegenseitigen Deckung gebracht
werden konnen, Gleichheit von nichtkongruenten Flachen-

riiumen. Bei solchen Fliichen kommt es also darauf an die identi

schen Tede abzusondern, in anderer Weise zusammenzuftigen, und so

lehrt der 44. Satz an eine gegebene gerade Linie unter gegebenem
Winkel ein Parallelogramm anzulegeu, naQa^dXXEiv, welches einem

gegebenen Dreiecke gleich sei; es lehrt der 45. Satz die Yerwandlung

') In diesen klaren Umrissen hat ihn z. B. Gregory in der Vorrede seiner

Euklidausgabe entworfen.
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jeder geradlinigen Figur in ein Parallelogramm von gegebenenWinkeln,

bis im 47. und 48. Satze das Buch mit dem interessantesten FaUe

einer derartigen Umwandlung, mit dem pythagoriiischen Lehrsatze

und dessen Umkehrung abschlieBt.

Das II. Buch ist gewissermaBen ein Zusatz zu dem pythago
raischen Lehrsatze. In ihm wird die Herstellung eines Quadrates
aus Quadraten und Rechtecken in den verschiedensten Kombinationen,
teils als Summe, teils als Differenz gelehrt, bis auch wieder eine

Zusammenfassung in der Aufgabe erfolgt, ein jeder gegebenen

geradlinigen Figur gleiches Quadrat zu zeichnen. Zugleich
laBt aber dieses Buch eine andere Auffassung zu, welche mit der

doppelten Bedeutung des pythagoraischen Satzes in Yerbindung steht.

Wir wissen, daB dieser Satz, sofern er der Arithmetik angehort, be

sagt, daB es zwei Zahlen bestimmter Art gebe, welche als Summe

eine dritte Zahl liefern von gleicher Art wie die beiden Posten. Als

Zusatz zu dem pythagoraischen Lehrsatze in diesem Sinne lehrt das

II. Buch die Rechnung insbesondere die Multiplikation mit additiv

und subtraktiv zusammengesetzten Zahlen. In moderner Schreibweise

heiBen die 10 ersten Satze alsdann:

1) ab Y etc Y ctd Y ••■ = a (b Y c Y d Y ■••) 2) ab + « (a
—

b) = a^

3) ab = b(a-b)Y &' 4) a' == b' Y (a - bf -k 2& (a
-

b)

5)(a-b)bY(:- hf = (ly 6) (a -^ 6) Z. + («)'=(;' + bf
7) a' Yb' = 2ab Y (a

— b? 8) 4a6 -f- (a -

bf = (a -f W

9) (a -byYV-2 (-|)' + 2 (-1^
- bf

10) (a Y by Yb' = 2 [-ff + 2 (|- + b)'
Als 11. Satz erscheint die Aufgabe des goldenen Schnittes. Ihre

geometrische Beziehung zur Konstruktion des regelmaBigen Fttnfecks

haben wir frtther (S. 178) besprochen. Arithmetisch, oder vielmehr

algebraisch aufgefaBt ist die Tragweite der Aufgabe „eine gegebene
Strecke so zu schneiden, daB das aus dem Ganzen und einem der

beiden Abschnitte gebildete Rechteck dem Quadrate des ttbrigen Ab

schnittes gleich sei" dahin zu bestimmen, daB eine Auflosung der

Gleichung a.(a
—

x) = x^, beziehungsweise der Gleichung x^ Y «■'' = «'

gesucht wird'). Euklid findet x = | «^ + (y)"
—

y
"n^ beweist

die Richtigkeit dieser Auflosung durch folgende Schlttsse, bei deren Dar-

1) Diese Auffassung der Aufgabe II, 11 dfirfte zuerst bei Arneth, Ge

schichte der reinen Mathematik (Stuttgart 1S52) S. 102 zu finden sein.



264 12. Kapitel.

steUung wir uns die einzige Anderung gestatten, daB wir die geo

metrisch klingendenWorter in algebraischeBuchstaben
und Zeichen um-

setzen. Wegen 6) ist (a Y (]/«^H-^-)' - y)j (V"' + (f)
"

y)

- (I) = (I + (y^Mfr
- 1))'= (l^^(lf^!l^ ©"

Man zieht aufbeiden Seiten i^ff ab, so bleibt (^ct Y [ya^ Y (f)
-

"j)

auf beiden Seiten ab, so bleibt

(l/„-rT(|)^_..)-^„(„-(y5T(|f-|)>
Das III. Buch wendet sich zu der einzigen krummen Linie,

welche der Behandlung unterzogen wird, zum Kreise und zu den

Siitzen, welche auf Berfihrung zweier Kreise, oder eines Kreises

und einer Geraden sich beziehen. Alsdann folgen Betrachtungen uber

die GroBe von Winkeln und mit denselben irgendwie in Yerbin

dung stehenden Kreisabschnitten. Insbesondere der 16. Satz ist im

III. oder IV S. schon Gegenstand heilaufiger Erortening, in spateren

Zeiten Ausgangspunkt interessanter Streitigkeiten zwischen Gelehrten

des XVI. und XVII. S. geworden und dadurch, aber auch durch

seinen Inhalt bemerkenswert. Er behauptet namlich, vieUeicht in

AnschluB an Demokrit (S. 192), der Winkel, welchen der Kreisum

fang mit einer Bertthrungslinie bildet, sei kleiner als irgend ein gerad

liniger spitzer Winkel. Dieser gemischtlinige Winkel heiBt bei

Proklus') hornformiger Winkel, ymvia xsQaxoEidijg, ein Name, der

bei Euklid noch nicht vorkommt. In den Definitionen, welche den

einzelnen Btichern vorausgeschickt werden, ist sogar von ihm keine

ausdrttckliche Rede. Im ersten Buche heiBen die 8. und 9. Defini

tion: ,,Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien gegenein-

ander, wenn solche in einer Ebene zusammenlaufen ohne in einer

geraden Linie zu liegen. Sind die Linien, die den Winkel ein-

schlieBen, gerade, so heiBt derselbe ein geradliniger Winkel." Dazu

erganzt die 7. Definition des HI. Buches : „Der Winkel des Abschnittes

ist der vom Umkreise und der Grundlinie eingeschlossene Winkel",
aber den Winkel, wenn man von einem solchen reden darf, auf der

konvexen Bogenseite gegen die Bertthrungslinie hin erlautert der

Verfasser nicht. EndUch schlieBt das HI. Buch mit den einzeln be

trachteten Fallen zweier Geraden, die sich gegenseitig und

') Proklus (edit. Friedlein) pag. 104 und otters.
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ebenso einen Kreis schneiden, und aus deren Abschnitten ge
wisse Rechtecke zusammengesetzt werden, welche Fliichengleichheit
besitzen. Mit Rttcksicht darauf, daB im IG. Satze des HI. Buches

das erste Vorkommen des in spiiteren Zeiten so wichtigen Tan gent en-
problems sich zeigt, moge EukUds Betrachtung erortert werden. Ist

(Fig. 42a) EA senkrecht zu BA, so liegt kein Punkt derselben inner

halb des Kreises. Wiire es nicht so, so mttBte diese zum Kreisdurch

messer senkrechte Gerade einen zweiten Punkt F mit der Kreislinie

gemein haben und das Dreieck AFA

gebildet werden konnen, in welchem

AA = A F, also auch die Winkel bei A

und F einander gleich sein muBten,
wahrend ein Dreieck mit zwei rechten

Winkeln unmoglich ist. Ferner ist eine

Gerade AZ zwischen AE und dem

Kreise unmogUch. Gabe es eine solche

und AH ware senki-echt zu ihr, so

mttBte im Dreiecke AAH der Winkel

bei II der groBte sein und demnach

AA = A® ^ AH sein, was unmoglich
ist. Ein spitzer Winkel EAH <EA®

existiert also nicht.

Der Schttler wird nun im IV. Buche weiter mit den Figuren be

kannt gemacht, welche entstehen, wenn mehr als zwei Gerade mit

dem Kreise in Yerbindung treten. Er lernt die dem Kreise ein-

und umschriebenen Vielecke insbesondere die regelmaBigen Viel

ecke kennen. Unter diesen ist das Fttnfeck, und dessen Konstruktion

macht die erste Anwendung des im II. Buche, wie wir entwickelten,
zu anderem Zwecke gelehrten goldenen Schnittes notwendig. Das

I\ . Buch kommt an den auBersten mit den bisherigen Mitteln er-

reichbaren Zielpunkten an. Die Gleichheit von Strecken und Fliichen-

raumen ist nach alien Seiten erortert.

Nun kommt die Ungleichheit in Betracht, insofern sie gemessen

werden kann, und zwar ist diese Messung eine zweifache, eine geo

metrische und eine arithmetische. Beide beruhen auf der Lehre von

den Proportionen, welche deshalb in dem V. Buche an dem Sinn-

bilde gerader Linien in voUstiindiger Ausftthrlichkeit dargelegt wird.

Die im Yerhaltnisse aufgefaBten GroBen sind als Linien gezeichnet,
damit nicht hier schon der Schwierigkeit zu begegnen sei, eine

Unterscheidung zu treffen, je nachdem Kommensurables oder Inkom-

mensurables auftritt. Die Linien sind aber nur nebeneinander ge

zeichnet, ohne Figuren zu bilden, damit man einsehe, wie es sich
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hier um aUgemeineres handle als um die Vergleichung geometrischer

Gebdde.

Erst das YI. Buch zieht die geometrischen Folgerungen aus dem

im V. Buche Erlernten. Die Ahnlichkeit von Figuren geht aus

der Proportionenlehre hervor und dient selbst wieder dazu Propor

tionen au geometrischen Figuren zur Anschauung zu bringen. Dabei

kommt der Begriff des zusammengesetzten Verhiiltnisses vor,

welcher vermutlich schon Philolaus (S. 161) bekannt war') und

welcher spiiter (vgl. 20. Kapitel) von groBer Bedeutung wurde. Im

23. Satze des VL Buches ist von dem Verhiiltnisse je zweier gleich-

liegenden Seiten zweier ParaUelogramme mit gleichen Winkeln die

Rede, und die Fliichen der ParaUelogramme, heiBt es weiter, stehen

in einem Verhiiltnisse, welches aus dem der Seiten zusammengesetzt

ist"). Auch Archimed, wir wollen das gleich hier erwiihnen, hat

mehrfach mit zusammengesetzten Verhiiltnissen zu tun, wenn auch in

von der eukUdischen Redewendung etwas abweichendem Wortlaute^).

Einen Satz und zwei Aufgaben dieses Buches, welche die Bezeichnung

als Satz 27., 28., 29. ftthren, mttssen wir besonders erwahnen. Satz 27.

enthiilt das erste Maximum, welches in der Geschichte der Mathe

matik nachgewiesen worden ist, und welches als Funktion geschrieben

besagen wttrde: x(a
—

x) erhalte seinen groBten Wert durch a; = ^
■

In den beiden darauf folgenden Aufgaben hat man die Auflosungen
der beiden Gleichungen x(a — x) = b^ und x(a Y x) =b^ erkannt.

Der 27. Satz erscheint bei der unmittelbaren Aufeinanderfolge von

27. und 28. unzweifelhaft als der Diorismus des letzteren. Es darf

/(J \ 2

eben b^ nicht groBer sein als ( — I
,
wenn die Aufgabe losbar sein

soil*). Geometrisch ausgesprochen haben die beiden Aufgaben in

Satz 28. und 29. gleichfalls einen, wie spatere Erorterungen uns

lehren soUen, hochwichtigen Inhalt. Es handelt sich um die An

legung eines einem gegebenen ParaUelogramme gleichwinkligen Paral-

lelogramms an eine gerade Linie, welches um so viel groBer (kleiner)
an Flache als eine gleichfaUs gegebene Figur sei, daB wenn so viel

abgeschnitten (zugesetzt) wird, als notig ist um Flachengleichheit zu

') Newbold in dem Archiv fur Geschichte der Philosophie Bd. XIX Heft 2

(1905). ^ loyog avy-xsiiJisvog ^x {ra>v) r&v nXsvg&v {loycav). Euclidis Elementa

(ed. Heiberg, Leipzig 1883—88) H, 146 lin. 14. =) 6 loyog rfj? A ngbg rijv B

avvfi-nrai i-n rs rov, ov ixsi -fj F -ngog rijv A xal xj E ngbg rijv Z. Archimedes

(ed. Heiberg) I, 212 lin. 19—21 und haufiger. *) Diese Auffassung zuerst ver

treten bei Matthiessen, Grundzfige der antiken und modernen Alo-ebra der

litteralen Gleichungen. Leipzig 1878, S. 926—931.
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erzielen, dieses Stttck selbst dem erstgegebenen ParaUelogramme ahn

lich werde. EukUd drttckt diese Forderung durch die Worte aus,

der Fliicheninhalt F soUe an der Linie AB etwas ttbrig lassen, iXXEiiiai,
oder darttber hinausfalien, vnaQ^aXXai.

Das VIL, VIIL und IX. Buch beschiiftigen sich mit der Lehre

von den Zahlen. Der niichste Zweck ist das arithmetische Messen

der Ungleichheit, also diejenigen Folgerungen aus der Proportionen
lehre zu ziehen, welche an ZahlengroBen hervortreten. Allein damit

verbindet Euklid, vielleicht weil nirgend eine passendere Gelegenheit
sich finden wird, eine Zusammenstellung aller ihm bekannten Eigen
schaften der ganzen Zahlen. Rechnungsoperationen mit denselben

hat er, wie wir uns erinnern, schon im II. Buche ausftthren lassen.

Das VII. Buch beginnt mit Definitionen, unter welchen wir die der

Primzahl, %Qaxog aQi%-yi6g, und der zusammengesetzten Zahl,
6vv%-axog aQid-fiog, hervorheben wollen. Daran knttpft sich die Unter

scheidung von teilerfremden Zahlen, TtQ&xoi, TiQog txXXi'jXovg, und

von solchen, welche ein gemeinsames MaB besitzen, tjvvQ-axoi

TiQog (xXXijXovg, sowie die Auffindung dieses letzteren. Euklid findet

dasselbe vollstandig in der heute noch ttblichen Weise durch fort-

gesetzte Teilung des letztmaligen Divisors durch den erhaltenen Rest,

mithin, wenn wir es nicht scheuen auch moderne Namen zu ge-

hrauchen, wo moderne ^^erfahren angewandt sind, durch einen Ketten-

bruchalgorithmus. Dann ist von Zahlen die Rede, welche dieselben

Teile anderer Zahlen sind, wie wieder andere von vierten, und damit

ist also die Zahlenproportion eingeftthrt. Abgesehen von den

vielen neuen Proportionen, welche in der mannigfaltigsten Weise aus

den erstgegebenen abgeleitet werden, ftthrt der Satz von der Gleich

heit der Produkte der inneren und der auBeren Glieder einer Pro

portion auf die Teilbarkeit eines solchen Produktes durch einen der

Faktoren des anderen Produktes und zur Teilbarkeit ttberhaupt. Der

Rttckweg zur Untersuchung tederfremder Zahlen ist damit gewonnen,

und den SchluB des Buches bildet die Auffindung des kleinsten ge-

meinsamen Dividuums gegebener Zahlen.

Das VIII. Buch setzt die Lehre von den Proportionen fort, indem

es zu Gliedern der Proportion nur solche Zahlen wahlt, welche selbst

Produkte sind, und zwar zum Teil Produkte aus gleichen Faktoren.

An die frttheren geometrischen Lehren erinnern eben noch die Be

nennungen, welche in diesem Buche zur Anwendung gelangen:

Fliichenzahlen, ahnliche Flachenzahlen, Quadratzahlen, Korperzahlen,

Kubikzahlen, lauter Worter, deren Erklarung wir in frttheren Kapiteln
zu o-eben Gelegenheit hatten. Vieleckszahlen anderer Art als die

Quadratzahlen kommen bei EukUd nicht vor.
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Das IX. Buch setzt gleichfalls denselben Gegenstand fort. Im

12. Satze findet sich, vermutUch zum ersten Male in der mathemati

schen Literatur, eine besondere Abart der apagogischen Beweisffihrung

(S. 221). Aus der Annahme der Unwahrheit einer Tatsache

wird ihre Wahrheit gefolgert. Der Satz selbst spricht aus, daB

wenn 1, A, B, F, A eine geometrische Reihe bdden und eine Prim

zahl E in A enthalten ist, die gleiche Primzahl auch in A enthalten

sein muB. Ist E nicht in A enthalten, so muB, weil E Primzahl ist,

E gegen A teUerfremd sein. Nun ist A durch E teilbar, etwa

A =E- Z, andererseUs A = A F, mithin .B • Z = ^ • F und E:A

= F: Z. Danach muB Z ein VieKaches von A und F ein Yielfaches

von E sein, etwa F= E- II Daneben ist F= A ■ B, also E- H=A B

und E : A = B : H. Daraus folgt H als Yielfaches von A, B als

Yielfaches von E, etwa B = E ■ ®. Daneben ist B = A ■ A, also

E® = A A und E : A = A : ®. Daraus ergibt sich @ als Yielfaches

von A und A als Yielfaches von E. Etwas spater geht das IX. Buch

dadurch zu anderweitigen Betrachtungen ttber, daB es besondere Rttck

sicht auf etwa in einer Proportion vorkommende Primzahlen nimmt.

Bei dieser Gelegenheit wird namlich ziemlich auBer allem Zusammen

hange als 20. Satz bewiesen, daB die Menge der Primzahlen

groBer sei als jede gegebene Menge derselben, wofttr wir

kttrzer sagen, daB es unendlich viele Primzahlen gibt. Noch weniger

Zusammenhang ist von dem 20. Satze zu den ihm nachfolgenden
Satzen wahrnehmbar. Mancherlei Eigenschaften gerader und un-

gerader Zahlen, von deren Summen und deren Produkten werden er

ortert, bis der 35. Satz die Summierung der geometrischen

Reihe lehrt und auf diejenige geometrische Reihe angewendet, welche

von der Einheit beginnend durch Yerdoppelung der GUeder weiter-

schreitet, endlich im 36. Satze wieder zu den Primzahlen zurttckftthrt

imd so das BewuBtsein erweckt, wie EukUd bei scheinharem Ab-

springen von seinem Thema es immer unverrttckt im Auge behalt.

Jener 36. Satz gibt namlich an, die Summe der Reihe 1 -f- 2 -|- 4 -f- 8 - - -

sei mitunter eine Primzahl. Dieses tritt z. B. ein, wenn die Reihe

aus 2, aus 3, aus 5 GUedern besteht. Werde diese die Summe dar-

stellende Primzahl mit dem letzten in Betracht gezogenen Gliede dei

Reihe vervielfacht, so entstehe eine voUkommene Zahl (eine Zahl,
welche der Summe aller ihrer Teiler gleich ist).

Im X. Buche ist der dritte Hauptted des euklidischen Werkes

behandelt, die Lehre von den Inkommensurablen, und auf die

groBe Bedeutung, die dem Umstande beizumessen ist, daB diesem

Gegenstande ein ganzes Buch gewidmet ist, kommen wir im folgen
den Kapitel zurfick. An der Spitze des Buches steht der Satz,
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welcher bei EukUd die Grundlage der Exhaustionsmethode bddet, der

Satz: „Sind zwei ungleiche GroBen gegeben, und nimmt man von der

groBeren mehr als die Hiilfte weg, von dem Reste wieder mehr als

die Halfte und so immer fort, so kommt man irgend einmal zu

einem Reste, welcher kleiner ist als die gegebene kleinere GroBe."

Dieser Satz, wesentlich verschieden von dem, dessen sich (S. 242)
Eudoxus und vielleicht schon Hippokrates zu ahnlichen Zwecken be

diente, ist in dieser Form vielleicht EukUds Eigentum, vieUeicht auch

dessen, von welchem das X. Buch der Hauptsache nach herruhrt.

Fttrs erste freilich zieht EukUd keine Folgerung aus ihm, nicht ein

mal die, welche man vor aUen Dingen erwarten sollte, daB wenn

zwei GroBen inkommensurabel sind, man immer ein der ersten GroBe

Kommensurables bilden konne, welches von der zweiten GroBe sich

um beliebig Weniges unterscheide. Statt dessen sind zwar geistvoUe
aber doch nach unseren Begriflen niaBlos weitlaufige Untersuchungen^)
darttber angestellt, unter welchen Voraussetzungen GroBen sich wie

gegebene Zahlen verhalten, also kommensurabel sind, und unter

welchen Voraussetzungen keine solche Zahlen sich finden lassen, die

GroBen also inkommensurabel sind. Ein besonderes Gewicht legt

Euklid auf die Irrationalzahlen, deren er vielfiiltig unterschiedene

Formen aufziihlt. Dabei ist zu beachten, daB das Inkommensurable,

aGv^HExQov, des Euklid sich mit unserem Begriffe der Irrationalzahl

deckt, wahrend sein Rationales, pipoi', und Irrationales, uXoyov, von

dem, was wir unter diesen Wortern verstehen, abweicht. Rational

ist ihm das an sich und das in der Potenz MeBbare, d. h. diejenigen
Linien sind rational, welche selbst durch die Langeneinheit oder

deren Quadratflilche durch die Fliicheneinheit genau ausmeBbar sind,
also a sowohl als ya, wiihrend das Wort irrational fttr jeglichen
mit WurzelgroBen behafteten Ausdruck auBer der einfachen Quadrat

wurzel Ya Anwendung findet. DemgemaB ist das Produkt a mal

]/6 oder ]/a. mal ]/?* bei Euklid irrational, weil jedes dieser beiden

Produkte als Produkt schon eine Fliiehe bedeutet, also nicht mehr ,,in
der Potenz meBbar" sein kann. Irrational ist um so mehr die Linie,

') Vgl. Nesselmann, Die Algebra der Griechen S. 165—182. Diesem

Werke entnehmen -wir auch die Ubersetzungen der Namen der verschiedenen

Formen von Prationalzahlen. Wie sch-wer auch geistreiche Mathematiker sich

oft in diesem X. Buche zurecht zu finden vermochten, dafur dient als Beispiel

ein durch A. Favaro (Galileo Galilei e lo studio di Padova U, 267i veroffent-

lichter Brief von Benedetto Castelli. Unter dem 1. April 1607 schrieb

dieser an Galilei, er sei bei dem 40. Satze des X, Buches stecken geblieben

suffocato dalla moltituditie de rocaloli, profondild delle cose e diffccjltd di demon-

strationi.
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welche a ■ Yb oder "|/a Y^ als Quadrat besitzt, d. h. ")/a Yb und

Yob und diese Gattung von Irrationalitiiten heiBt (iE0-r], die Medial-

linie. Addition und Subtraktion zweier Liingen, von denen minde

stens eine inkommensurabel ist, gibt die Irrationalitiit von zwei Be

nennungen, Ij ex dvo dvofidxav, und die durch Abschnitt Entstandene,

a%oxo[ir], d. h. die Binomialen uYY^ oder^ j/a Y "j/^und die Apo-

tomen a - Y^ o^ler l/a — & oder ]/a — ]/6. Wir wurden aUzu weit-

schweifig werden mttssen, wenn wir alle Verbindungen zwischen diesen

Medialen, Binomialen und Apotomen erortern woUten, welche in dem

X. Buche vorkommen. Statt dessen nur die Bemerkung, daB wir

hier wieder eui Beispiel praktischer Kombinatorik vor uns haben,

indem alle Verschiedenheiten berttcksichtigt sind, die ttberhaupt ein

treten konnen. Eines freiUch ist vorausgesetzt, daB namlich nur

Wiederholungen von Quadratwurzelausziehungen vorkommen, daB also

siimtUche im X. Buche behandelten Irrationalitaten der Konstruktion

mit Hilfe von Zirkel und Lineal unterworfen sind, nnd solche Irra

tionalitaten sollen uns von nun an euklidische Irrationalitaten

heiBen, wie sie tatsachlich in spiiterer Zeit genannt worden sind.

Wir heben zwei Satze des X. Buches besonders hervor, das erste

Lemma, welches auf Satz 29. folgt, und welches zwei Quadratzahlen

bilden lehrt, deren Summe wieder Quadratzahl ist, und den letzten

Satz des Buches von der gegenseitigen Inkommensurabilitat der Seite

und der Diagonale eines Quadrates. Letzteren Satz haben wir nebst

seinem mutmaBlich altpythagoraischen Beweise daraus, daB sonst

Gerades und Ungerades einander gleich waren, schon (S. 1821 be

sprochen. Die Herstellung rationaler rechtwinkliger Dreiecke ist uns

auch kein neuer Gegenstand. Methoden des Pythagoras (S. 186) und
des Platon (S. 224) sind uns bekannt geworden, jene von ungeraden,
diese von geraden Zahlen ausgehend. War namlich aus a^= b^Y c^

die Folgerung c^ = (a Y b)(a
—

b) gezogen, und daraus die weitere

Folgerung, daB a Yb und a — b ahnliche Flachenzahlen sein mttssen,
so nahmen wir an, daB jene Manner die besonders einfachen Yer

suche angestellt hatten, einmal a -— b = 1 und einmal a — b = 2 zu

setzen. Das Verfahren des Euklid kann als Bestatigung unserer Ver

mutungen gelten. Nach der besonderen Annahme konnte und muBte

man dazu ttbergehen fttr a Y^ und a — b irgend welche ahnUche

Fliichenzahlen zu wiihlen, und dieses tat Euklid. Er liiBt ahnUche

Flachenzahlen, d. h. solche, welche proportionierte Seiten haben (De
finition 21. des VII. Buches), und deren Produkt eine Quadratzahl

geben muB (Satz 1. des IX. Buches), bilden, etwa a • jS^ und a ■ y^,
und verlangt dabei, daB beide gerade oder beide ungerade seien,
damit ihr Unterschied halbierbar ausfalle. Unter dieser Voraussetzung
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^ird sodann ali^ . af^ Y (^''^y = C^^^-^ff, mithin sind die

Seiten des rechtwinkUgen Dreiecks a fiy, "^"7"''-", ^"ti'''- gefunden.
Wir haben noch den Inhalt des letzten Haupttedes der eukli

dischen Elemente anzugebeu, der in dem XL, XII. und XIH. Buche

enthaltenen Stereometrie. Im XI. Buche beginnt diese Lehre genau

in der Weise, wie sie auch heute noch behandelt zu werden pflegt,
mit den Siitzen, welche auf paraUele und senkrechte geradeLinien
und Ebenen sich beziehen, woran Untersuchungen ttber Ecken sich

schlieBen. Alsdann wendet sich der Verfasser zu einem besonderen

Korper, dem Parallelepipedon und geht nur in dem letzten Satze

des Buches zu dem allgemeineren Begriffe des Prisma ttber.

Das XII. Buch enthalt die Lehre von dem MaBe des korper
lichen Inhaltes der Pyramide, des Prima, des Kegels, des Zylin
ders und endUch der Kugel. Eine wirkliche Berechnung findet sich

aUerdings bei Euklid nie, weder wo von Flacheninhalten noch wo

von KorpermaBen die Rede ist, und namentlich bei solchen Raum-

gebilden, zu deren Erzeugung Kreise oder Kreisstttcke beitragen, ist

nirgend angegeben, wie man eigentlich zu rechnen habe. Sollte die

Ausrechnung des Kreisinhaltes von den Agyptern bis zu Euklid ver

loren gegangen sein? Die Unwahrscheinlichkeit dieser Annahme der

mehrfachen Beschaftigung mit der Quadratur des Kreises bei Anaxa

goras, bei Antiphon, bei Bryson, bei Hippokrates gegenttber wird

voUends fur einen in Alexandria lebenden Mathematiker zur Unmog
lichkeit. Agypten, welches das Althergebrachte mit Zahigkeit fest-

hielt, welches ein Exemplar des Rechenbuches des Ahmes noch mehr

als 2000 Jahre spater als Euklid uns unversehrt ttberliefert hat, war

nicht das Land, in welchem so unbedingt Notwendiges wie die Kreis-

rechnung vergessen wurde, und ebensowenig laBt sich annehmen, daB

die agyptische Geometrie den griechischen Gelehrten, welche unter

dem Schutze des agyptischen Konigs sich dort aufhielten, unbekannt

hatte bleiben konnen. Wir stehen vielmehr hier vor einer absicht-

lichen Weglassung, vor einem grundsatzlichenWiderstreit e zwischen

Geometrie und Geodasie. Letztere, deren Vorhandensein zur Zeit

des Aristoteles wir (S. 252) hervorgehoben haben, war ihrem Wesen

nach eine rechnende Geometrie. In der eigentlichen oder theore-

tischen Geometrie war Rechnung als solche ausgeschlossen. Aristo

teles hat ausdrttcklich gesagt: „Man kann nicht etwas beweisen, indem

man von einem anderen Genus ausgeht, z. B. nichts Geometrisches

durch Arithmetik . . . Wo die Gegenstande so verschieden sind, wie

Arithmetik und Geometric, da kann man nicht die arithmetische Be-

weisart auf das, was den GroBen ttberhaupt zukommt, anwenden.
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wenn nicht die GroBen Zahlen sind, was nur in gewissen Fiillen vor

kommen kann"i). Der Ausdruck, die GroBen seien nur in gewissen

FiiUen Zahlen, bezieht sich vermutUch auf irrationale Strecken, welche

als Nichtzahlen galten, und dieser Ausnahme zuliebe durfte das

v. Buch der Elemente entstanden sein. Was aber von den Beweisen

gesagt ist, scheint auch auf Rechnungsoperationen ausgedehnt worden

zu sein. So zeigt also Euklid in diesem XII. Buche nur, daB Kreise

wie die Quadrate ihrer Durchmesser sich verhalten, was Hippokrates

von Chios schon wuBte; er zeigt, daB, wie die Pyramide der dritte

Teil des Prisma von gleicher Hohe und Grundfliiche ist, ein ganz

gleichlautender Satz fur Kegel und ZyUnder stattfindet, was Eudoxus

von Knidos schon erkannt hatte; er schUeBt mit dem Satze, daB

Kugeln im dreifachen Yerhaltnisse ihrer Durchmesser stehen. EukUd

benutzt zum Beweise dieser Satze den an der Spitze des X. Buches

stehenden Satz von der Moglichkeit durch fortgesetzte Halbierung
einen beliebigen Grad der Kleinheit zu erreichen. Geben wir als

Beispiel seines Verfahrens den Satz vom Kreise, wobei wir, wie

schon offer, zur bequemeren Ubersicht uns moderner Zeichen be

dienen, im ttbrigen aber uns genau an Satz 2. des XH. Buches an

schlieBen. Vorausgeschickt ist der Satz, daB die Flachen ahnlicher

in zwei Kreise eingeschriebener Vielecke sich wie die Quadrate der

Durchmesser der betreffenden Kreise verhalten. HeiBen nun K^ und

K^ die beiden Kreisflachen, deren Durchmesser 8^ und 8^ sind, so sei

angenommen, daB ifj : K^ in kleinerem Yerhaltnisse stehen wie 8.^' : 8^-.
Sicherlich gibt es eine Oberflache SI, welche dem Yerhaltnisse

K^:Sl^8^: 8^ genttgt, und weil K^:K^<K^:Sl, so wird K^> SI

sein mttssen. Dann ist es aber unmoglich, daB dasselbe Verhaltnis

8.^ : 8^ auch obwalte zwischen einer Flache, die kleiner ist als Jfj
und einer anderen, die groBer ist als SI, und gleichwohl., laBt sich

das Vorhandensein eines solchen unmoglichen Verhaltnisses unter

der gemachten Voraussetzung nachweisen und damit die Unzulassig-
keit der Voraussetzung selbst. Denn beschreibt man in K^ und K^
einander iihnliche Vielecke OJ^ und O^, so ist jedenfaUs ^p ^g = ^i '■ ^i
und zugleich 0^ < Z^. Es genttgt also noch zu zeigen, daB es ein

#2 gibt, welches groBer als SI und kleiner als K^ ist, und dazu wird

die Exhaustion angewandt. Ein dem Kreis umschriebenes Quadrat
ist offenbar groBer als der Kreis und zugleich genau doppelt so groB
als das dem Kreise eingeschriebene Quadrat. Mithin ist letzteres

groBer als die halbe Kreisflache, oder unterscheidet sich von der

Kreisflache um weniger als deren Hiilfte. Wird in jedem der vier

') Aristoteles, Analyt. post. I, 7. 75, a.
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diesen Unterschied bddenden Kreisabschnitte der Bogen halbiert und

mit dem Halbierungspunkte und den Endpunkten als Spitzen ein Drei

eck gebildet, so ist dieses die HaUte eines Uechtecks, innerhalb

welches der Kreisabschnitt eingeschlossen liegt, also groBer als die

Halfte des Abschnittes. Das entstandene Achteck unterscheidet sich

somit von dem Kreise um weniger als den vierten Teil desselben.

Ebenso wird zu zeigen sein, daB der Unterschied zwischen dem regel

maBigen Vielecke von 16 Seiten und seinem Umkreise geringer als

- der Kreisfliiche ist. Bei jedesmaliger Verdoppelung der Seitenzald

des Yielecks wird der Flachenunterschied desselben gegen den Kreis

mehr als nur halbiert, und schon immerwahrende Halbierung genttgt' OOO

nach dem Satze der Exhaustion, um jede beliebige Grenze der Klein

heit zu erreichen. Es ist also damit sichergesteUt, daB endlich ein

Yieleck 0^ erscheinen muB, dessen Flache sich von der des Kreises

um weniger als A unterscheidet, wenn A = K^
— SI ist, und das ihm

ahnliche dem Kreise K^ eingeschriebene Yieleck ist jenes zugehorige

Oj, welches den ersten Widerspruch liefert. Der Beweis, daB auch

nicht if
J
: if

2 > 8^^ : 8^^ sein kann, wird auf den frttheren FaU zu

rttckgeftthrt. Jene Annahme setzt niimlich zugleich voraus, daB

if, : iiC
J < 8^^ : 8^^, und die Unmoglichkeit dieser Voraussetzung zu

beweisen hat man bereits gelernt. Keine dieser beiden Annahmen

findet also statt, sondern nur die zwischen ihnen liegende K^ : K„

= §{• : (J," Das ist der von Euklid eingeschlagene Weg, der in jedem

einzelnen Falle mit aUer Strenge in ermttdender Einformigkeit ein

gehalten wird, ohne daB jemals eine Abkttrzung des Verfahrens fttr

statthaft angesehen wttrde.

Das XIIL Buch endlich kehrt zu einem Gegenstande zurttck, dem

das IV Buch teilweise gewidmet war. Es handelt von den regel

maBigen einem Kreise eingeschriebenen Yielecken, ins

besondere von den Fttnfecken und Dreiecken. Dann aber benutzt es

diese Figuren als Seitenflachen von Korpern, welche in eine Kugel

eingeschrieben werden und schUeBt mit der wichtigen Bemerkung,

daB es keine weiteren regelmaBigen Korper geben konne als

die fttnf zuletzt erwahnten, namlich das Tetraeder, das Oktaeder, das

Ikosaeder, die von Dreiecken begrenzt sind, der Wttrfel, dessen Seiten-

fliichen Quadrate sind, das Dodekaeder, welches von Fttnfecken ein

geschlossen ist.

Wir haben von diesem merkwttrdigen Werke einen weit aus-

fahrlicheren Auszug hier mitgeteilt als von den meisten der bisher

besprochenen. Die Y'ichtigkeit des Werkes rechtfertigt unser Ver

fahren. Sie rechtfertigt zugleich die Frage nach dem Zwecke, welchen

Cantok, GesoMchte der Mathematik I. 3. Aufl. 18
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EukUd bei der Niederschrift im Auge hatte. Proklus sagt uns, wie

wir oben (S. 260) erwiihnten, EukUd habe als Endziel seines ganzen

Elementenwerkes die Konstruktion der sogenannten platonischenKorper

hingesteUt 1). DaB dieses unrichtig ist bedarf fttr den, der auch nm-

unseren Auszug mit einiger Aufmerksamkeit gelesen hat, keiner Aus

einandersetzung. Die ktinstlerisch voUendete GUederung des Werkes

machte es mogUch, daB es in dem einen Gipfelpunkte abschloB, aber

der Zweck des Werkes war nur durch dessen ganzen Verfauf gegeben

und erfttUt. Die 13 Bficher der Elemente sind sich selbst

Zweck. „Elemente werden die Dinge genannt, deren Theorie hin-

durchdringt zum Verstehen der anderen, und von welchen aus die

Losung ihrer Schwierigkeiten uns gelingt" 2). So sagt derselbe Proklus

an einer anderen SteUe mit viel treuerer Wiedergabe dessen, was be-

absichtigt war. EukUd wollte, wie die ttbrigen Elenientenschreiber

vor ihm es schon versucht hatten, eine voUstiindige Ubersicht aller

Teile der Mathematik geben, welche in den folgenden Teden der

Wissenschaft zur Anwendung kommen, wollte zugleich die enzyklo-

padisch zusammengestellten und geordneten Dinge auf strenge Be

weise sttttzen, welche einen Zweifel nicht aufkommen lassen, sondem

vielmehr gestatten wie in eine Rttstkammer bliudUngs dorthin zu

greifen mit der GewiBheit stets eine tadellose Waffe zu erfassen.

Wieweit wir Euklid als selbstandigen Verfasser seines Werkes

zu bezeichnen haben, ist kaum zu sagen. Jeder Verfasser eines

Handbuches irgend eines Teiles der Mathematik ist von seinen Vor

gangern abhiingig, und man muB die Schriften der letzteren kennen,

um ahzuschatzen, wieweit er von den vorgetretenen Bahnen sich ent

femte. Euklid war ohne alien Zweifel ein groBer Mathematiker.

Dieses Urteil werden die ttbrigen Schriften, die er verfaBt hat, recht

fertigen. Damit stimmt auch die Bewunderung, welche aUe Zeiten

seinem vorzugsweise bekannt gewordenen Elementenwerke entgegen-

brachten, ttberein, und der von uns schon hervorgehobene Umstand,
daB im Schatten dieses Riesenwerkes die frtther vorhandenen ahn

lichen Erzeugnisse verkttmmerten und zugrunde gingen, spatere nicht
entstehen konnten. Auch die wenigen Beweise, deren Ursprung mit

Bestimmtheit auf Euklid sich zurttckftthrt — wir erinnern an den

Schulbeweis des pythagoraischen Lehrsatzes — lassen in Euklid den

feinen geometrischen Kopf erkennen. Ein groBer Mathematiker wird

auch da, wo er anderen folgt, seine EigentttmUchkeit nicht ganz

') Proklus (ed. Friedlein) 68 r^s avp,ndarjg aroix^imascog rslog Tigoea-

r/jaaro rijv r&v xulovjiivcov Hlarovi-x&v a^rj^drcov averaaiv. ^) Proklus (ed.
Friedlein) 72, 3—6.
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verleugnen, und so war es sicherlich auch bei Euklid. Aber wo

haben wir diese EigentttmUchkeit zu suchen? Das ist und bleibt wohl

eine unbeantwortbare Frage, um so unbeantwortbarer als Pappus, wie
wir gleichfaUs schon (S. 261) hervorgehaben haben, den EukUd ge
radezu wegen seiner pietiitvollen Anlehnung an iiltere Schriftsteller

lobt, und wenn Pappus dabei allerdings ein anderes Werk des EukUd

im Auge hat, so dttrfte sich diese Charaktereigenschaft auch in den

Elementen nicht verleugnet haben.

Wir sind sogar tatsachlich imstande einige und idcht unwesent-

liche Stellen des groBen Werkes anzugebeu, in welchen, wie wir

schon frtther sahen, EukUd nicht selbstiindig gearbeitet hat. Das

V. Buch gehort, wie wir (S. 241) einem alten Scholiasten nacherzahlt

haben, dem Eudoxus an. Von ebendemselben stammen nach aller

Wahrscheinlichkeit die fttnf ersten Satze des XHL Buches. Spuren
von Vorarbeiten des Theaetet sind (S. 237) im X. Buche nicht zu

verkennen. Das stimmt gleichfaUs mit der Aussage des Proklus

ttberein, daB EukUd „vieles von Eudoxus Herrtthrende zu einem

Ganzen ordnete und vieles von Theaetet Begonnene zu Ende ftthrte"

(S. 260). Eben diese alten Spuren geben uns aber Veranlassung zur

Untersuchung einer anderen Frage.
Die Form des V., des X., des XIH. Buches ist von der der

anderen Bttcher nicht im mindesten verschieden. Hochstens konnte

man betonen, daB, wiihrend sonst ttberall nur synthetisch verfahren

ist, die fttnf ersten Satze des XIII. Buches Analyse und Synthese
verbinden. Aber auch bei ihnen ist die Form, welche man eukli

dische Form zu nennen pflegt, gewahrt. Der Lehrsatz ist aus

gesprochen, die Vorschrift was an der Figur vorgenommen werden

soil ist erteilt, der Beweis schlieBt sich an. Und in anderen Fallen

ist eine Aufgabe gestellt. Ihr folgt die Auflosung, dieser die zum

Beweise der Richtigkeit der Auflosung notigen Vorbereitungen durch

Ziehen von Hdfslinien usw. und endlich der Beweis selbst. „Was zu

beweisen war", otteq Meo tfei^at (quod erat demonstrandum) ist die

SchluBformel des Lehrsatzes oder Theorems, bei welchem es sich

um den Nachweis, K7i68aii,iv, des Behaupteten handelt. Die Aufgabe,
das Problem, bei welchem es auf die Ausftthrung, xaxadxavi-jv, des

Geforderten ankommt, hat eine ganz ahnUche SchluBformel: „Was zu

machen war," oxeq Mei TtoAjtSai, (quod erat faciendum). Euklid habe

diese SchluBformeln benutzt, sagt uns Proklus^), und der Augenschein

bestatigt es. Aber rtthren diese SchluBworte, rtthrt die ganze Form

von EukUd her?

1) Proklus (ed. Friedlein) 81.

18*
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Wir bezweifeln es aufs aUerhochste. Wir haben in dem Ubungs

buche des Ahmes eine Sammlung von Beispielen kennen gelernt,

deren griechische Nachbddung in Inhalt und Form, insbesondere in

letzterer, uns auf alexandrinischem Boden begegnen wird. „Mache es

so" heiBen die regelmiiBig wiederkehrenden Worte jener tjbungshttcher.

Wir haben (S. 80 und 113) davon gesprochen, daB iigyptische Lehr-

bucher neben den Ubungsbttchern vorhanden gewesen sein mussen.

Werden sie weniger eine herkommUche unabanderliche Form besessen

haben als aUes andere in dem Lande der sich stets gleichbleihenden

Uberlieferungen? Und sind jene eukUdischen SchluBworte fttr Lehr

satze und Aufgaben nicht von auheimeUider AhnUchkeit zu dem

agyptischen „Mache es so"? Ist es ferner nicht m hohem Grade wahr

scheinlich, daB Eudoxus, von dem, wie wir sagten, das V. Buch, daB

Theaetet, von dem Tede des X. und des XIII. Buches teilweise wort

lich ttbernommen wurden, der gleichen Form sich schon bedienten?

Ist endlich wohl anzunehmen, Euklid habe eine fttr den Unterricht,

soweit er Gedachtnissache ist, ungemein zweckmaBige Form neu er

funden, und diese Form sei nur der Geometrie, keiner anderen Wissen

schaft zugute gekommen? Diese Grunde werden zwar noch nicht Ge

wiBheit hervorbringen; noch immer wird von manchen behauptet

werden, der Name euklidische Form sei durchaus gerechtfertigt, denn

Euklid sei der selbstandige Erfinder derselben; aber andere werden

ebenso sicher mit uns der Uberzeugung gewonnen sein, die agyptische
Form eines Lehrbuches der Geometrie, in Griechenland eingedrungen,
seit ttberhaupt Geometrie dort gelehrt wurde, in Alexandria durch

die neuerdings ermoglichte Kenntnisnahme agyptischer Originalwerke

aufgefrischt, habe bei Euklid nur ihre voUendete Abrundung erlangt.
Eines haben wir bei Besprechung dieser Ursprungsfrage stiU-

schweigend vorausgesetzt: daB namlich dasjenige, was uns hand-

schriftlich als die Elemente des Euklid ttberliefert wurde, in der Tat

jenes Werk ist, wie es unter dem Griffel des Verfassers entstand.

Zweifel daran waren, trotz der ungemeinen Verbreitung, deren die

euklidischen Elemente im Altertum sich erfreuten, oder vieUeicht

eben wegen dieser Verbreitung nicht unmoglich, denn gerade haufig

abgeschriebene Schriftstttcke verderben leicht durch sich forterhende

und durch bei jeder Abschrift neu hinzutretende Fehler, wenn nicht

gar durch aUmahliche Einschaltung von Randglossen, welche nach

und nach in den Text eindrangen, dem sie als Fremdlinge nur ange
horen. Euklids Elemente sind in antiken Schriften nicht gar oft er

wahnt'), aber die Ubereinstimmung der genannten Bttchernummer mit

') Untersuchungen dariiber von S aviiius abgedruckt in Gregorys Vor-
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der Ziffer, welche sie in den Handschriften ftthrt, ist meistenteds vor

handen. Uns wenigstens ist nur ein Beispiel des Gegenteds bekannt
welches auf romischem Boden im 27. Kapitel zu besprechen sein wird.

Fremde spiitere Zusiitze sind in dem, was man die Elemente des

Euklid nennt, allerdings vorhanden. Eines solchen machte Theon

von Alexandria in seiner Ausgabe, axdoeig, der eukUdischen Ele

mente am Ende des \l. Buches sich schuldig, wie er selbst in seinem

Kommentare zum I. Buche des ptolemilischen Almagestes erziihlt i).
Aus dieser ungemein wichtigen Stelle im Zusammenhange mit dem

Umstande, daB jener Zusatz des Theon seinem Inhalte nach sich voU

stiindig mit dem Zusatze zu Satz 33. des YI. Buches deckt, geht so

mit hervor, daB es eine theonische Textausgabe der euklidi

schen Elemente ist, deren wir uns bedienen, und daB wenn auch

nicht gerade zahlreiche, doch einige Anderungen durch jenen Schrift

steUer vom Ende des IV, S. stattgefunden haben mogen.
o O

Theon kann es vieUeicht gewesen sein, welcher den berttchtigten
11. Grundsatz des I. Buches: „Zwei Gerade, die von einer dritten ge

schnitten werden, so daB die beiden inneren an einerlei Seite liegen
den Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte sind, treffen genugsam

verliingert an eben der Seite zusammen" an diese unpassende SteUe

brachte, wahrend es gar kein Grundsatz, sondern die Umkehrung des

Satzes 17. des I. Buches isf'=), und dort als Folgerung ohne Beweis

ausgesprochen immer noch frtthzeitig genug stehen wttrde, um bei

Satz 29. des I. Buches benutzt zu werden, wie es der Fall ist.

Theon mag auch die Schidd einiger Definitionen des V. und

YI. Buches trefi'en, welche haufig angegriffen worden sind^).
Eine Definition des Y. Buches, namlich die 5., hat freilich un-

schuldigerweise solche Angriffe erlitten, veranlaBt, wie im folgenden
Bande besprochen werden muB, durch Ubersetzungsirrtttmer zweier

Sprachen. Diese Definition geht offenbar ursprttnglich auf Zeiten

zurttck, die vor Euklid liegen. Sie will erklaren, was es heiBe,

wenn man von vier GroBen sage, daB sie in Projiortion stehen. Da

von GroBen die Rede ist und nicht von Zahlen, so muBte die Defi

nition so weit gefaBt werden, daB auch Inkommensurahles hinein-

paBte, und dieses erreichte der Verfasser, sei es Eudoxus oder wer

sonst gewesen, indem er auBer den GroBen A, B, F, A noch

irgend zwei ganze Zahlen ft und v sich dachte und hehauptete, es

rede zu seiner Euklidausgabe. Die gleichen Untersuchungen mit einigen neuen

Zutaten bei Hankel 386—388.

') Commentaire de Theon sur la composition mathematique de Ptolemee edit,

Halma I, 201, Paris 1821, ^) Das erkannte schon Savilius. ') Ausfuhrliches

hieriiber bei Hankel 389—401.
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sei A:B=F:A, wofern immer wenn ^A^vB zugleich auch

liF^vA. Der Wortlaut ist folgender: „In einerlei Verhaltnis sind

GroBen A, B, F, A, die erste zur zweiten und die dritte zur vierten,

wenn von beliebigen Gleichvielfachen der ersten und dritten A, F

und beliebigen Gleichvielfachen der zweiten und vierten B, A die

Vielfachen der ersten und dritten zugleich entweder kleiner oder eben

so groB oder groBer sind als die Vielfachen der zweiten und vierten

nach der Ordnung miteinander verglichen."

13. Kapitel.

Die ubrigen Schriften des Euklid.

Euklid hat neben und auBer den Elementen noch mehrfache

andere Schriften verfaBt, die uns leider nicht samtlich vollstandig

erhalten sind. So ist uns von einem Werke, welches gewiB hochst

interessant war, nur die fast mehr als notdttrftige Schilderung ttbrig

geblieben, die Proklus davon mit folgenden Worten gibt: Auch uber

lieferte er Methoden des durchdringenden Verstandes mit deren Hilfe

wir den Anfanger in dieser Lehre in der Aufsuchung der Fehlschlttsse

ttben und selbst unbetrogen bleiben konnen. Die Schrift, durch

welche er uns diese Ausrttstung verschafft, betitelt er Trngschlttsse,

■4>£v8dQia. Er zahlt die verschiedenen Arten derselben der Reihe

nach auf und ttbt bezttglich jeder unseren Verstand in aUerlei Lehr

satzen, indem er dem Falschen das Wakre gegenubersteUt und den

Beweis des Truges mit der Erfahrung zusammenhalt^).
Verloren sind auch die drei Bttcher der Porismen, welche

Euklid verfaBte, deren Inhalt jedoch aus Spuren in genttgender Weise

erkannt werden konnte, um eine vermutUch in der Hauptsache
richtige WiederhersteUung zu gestatten^). Mit den genannten Spuren
hat es folgendes Bewandtnis. Pappus hat in seiner Mathematischen

Sammlung, von welcher schon wiederholt die Rede war, neben eigenen
Untersuchungen auch vielfach Auszttge aus fremden Schriften gegeben,
welche gleichzeitig bis zu einem gewissen Grade erliiutert werden.

') Proklus (ed. Friedlein) 70. ^ Les trois livres de Porismes d'Euclide

retablis pour la premiere fois d'apres la notice et les lemmes de Pappus et con-

formement au sentiment de R. Simson sur la forme des enonces de ces propositions
par M. Chasles. Paris 1860. Heiberg, Euklidstudien S. 56—79 sucht aller

dings die Behauptung zu begriindeu, die Chaslessohe WiederhersteUung der

Porismen sei noch keineswegs als endgtiltig anzusehen.
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Unter diesen fremden Schriften befinden sich denn auch die eukli

dischen Porismen, von welchen im VIL Buche der Sammlung die

Rede ist, und zu deren Verstiindnis Pappus eine Anzahl von Lemmen

mittedt^). Freilich ware der Gebrauch, welchen man von diesen Hilfs-

satzen allein machen konnte, um aus ihnen den Inhalt des Werkes,
zu welchem sie erfunden sind, zu erschlieBen, kein unbeding-ter. Wir

besitzen namlich auch noch Lemmen des Pappus zu Werken, deren

Urschrift nicht verloren gegangen ist, und an diesen zeigt sich, daB

der geometrische Scharfsinn des Verfassers ihn nicht seiten weit ab

seils ftthrte, und daB er sich wohl gerade dadurch verleiten UeB etwas

verschwenderisch mit der Benennung Lemma umzngehen. Es kommen

Siitze bei Pappus vor, welche so gut wie in gar keiner Beziehung
zu den Schriften stehen, als deren Hilfssatze sie bezeichnet werden,

und wir haben zum voraus keinerlei Gewiihr dafttr, daB es sich mit

den Hdfssatzen zu den euklidischen Porismen nicht ebenso verhalte.

Nachtraglich scheint freilich die gelungene Wiederherstellung, von

der wir sprachen, und welche fttr das tiefe Eindringen ihres Ver

fassers in den geometrischen Geist der Alten ein glanzendes Zeugnis

ablegt, jene Gewahr zu liefern. Es ist schwer an einen Zufall zu

denken, wo die Ergebnisse voUste Ubereinstimmung mit den 38 Lemmen

des Pappus, mit der Inhaltsangabe der drei Bttcher Porismen, wie sie

bei ebendemselben sich findet, mit der Erkliirung des Wortes Porisma

bei Pappus und mit einer solchen bei Proklus'-) zutage fordert.

Der sprachliche Zusammenhang des Wortes Porisma, jioQiGym,

mit TfELQco, mit Pore, mit parare, mit forschen, mit dem Sanskrit-

worte pri TT laBt eineii Grundhegriff des Yorwartsbringens wohl er

kennen, doch ist damit nur die eine Bedeutung von Porisma als

Zusatz, coroUarium, gegeben, welche gleichfaUs durch das Yor

kommen in geometrischen Schriften bestatigt wird. Porisma als

Kunstname einer besonderen fttr sich bestehenden Gattung von Satzen

wird dadurch um nichts klarer. Von diesen sind dagegen ausdrttck

liche Definitionen vorhanden. Pappus in der Einleitung zu seinem

VII. Buche sagt, Porisma sei ein Ausspruch, bei welchem es sich

um die Porismierung des Ausgesprochenen handle, und fttgt dieser

Erklaruno- durch ein fast gleiches Wort die Erlauterung bei: „Diese
Definition des Porisma wurde von den Neueren verandert, welche

nicht alles finden konnen, sondern auf die Elemente gesttttzt nur

zeigen, daB das, was gesucht wird, vorhanden ist, nicht aber dieses

selbst finden. So schrieben sie, obschon durch die Definition selbst

und das Erlernte widerlegt, mit bezug auf einen Nebenumstand, ein

') Pappus (ed, Hultsch) 6is sqq, -) Proklus (ed. Friedlein) 301 sqq.



280 1^- Ifapitel.

Porisma sei das, was zur Hypothese eines Ortstheorems fehle." Eine

weitere Definition, sagten wir oben, gebe Proklus. Sie enthalt gleich

faUs zweierlei, wenn auch nicht dieselben beiden Unterscheidungen

wie Pappus sie trennt. „Einmal nennt man es ein Porisma, wenn

ein Satz aus dem Beweise eines anderen Satzes mit erhaUen wird, als

Fund oder gerade vorhandener Gewinn bei dem Gesuchten, zweitens

aber auch, wenn etwas zwar gesucht wird, aber um von der Er

findung Gebrauch zu machen und nicht von der Entstehung oder der

einfachen Anschauung Man hat es nicht mit der Entstehung

des Gesuchten zu tun, sondem mit dessen Erfindung, und auch eine

bloBe Anschauung genttgt nicht. Man muB das Gesuchte in das Ge-

sichtsfeld brmgen und vor den Augen ausftthren. Von dieser Art

sind auch die Porismen, welche EukUd schrieb, als er seine Bttcher

der Porismen verfaBte.'' Diese Erkliirungen haben gewiB keinen An

spruch auf den Ruhm unbedingter Deutlichkeit, aber eines lassen sie

erkennen: daB das Wort Porisma aUmiihlich einen anderen Sinn an

nahm, als es ursprttnglich besaB. Man versteht diese Begriffsver-

schiebung jetzt gewohnlich so, daB die verhaltnismaBig jttngeren

Schriftsteller —

jttnger im Sinne des Pappus gesagt fttr diejenigen,

welche auftraten, seit es Elemente gab
— dabei an einen Neben

umstand sich hielten, der von den Alten nicht berttcksichtigt wurde,

daB aber jedenfaUs zu aUen Zeiten das Merkmal untrttglich hervor-

trat, daB ein Porisma gewissermaBen eine Yerbindung von Theorem

und Problem war, ein Theorem, welches ein Problem anregte
und einschloB. Ein sehr aUgemeines Beispiel davon bddet auf

einem der Mathematik durchaus fremden Gebiete die arztliche Dia

gnose. Sie ist ein wahres Porisma. Sie erhartet als Theorem den

gegenwartigen Zustand des Kranken, wobei sie ebensowohl die bei

aUen Individuen gemeinsamen Erscheinungen der bestimmten Krank-

heitsform, als die von einem Jlenschen zum anderen veranderlichen

Naturkundgebungen berttcksichtigt. Sie schlieBt aber auch ein Problem

in sich: die weitere Entwicklung des Krankheitsprozesses voraus-

zusehen und womoglich zu leiten, Sie zeigt sich als unvoUstandig,
so lange nicht eben dieses Problem seiner Losung entgegengeftthrt
wird. Ubersetzen wir nun eben diese Gedankenfolge in die Sprache
der Mathematik, so konnen wir sagen: Ein Porisma ist jeder un-

vollstandige Satz, welcher Zusammenhange zwischen nach

bestimmten Gesetzen veranderlichen Dingen so ausspricht,
daB eine niihere Erorterung und Auffindung sich noch

daran knttpfen. Ein schon von Proklus angegebenes Beispiel liefert
etwa der Satz, daB, wenn ein Kreis gegeben ist, der Mittelpunkt des
selben immer gefunden werden konne, denn an ihn knttpft sich die
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Aufgabe, die Konstruktion zu ermitteln, durch welche man den

Mittelpunkt wirklich erhiilt, mit Notwendigkeit an. Oder um ein

zwedes den Griechen noch durchaus unverstHndliches Beispiel zu

wahlen, so ist es ein Porisma, wenn man sagt: Jede rationale ganze

algebraische Funktion einer Yerilnderlichen konne immer in einfachste

reelle Faktoren zerlegt werden, denn an diesen Satz knfipft sich un

mittelbar die weitere Frage, von welchem Grade jene einfachsten

Faktoren sein werden, sowie die mit den Mitteln gegenwiirtiger Al

gebra nicht losbare Aufgabe in jedem einzelnen Falle die betrefien-

den einfachsten Faktoren selbst aufzufinden. \Venn durch diese Aus

einandersetzung der Begriff' des Porisma im alteren Sinne des Wortes

zu einiger Khirheit gelangt sein dttrfte, so konnen wir jetzt auch die

spiitere Bedeutung des Wortes ins Auge fassen.

Nachdem man namlich bemerkt hatte, daB die Yeranderlichkeit

mitimter in der Ortsveranderung von Punkten bestehe, so klammerte

man sich an diesen Nebenumstand fest und setzte als Regel, daB das

Veriinderliche ausschlieBlich von der Art sein sollte, daB

man es mit einem mangelhaften Ortstheoreme zu tun habe.

Eines der bertthmtesten Porismen in diesem Sinne, welches bei Pappus
sich erhalten hat^), lautet in der Sprache heutiger Geometrie etwa

so: Schneiden die Linien eines voUstandigen Yierseits sich in sechs

Punkten, von denen drei in einer Geraden liegende gegeben sind,
und sind von den drei ttbrigen Punkten zwei der Bedingung unter

worfen je auf einer gegebenen Geraden zu bleiben, so wird auch der

letzte Punkt eine Gerade zum geometrischen Orte haben, welche aus

den vorhandenen Angaben bestimmt werden kann. Man sieht augen-

blicklich, erstens daB es sich hier um einen geometrischen Ort

handelt, zweitens daB in der Hypothese die Lage der von zwei

Punkten beschriebenen Geraden nicht niiher bezeichnet ist, daB also

an der Hypothese etwas fehlt, drittens daB demgemiiB auch die Fol

gerung an Bestimmtheit zu wttnschen ttbrig laBt, daB aber viertens

die Folgerung zu voUstandiger Bestimmtheit erganzt werden kann,
indem man die Lage der dritten Geraden zu den gegebenen Raum-

gebilden in Beziehung setzt, sie als eine darzustelleude Funktion der-

sellien betrachtet. Mit anderen Y^orten: die Ortsveranderung eines

Punktes ist in Abhiingigkeit gebracht zu den Ortsveranderungen
zweier Punkte, so daB sie der Art nach bestimmt ist, der Lage nach

aber erst bestimmt wird, wenn jene Ortsveranderungen der beiden

anderen Punkte, sowie drei feste Punkte wirklich gegeben sind.

Dieses voUstandiger als die Ubrigen erhaltene Porisma wurde.

•) Pappus VII, praefatio (ed. Hultsch) 652 sqq.
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wie wir gleichfaUs durch Pappus wissen, in zehn einzelnen FaUen

behandeU, je nach der Verschiedenheit der Lage der einzelnen Punkte

und Geraden. Man erkennt an diesem einen Beispiele, welche ge-

waUige Ausdehnung eine Sammlung von Porismen gewinnen konnte,

wenn die teds als Bedingungen, teds als Ergebnisse iu jedem Porisma

vorkommenden geometrischen Orter jeder beliebigen Gattung von

Raumgebdden angehoren durften. EukUd legte sich die freiwdUge

Beschrankung auf, nur solche Orter zu benutzen, deren Lehre aus

seinen Elementen zur Genttge bekannt war. In den beiden ersten

Bttchern seiner Porismen treten nur Gerade auf, in dem dritten Buche

auBer solchen auch Kreise. Trotz dieser engen Beschriinkung waren

171 Siitze in dem Werke enthalten, welche Pappus je nach den Er

gebnissen, also abseits der Bedingungen, in 29 Gattungen abgeteilt

hat. Eine Gattung war es z. B., wenn sich herausstellte, daB ein

Punkt auf einer der Lage nach bekannten Geraden liegen mttsse; eine

zweite, wenn man erfuhr, daB eine gewisse Gerade in aUen ihren

Lagen durch einen bestimmten Punkt gehen mttsse; eine dritte, wenn

wieder eine bewegliche Gerade auf zwei gegebenen Geraden Abschnitte

von bestimmten Produkten bildete, wahrend man bei der Aufstellung

jener Gattungen als solcher zunachst davon absah, welcherlei Be

dingungen in jener ersten Gattung die Bewegung des Punktes, in den

beiden anderen die Bewegung der Geraden regeln. Yon dieser Auf

fassung ist wenigstens die von uns schon gertihmte Wiederherstellung
der euklidischen Porismen ausgegangen, auf welche fttr die genauere

Kenntnis des Gegenstandes verwiesen werden muB. Er ist trotz des

Scharfsinnes, welchen der neue Bearbeiter als Geometer wie als Histo

riker an den Tag legte, nicht so weit ttber alien und jeden Zweifel

erhaben, daB wir es verantworten konnten fiber die Ergebnisse der

Wiederherstellung unter dem Verfassemamen des Euklid zu berichten.

Nur Eines entnehmen wir ihr noch: die Verwandtschaft, welche Euklids

Porismen nach zwei Seiten hin besaBen. Im Hinblicke auf ihren In

halt, auf die Lehre von der veranderUchen Lage grenzten sie an die

sogenannten geometrischen Orter; in ihrer Form naherten sie sich

einem anderen euklidischen Werke, den Daten.

Die Daten'), 8E86fiEva, des Euklid sind vollstandig auf uns ge

kommen, versehen mit einer Vorrede des Marinus von Neapolis
in Palastina, eines Schfilers des Proklus, in ihrer Echtheit bestatigt

') Eine deutsche Ubersetzung hat J. F. Wurm (Berlin 1825) herausgegeben,
den griechischen Text der ersten 24 Satze nach einem miinchner Kodex

Fr. Buchbinder in dem Programm der Landesschule Pforta fiir 1866: Euklids

Porismen und Data, Die letzte Ausgabe ist die von H. Menge als 6. Band der

EukHdausgabe (1896).
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durch eine Beschreibung des Pappus, welche wenn auch nicht in

aUen Punkten, doch der Hauptsache nach mit unserem Texte ttber-

einstimmt'). Y"as man unter einem Gegebenen, dsSoiiEvoi', zu ver

stehen habe, sagt EukUd in einer Reihe von Definitionen, welche an

der Spitze dieser Schrift stehen. Der GroBe nach gegeben heiBen

Riiume, Linien und Winkel, wenn man solche, die ihnen gleich sind,
finden kann. Ein Yerhiiltnis heiBt gegeben, wenn man ein Verhaltnis,
welches mit jenem einerlei ist, finden kann, Der Lage nach gegeben
heiBen Punkte, Linien und Winkel, wenn sie immer an demselben

Orte sind usw. Nach diesen Definitionen folgen 95 (Pappus zufolge
nur 90) Satze, in welchen nachgewiesen wird, daB, wenn gewisse

Dinge gegeben sind, andere Dinge gleichzeitig mitgegeben sind. Zur

besseren Einsicht in den Gegenstand heben wir einige Satze aus den

verschiedensten Teilen der Schrift hervor.

Satz 1. Gegebene GroBen haben zueinander ein gegebenes V^r-

haltnis.

Satz 3. Wenn gegebene GroBen, wie viele ihrer sein mogen,

zusammengesetzt werden, so ist ihre Summe gegeben.
Satz 25. W^enii zwei der Lage nach gegebene Linien einander

schneiden, so ist ihr Durchschnittspunkt gegeben.
Satz 40. Wenn in einem Dreiecke jeder Winkel der GroBe

nach gegeben ist, so ist das Dreieck der Art nach gegeben.
Satz 41. Wenn in einem Dreiecke ein Ydnkel gegeben ist und

die um diesen Winkel liegenden Seiten ein gegebenes Verhaltnis zu

einander haben, so ist das Dreieck der Art nach gegeben.
Satz 54. Wenn zwei der Art nach gegebene Figuren ein ge

gebenes Verhaltnis zueinander haben, so haben auch ihre Seiten zu-

einander ein gegebenes Verhaltnis.

Satz 58 und 59. Wenn ein gegebener Raum einer gegebenen

geraden Linie angefttgt, aber um eine der Art nach gegebene Figur
zu klein, aXXantov (zu groB, vnaQ^aXXov) ist, so sind die Seiten der

Erganzung (des Uberschusses) gegeben.
Satz 84 und ?>b. Wenn zwei Gerade einen gegebenen Raum

unter einem gegebenen Winkel einschlieBen und ihr Unterschied (ihre

Summe) gegeben ist, so ist jede derselben gegeben.
Satz 89. Wenn in einem der GroBe nach gegebenen Kreise eine

der GroBe nach gegebene Gerade gegeben ist, so begrenzt sie eineii

Abschnitt, welcher einen gegebenen Winkel faBt.

Die Vero-leichung dieser Proben mit dem, was uber Porismen

o-esa<j-t wurde, laBt augenblickUch die angekttndigte Formverwandt-

') Pappus VII (ed. Hultsch) pag. 638—640.
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schaft erkennen. Auch hier schlieBt das Theorem, in dessen Gewande

die Siitze aufzutreten pfiegen, ein kttnftiges Problem ein, und die

Beweisftthrung erfolgt fast regelmiiBig so, daB jenes Problem gelost

wird. So ist in dem oben angeftthrten Satz 3. die Aufgabe mit ein

geschlossen, die Summe der gegebenen GroBen auch wirkUch zu

finden, und in der Tat wird der Satz dadurch als richtig erwiesen,

daB man zwar nicht die Summe selbst, denn dieses wurde nicht in

dem Charakter des Buches der Gegebenen liegen, aber eine der Summe

gleiche GroBe darsteUt. Aber auch daftir ist umgekehrt gesorgt,

daB man nicht Daten und Porismen ganz verwechseln konne. Da

gegen schtttzt der gewaltige Unterschied des Inhaltes, der sich kurz

dahin bezeichnen liiBt, daB bei den Daten die Bedingung der ver-

iinderUchen GroBe wegfaUt, welche zum eigentlichen Wesen des

Porisma gehort und dessen wissenschaftliche Stellung nach unseren

heutigen Begriffen zu einer weit hoheren macht als die der Daten, deren

eigent'liche Berechtigung uns fast zweifelhaft erscheint, weil in ihnen

im Grunde nichts steht, was nicht schon in anderer Form und anderer

Reihenfolge in den Elementen steht oder wenigstens stehen konnte.

Die Data, kann man sagen, sind Ubungssatze zur Wiederauf-

frischung der Elemente; die Porismen sind Anwendungen derselben

von selbstandigem Werte. Der Stoff, welcher dem, der die Daten

auswendig weiB, zu Gebote steht, ftthrt ihn doch nicht ttber die

Elemente hinaus; der Stoff, welcher in den Porismen dem Gediicht

nisse sich einpriigt, kommt in der Lehre von den Ortern, in der

hoheren Mathematik der Griechen, zur Geltung. Daten kann es in

frtthester Zeit gegeben haben, Porismen im euklidischen Sinne erst

seitdem der Ortsbegriff entstand.

Die nahen Beziehungen der Daten zu den Elementen lassen sich

auch auf jenem Gebiete verfolgen, welches ein gemischtes ist, insofern

dort Arithmetisches und Algebraisches geometrisch eingekleidet er

scheinen. Vergleichen wir z. B. Satz 58. und 59. mit den Aufgaben
in Satz 28, und 29. des VI. Buches (S. 266), so liegt die Wechsel-

verbindung auf der Hand'). Satz 84. und 85. lehren aus xy
= b^

und X + y
= a die Wurzeln der beiden Gleichungen, oder, was auf

dasselbe hinauslauft, die Wurzel der quadratischen Gleichung x^ Y b^

= ax zu finden^). Wir erinnern dabei an den 11. Satz des II. Buches

•) Matthiessen, Grundziige der antiken und modernen Algebra der

litteralen Gleichungen S. 928—929 hat darauf hingewiesen. ^) Darauf durfte

Chasles, Apereu historique sur I'origine et le developpement des -methodes en

geometrie, 2. (Edition. Paris 1875, pag. 11, Note 2 oder deutsche Ubersetzung
von Sohnoke. Halle 1839, S. 9, Anmerkung 11 zuerst aufmerksam gemacht
haben. Dieses Werk heiBt bei uns kiinftig Chasles, Apergu hist.
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der Elemente (S. 263), in welchem die Gleichung x'^ Y «»' = «' er

kannt wurde, ein besonderer Fall der Gleichung x^ Y ax = b^ des

29. Satzes des YI. Buches. Wir erinnern an die Gleichung x^ Y b^

= ax des 28. Satzes des VL Buches, und haben jetzt hier in den

Daten den einzigen noch Ubrigen FaU x~ = ax -f- ¥ der quadratischen

Gleichung mit lauter positiven Gliedern vor uns. Die Daten sind

hier die notwendige Erganzung der Elemente. Der SchriftsteUer, der

beide verfaBte, war im Besitz der Mittel eine Wurzel jeder quadrati
schen Gleichung, welche ttberhaupt eine reelle Losung zulaBt, zu

finden. Darf aber das BewuBtsein hier eine groBe Gruppe von Pro

blemen vor sich zu haben, deren Bedeutung nicht nur eine geometrische

ist, bei Euklid vorausgesetzt werden? Die geometrische Form, in

welcher jene Aufgaben bei Euklid erscheinen und welche man nicht

unpassend eine geometrische Algebra^) genannt hat, wttrde nicht

genttgen, jedes algebraische BewuBtsein zu leugnen, denn jene Form

werden wir, als Uberbleibsel alter Ubung, bei SchriftsteUern und in

Zeiten noch vorwalten sehen, denen man wohl eher umgekehrt das

geometrische BewuBtsein absprechen darf. 1st aber diese kleine

Schwierigkeit aus dem Wege geraumt, so nehmen wir keinen Anstand

die gesteUte Frage voll zu bejahen. Euklid muB mit numerischen

quadratischen Gleichungen zu tun gehabt haben, denn nur daraus

laBt sich das Entstehen des X. Buches seiner Elemente erklaren^),
und das ist die groBe Bedeutung, welche wir (S, 268 i eben diesem

Buche zum voraus beigelegt haben.

Wie verhalt es sich aber mit der Fahigkeit des Euklid auch

solche Gleichungen zu losen, welche in durchaus anderem Gewande

«rsclieinen? In einer Sammlung griechischer Epigramme, von welcher

im 23. Kapitel die Rede sein wird, kommt als euklidisehes Problem

eines vor, welches in deutscher Ubersetzung folgendermaBen lautet^):

Esel und Maultier schriften einher beladen mit Siicken,

Unter dem Drucke der Last schwer stohnt' und seufzte der Esel.

Jenes bemerkt es und sprach zu dem kummerbeladnen Gefahrten:

„Alterchen, sprich, was weinst Du und jammerst schier wie ein Miigdlein?

Doppelt so viel als Du grad' triig' ich, gabst Du ein Mali mir ;

Niihmst Du mir eines, so triigen wir dann erst beide dasselbe."

Geometer, Du Kundiger, sprich, wieviel sie getragen,

') Den Kamen der geometrischen Algebra hat H, Zeuthen eingefiihrt,

^) Dieser feine und wichtige Gedanke ist zuerst ausgesprochen bei Zeuthen,

Die Lehre von den Kegelschnitten im Alterthume (deutsche Ausgabe von fi. von

Fischer-Benzon. Kopenhagen 18S6), S. 24—26. S. A. Christensen, Ueber

Gleichungen vierten Grades im X. Buch der Elemente Euklids, Zeitschr. Math.

Phys. XXXIV, Hist.-liter. Abtlg. S. 201—207 geht uns afierdings etwas zu weit,

■') Vgl, Nesselmann, Algebra der Griechen S, 480,
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Wie verhiilt es sich mit der Berechtigung dieser Aufgabe, den ihr

beigelegten Namen zu ftthren? Die meisten SchriftsteUer leugnen

diese Berechtigung voUstiindig. Jedenfalls muB man zwei Dinge hier

unterscheiden, ob EukUd eine derartige Aufgabe losen konnte und ob

er sie so, wie sie ttberUefert ist, loste oder gar stellte.
An der Mog

lichkeit der Losung wird man nicht zweifeln. Schon Thymaridas

hatte (S. 158) Gleichungen ersten Grades mU mehreren Unbekannten

von einer gewissen Form losen gelehrt, und Euklid dttrfte, seiner

Gewohnheit nach alles an Linien versinnlichend, gesagt haben, wenn

man die Last des Maulesels durch eine Luiie A darstellt, so wird,

wenn die Langeneinheit abgeschnitten ist, A— I als uhrige Last der

bereits um die Einheit vergroBerten Last des Esels gleich sein; die

ursprttngliche Last des Esels war also A — 2, oder um 2 geringer

als die des Maultiers. Nimmt man zu A noch eine Liingeneinheit

hinzu, so ist J. -j- 1 doppelt so groB wie das um die Einheit ver-

minderte J. — 2, oder wie A —

?>, d. h. J. -f 1 und 2 J. — 6 sind

gleiche Liingen; daraus folgt J. -k 7 = J. + ^4 und ^ = 7 nebst

J. — 2 = 5. Solche Schlttsse, sagen wir, waren Euklid vollstandig

angemessen, und die Durchftthrung von Satz 11. des II. Buches der

Elemente, die wir (S. 264) als Probe vorgenommen haben, dttrfte

jedem Zweifel in dieser Beziehung begegnen. Ein ganz andres ist es,

ob die epigrammatische Form der Ratselfrage von Euklid herstamme.

Ahnliche Fragen werden uns wiederholt begegnen, teilweise auch auf

alte QueUen zurttckgeftthrt. JedenfaUs dient die eine Aufgabe der

anderen zur Bestatigung, oder zur vernichtenden Kritik. Ist die eine

echt, dann kann auch die andere echt sein; ist die eine verhaltnis

maBig spate Unterschiebung unter den Namen eines Verfassers, der

weniger als Verfasser, denn als Yertreter mathematischer Wissenschaft

gemeint ist, so daB euklidisehes Problem nur heiBen soil: Problem,
wie es Euklid zu losen imstande war, dann dttrfte das gleiche auch

fttr die andere Aufgabe gelten. Wir mttssen uns enthalten eine Ent

scheidung zu treffen, zu welcher dem Mathematiker so gut- wie keine

bestimmenden Grttnde vorliegen. Nur die vollstandige Verschiedenheit

des Epigrammes von alien sonstigen euklidischen Schriften lassen wir

als Gegengrund gegen die Echtheit nicht gelten. Ein Gedichtchen

ist nun einmal keine Abhandlung. Beide mttssen voneinander ab

weichen, und daB es dem Ernste des Mathematikers nicht widerspricht,
auch einmal an die Scherzform der Poesie sich zu wagen, haben Bei

spiele aller Zeiten bewiesen. Zudem wttrde dieser Gegengrund vollends

schwinden, wenn man zu der eben durch ein Wort angedeuteten Auf

fassung sich bekennen woUte, EukUd habe die Aufgabe nicht gestellt,
sondern gelost, und sie sei deshalb unter seinemNamen bekannt gebUeben.
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Proklus berichtet M noch von einer weiteren geometrischen Auf-

gabensammlung, welche EukUd verfaBte und welche den Namen des

Buches von der Teilung der Figuren, naQl diuiQaaamv ^tliXiov,
ftthrte 2). Bis in die zweite Hiilfte des XVI, S. war diese Schrift,
abgesehen von den Auszttgen aus derselben, von denen man nicht

wuBte, daB sie daher stammten, fttr das Abendland verschoUen. Da

fand John Dee um 1563 eine arabisohe Schrift gleichen Titels, welche

er, wiewohl Mohammed Bagdadinus (so lautet der Name in der

uns allein bekannten latinisierten Form) als Verfasser genannt war,

fttr euklidisch hielt, und deren lateinische Ubersetzung er anfertigte,

die zuerst 1570 durch Dee in Gemeinschaft mit Commandino heraus

gegeben wurde, und die alsdann in die Gregorysche Euklidausgabe
von 1702 Aufnahme fand. Dees Yermutung hat an Wahrscheinlich

keit gewonnen, seit Woepcke in Paris ein zweites arabisches Bruch

stttck auffand, welches mit dem Deeschen Manuskripte wenn auch

nicht wortlich doch dem Wesen nach ttbereinstimniend, namentlich

eine Lttcke jenes ersten Textes erganzte. Proklus erwahnt namlich

ausdrttcklich Satze ttber die Teilung des Kreises, und diese feblten in

dem Deeschen, fanden sich in dem Woepckeschen Bruchstttcke. Nimmt

man hinzu, daB in letzterem Euklid als Verfasser geradezu genannt

ist, so wird es fast zur GewiBheit, daB hier eine Bearbeitung des

euklidischen Textes vorliegt. Eine wortliche Ubersetzung anzunehmen

hindern einige vorkommende mathematische Unrichtigkeiten, die einem

Euklid nicht wohl entstammen konnen'). Einige Beispiele der uns

erhaltenen Aufgaben sind folgende. Das Dreieck wie das Viereck

werden durch eine einer gegebenen Geraden paraUele Linie nach ge

gebenem Yerhaltnisse geteilt. Fttr das Fttnfeck ist die Aufgabe nicht

ganz so aUgemein gesteUt, aber immerhin wird die Teilung desselben

nach gegebenem Yerhaltnisse verlangt, sei es von einem Punkte

einer Fttnfecksseite aus, sei es durch eine zu einer Fttnfecksseite unter

gewissen Voraussetzungen paraUele Gerade. EndUch schlieBt die

pariser Handschrift, wie bemerkt, die Aufgaben ein, eine von einem

Kreisbogen und zwei einen Winkel bildenden Geraden gebildete Figur

durch eine Gerade in zwei gleiche Teile zu teilen, und von einem

gegebenen Kreise einen bestimmten Teil abzuschneiden, Aufgaben,

zu deren Losung ein ziemlicher Grad geometrischer Gewandtheit

') Proklus (ed, Friedlein) pag, 69 und 144. '') Vgl. Gregory in der

Vorrede zu seiner Euklidausgabe. Woepcke im Journal Asiatique fur Sep

tember und Oktober 1851 uud ganz besonders Ofterdinger, Beitrage zur Wie

derherstellung der Schrift des Euklid iiber die Theilung der Figuren. Ulm l.s53,

') Das bemerkte bereits Savilius, Praelectiones iresdecim in principium Ele-

mentorum Euclidis. Oxford 1621, pag. 17.
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erforderlich ist, wenn auch die Gmndlage derselben durchaus ele-

mentarer Natur bleibt. Die Figur ABFA z. B. (Fig. 43) wird, wenn

E die Mitte der Sehne BA be

zeichnet, offenbar durch die ge

hrochene Linie AEF halbiert.

Wird alsdann £;Z parallel zn AF

crezogen, so haben die Dreiecke

AZF und AEF gleichen Inhalt,

und mithin halbiert auch die Ge

rade rz unsere Figur.

Einige andere Schriften des

Euklid konnen als die geistige Fort

setzung seinerPorismen betrachtet

werden, indem sie sich zur hoheren

Mathematik ihrer Zeit ordnen lassen: Vier Bttcher ttber die Kegel

schnitte und zwei Bttcher ttber die Orter auf der Oberfliiche.

Das letztgenaunte Werk, die xonoi TiQog i-JtifpavEiav , hat als Spur

auBer seinem Titel nur vier Lemmen bei Pappus hinterlassen^). Wenn

man daher gemeint hat, Euklid habe in diesen Ortern auf der Ober

flache Umdrehungsflachen zweiten Grades behandelt^), so ist diese

Yermutimg nur mit auBerster Yorsicht zu wiederholen. GroBere

Wahrscheinlichkeit hat fttr uns die Auffassung'), jene Orter betrafen

Kurven auf Zylinderfiachen, vielleicht auch auf Kegelfiachen.
Das Werk ttber die Kegelschnitte ist gleichfaUs bei Pappus er

wahnt, welcher sogar behauptet, die vier ersten Bttcher des Apollonius
sttttzten sich wesentlich auf diese Vorarbeit des Euklid''^). Man wird

dadurch leicht verleitet den Inhalt der Kegelschnitte des Euklid

einigermaBen zu ttberschatzen und insbesondere einen Zusammenhang
mit dem 44. Satze des I. Buches, dem 28. und 29. Satze des VI. Buches

der Elemente zu vermuten, der doch wohl nicht stattfindet. Wir

haben diese Satze (S. 262 und 266) schon erwahnt, wir haben vorher

(S. 171) angekfindigt, wir wurden bei Gelegenheit der eukUdischen

Geometrie auf die Worter Parabel, Ellipse, Hyperbel und deren

Bedeutung eingehen, wir mttssen jetzt diese Zusage einlosen. Wir

nehmen dabei zur groBeren Einfachheit der Betrachtung an, daB die

Parallelogi-amme, von welchen in jenen drei Satzen der Elemente die

Rede ist, immer Rechtecke seien; bei schiefwinkligen Parallelogrammen

wird die Behandlung jener Aufgaben langwieriger, aber keineswegs
wesentlich schwieriger.

') Pappus YUpropos. 235 sqq. (ed. Hultsch) pag. 1004 sqq. ^ Chasles,
Aperi;u hist. 273. (Deutsch: 272.) =) Heiberg, Euklidstudien S. 81—83.

'') Pappus VII Prooemium (ed. Hultsch) pag. 672.
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IE.

S Jg

J

I'ig 44.

Es sei (Fig. 44) AB = p eine gegebene Lange senkrecht zu A a

aufgetragen; ist nun ferner AF gegeben, so gibt es immer einen ein

zigen Punkt A, welcher zur Bildung des Rechtecks ABZA fuhrt,
das einen bekannten Fliichenraum, nam

lich den des Quadrates ttber AF, oder

ttber der der AF gleichen A E, besitzt.

Wiihlt man umgekehrt bei bekanntera

A B = p) auf der Geraden A ^ einen be

liebigen Punkt A, so gibt es senkrecht

fiber und unter A die Punkte E, E',
welche das Quadrat von AE (AE' )

dem Rechtecke aus p und AA gleich
werden lassen. Werden verschiedene Punkte .J gewiihlt, so nimmt

auch E verschiedene Lagen an, aber immer ist das a.n AB angeleo-te,

nu(iu[iuXX6[iavov ,
Rechteck dem Quadrate ttber AE genau gleich.

Nennen wir nach heutigem Brauche AA = x, AE
=

y, so spricht
sich die letzte Bemerkung symbolisch ■y'''=px aus, d, h. der geome

trische Ort von E, wenn wir einen solchen durch das Fortrficken

von A auf AS erzeugt denken, ist eine Parabel. Da bei einer

solchen Anlegung (nuQcpoX)}) das Produkt zweier Faktoren dem zweier

anderer gleichgesetzt ist, so kann man dieselbe auch zur Division

(aaQiGiiog) einer Zahl durch eine andere verwenden, und in der Tat

definiert sie ein alter Scholiast znm VI. Buche der Euklidischen

Elemente geradezu in dieser Y'eise').
AuBer dem A B = p sei

(Fig. 45) auf der dazu senk

rechten A S" ein Stfick AA = (t

bekannt, so ist ABKA ein

durchaus gegebenes Rechteck,
welchem jedes andere Recht

eck iihnlich ist, dessen5gegen

ttberliegeiide Winkelspitze H

auf der Diagonale BA des

erstgenannten Rechtecks sich

befindet. 1st nun wieder ein

Flachenraum — das Quadrat ttber AF oder AE

es einen einzigen Punkt H der BA geben, mit dessen Hilfe das Recht

eck AA II® gleich jenem Flachenraum wird, oder mit anderen

') Heibergs Euklidausgabe Bd. V, 347 lin. 20 Ttaga§olij ncigd roig (la-d-ij-

jiari-/.ii!g /.i-'/trai u asciauog- 7TCigc;jh;ASii- ydg dgid-pcbv Tcugd ti-pi^/ndi' (art. rb

utglacci rbv jisi^ova iig rbv s/.drroi-c: i',roi Sti'ioa. Ttoad-Kig 6 ilc.rrav rrtgitxtTca

VTtb Tof' fisl^ovog.

Caktob, (ieschichtc der M;itliem..til> I. 3 Aufl. 19

gegeben, so wird
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Worten welcher es mogUch macht, daB das an AB angelegte Recht

eck auBer dem Tede A® Yon AB, welchen es mU dem dem Qua

drate von AF gleichen Fliichenraume in Anspruch nimmt, noch em

Stttckchen @B ttbrig liiBt, aXXAnat, ttber welchem das dem Rechtecke

ABKA iihnliche kleine Rechteck ®BZH steht. Denken wir uns

auch hier die Aufgabe umgekehrt, so wird zu jedem Punkte A em

Punkt E senkrecht ttber ihm, ein Punkt E' senkrecht unter ihm ge

funden werden konnen, so daB das Quadrat von AE dem jetzt be

kannten Rechtecke AAH®, dessen Eckpunkt H auf der Diagonale

BA des voUstandig gegebenen Rechtecks ABKA sich befindet, gleich

sei. Auch hier ist der symbolische Ausdruck ubersichtlicher. Ist

niimUch ®B = ap, wo a eine Zahl bedeutet, so muB @H=aa

sein, und die Fliiehe ®BZH isi

= a^-ap. Mit Hilfe von AA = x,

JE =

y werden wir also schrei

ben y" = px
— «^ •

ap, d. h. der

^ o-eometrische Ort von E, wenn

wir einen solchen durch das

Wechseln der Lage von A er

zeugt denken, ist eine Ellipse.

Entsprechen (Fig. 46) die

griechischen sowohl als die latei-

nischen Buchstaben denen des

vorigen Falles mit dem Unter

schiede, daB AA = a jetzt auf

der jenseitigen Yerliingerung von

AS aufgetragen, im ttbrigen aber der Punkt H wieder so gewahlt

wird, daB er auf der verlangerten Diagonale AB des Rechtecks ABKA

aus den Seiten a und p Uegt, daB also die Rechtecke ABKA und

®BZH einander iihnlich sind, und das Rechteck AAH® denselben

Flachenraum besitzt, wie das Quadrat tiber AF oder AE, so ist dabei

die Forderung erfttUt, daB das an AB angelegte Rechteck, um den

ihm zugewiesenen Flachenraum zu erlangen, ttber AB hinausreicht,

vtieqPkXXel, und zwar mit einem dem gegebenen Rechtecke ABKd

ahnlichen Rechtecke. Es ist fast ttberflttssig aufs neue hervorzuheben,
daB man auch diese Aufgabe so umzukehren imstande ist, daB nicht

mehr H sondern E, beziehungsweise E', gesucht werden und die

Gleichung y^ = px Y (^^ ■

otp sich erftiUen soil. Der geometrische Ort

von E, wenn wir einen solchen durch Wechsel der Lage von A er

zeugt denken, ist eine HyperbeL
Die Dinge, welche wir hier auseinandergesetzt haben, lassen sich

in groBter Kttrze in die jetzt verstandliche Ausdrucksweise zusammen-
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fassen, daB es drei geometrische Aufgaben der Fliichenanlegung gebe,
samtlich pythagoriiischen Ursprunges, samtlich in Euklids Elementen

aufbewahrt, bei deren Ausspruch die drei Zeitworter vorkommen,
welche den Namen der Parabel, Ellipse, Hyperbel zugrunde Uegen.
Bei Umkehrung dieser Aufgaben, eine Umkehrung aber, welche in

den euklidischen Elementen nicht vorkommt, wttrden als geometrische
Orter eben jene Kurven entstehen mttssen.

Jetzt sind wir imstande die Fragen genauer zu stellen, um deren

Beantwortung willen wir gerade hier auf die Aufgaben pythagoraischer
Fliichenanlegung niiher einzugehen veranlaBt waren. Hat Euklid, von

dem wir wissen, daB er tiber Kegelschnitte schrieb, die Umkehrung
jener Aufgaben, ftir die der Natur der in ihnen vorkommenden Kurven

nach in den Elementen kein Platz war, tiberhaupt gekannt? Haben

schon vor Euklid die Pythagoraer das Auftreten dieser Kurven und

ihre Eigenschaften bemerkt, die freilich nicht in Form der drei

Gleichungen, deren wir uns bedienten, um ktirzer sein zu dtirfen, aber

in einem geometrischen Wortlaute sehr wohl von einem Griechen ver

standen werden konnten? Hat Euklid erkannt, daB diese in der

Ebene erzeugten Kurven dieselben seien, welche auf dem Mantel

gesehnittener Kegel entstehen?

Man hat diese Fragen verschiedentlich beantwortet ^). Uns

scheinen sie insgesamt verneint werden zu mttssen. Um mit der

letzten anzufangen, so hat Euklid die Identifikation der Kurven von

den genannten Eigenschaften, die sich auf Flachenanlegung bezogen,
mit Kegelschnitten keinesfalls gekannt, weil nach des Pappus aus-

drttcklichem Zeugnisse ApoUonius erst diese doppelte Entstehungs
weise entdeckte^). Die Bekanntschaft der Pythagoriier mit jenen
Kurven werden wir gleichfaUs leugnen dttrfen, wenn wir nur zu be

grttnden vermogen, daB auch die erste Frage nicht zu bejahen ist,

daB vielmehr Euklid, als er die Elemente schrieb, von jener Unikehr,
von den dabei entstehenden krummen Linien, ganz abgesehen von

ihrer Ubereinstimmung mit Kegelschnitten, nichts wuBte. Das scheint

uns daraus zu schUeBen gestattet, weil er sonst in den Elementen

die drei Aufgaben, welche schon um ihres gemeinsamen Ursprungs
bei den Pythagoraern willen bis zu einem gewissen Grade zusammen-

gehorten, wenn sie eine weitere Zusammengehorigkeit dadurch an den

Tag gelegt hiitten, daB sie alle drei zu eigentttmlichen Kurven ftthrten,

mutmaBUch nicht getrennt hatte.

') Fiir die Bejahung Arneth, Geschichte der reinen Mathematik (Stutt-

o-art 1852) S. 92—93, an dessen Darstellung wir uns hier vielfach anlehnten

ohne seine Folgerungen zu teilen und ganz besonders Zeuthen, Die Lehre von

den Kegelschnitten im Alterthum. *) Pappus, VII Pj-ooem/fOH (ed. Hultsch) 674.

19*
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Es ist wohl richtig, daB die Satze 28. und 29. des VI. Buches

erst behandelt werden konnten, wo der Begriff der AhnUchkeU be

kannt war; es ist eben so richtig, daB Satz 44. des I. Buches schon

vor dem VI. Buche Yerwertung fand; aber Euklid war nicht der

Mann, dem eine kleine Umformung dieses 44. Satzes des I. Buches

sonderliche Mtthe verursacht hiitte, so daB er den Sinn desselben in

anderem Y^ortlaute im VI. Buche neuerdings neben den verwandten

Aufgaben wiederholen konnte, wie er es mit dem goldenen Schnitte

gemacht hat, von dem bei der Ubersicht der Elemente die Rede war.

Euklid lehrte ihn als 11. Satz des II. Buches; er wandte ihn im

10. Satze des IV Buches an; er brachte ihn nm des Zusammen-

hanges willen im 1. Satze des XIII. Buches in anderer Form noch

einmal. Das Gleiche ware fttr Satz 44. des I. Buches zu erwarten,

wenn der Verfasser der Elemente die Parabel, die ElUpse, die Hyperbel

als Kurven in der Ebene gekannt hatte. DaB sie als solche auch in

den euklidischen Btichern von den Kegelschnitten nicht vorkommen

konnten, ist durch den Titel jener Bticher festgesteUt, und so scheint

unser nach alien Seiten verneinendes Urteil auf ziemlich sicheren

FttBen zu ruhen.

Wenn wir so ausgeschlossen haben, was in den vier Bttchern der

Kegelschnitte nach unserem Daftirhalten nicht gestanden haben kann,
so wissen wir doch von mancherlei Dingen, die dort ihren Platz

finden muBten. Vor allem werden dort diejenigen Dinge gestanden

haben, welche Menachmus schon kannte, insbesondere werden die

Asymptoten vorgekommen sein, mit deren Eigenschaften Meniichmus

vertraut war. Vorgekommen wird auch sein, was in einer Stelle

der Phaenomena wiederholt ist, daB der Schnitt, welcher einen Kegel
oder einen ZyUnder nicht parallel zur Basis (fii) Tiagu rijv jSdijiv)
treffe, der Schnitt eines spitzwinkligen Kegels (vergL S. 244) sei,
welcher einem langlichen Schilde, Thyreos gleiche. Offenbar ist

dieser Satz richtig fur den Zvlinderschnitt, nur bedingt richtig ftir

den des Kegels, wenn niimlich der Schnitt beide Kegelseiten triflt.

Die Vermutung, Thyreos sei der iilteste Name der Ellipse gewesen,

wiederholen wir mit allem Vorbehalte^). Dafttr spricht aUerdings die

wiederholte Anwendung des Namens bei Proklos^). Ob Anwendungen
der Kegelschnitte auf die Yerdoppelung des Wttrfels bei Euklid ge
lehrt wurden, ist fraglich. Es wSre auffaUend, wenn er an so wich-

'; Sie riihrt von Heiberg her, welcher auch auf die wichtige Stelle der

Phaenomena zuerst aufmerksam machte. Vgl. Heiberg, Eukhdstudien S. 88.

') Proklus (ed, Friedlein) pag, 103 lin. 6, pag. Ill lin. 6 und besonders

pag. 126 lin. 19 sqq. Vgl. L. Majer, Proklos iiber die Definitionen bei Euklid.

Stuttgart 18.S1, S. 12, Note 1.
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tigen alteren Dingen vorttbergegangen wiire; es wiire auffaUender, wenn
er sich dabei aufhielt und weder Eratosthenes noch Eutokius in ihrem

historischen Berichte fiber das delische Problem den Namen des Euklid

genannt hiitten; von der auffallendsten Erscheinung zu schweigen, die

darin wieder bestiinde, wenn Euklid sich keiner einzigen der antiken

hoheren Aufgaben zugewandt hiitte, er der mitten in seiner Zeit lebend

wie kaum je ein anderer ihre Gesamtergebnisse in sich vereinigte.
Wir haben eine einzelne Stelle der Phaenomena^), einer astro

nomischen Schrift Euklids, angeftthrt. AVichtiger ist diese Schnft

noch dadurch, daB in ihr Satze fiber die Kuge'lehre, die sogenannte

Sphilrik, gesammelt sind, welche zeigen, welchen Grad der Ent

wicklung dieser Teil der Stereometric damals schon erreicht hatti.-.

Euklid weiB, daB jede Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet.

Er weiB, was aUerdings auch ein kur/ vor ihm lebender Astronom,

Autdlykus von Pitane^), schon iihnlich aussprach, daB Kugelkreise,
die sich halbieren, groBte Kreise sind. Er kennt Eigenschaften von

Kreisen, welche durch die Pole von anderen hindurchgehen. Er

weiB, daB, wenn ein groBter Kugelkreis zwei gleiche Parallelkreise

schief schneidet, die Abschnitte der letzteren in umgekehrter Ordnung

einander gleich sind usw. Die Frage ist von groBem Belang, woher

diese Kenntnisse des Autolykus, des Euklid stammen mogen? Man

hat die Vermutung gewagt^), bedeutende Anfange einer Sphilrik

gingen bis auf Eudoxus zuriick. Wir wollen keinen Widerspruch

erheben, bemerken aber, daB eigentliche Beweisgrttnde fttr diese Ver

mutung nicht vorhanden sind.

Yon dem Gegensatze, welcher fttr die Griecheii zwischen Geo

metrie und Geodasie obwaltet, war (S. 252 und 271) die Rede. In

Dikaearch haben wir (S. 257), mag er von der Dioptra Gebrauch

gemacht haben oder nicht, einen wirklichen Geodilten kennen gelernt.
Audi von Euklid ist uns Feldmesserisches in einer sogenannten

Optik^) erhalten, und ttber die vier Kapitel 19, 20, 21, 22, welcbe

') Die Phaenomena sind griechisch herausgegeben von Gregory in seiner

Euklidausgabe, deutsch von A. Kokk in einer Freiburger Programmbeilage vun

1850. Uber die Echtheit der Phaenomena vgl. insbesondere A, Xokk in seiner

Bruchsaler Programmbeilage von ls47 Ueber die Spbiirik des Theodosius S 17 flg.

Neueste Untersuchungen in Heibergs Euklidstudien. -) Die erhaltenen Schriften

des .\utolykus hat Fr. Hultsch herausgegeben. Leipzig ISsfj, ") Hultsch ia

der Vorrede zu Autolykus pag, XII mit Berufung auf Heiberg und P, Tannery.

'i Der griechische Text abgedruckt in Heibergs Euklidstudien S. 100—102,

eine deutsche Uberarbeitung bei H, Weissenborn, Gerbert. Berlin 188.s, S. 96

bis 98. Eine voUstiindige Ausgabe mit alter lateinischer Ubersetzung, die sicher

lich schon im XIV, .lahrh, vorhanden war, hat Heiberg im 7. Bande von Euklids

Werken (Leipzig 1895) besorgt.
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dadurch von hohem Interesse geworden sind, mttssen wir berichten.

Im 19. Kapitel ist die Hohemessung mittels des Schattens gelehrt,

welche wir (S. 144) als die des Thales beschrieben haben. Im

20. Kapitel wird (Fig. 47) zur Messung der Hohe AB ein Spiegel

Fig 17, Flg, 48.

AZ benutzt, der auf der Erde Uegt. Der Messende sieht, wenn F

sein Auge ist, den Hohepunkt A in H; wird sodann ®H, BH, @F

gemessen, so liiBt AB vermoge der Ahnlichkeit der Dreiecke ABH

und F®H sich leicht berechnen. AhnUchkeit von Dreiecken ftthrt

im 21. Kapitel zur Messung einer Tiefe AA, indem (Fig. 48; der

r Messende so weit sich entfernt, daB sein Auge

E den Tiefpunkt A an dem Rande B des

Brunnens, oder was es nun sein mag, vorttber

erhlickt. Endlich wird wieder mittels Dreiecks-

ahnlichkeit im 22. Kapitel eine entfernte Lange

gemessen (Fig. 49). Die AE wird der zu

Ts messenden AB paraUel gezogen (vieUeicht auch
'^' ■

vor die Augen gehalten?), so daB FAA und

FEB Sehstrahlen sind, welche in A und B eintreffen. Alsdann ist

FA :FA=^ AE: AB.

Damit sind die hier genauer zu behandelnden Schriften des

Euklid erschopft. Ihm zugeschriebene Bttcher ttber Musik nennen

wir nur im vorfibergehen; wir haben S. 165 ein Bruchstfick der

selben erwahnt, welches von einem arithmetischen Satze des Archytas
handelte. Uberdies sind verschiedene Bruchstficke mechanischen

Inhaltes^) teils in arabischer Sprache, teils in mittelalterlicher latei

nischer Ubersetzung erhalten, ffir deren Echtheit oder Unechtheit wir

uns nicht zu entscheiden hrauchen, da sie dem tlegenstande unserer

Untersuchungen doch nur sehr entfernt verwandt sind. So viel scheint

gesichert, daB die Stficke in letzter Linie dem Griechischen ent

stammen, und daB sie einen tfichtigen Geometer der klassischen Zeit

zum Verfasser hatten, der die Lehre vom Hebel beherrschte.

') P. Duhem, Les Origines de la Statique I, 62—79.
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14. KajDitel.

Arcliimedes und dessen geometrische Leistungen.

Wir stehen an der Schilderung des SchriftsteUers, welcher der

Zeit nach unmittelbar auf EukUd folgt, dem Gehalte nach dagegen
alien den Vorrang abgewann, die im Altertum mit Mathematik sich

beschiiftigt haben. Wir hrauchen nach dieser in wenigen 'Worten

enthaltenen Wttrdigung wohl kaum zu sagen, wen wir meinen. Archi-

medes ist einer der wenigen Mathematiker des Altertums, welchen

die Nachwelt zu alien Zeiten nach Gebtthr ihre dankbare Erinnerung
zuwandte. Er hat sogar einen eigenen Biographen in Heraklides

gefunden, einem Schriftsteller von nicht niiher zu bestimmender

Lebenszeit, als daB er jedenfalls vor das VL S. zu setzen ist, da

Eutokios aus ihm geschopft hat^), es sei denn, man wolle in Hera

klides einen Freund des Archimedes wiedererkennen, der diesen Namen

ftthrte, und von welchem iii dem Buche ttber Sebneckerdinien wieder

holt die Rede ist^J. Sei dem, wie es wolle; das vermutlich wichtige
Ouellenwerk ttber das Leben des Archimedes ist uns verloren, und

so muB, was ttber seine personUchen Verhiiltnisse zu sagen ist, aus

den verschiedensten Schriftstellern zusammengesucht werden'). Archi

med wurde in Syrakus wahrscheinlich 287 v. Chr. geboren. Eine

Stelle aus einer Schrift des Archimedes 0ai8i!a 8a xov

'

Axovzaxoog^),
der man keinen guten Sinn abgewimien konnte, und die man deshalb

fttr verderbt hillt, hat zur A'ermutung ^) geftthrt, es halie ursprttnglich
<iEi8ia xov dyLov TtaxQog geheiBen, und der Name von Archimedes'

Yater sei demnach Pheidias gewesen, derselbe habe sich ttberdies

als Astronom verdient gemacht. Allerdings ist damit der Zweifel

nicht gehoben, ob Archimed, wie eine Nachricht meldet, dem Konige
Hieron verwandt, ob er, nach einer anderen Nachricht, von niederer

Geburt war. Sein nahes fast freundschaftliches Yerhiiltnis zu dem

Konige steht jedenfalls auBer Zweifel. Yv'er die Lehrer des Archimed

gewesen sind, ist nicht bekannt. So viel gibt Diodor an^), und ein

') Archimedes (ed. Heiberg) HI, 266 zitiert Eutokius: 'Hgu-nlsiSrjg iv

rib Agxtii-ijSovg /3tra. -) Archimedes (td. Heiberg) II, 2 und 6. '') Die Haupt

quellen sind Plutarch (vita Marcelli), Livius XXV, Cicero (Tusculan.

und Verrin.), Diodor, Silius Italicus, Valerius Maximus, Tzetzes.

Die neuesten Zusammenstellungen in Bunte, Ueber Archimedes (Programm der

liealscbule zu Leer, Ostern 1877) und in der Kopenhagner Doktordissertation

von 187'.): J. L. Heiberg, (piaestiones Archimedeae. ^) Archimedes

(ed. Heiberg) II, 248 lin, 8. ') F. Blass in den Astronomischen Nachrichten

tlV, 265, ") Diodor V, 37
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unbekannter arabischer Schriftsteller bestiitigt es, daB er in Agypten

war, er wird daher jedenfaUs zu den Alexandrinern in Beziehung ge

treten sein. Auch von einem Aufenthalte Archimeds in Spanien ^vird

erzahU. Nach Syrakus zurttckgekehrt lebte er dort der Wissenschaft,

deren praktische Anwendung er jedoch so wenig verschmahte, daB

gerade seine.Leistungen in der Mechanik zu denen gehoren, welche

ihn am bertthmtesten gemacht haben. AVir aUem waren die Dienste,

die er seiner Vaterstadt Syrakus im Kriege gegen Rom leistete, ge

eiguet, seinem Namen Glanz zu verleihen. Die Bemtthungen des

Archimed waren es ganz allein, so erziihlt Livius, welche die Angriffe

des MarceUus auf die helagerte Stadt durch zwei .Jahre vereitelten.

Nur durch eine Uberrumpelung von der Landseite aus gelang es

212 V. Chr. Syrakus zu nehmen, und bei dieser Gelegenheit starb

Archimed im Alter von 75 Jahren '), ein Opfer der Roheit eines

romischen Soldaten, welcher ihn niedermachte, wiihrend er des Tumultes

nicht achtend seine geometrischen Figuren in den Sand zeichnete.

Ob er dabei die Worte aussprach: ^a^d xecpc.Xdv xal jti) TtaQu y^ay,-

liuv, jener moge lieber den Kopf als die Linien ihm verletzen, oder

nur um Schonung seiner Figuren bat, d:x66xrjx^i, d> av%-Q0^iia, xov

8i.ayQdny.ttr6g yov, wie ein anderer Berichterstatter in jedenfalls un

richtigem Dialekte ihn ausmfen liiBt"), ist ziemlich gleichgttltig. Mar

ceUus, der romische Feldherr, empfand groBe Trauer ttber den Tod

des bertthmten Gegners und UeB ihm ein Grabmal setzen mit einer

mathematischen Figur als Inschrift, wie jener es einst selbst ange-

ordnet hatte. Das Grabmal scheint indessen von Archimeds Lands

leuten schmahlich vernachlassigt worden zu sein, da Cicero, der es bei

seinem Aufenthalte in Syrakus, wo er 75 v, Chr. als Quiistor vou

SiziUen verweilte, aufsuchte, es nur mit Mtthe unter dem ttber-

wuchernden Gestrttppe entdeckte und an der Inschrift erkannte. Er

UeB es darauf aufs neue instand setzen.

Die Schriften Archimeds^) sind nur zum Teil auf uns gekommen
und zudem nicht alle im reinen unverderbten griechischen Grnnd-

texte. Die besterhaltenen tragen als besonderes Kennzeichen noch

an sich, daB sie im dorischen Dialekte abgefaBt sind, wodurch sie

auch sprachliche Wichtigkeit besitzen. Durch A'ergleichung der

Personlichkeiten, welche in den einzelnen Schriften des Archimed

'■) Nach Tzetzes. Auf dieser Angabe beruht die Berechnung seines Ge-

burtsjahres. ^ Die erste Redensart nach Zonaras, die zweite nach Tzetzes.

') Die beste iUtere Ausgabe des Textes und des Kommentars von Eutokius von

Askalon, so viel davon vorhanden ist, war die von Torelli. Oxford 1792. Sie

■vrarde weit iiberholt durch die Ausgabe von Heiberg in 3 Duodezbiinden,

Leipzig 1880—81. Die beste deutsche Ubersetzung von Nizze. Stralsund 1824,
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genannt sind, niimlich des Konon, des Zeusippus, des Dositheus,

des Konigs Gelon, durch fernere Vergleichung der nicht allzuselteuen

Benutzang in spiiteren Schriften von Siitzen, welche in fruheren be

wiesen worden waren, ist es gelungen folgende wahrscheinlich zu-

treff'ende Anordnung der vorhandenen arehime«lis(-heii Schriften nach

ihrer Entstehungszeit zu erhalten: 1. Zwei Bttcher vom Gleichgewiehte
der Ebenen, zwischen welche eine Abhandlung ttber die Quadratur

der Parabel mitten eingeschoben ist. 2. Zwei Bttcher von der Kugel
und von dem Zylinder. 3. Die Kreismessung. 4. Die Schnecken-

linien oder Spiralen. 5. Das Buch von deu Konoiden oder Sphiiroiden.
6. Die Sandeszahl. 7. Zwei Bttcher von den schwimmemlen Korpern.
8, Wahlsiltze.

Es will nicht gut angeben wieder, wie wir es bei Euklid getan

haben, den Inhalt dieser Schriften einzeln und der Ueihe nach durch-

zusprechen. DaB einer solchen DarsteUung notwendigerweise die

Ubersichtlichkeit abgeht, wird der Leser gerade in den Enklid ge-

widmeten Kapiteln bemerkt haben. Dort muBten wir aber diese

sonst wesentliche Bedingung opfern, wed es darauf ankam zu zeigen,

was alles unter dem Namen Elemente der Geometrie einbegrift'en
wurde. Eine ahnliche Notwendigkeit wird uns im 18. und 19. Kapitel
noch zwingen, die fttr uns vielfach unzusammenhilngenden Gegen

stiinde, die Herons groBes feldmesserisches Werk behandelte, einzeln

zu nennen. Archimed aber hat kein uns erhaltenes Sammelwerk ge

schrieben. Er verfaBte vorwiegend einzelne Abhandlungen, in denen

er zumeist Neues, von ihm selbst Erdachtes mitteilte, und da wird es

fiir die AVttrdigung der GroBe der Entdeckungen sieh als zweck-

milBiger emjifehlen, die Gegenstiinde aus den einzelnen Abhandlungen
herauszureiBen und nach ihrem Inhalte zu neuen Gruppen zu ver

einigen. Wir werden zu reden haben von den Entdeckungen Archi
es o

meds in der Geometrie der Ebene und des Raumes, in der Algelira
und Arithmetik, endlich im Zahlenrechnen, wobei wir des griechischen
Zahleiirechnens ttberhaupt gedenken mttssen, wir werden auch nicht

unihin konnen, seine mechanischen Leistungen ins Auge zu fassen,

Yielleicht beginnen wir am besten mit einem geometrischen

Spielwerke. Ein Metriker aus dem Jahre 500 etwa, Atdius Fortu-

natianus, erziihlt') von dem loculus Archimedius. Ein elfen-

beinernes Quadrat war in 14 Stttcke von verschiedener vieleckiger
Gestalt zerschnitten, und es handelte sich darum aus diesen Stttcken

das ursprttngliche Quadrat, aber auch sonst beliebige Figuren zu-

sammenzulegeu. Es bleibe dahingestellt, ob Archimed wirklich selbst

>! A'etcres Grammatici i^ed. Putsohiusi pag. 26S4.
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dieses Spiel erdachte, oder ob man nur als archimedisch, d. h. als

sehr schwierig bezeichnen woUte, die einzelnen Gestaltungen her

zusteUen.

Als archimedisch wird auch haufig die Definition genannt, die

Gerade sei die kttrzeste Entfernung zweier Punkte. Diese

Behauptung ist richtig und unrichtig, je nachdem man den Nach

druck auf den Wortlaut des Satzes oder auf seine Eigenschaft als

Definition legt. Archimed benutzt den Satz aUerdings in seinen

Bttchem Uber Kugel und Zylinder, aber er beabsichtigt keineswegs
durch ihn die Gerade zu erkliiren. Er nehme an, sagt er vielmehr

ausdrttcklich'), von den Linien, welche einerlei Endpunkte haben, sei

die gerade Linie die kttrzeste; er nehme femer an, von Linien in

einer Ebene, die mit einerlei Endpunkten versehen nach einer Seite

hin hohl seien, mttsse die umschlossene die kttrzere sein.

Als geometrisch interessant bieten sich uns ferner einige Wahl

siltze. Das unter diesem Titel bekannte, aus 15 Satzen der ebenen

Geometrie bestehende Buch ist aus dem Arabischen ins Lateinische

ttbertragen worden^). DaB es in der Form, wie wir es besitzen,
keinenfaUs von Archimed selbst herrtthren kann, dessen Name im

4. und 14. Satze genannt ist, wiihrend in anderen Satzen andere

Unzutraglichkeiten nicht zu verkennen sind, ist mit Recht bemerkt

worden ^). Einige Siitze scheinen uns gleichwohl archimedischen LV

sprunges zu sein, unter welchen namentlich der 4., 5., 6., der 11.,
der 14., der 8. hier genannt seien. Satz 4.—6. beschaftigen sich mit

dem Arbelos (Fig. 50), einer

in Gestalt eines Schusterkneifes

gekrttmmten Figur, bestehend

aus einemHalbkreise, ttber dessen

Durchmesser in zwei aneinander-

stoBenden Abteilungen kleinere

Halbkreise in das Innere des

umschlieBenden Halbkreises sich

erstrecken. DaB Archimed sich

mit dieser Figur beschaftigt babe, ist einer SteUe des Pappus^) zu ent

nehmen, in welcher wenigstens von alten Untersuchungen tiber sie die

Rede ist. Im 5. und im 6. Satze ist von dem gemeinsamen Durchschnitts-

punkte der drei Hohen eines Dreiecks die Rede^). Der 11. Satz besagt,

') Archimed (ed. Heiberg) I, 8—10, (ed. Nizze) 44. ») Liber assump-
torum. Archimed (ed. Heiberg) E, 428—446, (ed. Nizze) 254—262. ") Hei

berg, Quaestiones Archimedeae, 24. ■*; Pappus Buch IV, 19 (ed. Hultsch)
Bd. I, pag. 208. <•) Archimed (ed. Heiberg) II, 434 uud 43G,
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daB wenn in einem Kreise zwei Sehnen sich senkrecht durchschneiden,
die Quadrate der vier so gebildeten Abschnitte zusammen dem Quadrate
des Durchmessers gleich sein mflssen. Der 14. Satz lehrt den Flachen

inhalt des Salinon messen, der Y'ogen-

gestalt, wie man den ausdrttcklich als von

Archimed herstammend bezeugten Namen

vieUeicht ttbersetzen darf). Diese Figur
entsteht (Fig. 51), wenn ttber und unter

derselben Geraden als Richtung des Durch

messers von demselben Mittelpunkte aus

aber mit verschiedenen in beliebigem
Verhiiltnisse zueinander stehenden Halb-

messern Halbkreise beschrieben werden,
zu welchen noch zwei Halbkreischen nach der Seite des groBen Halb

kreises hin gerichtet ttber dem durch den nach der Jenseite sich

wolbenden kleineren Halbkreis freigelassenen Stttckchen des Durcli-

messers treten. Wird durch den Mittelpunkt der beiden erstgezeich-
neten Halbkreise und senkrecht zu deren

Durchmesser die Strecke AB gezeichnet,

so ist der um dieselbe als Durchmesser

beschriebene Kreis dem Salinon flachen

gleich. Der 8. Satz hat folgenden In

halt. Wenn (Fig. 52) eine willkiirliche

Sehne AB eines Kreises verliingert und

die Yerliingerung BF dem Halbmesser

des Kreises gleich gemacht wird, wenn

hiernachst F mit dem Mittelpunkte A des Kreises verbunden und

diese Verbindungslinie bis zum abermaligen Durchschnitte des Kreises

nach E verliingert wird, so ist der Bogen AE das Dreifache des

') Von adlog = das Schwanken des hohen Meeres? Heiberg in seiner

Archimedausgabe II, 443 gibt die Ableitung oilivov = Eppich, mit dessen Blatt

er in der Figur eine Ahnlichkeit erkennen will. Fiir diese Meinung fiihrt

P, Tannery (Bibliotheca Mathematica 3 Folge I, 266. 1900) an, daB auf den

Miinzen von Selinunt Eppichbliitter abgebildet seien, welche der archimedischen

Figur iihneln, T. L. Heath 'The works of Archimedes, Cambridge 1897, In

troduction pag, XXXIII) nimmt an, das Wort edlivov sei erst in nacharchime-

discher Zeit entstanden, als durch die romische Herrschaft lateinische Worter in

die Sprache Siziliens Eingang fanden, wie z. B. libra zu lirga wurde, mutuum zu

^otrov, career zu xdgxagov, arcina zu ccgfirr^, jiufina zu Ttccrdvij. Eutsprechend

sei adlivov aus salinum, das SalzfaBchen, entstanden. Silberne Salzfufichen -ivaren

als Familienerbstiick schon zur Zeit der romischen Kepublik in jedem Haushalt

vorhanden (Horaz Carmina II, 16, 13 und Livius XXVI, 3Gj; die SalzfaBchen

hatten aber einen der archimedischen Figur iihnlichen Durchschnitt, wenn man

nach einem im British Museum vorhandenen Exemplare urteilen darf.
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Bogens BZ. Man ziehe EH paraUel zu AB und die Halbmesser

AB und AH. Der ParaUeUsmus vou AB und EH bringt <^ U = £:

hervor; Gleichschenkligkeit von Dreiecken zeigt, daB <f. F
= BAF

nnd ^E^H. Femer ^ FAH=2E = 2F = 2BAF nnd -^ BAH

= 3BA F, also aic. BH= AE = oBZ.

Die beiden letzterwiihnten Siitze haben, wie uns scheint, eine be

sondere Tragweite durch die Ziele, auf welche Archimed mit ihrer

Hilfe hinsteuerte. Bei dem 8. Satze, glauben wir, dachte er an die

zu voUziehende Dreiteilung des Bogens AE. Sie war vermoge

seines Satzes gelungen, sobald man eme Sehne AB versnchsweise

mittels Bewegungsgeometrie fand, deren Yeriiingerung bis zur Ver-

bindungsgeraden von E mit dem Kreismittelpunkte A die Liinge des

Kreishalbmessers besaB. Die vorerwUhnte Quadratur des Salinon im

14. Satze wird wohl nicht minder richtig dahin aufzufassen sein, daB

Archimed im Anschlusse an die Arbeiten des Hippokrates von Chios

geometrisch versuchte, den Fliicheninhalt des Kreises mit dem anderer

Fio-uren in Gleichheit zu setzen. Nur war vieUeicht die Absicht

beider die entgegengesetzte. Hippokrates wollte zuverliissig aus den

dem Kreise gleichen Figuren die Fliiehe des Kreises ermitteln. Ar

chimed beabsichtigte moglicherweise anderweitige krummlinig be

grenzte Figuren auf den als bekannt vorausgesetzten Kreis zurttckzu-

ftthreu.

Bekannt war ihm namlich aUerdings der Kreis durch seine

Kreismessung. Diese merkwttrdige Abhandlung ist nach ihrem

o-eometrischen Gehalte wie mit Hinsicht auf die Geschichte des Zahlen-

rechnens der hochsten Beachtung wert. Y'ir haben es fttrs erste nur

mit dem Geometrischen zu tun. Archimed geht davon aus, daB er

beweist, der Kreis sei einem rechtwinkligen Dreiecke gleich, dessen

eine Kathete die Liinge des Halbmessers, die andere die des Kreis-

umfangs besitzt. Wiire dieses Dreieck kleiner als der Kreis, so mttBte

irgend ein angebbarer Unterschied vorhanden sein, und es wiire mog

lich durch Einzeichnung eines Quadrates in den Kreis und fortgesetzte

Halbierung der Bogen ein Yieleck zu erlangen, welches den Kreis

bis auf gewisse kleine Abschnitte erfttUte, deren Summe endUch

kleiner als jener UberschuB des Kreises iiber das Dreieck ware.

Nennt man etwa K, V, D die Inhalte des Kreises, des Yielecks, des

Dreiecks, so ware mithin /ir>U> D, zugleich aber UyP sofern

U den Unifang des A^ielecks, P die Kreisperipherie bedeutet, und zwar

begrttndet sich diese letztere Ungleichung aus jener Annahme tiber

die Gerade als ktirzeste Entfernung zweier Punkte, von der oben die

Rede war. Nun ist V gleich einem rechtwinkligen Dreiecke, welches

als groBere Kathete IL als kleinere die Senkrechte /* besitzt, die vom
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Kreismittelpunkte aus auf irgend eine Seite des Yielecks gefallt war,
und die selbst kleiner als der Kreishalbmesser r sein mu6. Mit

anderen Worten P=--^'-^ x» = --_/ und wegen V>D auch

U h>Pr, wiihrend jeder Faktor des griifieren Produktes kleiner

ist als ein ihm entsprechender Faktor des kleineren Produktes, und

darin Uegt ein Widerspruch. Zu einem ferneren A\'iderspruc.h fiihrt

auch die Annahme KYD. Ausgehend von dem dem Kreise um

schriebenen Quadrate wird durch fortgesetzte A'erdoppelung der

Seitenzahl ein umschriebenes A'ieleck gefunden werden konnen, dessen

Inhalt V der Ungleichung K < V < I) genttgen muB, wiihrend sein

Umfang F' > F ist, und die Senkrechte It vom Kreismittelpunkte
auf die Seiten dieses A^ielecks notwendig // = /■ sein muB. Trotzdem

nitiBte hier
,- <

_,
sein oder C7'<P und doch aucb U'>P.

r P
Es bleibt also nur die Annahme K=D= .,- ttbrig. Freilich hat

man die an die Spitze gesteUte A'oraussetzung, es gebe eine Oerade

von der Liinge P, welche als Seite eines rechtwinkligen Dreiecks

auftreten konne, bemiingelt. AA'ir erinnern daran, daB Dinostratus die

gleiche Annahme schon sich gestattet hatte (S. 247), Auch Eutokius

nimmt Archimed gegen den angeftthrten A'orwurf, welcher ihm damals

schon gemacht worden war, in Schutz. Er habe nichts Unziemliches

ausgesprochen. Die Kreislinie sei eine GroBe von bestimmter Ab

messung, der irgend eine (ierade gleich sein mttsse und es sei keines

wegs unstatthaft, das A^orhandensein jener Geraden m einem Satze

vorweg zn benutzen, noch bevor man sie finden gelehrt habe. Aller

dings ist nun diese Auffindung das nachste Problem und dim geht

jetzt Archimed rechnend zuleibe, nach einer Alethode also, welche

Euklid, wie wir (S. 271) be-;prochen haben, sich wahrscheinlich unter-

sagt hiitte, nicht geometrisch, sondem geodStisch. Archimed sucht

zwei Grenzen, zwischen welche er das A^erhaltnis der Kreisperi

pherie P zum Durchmesser d einschlieBen will und findet

P:tl<?,i : 1 und P:d>i,l^-. 1.
1 1 1

Wir bemerken, daB Archimed bei seinem friiheren Beweise

r P
K =

_^-- von den Quadraten ausging, welche dem Kreise ein- und

umgeschrieben werdr-n konnen, wie es (S. 272) Euklid im 12. Buche

der Elemente getan hat um die Proportionalitat von Kreisinhalt and

Durehmesserquadrat festzu,stellen, wie es (S. 202) schon viel frtther

Antiphon getan hatte. Bei der Aufsuchung der Zahlengrenzen fttr

das A'"erhiiltiiis des Kreisnmfanges zum Durchmesser ging Archimed
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dagegen von einem ganz anderen Versuche aus, welcher die groBere

Grenze ihm verschaffen soUte. Er benutzte dasjenige gleichseitige

Dreieck, welches seine Spitze im Kreismittelpunkte besitzt, wiihrend

die dritte dieser Spdze gegenttberliegende Seite BertthrungsUnie an

den Kreis ist. HeiBt die Seite dieses Dreiecks a, der Kreishalb

messer r, so ist leicht ersichtlich « =

7=
und

>-:y
= ")/3:1. Ar-

y 3

chimed behauptet ohne weitere Begrttndung, es sei r : y> -60 = 153

und wirkUch ist (p^j
=

"^

0225
^3 also 1/3 >

265
Ferner

lich (r Y ct)

Betrachtung

23409
"

23409
"""

'
' "

153

ist a :
— = 306 : 153. Die beiden A'erhiiltnisse vereinigt geben folg-

— > 571 : 153. Nun kommt eine kleine geometrische

Wenn (Fig. 53) die AA den AA'inkel BAF halbiert,

so ist AB : AF=BA : AF, (AB Y -iY) : AF

= (BA Y AF) : AF oder (a Y r) : r = ^ : AF.

Aus dieser Proportion folgt weiter r:AF=

(r -f a) :
-,- > 571 : 153. Dieses Ergebnis zu

nachheriger Benutzung aufsparend folgert Archi

med weiter r^ : AF- > 571^ : 153' und (r^- Y YF'^)
: AF- > (57P + 1532) : 153== oder AA':AF^>

349450 : 153^ und AA : AF> 591 J : 153. Auch diese Zahlen sind

,49

rig. 63.

richtig gewiihlt, denn ^591 J-")"= 349428^;^ < 349450. Der Winkel

AAF wird durch die AE halbiert. Dadurch gewinnt man neue

Proportionen A A : A F = A E : E F, dann (AA Y AtF) : AF =

(AE Y EF) : EF und (AA Y AF) : (AE Y EF) = AF: EF, d. h.

(i"Y AA) : AF = r : EF. Nun erinnern wir uns an

r :^r>571 : 153

nebst

AA : _Jr>59L^ : 153.

Die Vereinigung beider A'erhiiltnisse gibt (;--f- AA) : AF> 1162— : 153
8

oder auch

r:EF> 1162^: 153.

Die gewonnenen Ergebnisse steUen wir ttbersichtUcher zusammen:

r:Br>265: 153

r : AF> 571 : 153

r:EF> 1162 t: 153.
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BF ist die. halbe Sechsecksseite, AF die halbe Zwolfecksseite, EF
die halbe Yierundzwanzigecksseite, wenn immer die regelmaBigen dem

Kreise umschriebenen Vielecke gemeint sind. Die Umfiinge U^, U[^,
oy, dieser Vielecke sind

U;, = 12BF, C/;^ = 24.BF, Fl, = -L>iBF

und somit

r:U'f^> l>i;5 : Ls36

r : f'^.-, > 571 : 3072

r: fV, > 1162 ^: 7344.
Archimed setzt nun das \^erfahren mit AVinkelhalbierung, A'erbindung
von A^erhflltnissen, Einsetzen von nahezu richtigen, aber immer etwas

zu kleinen Quadratwurzelvverten fort bis zu

r: r;>4673j : 29376

und schlieBt daraus umgekehrt

ry; : d < 14 688 : 4673 J < 3-J : 1,

da aber P < f^'^ ist, so muB um so sicherer

P:^/<3; : 1

sein.

Nun kommt die entgegengesetzte Aufgabe, eine untere Grenze

fttr das A'erhiiltnis des Kreisnmfanges zum Durchmesser zu finden an

die Reihe, und hierzu nimmt Archimed die dem Kreise eingeschriebenen
Vielecke zu Hilfe, indem er, wie Antiphon bei einem seiner Yersuche,
das eingeschriebene gleichseitige Dreieck zum Ausgange wiihlt, dessen

Seite sich zum Halbmesser verhiilt wie ]/3 : 1, d. h. < 1351 : 780.

Winkelhalbierungen usw. ftthren hier zu

C/^; :rf> 6336: 2017^ > 3jJ- : 1

und um so gewisser zu

P:r/>3;-J:l.
Nachst dem Kreise beschaftigte sich Archimed bei seinen geo

metrischen Untersuchungen mit den Kegelschnitten. Man hat wohl

angenommen, Archimed habe eine uns verloren gegangene Schrift

Elemente der Kegelschnitte, SxoiiEia xcovixd, verfaBt. Man hat

sich dabei auf zwei SteUen gesttttzt, die eine in der Abhandlung ttber

die Quadratur der Parabel Satz 3.^), die andere in dem Buch von

') Archimed led. Heiberg) II, 300, (ed. Nizze) 13.
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den Konoiden und Sphiiroiden Satz 4. ^), in welchen Archimed auf ein

solches Werk verweist, ohne einen Verfasser zu nennen. Das tat,

sagt man, Archimed nur, wo er auf eigene Arbeiten zurttckgi-iff. So

richtig diese Behauptung im allgemeinen ist, so erinnern wir uns doch

einer Ausnahme. Archimed beruft sich, wie wir (S. 261) hervorge

hoben haben, im 6. Satze des ersten Buches ttber Kugel und ZyUnder')

auf die Elemente und meint damit den Elementenschriftsteller, der

vorzugsweise diesen Namen geftthrt hat, Euklid. Moglich, daB er

denselben im Sinne hatte, als er von Elementen der Kegelschnitte

sprach, da Euklid bekanntUch auch ttber diesen Gegenstand ein AVerk

verfaBt hat^). A^ieUeicht ist eine kleine Bestiitigung dieser A^ermutung

folgendem Umstande zu entnehmen. Pappus gibt niimlich an, die

vier ersten Bttcher der Kegelschnitte des Apollonius, mit welchen

wir uns bald zu beschaftigen haben, sttttzten sich wesentlich auf die

A''orarbeiten EukUds. Bei Apollonius finden wir aber I, 2'), 35, 46;

II, 5; III, 17, 18^ die Lehrsatze, welche Archimed als in den Elementen

der Kegelschnitte enthalten benutzt.

Mag dem sein, wie da wolle, jedenfalls rtthren wertvolle Einzel-

untersuchungen fiber Kegelschnitte von Archimed her. Wir legen
nicht gerade groBes Gewicht darauf, daB Archimed dem fruher er

wiihnten Satz von der Entstehung des Schnittes des spitzwinkligen

Kegels den dort fehlenden Zusatz gab"*), die gleiche Kurve konne auf

dem Mantel eines jeden Kegels erzeugt werden, aber um so hoher

steht seine Quadratur der Parabel. Wir haben schon gesagt, daB

diese Abhandlung zwischen die beiden Bttcher vom Schwerpunkte
und dem Gleichgewiehte der Ebene eingeschaltet erscheint. Die Ale-

thode, deren Archimed sich bedient, um zu seinem Ziele zu gelangen,
ist ihren Hauptzttgen nach folgende^). Wird ein Parabelabschnitt

durch eine durch die Mitte der denselben bddenden Sehne der Achse

paraUel gezogene Gerade geschnitten, so ist die Bertthrungslinie an

die Parabel in dem Schnittpunkte der Sehne selbst paraUel. Somit

ist die Senkrechte aus diesem Schnittpunkte auf die Sehne die groBte
Senkrechte, welche ttberhaupt aus einem Pimkte innerhalb des ge

gebenen Parabelbogens auf die Sehne gefiillt werden kann, oder dieser
Punkt ist als hochster Punkt des Parabelabschnittes ttber seiner Sehne

zu bezeichnen. Daraus folgt weiter, daB der Parabelabschnitt durch-

1) Archimed (ed. Heiberg) I, 302, (ed. Nizze) 168. ■') Archimed (ed.
Heiberg) I, 24, (ed. Nizze) 48. ») Diese Ansicht ist auch durch Heiberg,
Die Kenntnisse des Archimedes iiber Kegelschnitte (Zeitschr Math. Phys. XXV,
Histor.-literar. Abtlg. S. 42j ausgesprochen und teilweise anders begriindet worden.
*) Archimed (ed. Heiberg) I, 2ss, (ed. Nizze) 154. ") Archimed ^ed. Hei

berg) II, 294—353, (ed. Nizze) 22—25,
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aus eingeschlossen ist in dem Rechtecke, welches jene Senkrechte als

Hohe, die Sebm- nebst der ihr paraUelen Bertthrungslinie als Grund

linie besitzt. Bildet man nun das Dreieck-, welches die Sehne zur

Grundlinie, den genannten Hohepunkt als Spitze besitzt, und welches

folglich von dem ersten Parabelabschnitte um zwei neue kleinere

Abschnitte sich unterscheidet, so muB dasselbe als Hiilfte des Recht

ecks und als eingeschrieben in den Parabelabschnitt groBer sein als

die Hiilfte des Abschnittes, kleiner als sein Ganzes. Man kann aber

auch die umgekehrte Folgerung ziehen und die Flache des Abschnittes

groBer als das betreffende Dreieck, kleiner als das Doppelte desselben

nennen. In jeden der beiden neuen kleineren Abschnitte wird nach

ahnlicher Regel wieder ein Dreieck beschrieben, deren jedes mehr als

die Hiilfte des ihn euthaltendeu Abschnittes einnimmt und genau den

achten Teil des ersten Dreiecks als Flacheninhalt besitzt. Es ist das

ein Verfahren, bei welchem dasjenige als Muster gedient haben mag,

dessen Euklid sich bediente (S, 272), um zu beweisen, daB Kreis

flachen sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten. Der

Parabelabschnitt wird dadurch in zweiter Anniiherung groBer als 1

kleiner als 1
„
des ersten Dreiecks, welches ihm eingezeichnet worden

war. Nun werden in die neuen immer kleineren Parabelabschnitte

wieder neue Dreiecke beschrieben und dem eben Behaupteten ahn

liche Folgerungen gezogen. Nach heutiger Schreibweise kommt die

Reihenfolge der so zu gewinnenden Siitze auf die Summierung der

unendlichen Reihe 1 + v + ("a^ ) Y {-.) + • • ■ hinaus, deren An

fangsglied 1 den Flacheninhalt des ersten Dreiecks, deren Summe den

Flacheninhalt des ganzen Parabelabschnittes darstellt. Archimed, frei-

lich das UnendUche nur mittelbar in seine Betrachtungen einbegreifend,

begnttgt sich mit der Summierung der endlichen geometrischen Reihe,

deren letztes GUed wir YA nennen wollen. Deren Summe sei, sagt

er, nur um den dritten Teil des niedersten Gliedes kleiner als -„- ,

d. h. also = —

;-
■ ( -) Daran schlieBt sich der apagogische Ted

des Beweises, welchen wir wiederholt als Ersatz fttr Unendlichkeits-

betrachtungen habeii eintreten sehen. Aus der Moglichkeit den

4

Unterschied zwischen dem Parabelabschnitte und „- des ersteingezeich-

neten Dreiecks kleiner als irgend eme angegebene GroBe werden zu

lassen, folgt die doppelte L^nmoglichkeit, daB der eine oder der andere

Fliichenraum der groBere sei.

AVas die beideu anderen Kegelschnitte, die Hyperbel und die

Cantor, Geschichte der Mathematik I, 3. Aufl. 20
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Ellipse betrifft, so scheint Archimed der ersteren besondere Aufmerk

samkeit nicht zugewandt zu haben. Dagegen hat er die Quadratur

der Ellipse gefunden und zwischen den Untersuchungen ttber Ko-

noide und Sphiiroide als Satz 5. und 6. eingeschaltet i).
Die merkwttrdigste uns erhaltene Schrift des Archimed fiber einen

Gegenstand der ebenen Geometrie ist das Buch von den Schnecken-

linien, tieqI eXIxcov. Die Schneckenlinie ist die erste krumme Linie,

welche durch eine doppelte Gattung von Bewegungen und von be

wegten Elementen zugleich erzeugt worden ist. Die Quadratrix des

Hippias benutzte fredich auch eine drehende und eine fortschreitende

Bewegung zu ihrer Entstehung, aber die bewegten Elemente sind

doch zwei gerade Linien, deren Durchschnittspunkt die genannte

Kurve zum Orte hat. AA^ir halten es durchaus nicht fttr unmogUch,
daB Archimed, der bei seinen Studien mit der Quadratrix und deren

Anwendungen bekannt geworden sein muB, gerade durch die Ab

handlungen des Hippias und des Dinostratus ttber ihre Kurve mehr

fache Anregung gewann, die bei einem Archimed zu einem Fort-

schritte fttr die Wissenschaft werden muBte. Ein Fortschritt war es,

wenn Archimed nicht mehr wie Dinostratus einfach annahm, daB die

Kreisflache einem rechtwinkligen Dreiecke von den Katheten r und P

gleich sei, sondern diese Gleichheit streng bewies. Eine nicht ge

ringere Bereicherung der AVissenschaft war es, als er, anstatt die fort

schreitende Bewegung einer Geraden mit der Drehung einer zweiten

Geraden zu verbinden, wie Hippias es getan hatte, darauf verfiel jene
fortschreitende Bewegung einem Punkte beizulegen. Die archime-

dische Definition sagt ausdrucklich^): „Wenn eine gerade Linie in

einer Ebene um einen ihrer Endpunkte, welcher unbeweglich bleibt,
mit gleichformiger Geschwindigkeit sich bewegt, bis sie wieder dahin

gelangt, von wo die Bewegung ausging, und wenn zugleich in der

bewegten Linie ein Punkt mit gleichformiger Geschwindigkeit von

dem unbewegten Endpunkte anfangend sich bewegt, so beschreibt

dieser Punkt eine Schneckenlinie in der Ebene."

Gehort diese Schneckenlinie, die archimedische Spirale, wie man

sie gegenwiirtig zu nennen pflegt, wirklich Archimed als Erfinder

an? Man hat mit sich forterbendem Irrtume lange behauptet, nicht

Archimed, sondern sein Freund Konon habe die Spirale erfunden

und die sich auf dieselben beziehenden Siitze entdeckt. Letzteres ist

durchaus unrichtig^) und folglich ersteres nicht hinlangUch begrfindet.

') Archimed (ed. Heiberg) I, 312—316, (ed. Nizze) 160—161. -) Ar
chimed (ed. Heiberg) II, 10, (ed. Nizze) 118. ^) Das hat Nizze S. 281 in

seinen kritischen Anmerkungen nachgewiesen.
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Archimed hatte vielmehr jene Siitze an Konon zum Beweise geschickt,
eine Sitte, welche in den aUerverschiedensten Jahrhunderten, aber

stets in Zeiten reger mathematischer Arbeit uns wieder begegnen

wird, und hatte auch nach Konons Tode noch viele Jahre gewartet

„ohne daB irgend jemand sich mit einer dieser Aufgaben beschiiftigt
hiitte" 1). Alsdann erst setzte er die Beweise in der Schrift ttber die

Schneckenlinien auseinander. AVir konnen che Gedrimgenheit der Be
weise in keinem wiederholt abkttrzenden Berichte deutlich machen.

AVir verweisen auf die Abhandlung selbst, in welcher gerade der

moderne Leser, der gewohnt ist Kurven von der Natur der Spiral
linien nur mit Hilfe der Infinitesimalrechnung zu untersuchen, wah

rend er in der Lehre von den Kegelschnitten noch heute haufiger
von synthetisch geometrischen Anscbauungsbeweisen Gebrauch macht,
die bewunderungswttrdige Gewandtheit des Archimed in der Hand-

habung einfachster Hilfsmittel staunend erkennen wird. Einige wenige
leicht abzuleitende Proportionen und Ungleichheiten, letztere wieder

unerlaBlich fttr das apagogische A^erfahren der altertttmlichen Ex

haustion, die Zerlegung des Raumes der Schneckenlinie in Ausschnitte,
deren jeder kleiner als ein HuBerer, groBer als ein innerer Kreisaus

schnitt ist, das ist der ganze wissenschaftliche Yorrat, mittels dessen

die Quadratur der Schneckenlinie gefunden, die Bertthrungslinie an

irgend einen Punkt derselben gezogen wird.

Manche andere Schriften des Archimed wttrden an dieser Stelle

noch zu besprechen sein, wenn sie nicht verloren gegangen waren.

Kaum daB die Uberschriften uns durch arabische Berichterstatter er

halten blieben^). Ihnen zufolge verfaBte Archimed ein Buch fiber

das Sieheneck im Kreise; ein anderes beschaftigte sich mit der

gegenseitigen Beriihrung von Kreisen; ein drittes war den

Parallellinien, ein viertes den Dreiecken gewidmet, letzteres

moglicherweise auch unter anderem Titel noch genannt. Auch Daten

und Definitionen soil Archimed in einem Buche vereinigt haben.

Unter dem, was der Verfasser fttr die Geometrie des Raumes

leistete, ist zunachst eine Untersuchung zu erwahnen, von der wir

nicht einmal wissen, bei welcher Gelegenheit und in welchem Zu

sammenhange er sie angestellt hat. Die Untersuchung selbst da-

gegen ist von Pappus, dem einzigen SchriftsteUer, der von ihr spricht,

mit genttgender Deutlichkeit geschddert^), daB man nach ihm darfiber

berichten kann, Euklid hatte die Lehre von den funf einzigen regel

maBigen Korpern erschopfend behandelt. Archimed erfand zu ihnen

') Archimed (ed. Heibergl II, 2, ed. Nizze^ 116, ") Heiberg, Quae

stiones Archimedeae 29—30. *) Pappus \ (ed, Hultsch^ 350 sqq,

20*
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13 halbregelmiiBige Korper, welche durch regelmiiBige Vielecke

von mehr als nur einer Gattung begrenzt werden. Der Anzahl nach

konnen 8, 14, 26, 32, 38, 62 oder 92 Grenzfliichen vorhanden sein.

Der Art nach sind es Dreiecke, Yierecke, Ffinfecke, Sechsecke, Acht-

ecke, Zehnecke und Zwolfecke, welche auftreten. Bei zehn von den

archimedischen Korpern sind nur Flachen zweierlei Art, bei den drei

fibrigen dreierlei Flachen vorhanden. Kein geringerer Mathematiker

als Kepler^) hat zuerst nach Archimed seine Aufmerksamkeit diesem

Gegenstande wieder zugewandt, worauf aufs neue eine zweihundert-

jHhrige Pause eintrat, bis seit Anfang des XIX. S. die halbregelmaBigen
Vielflachner Eigentum der elementaren Stereometrie geworden sind.

Archimed selbst stellte von alien seinen Entdeckungen diejenigen
am hochsten, welche er in den zwei Btichern von der Kugel und

dem Zylinder niedergelegt hat. Es handelt sich darin um den

Beweis von drei neuen Satzen^): 1. daB die Oberflache einer Kugel
dem A^'ierfachen ihres groBten Kreises gleich sei; 2. daB die Ober

flache eines Kugelabschiiittes ('die Kugelkalotte) so groB sei als ein

Kreis, dessen Halbnie.^ser einer geraden Linie vom Scheitel des Ab

schnittes bis an den Umfang des Grundkreises gleich sei ; 3. daB der

Zylinder, welcher zur Grundflache einen groBten Kreis der Kugel

habe, zur Hohe aber den Durchmesser der Kugel, mit anderen Worten

der der Kugel umschriebene Zylinder, anderthalbmal so groB sei als

die Kugel, und daB auch seine Oberfliiche das Anderthalbfache der

Kugeloberfliiche sei. Ein gewisser Nikon hat in Pergamum eine

Inschrift, welche diesen Siitzen gait, in Stein hanen lassen^). DaB

Archimed gerade auf diese Siitze emen wohlberechtigten Stolz emp

fand, geht daraus hervor, daB er die Kugel mit dem sie umgebenden
ZyUnder auf seinen Grabstein eingemeiBelt wttnschte, und daB es ge
rade diese Figur war, an welcher Cicero die Begrabnisstiitte des groBen
Mannes erkannte*).

Archimed hat in demselben AA'erke ttber Kugel und Zylinder, im
4. und 5. Satze des II. Buches^), noch zwei andere die Kugel be

treffende Aufgaben gesteUt, welche ihn geraume Zeit beschaftigten.
Eine Kugel soil durch eine Ebene derart geschnitten

') In der Harmonice mundi. -) Archimed (ed. Heiberg) I, 2—4, (ed.
Nizze) 42. ') Vgl. Ideler in v, Zachs Monatlicher Correspoldenz zur Be-

forderung der Erd- und Himmelskunde XXIO, 257 und Buzengeiger ebenda

XXIV, 572, *) Wir haben fruher (wir wissen nicht mehr nach welchem Gewahrs

manne) hier eingeschaltet, die Figur habe sich auf Munzen der Stadt Syrakus
erhalten, H, Junge teilt uns mit, daB nach Erkundigungen, welche er im Miinz-
kabinette des Berliner Museums einzog, solche Miinzen nicht bekannt sind.

") Archimed (ed. Heiberg) I, 210 sqq,, (ed, Nizze) 91 flgg.
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werden, daB Oberflilchen und Korperinhalte der beiden

so gebildeten Kugelabschnitte in gegebenem Verhiiltnisse

stehen. Die erstere Aufgabe hat, sofern die Berechnung der Kugel
kalotte vorher bekannt ist, wie es der Fall war, keine Schwierigkeit;
sie fuhrt alsdann auf eine rein quadratische Gleichung. Anders ver

halt es sich mit der zweiten Aufgabe. Sie ist nur dann losbar,

wenn, wie Archimed ausdrficklich sagt, eine Lange gefunden werden

kann, welche in die Proportion sich einfugt, die in Buchstaben

(a — .'■) : b = e^ : x^ lauten wttrde, wenn also eine Losung der kubi-

schen Gleichung .i,--' — n.v- Y be- = 0 gefunden werden kann. Archi

med geht nun noch einen groBen Schritt weiter, er gibt den Dio

rismus der Aufgabe. Sie sei, sagt er, nicht allgemein moglich,
sondern unter der Voraussetzung c = 2 (a

—

c) nur bei Anwendung
eines a —

e, -\^-elches selbst groBer als b ist. Mit anderen Worten :

er nennt die Gleichung x^ — aY Y „
a^b = 0 losbar, d. h. mit einer

positiven Y'^urzel versehen, so lange & < „- Beides, so fiihrt Archi

med fort, d. h. die Notwendigkeit des Diorismus und zugleich die

Konstruktion der Aufgabe unter der Annahme, daB jene Bedingung
erfttUt sei, solle am Ende seine Analyse und Synthese finden. Es

ist undenkbar, daB Archimed eine so bestimmte Zusage gegeben
haben sollte, wenn er nicht der gestellten Aufgabe in jeder Be

ziehung Herr gewesen ware. Aber wo sind die versprochenen Er

ganzungen? Schon sehr bald nach Archimed zur Zeit des Diokles

waren sie verloren, wie wir im 17, Kapitel sehen i^erden. Ob eine

von Eutokius im YI. S, anfgefundene alte Handschrift in dorischer

Mundart wirklich, wie er vermutete, der Originalarbeit des Archimed

nachgebildet war, ist mit Bestimmtheit nicht zu behaupten noch zu

leugnen. An Wahrscheinlichkeit fehlt es ttbrigens der Yermutung des

Eutokius um so weniger, als jene Auflosung sich zur Konstruktion

nur einer Parabel und einer Hyperbel bedient, mithin Kurven be

nutzt, welche zur Auflosung einer anderen raumUchen Aufgabe, der

AVttrfelverdoppelung, ziemlich lange vor Archimed, wie wir wissen,
bereits in Anwendung waren.

Mit der Geometrie des Raumes hat es ferner das Buch von

den Konoiden und Sphiiroiden zu tun. Archimed kennt unter

diesen Namen die Korper, welche durch die Umdrehung einer Parabel,

einer Ellipse, einer Hyperbel entstehen, Er teilt diese Umdrebungs-

korper durch einander paraUele gleich weit voneinander entfernte ebene

Schnittfiachen und erhalt so zwischen je zwei Schnittebenen ein

Korperelement, das von einem Zylinder eingeschlossen einen anderen

Zylinder in sich enthiilt. Die Summierung samtlicher groBerer Zy-
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Under nebst der der samtUchen kleineren Zylinder wird somit zwei

Grenzen bilden, zwischen welchen der Korperinhalt des gegebenen

Umdrehungskorpers enthalten ist, und welche bei gegenseitiger An

niiherung der Schnittfliichen selbst beliebig wenig voneinander unter

schieden sind. Einige auf Widerspruche ffihrende Vergleichungen

voUenden wieder die Exhaustion, und so wird die Kubatur der ge

nannten Korper gefunden.

Gelegentlich zeigt dabei Archimed im 8., 9. und 10. Satze ^), wie

zu jeder Ellipse unendlich viele Kegel und Zylinder gefunden werden

konnen, auf deren Mantel sie sich befindet, offenbar ein Anfang

dessen, was man perspektivische Eigenschaften krummer Linien zu

nennen pflegt. Wir bemerken ferner, daB, wo von den Asymptoten
der Hyperbel die Rede ist, diese den Namen der engstanschlieBenden

Geraden, di ayyi6xa Evd-Eiai, fuhren').
Wir konnen die Entdeckungen Archimeds im Gebiete der Raum-

geometrie nicht verlassen ohne zweier falscher Satze zu gedenken,
welche er absichtUch, wie er ausdrttcklich sagt*), seinerzeit beweislos

in die Offentlichkeit gab „um eben solche Leute, die da aUes zu

finden behaupten, und doch nie einen Beweis vorbringen, zu ttber-

fflhren, daB sie auch einmal etwas Unmogliches zu finden verheiBen

hatten" Es waren Satze, die sich auf den Korperinhalt von Kugel-
abschnitten bezogen und damit unsere Bemerkung bestatigen, daB Ar

chimed sich geraume Zeit mit Fragen, welche auf die Durchschneidung
einer Kugel durch eine Ebene sich bezogen, beschaftigte.

15. Kapitel.

Die ttbrigen Leistungen des Archimedes.

Wir gehen zu Dingen fiber, welche einen algebraischen Charakter

tragen. In erster Linie haben wir einer GeseUschaftsrechnuno- zu

gedenken, welche Archimed anstellte, und welche nicht etwa der

Methode des Rechnens halber, die schon den alten Agyptern (S. 77)
gelaufig war, aber wegen des A^erfahrens, durch welches Archimed

die zur Rechnung notwendigen Zahlen sich verschaffte, zu groBer
BertthmtheU gelangt ist. VA'ir meinen die sogenannte Kronenrech-

nung. Richtiger ware vieUeicht die Ubersetzung Kranzrechnung,

') Archimed (ed. Heiberg) I, 318-:;3s unter Bezeichnung der betreffen
den satze als 7, s. y,, (ed. Nizze) 162-168, '■) Archimed (ed. Heiberg) I,
278 lim 1—2 und I, 436 lin, 1. ^) Archimed (ed. Heiberg) H, 2—4, (ed.
Nizze) 116.
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da cnrejtiu dem axacpavog entspricht, einem aus Zweigen gewundenen
Krauze, wiihrend die Fttrstenkrone erst spateren Ursprunges ist').

Vitruvius, der SchriftsteUer ttber Architektur im augusteischen Zeit

alter, erzahlt die Sache folgendermaBen"). Konig Hiero habe von

einem Goldarbeiter eine Krone aus Gold anfertigen lassen und die

selbe alsdann dem Archimed ttbergeben, um zu ermitteln, ob nicht,
wie man zu vermuten Grund hatte, der Kttnstler nur Gold in Rech

nung gebracht, in Wirklichkeit aber teilweise Silber zur Masse hinzu-

getan hatte. Zufallig sei nun Archimed in ein Badhaus getreten und

habe beim Einsteigen in eine mit Wasser ganz angefttUte Wanne be

merkt, daB ebensoviel Wasser auslief, als sein Korper verdrilngte.
Nun schloB Archimed so: die Menge des verdrangten AA'assers hangt
nur von der Ausdehnung, nicht von dein Gewichte des eingetauchten

Korpers ab, das Gewicht dagegen verandert sich bei gleicher Aus

dehnung nach der Natur des Stoffes. Andere Stoffe werden bei

gleicher Ausdehnung verschiedenes Gewicht, bei gleichem Gewichte

verschiedene Ausdehnungen haben. Bildet man sonach eine reine

Goldmasse und eine reine Silbermasse, beide von genau gleichem Ge

wichte mit der Krone, so wird das Silber am meisten Flttssigkeit aus

einem bis zum Rande gefttUten GefaBe verdrangen, nilchstdem die aus

beiden MetaUen gemischte Krone, das Gold endlich am wenigsten.
Die Schlttsse, wenn auch noch nicht in der hier ausgefiihrten Deut

lichkeit, scheinen dem Geiste Archimeds sich plotzUch dargeboten zu

haben. Die drei Wassermengen <?, x, y, welche durch das Silber, die

Krone, das Gold verdrangt wurden, boten das Mittel die Mischungs-
verhilltnisse der Krone zu berechnen. Wog namlich die Krone ]c Ge-

wichtstede, worunter s Gewichtstede Silber und g Gewichtsteile Gold,
so muBte erstlich s Y ff

= ^ sein. Zweitens verdrangte aber das

Silber nur
,,
X s Raumteile Wasser und das Gold -■;^ X 7 Raumteile

A' '»

derselben Flttssigkeit, die ganze Krone also —jr^ Raumtede, oder

X Raumteile, demnach war auch sts Y ffy
"= kx. Die beiden Angaben

ftthrten dann vereint in Betracht gezogen zu s =
— - X I'. In der

Freude ttber diese Entdeckung sei Archimed unbekleidet ins Freie

und nach seiner Wohnung gelaufen mit dem Riife: ich habe es ge

funden, avQrjXu EVQXjxa. Eine zweite Auffassung findet sich in einem

Lehrgedichte „Ueber die Gewichte und Maasse", welches man wohl

dem Grammatiker Priscianus zuschrieb, eine Meinung, von welcher

man aber allgemein zurttckgekommen ist, um die Entstehung des Ge-

>) Briefliche Mitteilung von H, Junge, -j Vitruvius IX, 3,
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dichtes etwa auf das Jahr 500 zu veriegen'). Dort ist niimlich die

Auffindung des spezifischen Gewichtes eines Stoffes, auf welche allem

es ankommt, an eine doppelte Abwiigung gekntipft. Wird die zu

prttfeude Substanz einmal im Freien und das zweite Mal in Wasser

eingetaucht gewogen, so wird sie das zweite Mal so viel von ihrer

Gewichtswirkung auf den Wagebalken, an welchem sie hangt, ein-

bttBen, als das Gewicht der durch sie verdrangten Flttssigkeitsmenge

betriigt. Man wird folglich in dem Verhiiltnisse des ursprttnglichen

Gewichtes zu dem Gewichtsverluste das spezifische Gewicht des Stoffes

besitzen, und man findet s = ^^^,; X 1^, wenn s', k', g' die Gewichts

verluste im Wasser der an Gewicht auBerhalb des Wassers gleichen

Mengen Silber, Kronenmetall und Gold bedeuten. Y^elche von den

beiden Methoden also Archimed auch anwandte, und die Wahrschein

lichkeit ffir die eine wie fiir die andere zu erortern gehort der Ge

schichte der Physik an, die Rechnung als solche war immer die

gleiche, war, wie wir zum voraus bemerkten, eine Gesellschaftsrech-

nung, dergleichen ahnliche wenn auch nicht voUig ttbereinstimmende

im Ubungsbuche des Ahmes erledigt sind.

Dem Archimed wird ferner eine unbestimmte Aufgabe zuge

schrieben, welche in Distichen abgefaBt unter dem Namen des Rinder-

problems bekannt ist^). Es handelt sich um die Auffindung von vier

Unbekannten in ganzen Zahlen mittels dreier zwischen ihnen gegebenen

Gleichungen vom ersten Grade. Zu dieser ursprfingUchen Form des

Problems sind alsdann in spaterer Uberarbeitung, wie es scheint, noch

anderweitige Zusatze getreten, welche zu ihrer Berficksichtigung
Kenntnisse in der Lehre von den Quadratzahlen und von den Drei

eckszahlen voraussetzen, welche wir wohl berechtigt sind, einem Ar

chimed als zuganglich anzunehmen, wenn schon Philippus Opuntius

(S. 169) tiber vieleckige Zahlen schreiben konnte. Bezfiglich der

Echtheit dieses Problems sind die Ansichten geteilt. Der letzte

SchriftsteUer, der in eingehender AA'eise mathematisch wie philologisch
mit Archimed sich beschiiftigt hat, steht nicht an, das Gedicht, wie

') Scriptores metrologici Bomani (ed. Hultsch) pag. 88 sqq. Die auf die

Kronenrechnung bezflgliohe Stelle v. 124 — 20s. tjber die Datierung vgl.
Hultschs Prolegomena § 118, -) Altere Ansichten iiber das Rinderproblem bei

Nesselmann, Algebra der Griechen S. 481—491 wissen einen nur halbwegs
ertraglichen Sinn nicht herauszubringen. Dieses gelang Vincent in dem als

Anhang zu den Nouvelles annales de mathematiques T. XV (Paris 1856) erschie-

nenen Bulletin de bibliographic etc. I, 39 flgg. Einen anderen Sinn haben die

A^erfasser der neuesten Abhandlung Krumbiegel und Amthor „das Problems

bocinum des Archimed" ermittelt. A^gl, Zeitschr, Math, Phys, Bd, XXV, Histor,-
literar, Abteilung (1880).
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es erhalten ist, als archimedisch anzuerkennen^). Wir selbst ent

halten uns eines bestimmten Urteils, Avie wir (S. 286) uns entschieden,
die Frage nach der Echtheit des sogenannten euklidischen Problems

als eine offene zu betrachten. Zu einem Ergebnisse kommen wir

allerdings auch hier: daB namlich ein Grund das Rinderproblem darum

ffir untergeschoben zu erkliiren, weil Archimed es nicht habe losen

konnen, in keiner Weise vorliegt.

Eine Beschaftigung mit Quadratzahlen ist Archimed jedenfalls
nachzurtthmen. Er hat jedenfalls in dem Buche von den Schnecken

linien die Summierung der aufeinander folgenden Quadrat

zahlen von 1 anfangend gelehrt und bewiesen. Er kleidet die

Summenformel in folgenden Satz: „Wenn man eine widjvttrliche An

zahl von Linien annimmt, die nacheinander gleiche Unterschiede

haben, so daB die kleinste dem Unterschiede selbst gleich ist, und

wenn eine eben so groBe Anzahl anderer Linien angenommen wird,
welche einzeln der groBten von jenen gleich sind, so wird die

Summe aller Quadrate von denen, welche der groBten gleich sind,
nebst dem Quadrate der groBten selbst und dem Rechtecke unter

der kleinsten und einer Linie, welche so groB ist als die Summe

aller um gleiche Unterschiede verschiedener, dreimal so viel betragen
als die Summe aller Quadrate der um gleiche Unterschiede verschie

denen Linien"^). In Zeichen geschrieben heiBt das 3[«" Y (2a)^ Y

(3«)2 Y k [licy] = (« + !)(««)- + f'(" Y2a + 5a Y ■ ■ ■ Y ««)-
Da Archimed, wie aus dem Beweise sich ergeben wird, die Summen

formel der arithmetischen Reihe anzuwenden wuBte, so ist es

einigermaBen auffaUend, daB er nicht a Y 2ct Y '•'>" Y ■ Y na- zu

-^— -

vereinigte, um schlieBlich a" Y (2rt)^ -|_ (30,)^ -|- ■ • ■ -]- [iia)^

= ————

^
—YY— zn erhalten. AAdr erkennen daraus, daB ein so

lautender Satz bei Archimed nicht vorkommt, wie sehr man sich

httten muB den SchluB, dieser oder jener Schriftsteller konnte so

oder so schlieBen, hat es also getan, anzuwenden, wenn nicht be

sondere anderweitige Grttnde fiir jenen SchluB vorhanden sind. Noch

eine Bemerkung driingt sich auf AVir sagten Archimed habe die

Summierung der Quadratzahlen vollzogen, und in dem Wortlaute

seines Satzes, wie seines Beweises, kommen nur Linien vor. Allein

es sind unzusammenhangende Linien, wie sie im Y. Buche der eukli-

dischen Elemente zur Yersinnlichung von Zahlen dienen, und haben

hier gleichfaUs keine andere Bedeutung. AVir lassen nun den Be

weis folgen, an welchem wir keine andere Yerilnderimg vomehmen,

1) Heiberg, Quaestiones Ardiimcdcae 26. *) Arc\iimed (ed, Heiberg)

II, 34—40, (ed, Nizze) 125-128
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als daB wir Archimeds Worte in Zeichen ttbersetzen. Es ist

na = {n- l)a Y 1« = (n
-

2)a Y 2a = (n
— 3)a -(- 3« =

• ■ = la

Y{n — l)a. Quadriert man aUe diese unter sich gleichwertigen Formen

von na, so erhalt man ebensoviele verschiedene Formen von (na)'-',

niimUch (w«)^ = ((■« - Daf Y (la)' -f- 2
- (» -

l)a la = ((n
- 2'o)-

Y (2 a)' -f 2 («
-

2) rf • 2 a = ((n
- 3) af Y (3 af Y 2 (n - 3) a • 3 a

= . . . = (la)2 _|_ ((-« _ i)a)2 -)- 2 . 1 ff . {n
—

1) a. Jede solche Form

besteht aus zwei quadratischen Gliedern und einem doppelten Pro

dukte. Addiert man die siimtlichen Formen nebst 2 {n a)^ = (-n (t)^
Y (na)^ und ordnet die quadratischen GUeder erst fallend dann steigend,
und die doppelten Produkte nach fallendem erstem Faktor, so entsteht

(n Y l)(nay = (nafYi'n- l)af Y (m-^)^')' + • • + (!«)'+ (laf
4- • - -k ((».

-

2)afY ('»
- l;fl r' + (naf Y 2[(«

- 1)« la Y (« -

2)a
■2aY Y ltt(n —

!)«]■ Addiert man ferner auf beiden Seiten

a(a Y 2a Y ■ ■ • Y no), so erhalt man (« + l)(na)^ Y «(« Y 2a -\

Y na) = 2[a^ Y (2af -\ \- (».«)-] + 2{(n
-

l)a la + (« -

2)a- 2a

Y • -k la -

(«
—

l)a] -k a[a -k 2a + - • - + "«]• Damit der zu An

fang ausgesprochene Satz bewiesen sei, bedarf es also nur noch Eines:

es muB gezeigt werden, daB a^ + (2«)^ -| k ("«)^= 2[(y;
—

l)a - la

Y (n
—

2)a 2a Y ■ ■ • Y la ■ (n
—

l)a] -k a[fl + 2a -f ■ • •

-(- na] sei.

Die beiden Ausdrttcke rechts vom Gleichheitszeichen sind aber a A

und a B oder vereinigt a(A Y B), wobei

A^2(n-l)a Y-l(n-2)a Y -k(2»--2) la

B = iia Y (n — l)a Y (n
— 2)a Y - -k la

AYP=1 na -k 3 • (». - Ija -f 5 - (n -

2)a -f h (2n — 1) • 1 o

(AYB)- a = a[l ■ naY'i ■ i:>i
-

l)aYo-(n-2)a-\ h (2«
—

l)-la] = J?.

Von den n Quadraten, als deren Summe B. zu beweisen ist, wird nun

das hochste (naf umgeformt iu ad na Y 'ii ~ l)na). Aber die

arithmetische Reihe (n — l)a Y (« ~2)a Y ■ ■ -f la hat als Summe

{n — 1) ■ n ■ a . _

.2

-

> eme iormel, welche demnach, wie oben angekttndigt,
von Archimed benutzt wird. Demnach ist (n

— l)na = 2\{)i ~ l)a
Y(n-2)a-\ kla] und (««)- = a[l -

wa -k 2(». - l)a -f- 2(h. -2)a
Y • - + 2 la]. Ziehen wir diesen AVert von R ab, so bleibt ein

Rest 2^1 iihnUcher Form wie B, nilndich a[l (« —

l)a -k 3(w
— 2)a

Y • ■ -k(2» —

3) • la] = i?i. Nun konnte ((» —

1^)" umgeformt und
von i?i abgezogen werden, wodurch ein Rest i?2 entstttade, dem

gegenttber das Verfahren fortzusetzen ist. SchlieBlich bleibt nichts

ttbrig, es ist also a^ Y [2ctf -f - - • -f (net)- = B, wie zu beweisen war.

Wir haben vorher bei der archimedischen Aufgabe von der durch
eine Ebene geschnittenen Kugel die kubische Gleichuno- x^ —

ax'
4

4-
-- a^b = 0 angeschrieben ( S, 309), zu welcher diese Aufgabe ftthrt.
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Wir haben dieses zur deutlicheren Einsicht in die Frage fttr unsere

an die Gleichungsform gewohnten Leser getan. Man inuB sich

jedoch wohl httten das, was wir dort taten, als den gleichen Ge-

sichtspunkten entsprechend zu betrachten, wie das, was uns bei

unserer letzten Darstellung der Summierung aufeinanderfolgender
Quadratzahlen leitete. AVir haben hier nur Zeichen statt der AA'orte

gesetzt, den archimedischen Gedanken in keiner Weise verandernd.

Wir haben dort eine Gleichung aus einer Proportion entwickelt.

Archimed hiitte eine solche Entwicklung dem ganzen Zustande der

damaligen Wissenschaft gemaB, welche Korperzahlen kannte, vor

nehmen konnen, aber er hat es nicht getan. Er blieb bei der

Proportion (a — x) :b = —-

a- : x^ stehen
,
und wir wttrden in ihn

hineinlesen, was er nicht gewuBt zu haben scheint, wenn wir auch

nur annahmen, Archimed habe eine wesentliche Ahnlichkeit zwischen

seiner Aufgabe und der Aufgabe der Wttrfelverdoppelung, geschweige
denn zwischen ihr und der Aufgabe der Winkeldreiteilung bemerkt.

Die AVttrfelverdoppelung verlangte die Einschaltung zweier geome

trischer MittelgUeder zwischen gegebenen GroBen; von einer der

artigen Einschaltung ist bei der archimedischen Kugeltedung nicht

die Rede, mag man auch, um die Unbekannte nach innen zu bringen,

die Proportion in der Form b : (a
—

.x) = .r" :
- oder in der Form

b : .r" = (a
—

a) :
- - schreiben.

AVir mttssen hier vielleicht einem Yorwurfe begegnen, den man

uns darttber machen konnte, daB wir, als wir es mit Euklid und

dessen durch quadratische Gleichungen darstellbaren Aufgaben zu

tun hatten, nicht auch so streng an den AA^ortlaut des griechischen
SchriftsteUers uns halten zu mttssen glaubten. Wahr ist es, es ware

Torsichtiger gewesen auch dort nicht als Gleichung zu schreiben,

was nur eine Proportion war, allein wir konnen doch einiges hervor

heben, welches einen grundsiltzlichen Unterschied zwischen der eukli

dischen und der archimedischen Aufgabe bedingt und dadurch auch

eine formelle A'erschiedenheit der DarsteUung gestattet, ganz abgesehen

davon, daB wir wenigstens nicht versauint haben (S. 285), iinsern

Zweifel darttber zu iluBern, ob Euklid eine Ahnung von dem alge

braischen Inhalte seiner Aufgaben gehabt habe. Quadratische und

kubische Aufgaben
— man gestatte uns diese leicht verstand

lichen, wenn auch sonst nicht gerade ttblichen Benennungen
— sind

geometrisch gewaltig verschieden. Die quadrafa'sche Aufgabe gehort

den Elementen in dem geometrischen Sinne dea AA^ortes an. Sie

lilBt sich, sofern Nichtbeaehtnng des Diorismus nicht GroBen als ge-
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geben wahlen UeB, welche jede reeUe positive Losung ausschUeBen,

jedesmal durch Zirkel und Lineal bewiiltigen. Die kubische Aufgabe

ist durch die Elemente nicht losbar. Sie bedarf besonderer Kurven,

deren Eigenschaften in besonderen Schriften erortert zur Zeit, als

Archimed lebte, ttberhaupt erst anfingen, genau studiert zu werden

und die hohere Geometrie bildeten. Man darf daher wohl einen

Unterschied machen zwischen der Tiefe, bis zu welcher EukUd und

Archimed in das eigentliche Wesen quadratischer und kubischer Auf

gaben einzudringen vermochten. Daneben ist auch ftir rechnendes

Verfahren ein nicht minder gewaltiger Unterschied zwischen quadra
tischen und kubischen Aufgaben, die einem Griechen gestellt waren.

Die Ausziehung der Kubikwurzel durch Umkehrung des Verfahrens,
welches zur Erhebung auf die dritte Potenz ftthrt, also von der

Formel (a -k /3)^ = a' -k 3«"/3 -k 3«^" -k /3^ ausgehend, hat, wie wir

vorgreifend bemerken dttrfen, kein griechischer Schriftsteller des Alter

tums oder des Mittelalters jemals gelehrt; ob ein anderes Rechnungs
verfahren zu dem gleichen Zwecke angewandt wurde, mttssen wir

hier noch dahingestellt sein lassen. Eine Ausziehung von Quadrat

wurzeln dagegen durch Rechnung, und zwar auch bei solchen Zahlen,
welche nur eine Anniiherung an den wahren Wert gestatten, hat die

griechische Mathematik vielleicht, wie wir (S. 223) sahen, schon seit

Platon besessen, jedenfalls hat Archimed in seiner Kreismessung den

Beweis geliefert, daB er im Besitze sehr voUkommeuer Methoden

zur Auffindung solcher Wurzelwerte gewesen sein muB. Damit ist

aber, wie zum Schlusse dieser Ausftthmngen hingeworfen werden

mag, zugleich auch die (8. 285) schon begriindete Behauptung
vollends gesichert, daB man in sehr frtther Zeit bei den Griechen

quadratische Aufgaben rechnend loste, d. h. tatsilchlich mit quadra
tischen Gleichungen sich beschaftigte, denn wie wiire man sonst zu

Methoden der Quadratwurzelausziehung gelangt, die das leisteten, was

z. B. von Archimed zu dessen Arbeiten wir so zurttckkehren, geleistet

worden ist?

Archimed hat in seiner Kreismessung eine ganze Anzahl von

angeuiiherten Quadratwurzeln berechnen mttssen. Er hat da

bei erkannt, daB \^iJ>Y'i >l%, daB 1/349T50 > 591-^-
,

daB

]/l373943j; > 117:^^, daB }4 472 132^^ > 2339 [ . Wie hat er

diese Zahlen gefunden? Die Frage ist vielfach aufgeworfen, ver

schiedentlich beantwortet worden i). Man kann wohl sagen, daB

') Zusammenstellungen der auf diesem Gebiete ausgesprochenen IVIeinungen
bei S, Giinther, Antike Nilherungsmethoden im Lichte moderner Mathematik
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siimtUche Yersuche in einem Punkte zusammentreflen, niimkch in dem

Bestreben, ein mehr oder weniger bewuBtes Zusammentreffen der

Methode des Archimedes mit dem modernen Kettenhruchverfahren

nachznweisen, d. h. mit den Formeln

y'-''+^-"+L-^b
2 a -\-b_

Y, +

und

2it ~ b

■2 a —

Nun ist von vornherein zuzugelien, daB der Naherungswert

l/. = yi+-i = i-k-.; + ,

Y+ 1

2 ->- ■

bei griechischen SchriftsteUern mit aller Bestimmtheit auftritt, wie

wir bei der naheren Betrachtung des Werkes des Theon von Smyrna
im 21. Kajiitel erkennen werden. Es ist ferner (S. 267) darauf hin

gewiesen worden, daB die Art und Weise, in welcher Euklid den

groBten gemeinschaftlichen Teiler zweier ganzer Zahlen aufsucht,
einen voUstiindigen Ketteubruchalgorithmus darstellt, und dennoch

konnen wir die Frage, wie eigentlich Archimed verfuhr, noch nicht

als vollstandig beantwortet erachten. Die AVerte, welche Archimed

als angeniiherte Quadratwurzeln benutzt, andere AA^erte, die bei

spiiteren griechischen Schriftstellern auftreten, entstehen namlich,

mit Ausnahme der von uns schon betonten ]/2 und einer weiteren

Ausnahme, nicht aus den obigen Kettenbruchformeln, es sei denn,
daL man sie auf ein Prokrustesbett spannte, wie wir es nicht ver-

(in dci Abhandlungen der k. bohmischen GeseUschaft der Wissenschaften

VI. Folgi, 9. Band, Prag 1878) und bei Heiberg, t^luacsfioncs Archimedeae 60

bis 66, Pi letzterem auch das bei dem ersteren fehlende Referat iiber A).)-

handlungen von MoU-sveide (1808; und Oppermann (1875). Uber die Ab

handlung Millweides vgl. auch einen Bericht von GauI5 in den. Gottinger Ge

lehrten Anzeifcn vom 9. Januar 1S08. Spiitere Arbeiten vou Hunrath, Die

Berechnung irntioualer Quadrat-svurzeln vor der Herrschaft der Dezimalbriiche

(Kiel 1884) unte- anderen haben unserer Ansicht nach die Frage immer noch

nicht geklart. Aich Hultsch, Uber Archimeds Quadratwurzeln iGottinger Ge-

lehrte Anzeigen 1193) und Ebeuderselbe, Zur Kreismessung des Archimedes

^Zeitschrift fiir MatPmatik und Phj-sik XXXIX, Historisch-Kterarische Abteilg.

1894) lassen noch zu manchem Zweifel Baum,
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antworten zu konnen glauben. Die erwiihnten archimedischen Werte

von ]/3 z. B. entstehen nicht aus "j/d — 1 = 2 —

^ _ ^
,
son-

4 — ■

dem die aufeinanderfolgenden Nilherungsbrttche dieses Kettenbruches

7 26 97 36^^ • ^
i

^^
i

sind 2, ,-, ,.-, ---,
—"-

■■-, unter welchen wir
- und - hervor-

'
4 lo 5b 209 * J.--*

heben als die weitere Ausnahme, von welcher soeben die Rede war,

da diese Werte ffir Y'^ i^ '^^r Tat geschichtlich nachweisbar bei

Griechen vorkommen, wie das 18. und 19. Kapitel uns lehren werden.

Wir lassen also die Frage nach der Art und Weise, in welcher Ar

chimed seine Quadratwurzeln fand, offen, soviel zugestehend, daB be

stimmte Beispiele auf Anwendung von Kettenbruchformeln bei anderen

SchriftsteUern hinweisen, die somit jener Formeln sich bedient haben

werden, wenn auch natiirlich nicht als KetteubrUche, an deren Vor

handensein nicht zu denken ist, bevor eine Schreibweise der Brttche

durch riiumUch unterscheidbare Zahler und Nenner sich verbreitet

hatte.

Es ist nur ein unglttcklicher Zufall, daB wir fiber die AVurzel-

ausziehungsmethoden Archimeds im dunkeln tappen. Eutokius, der

einen Kommentar zur archimedischen Kreismessung geschrieben hat,

sagt, wo er an die Quadratwurzelwerte kommt: „Wie man aber die

Quadratwurzel, die einer gegebenen Zahl sehr nahe kommt, finden

konne, ist von Heron in seinem metrischen Werke gezeigt worden,
ebenso von Pappus, Theon und mehreren anderen Exegeten der

groBen Zusammenstellung des Klaudius Ptolemaus. Es ist daher

nicht notig Untersuchungen ttber diesen Gegenstand anzustellen, da

Freunde der Mathematik bei jenen darttber naehlesen konnen" ^).
Was wir diesen SchriftsteUern, soweit sie erhalten sind, entnehmen,
mttssen wir spater im Zusammenhang mit ihren sonstigen Leistungen
besprechen.

Versagt uns der Kommentar des Eutokius den Dienst, wo wir

seiner am dringendsten bedttrfen, so liiBt er uns doch nicht ganz
ohne Ausbeute. Er voUzieht aufs ausfuhrUchste mehrere Multi

plikationen, und diese SteUen gehoren zu den bedeutsansten fttr

die Kenntnis griechischer Rechenkunst. Der Gebrauch d^r Stamm

brttche (S. 128) beim wirklichen Rechnen geht daraus aafs unzwei-

deutigste hervor, dann aber auch, daB die Griechen bei ihren Multi

plikationen im wesentlichen der gleichen Alethode s-ch bedienten,
der wir noch heute folgen, nur daB sie bezttglich der Anordnung

^) Archimed (ed. Heiberg) IH, 270.
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der Teilmultiplikationen den entgegengesetzten AVeg einschlugen. Sie

fingen namlich mit dem, was wir die Ziffer hochsten Ranges im

Multiplikator nennen, an und stiegen dann zu den niedrigeren SteUen

herab, sie beobachteten die gleiche Reihenfolge innerhalb der Teile

des MultipUkandus. So wird z. B. 2016 -

folgendermaBen quadriert.

Es ist 2000-2000 = 4000000, 2000-10 = 20000, 2000-6 = 12000,

2000 - -^= 333-g ; 10 • 2000 = 20000, 10 10 = 100, 10 • 6 = 60,

10 \- = ll ]r\ 6 2000 = 12000, 6 ■ 10 = 60, 6 6 = 36,

G ■) =1: I ■ 2000 = .333 -^ , ^ 10 = 1 \
^

,

^

(.i = 1
, -V ■ ^ = I,.0 '6 3 '

6 2 6
' 11 ' 6 6 36

und alle diese Teilprodukte vereinigt geben 4 064 !'!'>-;

Man konnte bei diesem Fortschreiten von den groBeren Teilen

der Zahlen zu immer kleineren an die mehrerwahnte Stelle des

Herodot^) denken, daB die HeUenen beim Rechnen die Hand von

links nach rechts bewegen. Links befand sich (S. 133) auf der

Kechentafel mit gegen den Rechner senkrechten Kolumnen die hochste

Rangstelle. Alan dttrfte auch die A'^ermutung aussprechen, die Ver

einigung der Teilprodukte, welche als vollzogen gedacht wird, ohne

zn erklaren, wie man dabei verfuhr, sei auf der Rechentafel erfolgt,
deren Gebrauch zur Zeit des Polybius, mithin nur ein halbes Jahr

hundert nach Archimed ( S. 132 1 wir uns ins Gedachtnis zurttck-

rufeii. Jedenfalls ist dieses griechische Rechnen innerhalb und mit

Benutzung des Zehnerzahlensystems ein ungeheurer Fortschritt gegen
ttber dem agyptischen A'erfahren der Multiplikation und Division,
welches fast nur fortgesetzte A^erdoppelungen und Halbierungen nebst

idditiver Vereinigung so gewonneuer Ergebnisse benutzte. In Griechen-

laid selbst wurden ttbrigens nach Aussage eines Scholiasten zum

Chiirmides des Platon beide Methoden gelehrt, denn anders sind

die l.usdrttcke Itellenisehe loid dyyptiselie Methoden der MidtijiUhation
nnd Pivision nicht zu verstehen^). Ihr Nebeneinanderbestehen laBt

vermuttn, daB bereits die Griechen die Erfahrung machten, die agyp

tische M>thode lasse sich im Handelsverkehre leichter als die helle-

nische anvenden, eine Erfahrung, welche italienische Kaufleute um

Jahrhunderte spater emeuerten.

AVir nainten die hier erwahnten Stellen des Eutokius als zu den

bedeutsamsten fttr die Kenntnis griechischer Rechenkunst gehorend.
A'^ieles ist leiter verloren gegangen. Unter den Schriften des

') Herodot 11,36. "i P. Tannery, La geometrie grecque etc. pag. 49

hat zuerst auf diese vichtige Stelle hingewiesen.
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Xenokrates, welche wir nur dem Titel nach kennen i) (S. 249), soil

eine Logistik gewesen sein. Ein Rechenmeister Apollodorus wird

uns genannt (S. 180). Von der Logistik des Magnus erwiihnt

Eutokius Rtthmendes am Schlusse seines Kommentars zur archi

medischen Kreismessung^). Eine Schrift, welche in griechischer

Sprache von dem Rechnen auf dem Rechenbrette handelte, war im

XVIII. Jahrh. noch in der S. MarcusbibUothek in Venedig vorhanden,

ist aber inzwischen abhanden gekommen oder verlegt, so daB sie in

den Handschriftenverzeichnissen der genannten Bibliothek nicht mehr

vorkommt s). Aber was liiBt mit so dttrftigen Angaben sich machen?

Sogar die Lebenszeit dieser Schriftsteller mit Ausnahme des Xeno

krates ist in tiefstes Dunkel gehttUt. Es ist sehr wahrscheinlich,

daB Archimed selbst ein Buch verfaBt hat, welches mit der Rechen

kunst sich beschaftigte. Zu dieser A^ermutung geben wenigstens einige
Bruchstttcke und deren Titel Veranlassung. Die Schrift hieB die

Grundzttge, dQiui, und war dem Zeuxippus zugeeignet^) Archimed

lehrte darin unter anderen das dekadische Zahlensystem iu ttbersicht

Ucher GUederung weit ttber die Grenzen derjenigen Zahlen aus-

dehnen, mit welchen man insgemeiu zu tun hat. Archimed faBt

namlich acht aufeinander folgende Rangordnungen in eine Oktade

zusammen^). Die erste Oktade geht also von der Einheit bis zur

Myriade der Myriaden, d. h. bis zu 100000000, welche Zahl die Ein

heit der zweiten Oktade bildet. Die Einheit der dritten Oktade ist

ihm folglich die Zahl, welche wir durch Eins mit 2 mal 8 oder mit 16

NuUen schreiben. Die Einheit der 26. Oktade ist in unserer Schreib

weise 1 mit 25 mal 8, d. h. mit 200 NuUen. Diese Oktaden setzt

Archimed fort bis zur 10000 mal lOOOOsten uud siimtUche Zahlen

bis zur hochsten dieser letzten Oktade bilden die erste Periode

An sie schlieBt sich aber eine neue zweite Periode, deren Einheit

folglich nach unserer Zahlenschreibweise eine 1 mit 800 MiUioien

NuUen ist! Es schwindelt einem bei dem Gedanken, auch mit dieser

zweiten Periode von 10000 mal 10000 Oktaden die Zahlenreihf nicht

abgeschlossen zu finden, sondem vielmehr die Moglichkeit iUgeben
zu infissen, noch hohere Perioden oder gar hohere Gruppeno-'dnungen
als die Perioden selbst zu bdden.

Fttr die Richtigkeit dieses Auszuges bttrgt, daB er vca Archimed

0 Diogenes Laertius VIII, 12, =) Archimed (ed, Heiberg) HI, 302.

^) Privatmitteilung des Grafen Soranzo in Venedig auf die Anfrage des Ver

fassers nach dem Abacus in Graeco, von welchem Bern, ie Montfauoon,
Bibliotheca bibliothecarum manuscriptarum I, 468 D sprioit, •>) Archimed
(ed. Heiberg) II, 242, 246, (ed. Nizze) 209, 212. «) Archimed (ed. Heiberg)
II, 266 sqq., (ed, Nizze) 217,
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ill eigener Person herrtihrt. Er gibt ihn uns in einer voUstiindig
erhaltenen Abhandlung, der Sandrechnnng, U'duatryig (lateinisch:
(treii(triiis). In ihr ist die Aufgabe gesteUt eine Zahl anzugebeu,
welche groBer sei als die Zahl der Sandkoraer, die eine Kugel fassen

wttrde, deren Halbmesser die Entfernung di-s Erdmittelpunktes von

dem Fixsternhimmel ware. Vorausgesetzt nun, daB 10000 Samlkorner

hinreichen eiu Kornchen von der GroBe eines Alohnkornes zu liefern,
nnd daB der Durchmesser eines ]\lohnkornes nicht kleiner als der

40. Teil einer Fingerbreite sei, vorausgesetzt ferner, daB der Welt-

durehmesser kleiner als 10000 Erddnrchmesser, der Brddurchmesser

endlich kleiner als eine Alillion Stadien sei, findet Archimed eine

Zahl, welche die Saudkcirnerzahl einer der Weltkugel gleich ge

dachten Sandkugel fiberschreitet in 1000 Einheiten der 7. Oktade

der 1. Periode. Ja Archimed geht noch weiter, Er nimmt nach

astronomischen Anschauungen des ^Aristarchus von Samos ^) die

Weltkugel, die er alsdann Fixsternkugel nennt, noch groBer an und

erkennt, daB Sandkorner lOdU Alyriaden der s, Oktade an Zahl

niebr als nur ausreichen wttrden, selbst diese Fixsternkugel zu

bilden '"').
Was ist die Bedeutung dieser eigentttmlichen Aufgabe? )dannig-

faclie A^ermutungen sind darttber ausgesprochen worden. Alan hat

vielleicht nicht ganz uuglttcklich versucht den Zweck der Schrift in

jenem Bruchstttcke der Grundzttge zu finden. Alit anderen AVorten:

man hat es als einzigen Zweck der Sandrechnung bezeichnet, ein

Beispiel davon zu liefern, wie man die Aussprache der Zahlen von

einer gewissen Hohe an bedeutend vereinfachen und dabei eine Ein

sicht in die Art ihres Wachstums gewahren konne. Neben diesem

Zwecke hat man einen anderen wichtigeren zu erkennen geglaubt,
die Sandrechnung sei dazu bestimmt, die arithmetische Erganzung
der geometrischen Exhaustionsmethode zu bilden. Dem UnendUch

kleinen gegenuber ist das UnendlichgroBe der zweite Pol des Un-

endlichkeitsbegriffes, wenn wir so sagen dttrfen; um beide dreht sich

die ganze Infinitesimalrechnung. Will man aber beide Gegensiitze

deutlicher hervortreten lassen, so eignen sich geometrische Betrach

tungen nahezu zusammenfallender Raumgebdde vorzugsweise dazu,
das UnendUchkleine zu versinnlichen, wahrend das UnendlichgroBe

unmoglich an Figuren zu begreifen ist, welche dem Auge innerhalb

des Raumes begrenzt erscheinen. Nur durch die Zahl wird es dem

Verstandnisse niiher gebracht. Man kann zeigen, daB jede noch so

') A'gl. iiber diesen Wolf, Geschichte der Astronomie 35—3i. -) Archi

med (ed. Heiberg) II, 290, (ed. Nizze) 223.

Cantok, Geschichte der IMjiLhematik I. 3. Aufl. 21
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groBe, aber gegebene Zahl durch eine im ubrigen nicht niiher be-

stimn^te Zahl ttberstiegen werden kann, man kann ttber jede noch so

feme Grenze dabei als zu nahe gelegen hinausgehen. Das gerade hat

Archimed in seiner Sandrechnung geleistet.

Ist die Frage nach dem Zwecke der Sandrechnung schon eine

schwierige, so ist die Frage nach ihrer Heimat womogUch noch

weniger sicher zu beantworten. Auf der einen Seite ist unzweifelhaft

die phdosophische wie die mathematische Erkenntnis des Unend

Uchen ein Gegenstand griechischer Forschung schon in einer Zeit

gewesen, die um reichUch ein Jahrhundert vor Archimed Uegt. Auf

der anderen Sede ist die griechische Denkart im ganzen so ttber-

trieben groBer Zahlen nicht gewohnt. Nicht vor, nicht nach Archi

med finden wir iihnUches in griechischer Sprache. Man konnte

erwidern, nicht vor, nicht nach Archimed finde man unter den grie

chischen SchriftsteUern einen Archimed! AUein auch eine andere Aus

kunft ist nicht unmogUch. Es konnte hier ein auswiirtiges Problem

vorUegen, welches Archimed irgendwie, irgendwo einmal zu Ohren

o-ekommen wiire, welches er mit seinem allumfassenden Geiste auf

nahm und im Sinne seiner Absicht, die vielleicht von der des ur

sprfingUchen SteUers der Aufgabe hinimelweit verschieden war, be

handelte. Man mochte fast fttr diese Auffassung auf die einleitenden

Siitze der Sandrechnung verweisen: „Manche Leute glauben, Konig

Gelon, die Zahl des Sandes sei von unbegrenzter GroBe. Ich meine

nicht des um Syrakus und sonst noch in SiziUen befindlichen, son

dern auch dessen auf dem ganzen festen Lande, dem bewohnten und

unbewohnten. Andere gibt es wieder, welche diese Zahl zwar nicht

fur unbegrenzt annehmen; sondern nur daB noch keine so groBe

Zahl jemals genannt sei, welche seine Menge tthertrifft. Wenn sich

nun eben diese einen so groBen Sandhaufen dachten, wie die Masse

der ganzen Erde; dabei samtliche Meere ausgefttUt und alle Yer-

tiefungen der Erde so hoch wie die hochsten Berge, so wttrden sie

gewiB um so mehr glauben, daB keine Zahl zur Hand sei, die Menge
derselben noch zu tiberbieten. Ich aber wiU mittels geometrischer

Beweise, denen Du beipflichten wirst, zu zeigen versuchen, daB unter

den von mir benannten Zahlen, welche sich in meiner Schrift an den

Zeuxippus befinden, einige nicht nur die Zahl eines Sandhaufens

fibertreffen, dessen GroBe der Erde gleichkommt, wenn sie nach meiner

Erklarung ausgefttUt ist, sondern auch die eines solchen, dessen GroBe

dem WeltaUe gleich ist." So der Anfang der Abhandlung, und man

wird zugeben mttssen, daB Archimed in ihm die eigentttmliche Grup

pierung und Benennung der groBen Zahlen fttr sich in Anspruch

nimmt, aber keineswegs den Gedanken eines der Erdkugel gleichen
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Sandhaufens selbst als einen neuen bezeichnet, welchen noch niemand

vor ihm geiiuBert habe.

Wir haben (S. 29Tj zugesagt, auch die Kenntnisse Archimeds

im Gebiete der Mechanik in das Bereich unserer Darstellung zu

begreifen. Bei Archimed war mehr als bei irgend friiheren Schrift

stellern die Mechanik der Geometrie eng verschwistert Geometrische

Betrachtungen feinster Art standen ihm im Dienste der Mechanik,
mechanische Lehren wurden aber auch zur Beweisftthrung geome

trischer Siitze von ihm angewandt. Wir habeii wiederholt von der

Stellung der Abhandlung ttber die Quadratur der Parabel mitten

zwischen den beiden Bttchern vom Gleichgewicht der Ebenen

gesprochen, und diese Stellung ist kennzeichnend nach beiden Seiten

hin. Eine Stetigkeit des Inhaltes vom I. Buche zur Zwischenabhand-

lung, von dieser zum II. Buche ist unverkennbar, so unverkennbar,
daB es schwer wird zu sagen, welcher einzelne Satz fttr Archimed

mit der Geltung eines mechanischen, welcher mit der eines geome

trischen Satzes versehen ist. Es handelt sich in der ganzen Schrift

um Schwerpunktsbestimmungen, welche auf Grund des Satzes^)

gefunden werden, daB der Schweiqiunkt einer aus zwei gleich schweren

nicht denselben Schwerpunkt besitzendeu GroBen zusammengesetzten
GroBe in der Mitte derjenigen geraden Linie liegen muB, welche die

Schwerpunkte der beiden Teile verbindet, zu welchem der andere

bereits in der aristotelischen Mechanik (S. 255) enthaltene Satz ^)

kommt, daB kommensurable wie inkommensurable GroBen im Gleich

gewicht stehen, sobald sie ihren Entfernungen von dem Sttttzpunkte
des Hebels, an welchem sie wirkend ge

dacht sind, umgekehrt projiortioniert
sind. So findet Archimed den Schwer

punkt eines Parallelogrammes, eines

Dreiecks, eines Paralleltrapezes und hat

damit das notige Alaterial, um nun end-
1
—'—

1

lich bis zum 17. Satze der Zwischen- ^-^^

abhandlung mechanisch die Quadratur

der Parabel abzuleiten ' ), von deren sich

alsdann noch anknfipfender geometri
schen Begrttndung wir im vorigen Kapitel gesprochen haben. Der

Gang ist in aUer Kttrze folgender. Zuerst (Fig. 54) wird an dem

gleicharmigen in B gesttttzten Hebel ABF ein Dreieck FAH mit
o o o

M Gleichgewicht der Ebenen Buch I, Satz 4 (ed. Heiberg) II, 146, (ed.

Nizze) 2. ^) Gleichgewicht der Ebenen Buch I, Satz 6 und 7 (ed. Heiberg)

II, 152— 160, (ed, Nizze) 3—5. ■-'< Archimed (ed, Heiberg) II, 308—336, (ed.

Nizze) 12—22.

21*
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den Befestigungspunkten B und F an dem Waghalken BF aufgehangt

gedacht. Es wird gezeigt, daB dieses Dreieck mit einer in A auf-

gehiingten Figur Z in Gleichgewicht ist, wenn Z der dritte Teil des

Dreiecks FAH ist, Des weiteren

wird (Fig, 55j ein Paralleltrapez auf-

gehilngt gedacht, dessen nicht paraUele

Seiten sich in F schneiden, wahrend

die paraUelen Seiten senkrecht gegen

den Waghalken sind. Fttr die diesem

Trapeze AKPT bei A das Gleich

gewicht haltende Figur Z wird be

wiesen, daB sie zwischen zwei Grenzen,

dem --.,., und dem „=-fachen des
B I B 1

Trapezes enthalten ist. Jetzt geht Archimed (Fig. 56 ) zur Aufhiingung
eines Parabelabschnittes ttber. Er hat schon im Eingange der Ab

handlung einige Eigenschaften dieser Kurve erwahnt. Er zeigt nun,
daB wenn die den Abschnitt bildende Sehne 5r in beliebig viele

gleiche Teile geteilt wird, wenn aus jedem Teilpunkte eine ParaUele

zu KA und aus den Schnittj^nnkten
dieser ParaUelen mit der Parabel A'er-

bindungslinien nach P gezogen werden,
welche man noch jenseits des Parabel-

jDuiiktes bis zur niichsten ParaUelen

verliingert, der Parabelabschnitt als

dann als zwischen zwei Summen von

trapezartigen Stttcken enthalten sich

kundgibt. Durch Aufsuchen der jedem

Trajiezchen in A das Gleichgewicht
haltenden Figur, sowie durch A"er-

bindung der beiden genannten Gleicli-

gewichtssatze fttr das Dreieck und das

Trapez ergibt sich endlich der Parabel

abschnitt als Drittel des groBen Dreiecks BFA. Andrerseits ist unter

der A^oraussetzung, es sei EM® die der BF paraUele Bertthrungs
linie an die Parabel, M die Mitte von IFi, H die Mitte von BT und

A die Mitte von FA, folgUch HM=~. Daraus ergibt sich, daB

der Parabelabschnitt
^
des kleinen Dreiecks BMF ist, wie erwiesen

werden sollte. lm II. Buche des Gleichgewichts der Ebenen geht
dann Archimed dazu ttber, den Schwerpunkt des parabolischen
Abschnittes zu finden.



Die iibrigen Leistungen des Archimedes. ?,2b

Noch gewaltiger forderte Archimed die Erkenntnis der Gesetze

gegenseitigen Druckes fittssiger und fester Korper. Er entdeckte das

nach ihm benannte hydrostatische Prinzip ^j, welches als Lehr

satz gekleidet von ihm folgenderuiaBen ausgesprochen wurde: Jeder

feste Kiii-]ier, welcher, leichter als eine Flttssigkeit, in diese eingetaucht
wird, sinkt so tief, daB die Masse der Flilssigkeit, welche so groB
ist als der eingesunkene Ted, ebensoviel wiegt, wie der gau/.e

Korper ^). Daraus folgt ein weiterer Satz: A\'enn ein Korper, leichter

als eine Flttssigkeit, in diese gctaucht M'ird, so verhiilt sich sein Ge

wicht zu dem einer gleich groBen j\lasse Flttssigkeit, wie der einge
sunkene Teil des Korpers zum ganzen Korper^). Dieser Satz bildet

selbst die wissenschaftliche Definition des spezifischen Gewichtes fttr

solche Stoff'e, die leichter als die zur Dicbtigkeitseiiibeit gewilhlte

Flttssigkeit sind.

Das spezifische Gewicht dichterer Korper hatte Archimed,
wie ivir (S. 310

—

312) besprochen haben, bei seiner Kronenrechnung
zu benutzen verstanden. Wir lehnten es dort ab, zu entscheiden,
welcher von den beiden berichteten Methoden Archimed sich tat

sachlich bediente. Auch jetzt, wo der Zusammenhang mit den Bttchern

von den schwimmenden Korpern uns nahe legen wttrde, von jener

unparteiischen Zwischenstellung uns zu entfernen, sjirechen wir nur

mit besonderem Vorbehalte unsere jierstinliche Meinung ttber jene

Frage aus. Die Alethode mehrfacher Abwagungen UeB jedenfalls ein

genaueres Ergebnis finden als die Methode der Abmessung der aus-

laufenden Flfissigkeit, und gerade deshalb scheint uns, da nun einmal

beide Methoden lierichtet werden, beide also mindestens zur Zeit, als

der Berichterstatter lebte, wahrscheinlich aber viel frtther, bekannt

gewesen sein mttssen, die letztgenaunte Methode die ersterfundene

gewesen zu sein*). Der Gedankengang ist doch wohl der natttr-

lichere, daB dem Archimed zuerst unmittelbare Messung des ver-

drilngteu AA^assers vorschwebte, und daB erst sjoiiter, sei es durch ihn

selbst, sei es durch Nachfolger, das mittelbare A^erfahreu erfunden

wurde, nachdem die praktische Unausfidirbarkeit erkannt war, das

verdriingte Wasser vollstiiudig und genau aufzufangen und zu messen.

Sei dem nun, wic^ da wolle, jedenfalls hat, wie wir schon andeuteten.

^) ITIier das hydrostatische Prinzip vgl Ch. Thurot, Ttcchcrches historirpics

sur le pri-ncii>e il'Ardiimi:ilc in der Revue Archcoloi/iiiiic 1869. ') Archimed,

Von schwimmenden Korpern Buch 1, Satz 5 (ed. Heiberg) IV, 367, (cd. Nizze)

227, ') Archimed, Von schwimmenden Korpern Buch II, Satz 1 i_ed, Hei

berg) II, 375, led. Nizze) 232. '') Montucla, Histoire des Mathematlcptcs I,

229 vertritt die eiitgegeuoesetzte .\nsicht uud Thurot scheint ihm zu loigen,

wenn cr .sich auch nicht so bestimmt ausspricht.



o9« 15. Kapitel.

die Kronenrechnung frtthzeUig ein verdientes und ungewohnliches Auf-

sehen verursacht. Vitruvius nennt sie neben der InkommensurabiUfat

der Diagonale eines Quadrates und neben dem pythagoriiischen Drei

ecke aus den Seiten 3, 4, 5 in gleicher Linie. Sie stellen ihm ge

meinschaftUch die drei groBten mathematischen Entdeckungen dar^).

Proklus erziihlt, Konig Gelon habe im HinbUck auf die Kronen

rechnung gesagt, er werde hinfort nichts bezweifeln, was Archimed

behaupte^).
Dasselbe gefltigelte Wort, erziihlt Proklus weiter, werde auch auf

Konig Hiero zurttckgeftthrt, und knttpfe sich an eine andere mecha

nische Leistung, welche dem Laien noch wunderbarer vorkommen

muBte, wed ihm selbst eine unbegreifUche Handlung ermoglicht

wurde. Archimed habe niimlich mit Hilfe von eigentttmUch zusammen

gesetzten Herrichtungen es fertig gebracht, daB Konig Hiero ganz aUein

ein schweres Schiff' von Stapel lassen konnte. Ob die Herrichtung

der Hauptsache nach ein Flaschenzug^), xQiOndoxog, war, ob eine

Spirale*), aXi^, sie darstellte, ist ziemUch gleichgttltig. JedenfaUs

ist der Name des Archimed ffir alle Zeiten mit dem einer dritten

Gattung von Yorrichtungen, mit der Schraube^), xo'/Xia, verbunden

geblieben, welche er als Wasserhebewerk benutzte, und das ihm inne-

wohnende BewuBtsein der groBen Leistungsfahigkeit seiner Maschinen

spiegelt sich in dem stolzen Worte: Gib mir wohin ich gehen kann,

und ich setze die ganze Erde in Bewegung^), %a fiS) xal laQiOxiavi

xdv y&v xivt']603 naoav, oder gib mir wo ich stehe und ich bewege

die Erde'') 86g [lol nov QxSi xal xivm -rip yriv.

Wir ttbergehen das, was von einem vieUeicht durch eine Art

Geblase oder durch Wasserkraft in Bewegung gesetzten Himmels-

globus*) des Archimed erzahlt wird, was sich auf ein fttr Konig

Hiero erbautes groBes Schiff mit 20 Ruderbanken^), was sich auf die

Brennsjiiegel bezieht, mittels deren Archimed bei der Romer-

belagerung die feindlichen Schiffe in Brand gesetzt haben soU^").
Das sind Gegenstiinde, die noch weniger als die zuletzt besprochenen
der Geschichte der Mathematik angehoren, und die, mag an ihnen

wahr sein, was da woUe, die Yerdienste Archimeds fttr unsere Zwecke

weder erhoben, noch beeintrachtigen.

1) Vitruvius IX, 1—3. -) Proklus (ed, Friedlein) 63. ^) Tzetzes II,
35, *) Athenaeus V, p. 217, ^) Diodor I, 34 und V, 37, '^) Tzetzes II,

130. ') Pappus VIII, 11 (ed. Hultsch) 1060. ») Bunte, Leerer Gymnasial-

programm von 1877, S. 15—18 und Hultsch, Ueber den Himmelsglobus des

Archimedes. Zeitschr, Math, Phys. XXH, Histor.-literar. Abteilung 106 (1877).

^) Athenaeus A", pag, 207, ") Heiberg, Quaestiones Archimedeae 39—41.



Eratosthenes. Apollonius von Perga, 327

16. Kapitel.

Eratosthenes. Apollonius von Pergii.

Etwa 11 Jahre nach der Geburt des Archimedes, im Jahre 276

oder 275 wurde in Kyrene, der therischen Kolonie an der Nordkfiste

Afrikas, Eratosthenes, Sohn des Eglaos geboren i). Er verbrachte

den groBten Teil seines Lebens in Alexandria. Dort ward er er-

zogen unter der .Leitung seines Landsmannes Kallimachus, des

gelehrten Vorstehers der groBen Bibliothek, sowie eines anderen sonst

unbekannten Philosophen Lysanias. Dann wandte er sich nach Athen,
wo er der Schule der Platoniker sich niiherte, so daB er selbst als

Platoniker bezeichnet wird, und wo er wahrscheinlich auch zuerst in

das Studium der Mathematik eindrang. Ptolemaeus Euergetes
— der

dritte Ptolemaer, wie Suidas erzahlt, dem die Notizen fttr das Leben

des Eratosthenes fast ausschlieBlich zu verdanken sind — berief Era

tosthenes wieder nach Alexandria zurttck als Nachfolger seines Lehrers

KaUimachus in der Vorstandsstellung bei der Bibliothek, und von da

an scheint sein A'^erhaltnis zu diesem Fttrsten wie zur Fttrstin Arsinoe

ein besonders freundschaftliches geworden zu sein. Es ist folglich
keinerlei Grund vorhanden anzunehmen, Eratosthenes sei in spiiteren

Jahren von der Bibliothek entfernt ins Elend geraten, wenn auch

andrerseits die Nachrichten allzu ttbereinstimniend sind um sie zu

verwerfen, daB Eratosthenes augenleidend, vielleicht sogar erblindet,

seinem Leben ungefiihr 194 v. Chr. durch freiwiUigen Huugertod ein

Ende machte.

Die wissenschaftliche Bedeutung des Eratosthenes war eine

mannigfaltige. Das Hauptgewicht scheint er selbst auf seine litera-

rische und grammatische Tiitigkeit gelegt zu haben, v>enigstens gab
er sich den Beinamen des Philologen. Allein auch in den meisten

anderen Lehrgegenstanden trat Eratosthenes als SchriftsteUer auf, wie

die erhaltenen Uberschriften seiner Werke bezeugen, und sicherlich

nicht mit Unrecht nannten ihn deshalb die Schttler des Museums

Pentathlon, den Kampfer in alien fttnf Fechtweisen, welche bei den

Kampfspielen in Gebrauch waren. Um diese Vielseitigkeit zu kenn

zeichnen mag nur der Schrift iiber das Gute und Bose neben der

Erdmessung, des Werkes ttber die Komodie neben der Geo-

') VgL Fabricius, Bibliotheca Graeca (ed. Harless) IV, 120—127. Era-

to.dhcnis geographieorum fragmenta (ed, Seidel) Gottingen 1789. G, Bern-

hardy, Eratosthenica. Berlin 1822 und desselben Verfassers Artikel Eratos

thenes in Ersch und G rubers Encyklopildie, Eratosthenis Cccrmimtm reliquiae

(ed. Hiller) Leipzig 1872.
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graphic, der Chronologie neben dem Buche ttber die Wttrfel

verdoppelung gedacht sein.

In der Erdmessung, mit welcher eine besondere Schrift HeqI

xS]g eYaaExQipemg rvig yng sich beschiiftigte, war zum ersten Male

von einem Griechen der Yersuch gemacht die GroBe der Erde genau

zu bestimmen. Er fand den Grad zu 126000 Meter, wahrend die

wahre Liinge des Breitengrades in Agypten 110 802,6 Meter betragt,

so daB also Eratosthenes bei seiner Schatzung um fast 13% Prozent

irrte, ein Irrtum, den man aber nicht so Ijetriichtlich finden wird,

wenn man erwiigt, daB dem Eratosthenes dabei hochstens bis zur

zweiten Katarakte wirkUche Landesvermessungsergehnisse zu Gebote

standen, wiihrend er fttr das obere Land bis zu den Nilkrttmmungen

und nach Meroe von den ganz unbestimmten Angaben der wenigen

Reisenden abhiingig war, welche die Hauptstationen und ihre Ent

fernungen in Tagesmiirschen aufgezeichnet hatten i).

Den erhaltenen Bruchstttcken der Geographie hat man ent

nommen, daB Eratosthenes nicht nur eine klare Beschreibung des

Vorhandenen Ueferte, sondern auch aUgemeine Betrachtungen ttber

das Werden und die Ursachen der A'^eriinderungen der Erdoberfliiche

mit Glttck gewagt hat^).
Fttr die Chronologie ist seit Auffindung des Ediktes von

Kanopus ein Inhalt bekannt geworden, an welchen niemand frtther

dachte, niemand denken konnte. Wir haben gelegentlich (S. 78) von

dieser Verordnung gesprochen. Die in Kanopus, nur wenige Weg-

stunden von Alexandria entfernt, versammelte Priesterschaft verkttndete

unter dem Datum des 19. Tybi des 9. Regierungsjahres Ptolemaeus IIL,

Euergetes I. d. i. am 7. Miirz 238 v. Chr. den BefehP), daB „damit

auch die Jahreszeiten fortwahrend nach der jetzigen Ordnung der

AA'"elt ihre Schuldigkeit tun und es nicht vorkomme, daB einige der

offentlichen Feste, welche im Winter gefeiert werden, einstens im

Sommer gefeiert werden, indem der Stern um einen Tag aUe vier

Jahre weiterschreitet, andere aber, die im Sommer gefeiert werden,
in spiiterer Zeit im AVinter gefeiert werden, wie das sowohl frtther

geschah, als auch jetzt wieder geschehen wttrde, wenn die Zusammen

setzung des Jahres aus deu 36(1 Tagen und den 5 Ta^en, welche

spater noch hinzuzufttgen gebriluchlich wurde, so fortdauert, von

') Lepsius, Das Stadium und die Gradmessung des Eratosthenes auf

Grundlage der iigyptischen Mal3e (in der Zeitschr, f. iigypt, Sprache und Alter-

thumskunde 1877, 1. Heftj. -) Alex, v. liumboldt, Kosmos II, 208 und zuge

horige Anmerkung S, 435, Berger, Die geographischen Fragmente des Eratos

thenes neu gesammelt, geordnet und besprochen, Leipzig 1880, ^) Lepsius,
Das bilingue Dekret von Kanopus, Berlin 1860. Bd. I.
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jetzt an 1 Tag als Fest der Gotter Euergeteu alle 4 Jahre gefeiert
werde hinter den 5 Epagomenen und vor dem Xeuen Jahre, damit

jedemiann wisse, daB das, was frtther in bezug auf die Einrichtung
der Jahreszeiten und des Jahres und das hinsichtlieh der ganzen

Himmelsordnung Aiigenommene fehlte, durch die Gotter Euergeten

glucklich berichtigt und ergiinzt worden ist,'' Oli Eratosthenes selbst

diese wichtige chronologische Neuerung veranlaBce, ist unsicher, Kalli

machus soil nilmlich um die CXXXV. oder CXXXYI. Olympiade ge

storben sein. Der Anfang der ersteren war 240, der der zweiten 236.

Zwischen beide Anfange filllt das Edikt von Kanopus. Da nun

Eratosthenes erst nach dem Tode des Kallimachus wieder nar-h

Alexandria zurttckkehrte, so hangt es wesentlich von der genauen

Bestimmung dieses Todesjahres ab, ob Eratosthenes bei ErlaB des

Ediktes zur Stelle war oder nicht. Aber sei dem, wie da wolle,

irgend eine Beziehung zwischen der Schaltjahreinrichtung und der

Chronologie des Eratosthenes wird nicht wohl von der Hand zu

weisen seiii. Wir machen zugleich darauf aufmerksam, daB von

dieser merkwttrdigen Tatsache des Vorhandenseins eines iigyptischen

Schaltjahres in der frtthen Ptolemaerzeit der Altertumsforschung vor

Auffindung des Ediktes selbst nicht eine Silbe bekannt war. Nicht

die leiseste Anspielung auf diese jetzt durchaus feststehende bedeut

same Reform kommt in uns erhaltenen alexandrinischen Schriften vor,

ein Wink, nicht gar zu viel auf das negative Zeugnis fehlender Be

lege fur eine an sich wahrscheinliche A'^ermutung zu vertrauen.

Uber alle diese Schriften mttssen kurze Andeutungen hier ge-

nttgen. Bevor wir zum Briefe ttber die ^A'ttrfelverdoppelung und

damit zur mathematischen Seite der Tiitigkeit des Eratosthenes fiber

gehen, wollen wir nur eines weiteren Beiuamens noch gedenken,
unter welchem er mitunter vorkommt. Man nannte ihn namlich

Beta. Die Bedeutung dieses Beiuamens ist sehr zweifelhaft. Die

einen wollen, er habe ihn deshalb erhalten, weil er der zweite A^or-

steher der groBen Bibliothek gewesen sei. Allein dieses ist eines-

teils unrichtig, wenn, wie const angenommen wird, Zenodotus der

erste, Kallimachus der zweite, Eratosthenes also erst der dritte A"or-

steher war, andernteds ist nirgends eine Spur zu finden, daB Zeno

dotus oder auch Kallimachus etwa Alpha, oder einer der Nachfolger
des Eratosthenes f-ramma oder Delta genannt worden wiire. Yahr-

scbeinUcher ist die andere Ableitung, wonach das Wort Beta ihn als

zweiten Platon kennzeichnen sollte, oder aUgemeiner als denjenigen,

der fiberall den zweiten Rang wenigstens sich zu erobem wuBte,

wenn der erste Rang auch ehrfurchtsvoU den Altvordern eingerilumt

werden niuB. Endlich kommt noch in Betracht, daB Buchstaben als



330 ^^- Kapitel.

Beinamen, und zwar unter den seltsamsten Begrttndungen, auch ander

weitig bei den Griechen um das Jahr 200 v. Chr. vorkommen. So

wird ein Astronom Apollonius, der zur Zeit des Konigs Ptolemaeus

Philopator sich mit Untersuchungen ttber den Mond beschiiftigte und

dadurch sich weithin bekannt machte, als Epsilon bezeichnet; denn

der Buchstabe £ sebe der GestaU des Mondes gleich i).

Der Brief ttber die Wttrfelverdoppelung ist von uns be

reits mehrfach benutzt worden. Dem Anfange desselben entnahmen

wir (S. 211) die Geschichte der Entstehung jenes Problems. Als

wir von Eudoxus und Meniichmus und ihren Wttrfelverdoppelungen

redeten (S. 231 und 229), bezogen wir uns auf ein Epigramm'';,

welches den SchluB des Briefes bildet. Der Hauptted des Briefes

lehrt selbst eine Verdoppelung des AVtirfels unter Anwendung eines

eigens dazu erfundenen Apparates, des Mesolabium, wie es genannt

wurde, wed es dabei auf die Auffindung zweier geometrischer Mittel

zwischen zwei gegebenen GroBen und zwar durch Bewegungsgeo

metrie (S. 209) ankam*). Das Mesolabium bestand aus drei einander

gleichen rechtwinkligen Tilfelchen von Holz, Elfenbein oder Metall,

welche zwischen zwei mit je drei Rirmen versehenen Linealen ein-

geklemmt in diesen Rinnen ttbereinander weg verschoben werden

konnten. Die Anfangslage ist in

^ A ^
r—

'^^^ ^ig^^^) welche Eutokius in seinem

Kommentare zu Archimeds Btichern

von der Kugel und dem Zylinder,

J wo der ganze Brief des Eratosthenes

^
— eingeschaltet sich tindet, beigibt, mit

j^ig r,7
den Buchstaben (Fig. 57) AEZA,

AZHI, IH®A versehen, wobei,

wie wir im vortibergehen bemerken, der Buchstabe I auffallen mag.

Auch in der in dem gleichen Kommentare erhaltenen Figur zur

Wttrfelverdoppelung des Archytas (S. 22S Fig. 36) kommt ein I vor,

wahrend EukUd diesen Buchstaben grundsatzlich vermieden hat, viel-

') Ptolemaeus Hephaestio bei Photius cod. CXC. *) Hiller in

seiner Ausgabe der poetisohen Fragmente des Eratosthenes halt aus sprach
lichen Gri^inden das SehluBepigramm sowie vielleicht den ganzen Brief fiir un-

echt. Die sprachliche Form geben wir deshalb preis, da wir uns nicht be

rechtigt glauben auf diesem Gebiete zu -widersprechen, den Inhalt aber halten

wir der wesentlichen Ubereinstimmung wegen mit allem, was wir wissen, nach

wie vor fiir echt. ^) Den Namen des Mesolabium kennen wir aus Vitruvius

IX, 3 und aus Pappus IE, 4 (ed, Hultsch) 54, Die Beschreibung des Appa
rates bei Pappus III, 5 (ed. Hultsch) 56 sq. weicht in Einzelheiten, aber nicht

in dem Hauptgedanken von dem eratosthenischen Briefe ab und bestatigt so

unsere in der vorigen Anmerkung ausgesprochene Meinung.
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mehr nach ® sofort zu K uberging. Offenbar woUte man dadurch

der leicht moglichen Verwechslung des Buchstaben J mit einem ein

fachen Vertikalstriche vorbeugen. Aristoteles freilich und wohl alle

ihm vorhergehenden Schriftsteller vermieden das I noch nicht bei

Figurenbezeichnungen'^). Wohl moglich, daB diese Sitte auch zur

Zeit des Eudemus, dessen Aufzeichnungen Eutokius das A'erfahren

des Archytas entnimmt, noch nicht aufgekommen war. Fur das A'or-

kommen des I in euier Figur des Eratosthenes wissen wir keine

andere Erklarung, als daB an dem ursprttnglichen Texte mancherlei,
wenn auch den Inhalt wenig bertthrende Anderungen vgrgenommen

worden sein mttssen, von denen unter anderen die Buchstaben der

einen Figur betroffen wurden. AVar nun AE die groBere, A® die

kleinere Linie, zwischen welche die

beiden mittleren Proportionalen ein

zuschalten waren, so muBte man

(Fig. 58) die Rechteckchen so ver

schieben, daB das erste einen Teil des

zweiten, dieses einen Ted des dritten

verbarg und zwar derart, daB die
-pj gg

von A nach A gezogene Grade durch

die Punkte B, F hindurchging, von welchen an die Diagonalen des

zweiten und dritten Rechteckchens sichtbar waren; die BZ und FH

sind alsdann, wie leicht zu beweisen ist, die beideu gesuchten mitt

leren Proportionallinien. Eratosthenes schlug diese seine Erfindung
so hoch an, daB er zum ewigen Gedachtnisse derselben ein Exemplar
als Weihgeschenk in einem Temjiel aufhangen UeB. Die von ihm

selbst entworfene Inschrift, welche die (Tebrauchsanweisuug enthielt,

soil das mehrgenannte SchluBepigramm des eratosthenischen Briefes sein.

Ob ein von Pappus an zwei SteUen^) erwiihntes Werk des Eratos

thenes ttber MittelgroBen, :iaQ\ fiEOoxy'jTai' oder rb.Tof. -T^bg yaao-

xYjxag, sich gleichfaUs auf die Wttrfelverdoppelung liezog. ist uugewiB.
Ware dem so, so wttrde daselbst moglicherweise eine geometrische

Liisung gelehrt worden sein, da Pappus das eine Mal bemerkt, diese

Schrift stehe mit den linearen Ortern ihrer ganzen Voraussetzung
nach in Zusammenhang.

Noch geringfttgiger sind die Spuren eines weiteren Werkes des

Eratosthenes, welche auf wenige unbedeutende Zitate bei Theon von

Smyrna *) sich beschranken. Wenn auch der SchluB gerechtfertigt

') Heiberg in den Abhandlungen zur Geschichte derMathematik XVIII, 18.

-) Pappus VII, Prooemium (ed. Hultsch) 636 und 662. '-') Theon Smyr

naeus (ed. Hiller) 82, 107, 111.
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sein mag, in jenem Werke sei von den Proportionen und sonstigen

arithmetischen Fragen die Rede gewesen, so schwebt doch die Be

hauptung i) ganz in der Luft, sie habe den Titel Arithmetik geftthrt.

A^ielleicht gehort ebendahin ein Bruchstttck, welches bei Niko

machus von Gerasa nnd in dem Kommentare zu dessen Arithmetik

von JambUchus sich vorfindet^). VieUeicht aber bildet auch dieses

Bruchstfick einen Ted einer besonderen Schrift, welche den Titel

des Siebes ffihrte. Das Sieb, xogxwoi' (lateinisch: cribruin Ercttos-

thenis) ist eine Methode zur Entdeckung silratUcher Primzahlen. Man

schreibt, so lautet die Regel, alle ungeraden Zahlen von der 3 an der

Reihe nach auf. Man streicht nun jede dritte Zahl hinter der 3

durch, so sind die Vielfachen der 3 entfernt. Dann geht man zur

nachsten Zahl 5 fiber und streicht jede ffinfte Zahl hinter ihr durch

ohne Rficksicht darauf, ob sie schon durch einen frfiheren Strich

vernichtet ist oder nicht, so sind die A'ielfachen der 5 entfernt. Fahrt

man weiter so fort, indem man beim Abzahlen und Durchstreichen

die bereits durchstrichenen Zahlen den unberfihrten gleichachtet und

nur den Unterschied macht, daB man keine durchstrichene Zahl als

Ausgangspunkt einer neuen Aussiebung benutzt, so bleiben schlieBlich

nur die Primzahlen fibrig. SiimtUche zusammengesetzte Zahlen da

gegen sind vernichtet, und am Anfange fehlt audi noch die Prim

zahl 2, welche Jamblichus, weil sie gerad sei, nicht unter die Prim

zahlen gerechnet wissen wiU, trotzdem Euklid sie fehlerhafterweise

dorthin verwiesen habe^).
Die Siebmethode des Eratosthenes ist gerade keine solche, zn

deren Ersinnung ein ttbermaBiger Scharfsinn gehorte. Trotz dessen

glauben wir sie ihrer geschichtlichen Stellung wegen fttr einen ziem

Uch bedeutenden Fortschritt in der Zahlentheorie halten zu mttssen.

Man erwage nur, wie die Sache der Zeitfolge nach liegt. Zuerst

unterschied man Primzahlen von zusammengesetzten Zahlen und leitete

wohl manche Eigenschaften der letzteren aus den ersteren ab. Der

zweite Schritt war der, daB EukUd zeigte, wie die Anzahl der Prim

zahlen unendlich sei, wie es folgUch nicht moglich sei, alle Prim

zahlen zu untersuchen. Jetzt erst .gewinnt es als dritter Schritt

Bedeutung, wenn Eratosthenes zeigt, wie man wenigstens imstande

sei, die Primzahlen, soweit man iu der Zahlenreihe gehen wiU, zu

entdecken, und somit der Unausftthrbarkeit der Darstellung samtlicher

Primzahlen eine von der Y^illkttr des Rechners abhiingende untere

') Fabricius, Bibliotheca graeca (ed. Harless) IV, 121. ^) Nicomachus

(ed. Hoche) 29 flgg. Jamblichus in Xicomaehi arithmeticam (ed. Tennulius)
41, 42, (ed. Pistelli) 29 3(|q. ') Jamblichus in Nicomachi arithmeticam (ed.

Tennulius) 42, (ed. Pistelli) 30, 31.
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Grenze zu setzen. An und fttr sich hiitte die Erfindung des Eratos

thenes eliensogut vor als nach Euklid gemacht werden konnen; nur,

meinen wir, wiire ihr Avissenschaftlicher Y'ert geringfiigiger gewesen,
wenn sie iilter war. Damals hiitte das Sieb ein vernnglttckter Yer
such sein konnen die genaue Anzahl der Primzahlen zu ermitteln.

Jetzt dagegen, nach EukUd, konnte es nur eine Methode sein, bei

deren Aussiniiung man vou Anfang an gerade das beabsichtigte, was

sie zu leisten imstande ist. Darin aber schon liegt ein Zeugnis hoherer

A^oUkommenheit, wenn Methoden zu bestimmten Zwecken gesucht und

auch wirklich gefunden werden.

Das Jahrhundert von 300 bis 200 v. Clir., welches, weil am

Anfang desselben Euklid bltthte, das Jahrhundert des EukUd genannt
werden kann, schloB Avttrdig ab mit Apollonius von PergiP). Den

Beinamen, der ihn von auBerordentlich vielen bekannten Mannern,
welche gleichfalls Apollonius heiBen, unterscheiden soil, ftthrt er nach

seinem Heimatsorte, einer Stadt in Pamphdien. Ob er mit dem

frtther erwiihnten Astronomen, dem der Beiname Epsilon beigelegt

wurde, zusammenfilllt oder nicht, steht in Zweifel. Die Lebenszeit

der beiden ist allerdings ttbereinstimmend. ApoUonius vou Pergii
wurde wahrend der Regierung des Ptolemaeus Euergetes gebm-en und

hatte seine Bltttezeit, gleich jenem Astronomen, wiihrend der bis i-'05

dauernden Regierung des Ptolemaeus Philopator. Eine fernere t'ber-

einstimmung konnte man darin finden, daB auch von Apollonius von

Pergii bekannt ist, daB er mit Sternkunde sieh beschiiftigte. Wenig
stens geht die beste Lesart einer Stelle des 1. Kapitels des XII. Buches

des ptolemilischen Almagestes dahin, daB Apollonius von Pergii iiber

den Stillstand und die rttckliiufige Bewegung der Planeten geschrieben
habe, und sie mit Hilfe der Epizyklen zu erkliiren suchte. Ein

freilich nur negativer Gegengrund Uegt darin, daB Ptolemiius von

den Untersuchungen ttber den Mond gar nichts sagt, welche doch

gerade die vorzttglichste Leistung des Apollonius Epsilon gebildet
haben mttssen.

'■) Das Material fiir die Biographie des Apollonius von Pergii ist zusammen

gesteUt in der A'orrede von Halleys Ausgabe der Kegelschnitte des Apollonius

(Oxford 1710), Vgl, auch Fabricius, Biblioth. Graeca (ed, Harless) IV, 192

bis 203, Montucla, Histoire des mathematiqiics I, 245—253, Terquem, Xoticc

bibUogriijihiquc :.iir Apollonius in den Koiieelles annales des ■mathematiques (1844)

III, .■!50- 352 und 474—4S8, endlich die A'"orrede von H. Balsam zu seiner

deutschen Bearbeitung (nicht tJbersetzung) der Kegelschnitte des Apollonius von

Pergii, Berlin ISGl, Die neueste Ausgabe der vier ersten griechisch erhaltenen

Bflcher der Kegelschnitte des Apollonius nebst ihren Kommentatoren ist die von

Heiberg in 2 Duodezbiinden, Leipzig 1891—93. W, Cronert (Sitzungsber, der

Berliner .Vkad, 1900, S. 942—950) gibt das Jahr 170 als Todesjahr des Apollonius.
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Yon den Lebensverhaltnissen des Apollonius von Perga ist nichts

weiter bekannt, als daB er schon als Jttngling nach Alexandria kam,

wo er seine mathematische Bildung von den Nachfolgern des Euklid

erhielt. Ein bestimmter Lehrer wird nicht genannt. Spater ist ein

Aufenthalt in Pergamum gesichert, wo Apollonius einem gewissen
Eudemus befreundet war, welchem er mit Wachrnfung der Erinne

rung an jenes Zusammenleben sein Hauptwerk, die acht Bttcher

der Kegelschnitte, xtavLxd, widmete.

Zeitgenossen und Nachkommen bewunderten dieses Werk und

ehrten dessen Verfasser durch den Beinamen des groBen Mathe

matikers. So erzahlt ausdrttcklich Geminus, dessen Bericht Eutokius

in seinem Kommentare zu den vier ersten Bttchern der Kegelschnitte
des ApoUonius uns aufbewahrt hat'). Eutokius will damit den Un-

grund des Vorwurfes darlegen, welchen Heraklides, der Biograjih des

Archimed (S, 295) gegen Apollonius ausspricht, als habe derselbe

nur einen literarischen Raub an noch unveroff'entlicht gebliebenen
Schriften des Archimed begangen. Mit gleichem Rechte lilBt der

Bericht des Geminus sich gegen die frtther (S. 2S8) erwiihnte Be

hauptung des Pappus verwerten, als sttttzten sich die vier ersten

Bttcher des ApoUonius wesentlich auf die Kegelschnitte des Euklid^).
Apollonius wird gewiB so wenig wie ein SchriftsteUer irgend einer

Zeit und irgend eines Yolksstammes versaumt haben die Vorarbeiten

auf dem Gebiete, welches er zu behandeln wttnschte, kennen zu lernen.

Er wird sicherUch von den Vorarbeiten, insbesondere wenn sie von

emem EukUd, einem Archimed herrtthrten, Vorteil gezogen haben;
er sagt auch nirgends in seinen Schriften, daB das Ganze seiner Kegeh
schnitte sein ausschlieBliches Eigentum sei. Aber von der Benutzung
fremder Vorarbeiten als Grundlage, als untere Voraussetzung eines

Werkes zu unrechtmiiBiger Aneignung fremder Entdeckungen ist doch

eine unermeBUche Kluft, und es fiiUt schwer einem Manne von der

sonst aUseitig anerkannten Bedeutung des ApoUonius letztere Hand

lung zuzutrauen. Zwei ganz grundlegende Neuerungen haben wir

ttberdies unter aUeu Umstanden dem ApoUonius zuzuschreiben.

Geminus sagt ausdrttckUch, wie uns Eutokius an der oben er

wiihnten Stelle berichtet, die AUen hiitten nur gerade Kegel ge
schnitten und die Schnitte stets senkrecht zur Seite des Kegels
geftthrt, worauf sie je nach dem Winkel an der Spitze des Kegels
den Schnitt des spitzwuikUgen, des rechtwinkligen, des stumpfwink
ligen Kegels unterschieden (S. 244). ApoUonius dagegen habe ge-

') Apollonius, Conica (ed, Heiberg) II, 170. -) Pappus, VII Pro-
oe-mium (ed. Hultsch) 672,
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zeigt, daB alle diese Schnitte an einem einzigi.-n Kegel hervor-

gebracht werden konnen, und daB man zu diesem Schnitte ebenso

Avie den geraden Kegel auch den schiefstehenden verwenden

kiinne. AVir sehen also, daB ApoUonius das vervoUstiindigte, was

Euklid ( S. 292), Avas Archimed i S. 304j nur von der ElUpse wuBten,
daB sie auf jedem —

jetzt nachdem wir den Bericht des Geminus

kennen, mttssen wir mit einer Aveiteren Einschrilnkung sagen: auf

jedem geraden
—

Kegel herausgeschnitten werden kann. (.legen
Geminus anzunehmen, daB auch jene schon alle Kegelschnitte auf

jedem Kegel hervorzubringen imstande gewesen seien, ist eine Be

hauptung, welche auf keinerlei alten Bericht sich sttttzt.

Von der anderen Neuerung wissen Avir durch Pappus'-), der

gleichzeitig auch das von Geminus Mitgeteilte bestatigt. Apollonius

habe, wie er die Herstellbarkeit jedes Kegelschnittes auf der Ober-

fiache eines jeden Kegels erkannte, ffir dieselben neue Xiamen ein

geftthrt, und zwar die Namen Ellipse, Parabel, Hyperbel mit

Rttcksicht auf geAvisse Eigenschaften der Fliichenanlegung.
AVir haben auf diese mit auBerster Bestimmtheit ausgesprochene

Angabe uns gesttttzt, um (S. 21)1) Eukliil die Kenntnis abzusprechen,
daB die pythagoraischen Siitze von Fliichenanlegungen zu Kegel
schnitten als geometrischen Ortern ftthren konnten. Mit Rficksicht

auf die gleiche SteUe hat man geAviB mit Recht die Zuverlassigkeit

einiger archimedischen Handschriften in Zweifel gezogen^), in welchen

die AVorter Parabel und Ellipse statt des Schnittes des rechtwinkligen
und spitzAA'inkligen Kegels vorkommen. Der Name der Parabel ins

besondere erscheint nur in der Uberschrift der Abhandlung ttber die

Quadratur dieser Kurven, und auch wo der Name der Ellipse im

fortlaufenden Texte der Abhandlung von den Konoiden und Spharoiden
dreimal sich vorfindet, dttrfte eine sjiate Einschiebung durch Ab

schreiber, welche den AA'ortlaut ganz unbeschadet des Sinnes abkttrzen

zu dttrfen meinten, anzunehmen sein.

Hat aber Apollonius zuerst die Entstehung aller Kegelschnitte
an jedem Kegel, zuerst die Eigenschaften derselben erkannt, die Avir

heutigentages aus den Scheitelgleichungen der drei Kegelschnitte
herauszulesen gewohnt sind, dann ist seine Bearbeitung der Kegel
schnitte unzweifelhaft ein Originalwerk, mogen auch noch so viele

Lehrsiitze in den vier ersten Bttchern vorkommen, die von Euklid,
Avenn nicht schon von Meniichmus und Aristaus dem Alteren ge-

') Pappus A'll, Prooemium (ed. Hultsch) 674. ^) Archimed (ed.

Nizze) 285. Die entgegengesetzte Meinung bei Chasles, Apereu hist. 17 in

der Anmerkung (I>eutsch 15),
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kannt waren. Zwei andere Vorgiinger nennt ttbrigens ApoUonius

selbst in der Vorrede zum IV. Buchei): Konon von Samos und

Nikoteles von Kyrene, deren ersterer uns schon als geistreicher

Freund des Archimed bekannt geworden ist, wenn auch der Umstand,

daB seine Schriften uns siimtUch verloren sind, uns abhielt, ihm eine

besondere Stelle ausffihriicher Beachtung zu gewiihren. Hatten wir

doch nur berichten konnen, daB er in Samos geboren, in Alexandrien

lebte, aber auch in Italien und Sizdien astronomische Beobachtungen

ansteUte, daB er um 246 das Haupthaar der Berenike, der Gemahlin

des Ptolemaeus Euergetes, unter die Sterne versetzte").

Gehen wir nun mit raschen Schriften an dem Inhalte der Kegel

schnitte des Apollonius vorfiber''). lm I. Buche Avird nach der aU

gemeinen Definition des Kegels als der Oberfliiche, die durch eine

Gerade sich erzeugt, welche um eine Kreisperipherie herumgeftthrt

wird, Aviihrend sie zugleich durch einen festen, auBerhalb der Ebene

der Kreisperipherie liegenden Punkt geht, die so erhaltene Fliiehe

durch Ebenen geschnitten. Jeder Schnitt durch den festen Punkt^
d. h. durch die Spitze des Kegels, erzeugt ein Dreieck, und liegt in

dieser Schnittebene auch die Achse des Kegels, die Yerbindungsgerade
der Spitze zum Mittelpunkte des bei der Erzeugung des Kegels mit-

wirkenden Kreises, so entsteht das Achsendreieck. Nun wird vor-

geschrieben, neue Schnittebenen zu ftthren, deren Spuren in der Grund

fliiche senkrecht auf der Spur des Achsendreiecks stehen, und Apol
lonius zeigt, wie je nach der Richtung dieser Schnitte zur Seite des

Achsendreiecks die verschiedenen Kegelschnittskurven auf der Kegel
oberfiiiche erscheinen. Die Durchschnittslinie der Schnittebene mit

dem Achsendreiecke ist jedesmal ein Durchmesser des Kegelschnittes,
d. h. sie halbiert aUe Sehnen des Kegelschnittes, welche unter sieh

und einer jedesmal bestimmten Geraden parallel gezogen werden. Der

Punkt, in welchem der Durchmesser die Oberfiache des Kegels trifft,
ist der Scheitel des Kegelschnittes. Durch diesen Scheitel wird nun

in der Schnittebene, also senkrecht zum Achsendreiecke und parallel
zu dem durch den Durchmesser halbierten Sehnensysteme eine Gerade

errichtet, deren Lange durch gewisse Methoden geometrisch bestimmt

wird, und welche jenes p darsteUt, jene Liinge, an welche nach unseren

frfiheren Auseinandersetzungen (S. 289) ein gewisser Flachenraum in

Gestalt eines ParaUelogrammes angelegt werden soil. Diese Linie,
welche man in moderner Sprache den Parameter des Kegelschnittes

^) Apollonius, Conica (ed. Heiberg) II, 2. ^) A. Bockh, Ueber die

vierjahrigen Sonnenkreise der Alten S. 28—29. ^) Eine sehr hiibsche Zusammen

stellung von Housel in Liouvilles Journal des MeUhematiques (1858) XXIH,
153—192.
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nennt, heiBt bei Apollonius schlechtweg die Errichtete, oq&iu, ein

Name, der alsdann in den lateinischen Ubersetzungen zum latiis n-clitm

geworden ist. Man sieht leicht ein, daB Apollonius mittels dieser

Yorschriften genau die gleichen Linien ziehen lilBt, deren man noch

heute bei Anwendung der Methoden der analytischen Geometrie sich

bedient. Es ist ein formliches Koordinatensysteni gezeichnet, dessen

Anfangspunkt auf dem Kegelschnitte selbst liegt, dessen Abszissen-

achse ein Durchmesser des Kegelschnittes, und dessen Ordinatenachse

die jenem Durchmesser konjugierte Bertthrungslinie im Koordinaten-

anfangspunkte ist. Die dabei gebrauchteu Benennungen lauten xExa-

yiiivog xuxr]yy.apai d. h. geordnet gezogen^) und d^oxa^vofiEi'Ci
d. h. abgeschnitten^). Yon wirklichen Koordinaten sind diese Ge

raden dadurch wesentlich verschieden, daB sie nicht ein Liniensystem
fttr sich bilden, sondern nur gleich anderen geometrischen Hilfslinien

in Yerbindung mit dem Kegelschnitte und hervorgerufen durch den

jewed zu beweisenden Lehrsatz auftreten. Diese gegebenen Elemente

handhabt nun Apollonius in griechischer Weise. Er rechnet natttrUch

nicht mit Formeln und Gleichungen, wie wir es tun, aber er ver-

knttpft und verbindet Proportionen von Liingen und von Flachen-

rilumen, welche nur einen anderen Ausdruck des in den Gleichungen

der Kegelschnitte enthaltenen Gedankens darstellen, um zu den gleichen

Folgerungen zu gelangen. Lauft der Schnitt der Seite des Kegels

jiarallel, so kann nur von einem Scheitel der Parabel die Rede sein.

Im entgegengesetzten FaUe wird auBer dem einen Schenkel des Achsen

dreiecks auch der zweite entAveder selbst oder in seiner A'erlilngerung
ttber die Spitze des Kegels hinaus durch den Schnitt getroffen, und

so entsteht ein zweiter Scheitel der Kurve bei der Ellipse, ein Scheitel

der Gegenkurve bei der Hyperbel. Die Entfernung der beiden Scheitel

begrenzt die Lange des Durchmessers. In der Mitte zwischen

beiden ist der Mittelpunkt der Kurve, d. h. ein Punkt, in welchem

aUe durch ihn gezogenen Sehnen halbiert sind. Mit dem Mittelpunkte
tritt audi der Begriff des dem ersten Durchmesser konjugierten Durch

messers auf, der eine gleichfalls begrenzte Lange besitzt, wenn auch

bei der Hyperbel die Begrenzung nicht iiuBerlich sichtbar ist. Zwei

zueinander senkrechte konjugierte Durchmesser werden Achsen ge

nannt. Apollonius knttpft daran ferner Betrachtungen tiber die Be-

rtihrungslinie an irgend einen Punkt eines Kegelschnittes und

ttber die Vielheit von Paaren konjugierter Durchmesser, welche mog

lich siud.

In dem II. Buche sind zunachst Eigenschaften der Asymptoten

') Apollonius (ed. Heiberg) I, 70 lin. 15. ^) Ebenda I, 72 lin. 10—11.

Cantoe, GesoMchte der Mathematik I. 3 Aufl. 22
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der Hyperbel auseinandergesetzt, d. h. der Linien, welche den

Hyperbelarmen sich mehr und mehr niihern, ohne mit denselben zu-

sammenzutreffen. Die geometrische Definition ist folgende: Man ziehe

an einen Hyperbelpunkt eine Bertthrungslinie, trage auf derselben die

Liinge des ihr paraUelen Durchmessers auf und verbinde den so ge

fundenen Punkt mit dem Mittelpunkt der Hyperbel geradUnig, diese

Gerade wird eine Asymptote sein^). Aus den ttbrigen Siitzen des

II. Buches mag noch hervorgehoben werden, daB die Gerade, welche

den Durchschnittspunkt zweier Bertthrungslinien mit der Mitte der

Bertihrungssehne verbindet, ein Durchmesser des Kegelschnittes ist,

sowie der andere, daB in jedem Kegelschnitte nur ein einziges senk-

rechtes Achsenpaar existiert.

In dem III. Buche bilden die ersten 44 Siitze einen besonderen

Abschnitt, dessen Charakter schon in dem 1. Satze sich dahin aus-

weist, daB hier Verhiiltnisse von Produkten aus Tangenten

und Sekanten der Kegelschnitte auftreten. Jener erste Satz

heiBt etwa folgendermaBen: Es seien M^ und J/^ zwei Punkte eines

Kegelschnittes, dessen Mittelpunkt in 0 Uegt (bei der Parabel wiire

0 unendUch entfernt, und somit die OJ/^ mit Oil/., und mit der

Achse der Parabel parallel); die Bertthrungslinien in beiden Punkten

seien J^I^T^ und 21^^T^, indem T^ den Durchschnitt der Bertthrungs

linie an ilij mit der OM^ bezeichnet, und eine ahnliche Definition

ftir Tj gilt; die M^T^ und die M^T^ schneiden einander in B. Als

dann sind die Dreiecke 21^T.2Pi und II^Tj^B flilchengleich. Die fol

genden Satze stutzen sich auf diesen ersten, und lassen sich, in so

vielfaltiger Teilung sie auch im Originate ausgesprochen sind, in zwei

Hauptsatze zusammenfassen. Der eine Satz, daB, wenn von einem

Punkte ZAvei Sekanten gezogen werden, das Produkt der Entfernungen
des Ausgangspunktes nach den beiden Schnittpunkten der einen

Sekante dividiert durch dasselbe Produkt in bezug auf die zweite

Sekante einen Quotienten gibt, der sich nicht verandert, wenn man

von irgend einem anderen Ausgangspunkte ein den ersten Sekanten

paralleles Sekantenpaar konstruiert. Der zweite Satz, daB eine Sekante,
aus deren einem Punkte man zwei Berfihrungslinien zieht, durch

diesen Ausgangspunkt, den Durchschnitt mit der Berfihrungssehne
und die beiden Durchschnittspunkte mit dem Kegelschnitte eine har

monische Teilung darbietet^). Noch einige auf Flachen beztigliche
AVahrheiten schlieBen sich ziemlich naturgemaB an, wie z. B, daB die

Dreiecke, Avelche durch die Asymptoten und irgend eine Bertihrungs-

') Apollonius (ed. Heiberg) I, 194 lin. 15 das erste Vorkommen des

Namens dBvy.-!ircarui. -) Apollonius benutzt dabei allerdings noch nicht das

AVort: harmonische Teilung, sondern schreibt den Satz als Proportion.
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linie der Hyperbel gebildet werden, einen konstanten Fliicheninhalt

haben, da derselbe Satz, anders ausgesprochen, dahin gehen wttrde,
daB jede Bertthrungslinie der Hyperbel auf den Asymptoten Stttcke

von konstantem Produkte abschneide. Alsdann kommt der Verfasser

in dem 45. Satze zu den Punkten, welche er (Srjueta ax xijg 7taQaj5oXfjg

nennt, eine Bezeichnung, welche schwierig zu verdeutschen ist, da

Punkte, die bei der Anlegung entstehen, kaum den Anspruch
erheben konnen, nur einigermaBen einen Begriff' davon zu gewiihren,
welche Punkte gemeint sind; es sind aber die Brennpunkte der Ellipse
und Hyperbel, wahrend der Brennpunkt der Parabel in dieser Zeit-

periode noch nicht vorkommt. Die Definition der Brennpunkte bei

ApoUonius und die Eigenschaften, Avelche er besonders hervorhebt,
sind folgende: ein Brennpunkt ist ein Punkt, der die groBe Achse in

zwei Teile teilt, deren Rechteck einem Viertel der Figur gleich ist;
unter Figur aber ist das Rechteck des Parameters mit der groBen

Achse zu verstehen, oder, was dem \A'erte nach gleichbedeutend ist,
das Quadrat der kleinen Achse. Y^enn man das Stuck einer Bertth

rungslinie, Avelches zwischen den beiden Senkrechten zur groBen Achse

in den Endpunkten derselben abgegrenzt ist, zum Durchmesser eines

Kreises nimmt, so schneidet dieser Kreis die groBe Achse in

den Brennpunkten. Die 4 Punkte, welche derart bestimmt sind,
namlich 2 Brennpunkte und 2 Punkte einer Bertthrungslinie werden

paarweise verbunden, je ein Punkt der Bertthrungslinie mit dem

einen, der andere mit dem anderen Brennpunkte. Diese Yerbindungs-

geraden nennt man konjugierte Linien. Sie schneiden einander

auf der Normallinie, d. h. auf der Senkrechten, welche zur Bertth

rungslinie im Bertthrungspunkte errichtet ist. Nun folgt der Satz

ttber AVinkelgleichheit fttr die AVinkel, welche die Normalluiie

mit den beiden Brennstrahlen des Berfihrungspunktes bildet; ferner

der Satz, daB die FuBpunkte der Senkrechten von den Brennpunkten
auf Beriihrungslinien siimtUch in einer um die groBe Achse als Durch

messer beschriebenen Kreisperipherie Uegen; endlich der Satz von der

konstanten Summe, beziehungsweise Differenz der Brenn

strahlen. Alle diese AVahrheiten entwickelt ApoUonius der Reihe

nach in dem III. Buche, ivelches dadurch fast ffir sich allein den

Charakter einer elementaren Kegelschnittslehre gewinnt. Man ist aUer

dings in der AVertschiitzung dieses III. Buches viel weiter gegangen,

als wir es taten. Apollonius sagt in der Vorrede zum I. Buche seiner

Kegelschnitte, von Euklid sei die Synthesis des Ortes zu drei und

vier (-{eraden nicht gegeben, sondern nur ein Teil derselben, und dieser

ttberdies nicht glttcklich; es sei auch nicht moglich gewesen, diese

Synthesis richtig zu voUenden ohne das, was er, Apollonius, eben in
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dem III, Buche neu gefunden habe i). Pappus tadeU diese Ruhm-

redigkeit, indem er gleichzeitig hervorhebt, daB Apollonius seinen

Vorgiingern hiitte dankbar sein mttssen, ohne deren Vorarbeiten es

ihm unmogUch gewesen ware, das Neue hinzuzuentdecken. Der Ort

zu drei oder vier Geraden sei aber folgender: Sind drei (vier) Gerade

der Lage nach gegeben, und zieht man nach ihnen hin von einem

gegebenen Punkte aus Gerade unter gegebenen AVinkeln, ist alsdann

das Yerhiiltnis zwischen dem Rechtecke aus zwei der Verbindungs-

geraden zu dem Quadrate der dritten (dem Rechtecke aus den beiden

anderen) ein fttr allemal dasselbe, so Uegt der Ausgangspunkt der

Verbindungsgeraden auf einem Kegelschnitte^). Das ist alles, was

aus alten Quellen bekannt ist. AYenn man nun versucht hat'), jenes

Ortsproblem unter Zugrundelegung des 111. Buches des Apollonius

vollstandig zu erledigen, so kann man in diesem AViederherstellungs-
versuche die ganze geometrische Begabung seines Verfassers bewun-

dern, aber ein geschichtliches Ergebnis ist es darum keineswegs.
AVaren die drei ersten Bttcher dem Eudemus gewidmet, so be

ginnt das IY Buch mit einem Sendschreiben an Attains, in wel

chem der Tod jenes Freundes beklagt, nebenbei aber auch der Inhalt

des beigefttgten Buches kurz dahin bezeichnet wird, es besehaftige

sich mit der Frage, wieviele Punkte Kegelschnitte mit Kreis-

peripherien und mit anderen Kegelschnitten gemein haben

konnen, ohne ganz und gar zusammenzufaUeu. Apollonius weiB

dabei sehr wohl eine Bertthrung von einer Durchschneidung zu unter-

scheiden. Er hebt z. B. hervor, daB 2 Kegelschnitte 4 Durchschnitts

punkte haben konnen, oder 2 Durchschnittspunkte und 1 Bertthrungs-

punkt oder 2 Bertthrungspunkte; ferner daB 2 Parabeln nur 1 Be-

rtthrungspunkt haben konnen, ebenso Parabel und Hyperbel, wenn

die Parabel die auBere Kurve ist, ebenso Parabel und Ellipse, wenn

die EUipse die auBere Kurve ist usw.

Es ist einleuchtend, daB die Siitze dieses IA' Buches fiir die

Griechen eine viel hohere Bedeutung hatten als fur neuere Mathe

matiker. AVaren es doch gerade die Durchschnittspunkte der Kurven,
deren zum Zwecke der AVttrfelverdoppelung notwendige Ermittelung
die Kurven selbst batten untersuchen oder gar erfinden lassen. Die

Methode, nach welcher Apollonius die Punkte bestimint, welche zwei

Kurven gemeinsam sind, kommt auf eine apagogische BeAveisftthrung
hinaus, die sich groBenteds auf das Lemma des III. Buches bezttg-

1) ApoUonius (ed. Heiberg) I, 4 lin. 13—17. ^) Pappus (ed. Hultsch)
ir, 676—678. ") Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Alterthume,
siebenter und achter Abschnitt.
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Uch der harmonischen Teilung sttttzt. So muBte das IV. Buch der

Form und dem ganzen Inhalte nach gleichmaBige A'erbreitung mit

den 3 ersten Bttchem gewinnen, deren AbschluB es gewissermaBen
fttr solche Mathematikstudierende bildete, welche von der damaligen

hoheren Mathematik gerade das in sich aufnehmen wollten, was bis

zur Losung der delischen Aufgabe, diese mit inhegriffen, notwendig
war. Ja diese innere Zusammengehorigkeit engerer Art der 4 ersten

Bttcher bewahrte sich geschichtlich auch dadurch, daB nur sie im

griechischen Texte sich erhielten, AvUhrend das Y., YI. und VII, Buch

erst in der Mitte des XAQI. S. aus einer arabischen IHiersetzuno- be-

kannt wurden, das Ylll. Buch sogar als ganz verloren wird betrachtet

werden mttssen.

Das v. Buch laBt die vorhergehenden weit hinter sich. Apollo
nius erhebt sich bewuBtermaBen hoch ttber seine Zeit, indem er Satze

ttber die langsten und kttrzesten Linien, die von einem Punkte

an den Umfang eines Kegelschnittes gezogen werden konnen, hier

vereinigt. Es hatten, so erkliirt Apollonius in einleitenden an Attains

gerichteten AVorten, Mathematiker, Avelche vor ihm und zu seiner Zeit

lebten, die Lehre von den kttrzesten Linien gleichfalls behandelt, aber

ihre Behandlungsweise muB nach Inhalt und Zweck eine andere als

die des Y. Buches der Kegelschnitte gewesen sein. Dem Inhalte nach

begnttgten sie sich mit einer geringeren Anzahl von Satzen, und ihren

Zweck fanden sie in dem Diorismus zu gestellten Aufgaben. Wir

haben bei Euklid, bei Archimed Beispiele solcher Maximal- und Mini-

malwerte auftreten sehen, und die geringste LTberlegung ffihrt zum

BewuBtsein, daB fast jeder Diorismus neben die Bedingung, unter

A\'elcher eine Aufgabe gelost werden kann, den Grenzwert stellen wird,
O O 7 7

bis zu Avelcbem eine in der Aufgabe vorkommende GriiBe wachsen

oder abnehmen darf, ohne die Ausftthrbarkeit zu gefahrden. Auf

gaben groBter und kleinster Werte muBten also vorkommen uud

wurden gelost, ohne daB man darttber sich klar gcAvesen wUre, daB

man hier eine eigenartige, auch auBer ihrer zum Diorismus fubrenden

AVirkung bedeutsame Gattung von Fragen behandelte. Apollonius

dagegen schlieBt jene Einleitung zum A' Buche mit den Worten:

„Das so Behandelte ist fttr die dieser AVissenschaft Beflissenen be

sonders notwendig, soAvohl zur Eintedung und zum Diorismus, als zur

Konstruktion der Aufgaben, abgesehen davon, daB dieser Gegen
stand zu den Dingen gehiirt, welche wttrdig sind, um ihrer

selbst Avilleu betrachtet zu werden.'' Die Art vollends, in

welcher Apollonius Einzelfalle dieses (.lebietes unterscheidet und durch

deren Zusammenfassung die (.Tesamtheit der MogUchkeiten erschopft,

die merkwttrdige Yerschlungenheit, man kann fast sagen Unnatttrlich-
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keU der Beweise sind bewunderungSAvttrdig nicht minder als Avunder-

lich. Man kann kaum umhin zu argwohnen, was zu glauben man

doch nicht wagen darf, daB ApoUonius irgend geheime Methoden

besaB, um diejenigen Siitze zu entdecken, deren kttnstUche Beweise

er erst nachtriiglich aufsuchte. Was ApoUonius aus der Lehre vom

GroBten und Kleinsten kennt, das sind, wie gesagt, insbesondere die

lilngsten und kttrzesten Linien, welche aus irgend einem Punkte der

Ebene nach einem Kegelschnitte gezogen werden konnen, Linien,

welche ApoUonius zuerst ftir die FiiUe bestimmt, in denen der ge

gebene Punkt auf der Achse Uegt, und die Konstruktion durch Ab

schnitte erfolgen kann, die selbst auf der Achse des Kegelschnittes

auftreten. Dann folgt eine Reihe von Siitzen, die etwa mit dem

modernen Begiiffe der Subnormalen sich beschaftigen. Die Konstanz

dieser Strecke bei der Parabel wird bewiesen. Spater gelangt ApoL

lonius zu dem Nachweise, daB die am Anfange des Buches be

sprochenen groBten und kleinsten Linien Normallinien zum Kegel

schnitte sind, daB also auch die Aufgabe im Frttheren zur Losung
vorbereitet ist: von irgend einem Punkte einer Ebene Normalen zu

einem in der Ebene befindlichen Kegelschnitte zu zeichnen. Er geht
an die Aufgabe selbst heran und findet eine Konstruktion, bei welcher

von Durchschnitten mit Hyperbeln Gebrauch gemacht ist. Indem er

nun sich bewuBt wird, daB in der Zahl der Senkrechten, welche von

einem Punkte aus nach einem Kegelschnitte gezogen werden konnen,

keine AVillkttr herrscht, daB dieselbe vielmehr einesteils von der Art

des Kegelschnittes, andernteds von der Lage des gegebenen Aus

gangspunktes abhilngt, findet er, daB iu dieser Beziehung gewisse
Punkte eine Ausnahmestellung einnehmen. Diese Punkte, aus welchen

man nach dem gegenttberliegenden Teil des Kegelschnittes nur eine

Normale ziehen kann, sind die Krttmmungsmittelpunkte, deren A'or-

handensein somit ApoUonius bekannt war, so fremd ihm der Begriff
der Krttmmung geblieben ist. Moglicherweise ist es sogar nicht zu

Aveit gegangen, wenn man annimmt, ApoUonius habe die stetige Auf

einanderfolge der Krttmmungsmittelpunkte geahnt, d. h. jene Kurve

geahnt, wenn auch nicht untersucht, welche wegen anderer Eigen
schaften den Namen der Evolute erhalten hat.

Das VL Buch handelt von gleichen uud ahnlichen Kegel
schnitten, sofern dieselben auf geraden einander ahnlichen Kegeln
auftreten. Am Schlusse wird sogar die Aufgabe behandelt, durch

einen gegebenen Kegel eine Schnittflache zu legen, welche eine gleich
falls gegebene Ellipse erzeugen soU.

Zwischen dem VII. und dem VIII. Buche scheint wieder ein

engerer Zusammenhang stattgefunden zu haben, wie uns ApoUonius
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selbst versichert. In seiner Zuschrift sagt er, das All. Buch be

sehaftige sich mit Siitzen, welche zu Bestimmungen ftthren, das

VIIL Buch enthalte wirklich bestimmte Aufgaben ttber Kegelschnitte.
Auch aus Pappus laBt sich eine solche Zusammengehorigkeit der

beiden Bttcher folgern. Derselbe tedt niimUch eine ziemlich betracht-

liche Zahl von Lemmen zu den Kegelschnitten des Apollonius mit.

Die Lemmen zu alien ttbrigen Bttchern sind nach den Bttchern ge-

sondert; nur die Lemmen zum VIL und VIIL Buche sind vereinigt').
Auf diese Grundlage hin hat man sogar eine Wiederherstellung des

verlorenen VIII. Buches versucht"), welche indessen doch zu unsicher

scheint, um niiher besprochen zu werden. Y'ir begnttgen uns mit

der Bezeichnung einiger interessanten Theorien aus dem erhaltenen

VIL Buche. In ihm finden sich die Siitze iiber komplenientiire

Sehnen, welche konjugierten Durchmessern parallel laufen, in ihm

die Satze ttber die konstante Summe der Quadrate konjugierter

Durchmesser, in ihm die Entwicklung des Flachenraumes jener

ParaUelogramme, deren ZAvei aneinanderstoBende Seiten die Hiilften

zweier konjugierter Durchmesser sind. Auch diese Siitze, begreif
Ucherweise geometrisch und nicht durch Rechnung abgeleitet, er

fordern bei Apollonius die Unterscheidung zahlreicher EinzelfiiUe, bei

Avelcher er wiederholt die Gewandtheit an den Tag legt, Avelche man

schon in den frttheren Bttchern bewunderte.

Dieses in Kttrze der Inhalt des merkwiirdigen Werkes, wobei

wir uns gegen die verlockende A^ersuchung, noch mehr hineinzulesen

als ApoUonius gesagt hat, zu wappnen gesucht haben. Auch der von

uns angegebene nackte Inhalt ist sehr wohl geeignet, unsere Neugier

anzuregen, inwii-weit derselbe Alatliematiker seinen erfinderischen Geist

auch noch anderen Gehieten unserer Wissenschaft zuwandte. Leider

konnen wir diese Neugier nicht voUauf befriedigen Wir wissen von

solchen anderen Arbeiten nur eben genug, um die A'ielseitigkeit des

Apollonius zu abnen, aber bei Aveitem nicht so viel, um den Wert

der Untersuchungeu abschiitzen zu konnen, deren Titel nur bei Pappus ^)
mehrenteds sich erhalten haben, und die A'ermutung zu einer wahr

scheinlichen inaehen, daB Anwendungen der Kegelschnitte auf be

stimmte geometrische Aufgaben in denselben behandelt wurden. Die

Titel dieser verloren gegangenen Schriften sind: Beruhrungen, :re(jl

EJiaepav (dc tuctiunibns); ebene Orter, ixi:ta8oL rd.TOi (loci plutii)-,

Neigungen, Tiagl ravOacov (de iiiclinationibtis)j Raumschnitt, tteqI

•) Pappus VH, 298—311, (ed. Hultsch) 990—1004. -) Halley S. 137

bis 169 der zweiten, mit dem V, Buche anfangenden, Abteilung seiner Ausgabe

der Kegelschnitte. ') Pappus VII, Prooemitiin.
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laQLOv dnoxoa)jg (sectio spatii); bestimmter Schnitt, tceqI (^uo^itj-

ixav7]g xoy,fjg (sediej determinata). Hypsikles ftthrt auBerdem, wie wir

im niichsten Kapitel zu besprechen haben, eine Schrift des ApoUonius

ttber die in dieselbe Kugel eingeschriebenen Dodekaeder

und Ikosaeder an, Proklus eine tieql xov xoyXiov'^) von giinzUch

unbekanntem Inhalte und ein Schriftsteller, den wir im 24, Kapitel

als A^erfasser einer Schrift ttber Brennspiegel kennen lernen werden,

nennt eine Abhandlung des ApoUonius gleichen Titels-): Uber

Brennspiegel, naQi TCvQiav. Die Bedeutung einer solchen Schrift

fttr die Geschichte der Geometrie ist nicht zu unterschatzen. Wir

sahen (S. 339), daB ApoUonius nur von den Brennpunkten derjenigen

Kurven handelte, welche solche paarweise besitzen. DaB auch die

Parabel einen Brennpunkt habe, konnte nicht wohl frtther bemerkt

werden, als bis man einer halben Ellipse, einer halben Hyperbel mit

ihrem Brennpunkte ein gewisses Interesse abgewonnen hatte, und das

war vielleicht bei Gelegenheit optischer Untersuchungen, d. h. eben

in Abhandlungen ttber Brennspiegel. Damit soil freilich weder aus

gesprochen, noch schlechtweg geleugnet werden, daB Apollonius be

reits diesen Fortschritt voUzog. GewiB ist vielmehr fttrs erste nur,

daB Pappus^) gegen Ende des III. nachchristlichen Jahrhunderts den

Brennpunkt der Parabel kannte,

Nur eine einzige Schrift, die zwei Bttcher vom Verhaltnis-

schnitt, jtaQl Xoyov dnoxoy.fig (de sectione rationis) ist in arabischer

Sprache der Neuzeit ttberblieben und aus dieser ttbersetzt worden*).
Die Aufgabe des Verhaltnisschnittes ist folgende: Es sind zwei un-

begrenzte Gerade in derselben Ebene der Lage nach gegeben, ent-

weder gegenseitig parallel oder einander schneidend, und in jeder
derselben ist ein Punkt gegeben, auch ist ein Verhilltuis und ttber

dies ein Punkt auBerhalb der Linien gegeben; man soil durch den

gegebenen Punkt eine Gerade ziehen, welche von den der Lage nach

gegebenen Geraden Stttcke abschneide, deren A'erhaltnis dem gegebenen

gleich sei. Man erkennt leicht, daB diese Aufgabe durch einen groBen
Reichtum an Fallen sich auszeichnet, je nach der Lage des Punktes

auBerhalb der beiden Geraden zu diesen Geraden selbst und zu der

>) Proklus (ed, Friedlein) 105, '') VgL die Zeitschrift Hermes, Bd, XVI,
S. 271—72, ») Pappus VII, 318 (ed,Hultsch pag. 1012, lin, 24 sqq,). ^ Edw.

Bernard fand die ziemlich verderbte Handschrift am Ende des XVII, S, und

begann dieselbe ins Lateinische zu iibersetzen, Als er kaum den zehnten Teil

bewaltigt hatte, gab er die Arbeit auf Nun voUendete der des Arabischen

vorher uukundige Halley die Ubersetzung, des von Bernard hinterlassenen

BiTichstiickes als Grammatik und Worterbuch sich bedienend. Halleys Aus

gabe von 1706; eine deutsche Ausgabe von Aug. Richter. Elbing 1836.
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durch die beiden auf den Geraden gegebenen Punkten gezogenen

Transver=ialen, und ferner je nach der Richtung, in Avelcher jene in

Yerhiiltnis tretenden Stucke von den gegebenen Punkten aus liegen
soUen. Das ist dem geometrischen Charakter des Apollonius so recht

angemessen,

Wir nannten oben eine ganze Reihe von Schriften als verloren,
ohne daB man erhebUch mehr als deren Titel kenne. Bei dem Raum-

schnitte war die Aufgabe dahin gestellt, daB AvUhrend eben dieselben

Geraden und derselbe Punkt wie beim Yerhaltnisschnitte gegeben

Avaren, die zu ziehende Gerade Stttcke abschneiden muBte. Avelche ein

der FlUche nach gegebenes Rechteck bildeten^). Die aUgemeinste
Aufgabe der Neigungen^), von Avelcher Apollonius die leichteren

FaUe behandelte, bestand darin: zwischen zwei der Art und der Lao-e

nach gegebenen Linien eine gegebene Strecke so einzuzeichnen, daB

sie verliingert durch einen gegebenen Punkt ging. Eine geometrische

Auflosung dieser Aufgabe ist mittels Anwendung von Kegelschnitten

moglich. Ihr Vorkommen bei Aristoteles, dem die Kegelschnittlehre
sicherlich noch fremd Avar, ftthrt zur Yermutung, man habe die Auf

gabe ursprttnglich versuchsweise durch Bewegungsgeometrie gelost').
In den Bertthrungen war die sogenannte Bertthrungsaufgabe
des Apollonius behandelt, d. h. die Aufgabe, einen Kreis zu zeichnen,
der drei Bedingungen genttge, deren jede darin bestehen kann, durch

einen gegebenen Punkt zu gehen, oder eine gegebene Gerade, oder

einen gegebenen Kreis zu bertthren*). Ans der Schrift von den Be

rtthrungen kennen wir ferner moglicherweise eine Tatsache, welche

interessant genug ist, da sie das, was wir frtther (S. 249 und 2b6)

von Spuren kombinatorischer Betrachtungen bei griechischen Schrift

steUern anmerken durften, zu erganzen geeignet ist. Bei der iiber

den eigentlichen Urheber herrschenden Unsicherheit ziehen wir in

dessen vor, den Gegenstand im 22. Kapitel bei Papjius zur Rede zu

bringen.
Auch dem rechnenden Teile der Mathematik hat Apollonius, wie

Avir durch Eutokius wissen, seine Aufmerksamkeit zugewandt. Euto

kius sagt uns nilmlich in dem mehrfach bereits benutzten Kommen

tare zur archimedischen Kreismessung: Soviel in meinen Kraften

stand, habe ich nun die von Archimedes angegebenen Zahlen einiger
maBen erliiutert Wissenswert ist aber noch, daB auch ApoUonius
von Perga in seinem Okytokion dasselbe durch andere Zahlen be-

') Pappus AHI ed. Hultsch p. 640. '') Ebenda p. 670, ") So die scharf-

sinnige Vermutung von Oppermann. Vgl. Zeuthen, Die Lehre von den Kegel

schnitten im Alterthum S, 252 Note 1 und Heiberg in den Abhandlungen zur

Geschichte der Mathematik XAIII, 16. *) Pappus VII ed. Hultsch p, 611.
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wiesen hat, wodurch er sich der Sache noch mehr naherte"^). AA'ir

haben hier die Lesart axvtoxtov aufgenommen, welche durch zwei

Pariser Handschriften verbttrgt auffallend genug lange Zeit durch

das sprachlich ganz ratselhafte Wort axvx6(ioov verdriingt war. VoU

stiindigen Einblick in die Art, wie Apollonius seine Ki-eismessung

voUzog, die noch genauer als die des Archimed gewesen sein muB,

erhalten wir freilich auch durch den Namen Okytokion keineswegs.

Dem Wortlaute nach ttbersetzt sich dieser Titel als Mittel zur

Schnellgeburt, es handelte sich also hochst wahrscheinlich um

raschere Rechnungsverfahren, aber wie dieselben zu dem oben ge

nannten Ziele ftthrten, darttber sind wir doch nicht besser aufgekliirt.
Die MutmaBung'), ApoUonius habe den Niiherungswert ix = 3,1416

herausgerechnet, der, wie wir im 30. Kapitel sehen werden, in Indien

bekannt war, schwebt ziemlich in der Luft.

Eine dem gewohnlichen griechischen Verfahren gegenttber ein

fachere und dadurch ahgekttrzte Multiplikation des Apollonius,
welche daher moglicherweise einen Abschnitt des Okytokion bildete,

kennen wir aus Pappus. In dem auf uns gekommenen Bruchstttcke

des zweiten Buches seiner Sammlung^) berichtet Pappus von zwei zu-

sammenhiingenden, aber doch begrifflich zu treunenden Gegenstanden.
Erstens entnehmen wir seinem Berichte, daB ApoUonius in iihn

Ucher Weise wie Archimed die Zahlen in Grupjien zu teilen AvuBte,
welche eine leichtere Aussprache und zugleich eine groBere Uber

sichtlichkeit gewahrten, als sie ohne Gruppierung zu erreichen ge

wesen ware. Es ist derselbe Gedanke, der beiden Schriftstellern

gleichmaBig vorschwebte, ja es ist eigentlich dieselbe Gruppierung,
welche wir von beiden gelehrt finden. Denn wenn auch Archimed

(S. 320) Oktaden bildete, wiihrend Apollonius sich mit Tetraden

begnfigte, so ist doch die Gleichheit des Prinzips dadurch hergestellt,
daB zwei Tetraden des ApoUonius nebeneinander geschrieben nach

moderner Bezeichnung der Zahlen einer Oktade des Archimed gleich-
kommen, daB Archimed also nur eine hohere Gmppeneinheit annahm

als Apollonius, aber eine Einheit, aus welcher die des Apollonius, als
in jener enthalten, sich leicht ableiten lieSi, ebenso wie es denkbar

ist, daB beide Gruppierungen iinabhiingig voneinander aus dem

') Archimedes (ed. Torelli) 216 und 452, die A^arianten der Pariser

Handschriften. Torelli benutzte sie in seiner tJbersetzung. Neuerdino-s wm-de

dann durch Knoche und Maerlier im Herforder Gymnasialprogiamm fiir 1S.')4

auf diese Lesart hingewiesen, soivie von M. Schmidt in Miitzells Zeitschrift

fiir die Gymnasialwissensch. 1855, S. 805. VgL auch Archimedes (ed. Hei

berg) in, 300. 2) Recherohes sur I'histoire de I'astronomie ancienne par Paul

Tannery. Paris 1893, pag. 67—68. ») Pappus H (ed. Hultsch) 2—29.
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griechischen Sprachgebrauche hervorgehen konnten, welchem die

Myriade das letzte unzusammengesetzte Zahlwort, die Myriade der

Myriaden das letzte einfach zusammengesetzte Zahlwort Avar. Die

Namen, welche ApoUonius fttr seine Tetraden benutzt, sind fttr die

erste Tetrade, Avelche von 1 bis 9909 sich ei-streckt, der Name der

Einheiten; dann folgt die Tetrade der Alyriaden; auf diese die der

doppelten Myriaden, der dreifachen, vierfachen usw. ]\lyriaden, bis zur

zten Myriade als allgemeine Bezeichnung einer beliebigen

Hohe'), wobei wir freiUch dahingestellt sein lassen mttssen, ob diese

an sich hochbedeutsame AUgemeinheit Apollonius oder dem Berichte

des Pappus eigentttmUch ist.

Mit diesen Zahlen Averden nun zweitens Multiplikationen aus-

geftthrt, und dabei ist die A^orschrift gegeben, die Multiplikation

irgend Avelcher Zahlen auf die ihrer Wurzelzahlen, nvQ-atvag, zurtick-

zuftthren. Das AVort Pythmen findet sich in einer arithmetischen

Bedeutung schon bei Platon-), ob aber genau in derselben wie bei

ApoUonius, ist bei dem vielbestrittenen Sinne der platonischen Stelle

nicht zu erhiirten. Bei Pappus'') bedeuten Pythmenes die kleinsten

Zahlen, in welchen ein A^erhiiltnis angegeben ist. Apollonius ver

stand unter der Wurzelzahl die Anzahl der Zehner oder der Hun

derter, die in einer nur aus Zehnern, beziehungsweise nur aus Hun

dertern bestehenden Zahl enthalten sind. So ist 5 der Pythmen von

60 wie von 50<», 7 der Pythmen von 70 wie von TUG usw. Wurzel

zahlen von Tausendern, Zehntausendern usw. kommen wenigstens
unter den miteinander zu vervielfachenden Zahlen nicht vor. Der

Grund dafttr, wie fttr das Hervorheben der anderen Pythmenes liegt
in der uns bekannten griechischen alphabetischen Bezeichnung der

Zahlen (S. 127). Die moderne Ziff'ernschrift lilBt sofort 3 als

die Wurzelzahl von 30, von 300, von .■'ii.HjO erkennen. Ebenso Avar

dem Griechen ein leicht ersichtlieher Zusammenhang zwischen ;■ und

J, nicht aber zwischen y und I, zwischen y und t geboten, letzterer

muBte erst gezeigt werden. A^ielleicht haben Avir unseren Lesem

durch die Wahl des AVortes zeigen einen HiuAveis gegeben, ivie der

Gedanke an die Pythmenes bei einem Griechen entstehen konnte:

nicht wenn er die schriftliche Aufzeichnung der Zahlen vor sich sah,

wohl aber wenn er ihren Wortlaut horte. Der Almlichklang von

TQElg, xQidxoi'ra, xQiaxoOtOL sagte ihm, Avas an y, X, r erst gezeigt
werden muBte, und so glauben wir nicht irre zu gehen, wenn wir

'1 Pappus (ed. Hultsch) 4. Sntlfj fivglag-, 6. rgntlij fivgiccg; 20. swu-xlfj

livglag; 18. [ivgidSsg ofjccovvfioi rm ^, fiir die xfache (nicht die 20fache) My

riade oder fiir 10 000 auf die xte Potenz. ^) Platon, Staat VEI, 546 C cor stil-

rgirog TtvQ-jii'jv. ") Pappus III (ed. Hultsch) pag. 80.
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in den Pythmenes eine Frucht des mttndlichen Rechenunterrichtes,

nicht schriftUcher Erorterung erblicken. Sei dem, wie da wolle,

jedenfaUs voUzog ApoUonius die Midtiplikation nunmehr an den

Pythmenes, und die Ordnung des jedesmaligen Produktes wird aus

der Anzahl der Faktoren unter besonderer Berttcksichtigung, Avie viele

derselben Zehner, wie viele Hunderter waren, abgeleitet Eme Unter

scheidung von zahlreichen Einzelfallen, die dabei vorkommen, kann

uns bei ApoUonius am wenigsten ttberraschen; wir bemerken sie auch

nur mit der ausgesprochenen Absicht gelegentUch wieder daran zu

erinnern.

Endlich mttssen wir noch einer Arbeit des Apollonius ttber

IrrationalgroBen gedenken, von welcher schwache Spuren in

einer arabischen Handschrift entdeckt worden sind^). Wir haben

(S. 268
—270) ttber das X. Buch der eukUdischen Elemente und

ttber die dort unterschiedenen Irrationalitaten, die Medialen, die

Binomialen und die Apotomen berichtet. Zu diesem X. Buche hat

ein griechischer Schriftsteller Eriauterungen geschrieben, deren Uber

setzung in das Arabische aufgefunden worden ist. Wer der Ver

fasser war, darttber ist voile Bestimmtheit nicht vorhanden, wenn

gleich die Wahrscheinlichkeit dafttr spricht, man habe es hier mit

dem ttberliefertermaBen gleich dieser Ubersetzung aus zwei Bttchern

bestehenden Kommentare zum X. Buche der Elemente von Vettius

Valens, einem byzantinischen Astronomen aus dem II. S. n. Chr.,

zu tun. Dieser Kommentator erzahlt, die IrrationalgroBen hatten

ihren Ursprung in der Schule des Pythagoras gehabt. Theaetet habe,
nach den Mitteilungen des Eudemus, die Lehre vervoUkommnet, in

dem er IrrationalgroBen unterschied, die durch Multiplikation, durch

Addition und durch Subtraktion untereinander verbunden eine ver-

wickeltere Form besaBen, Euklid habe vollends Ordnung in den

Gegenstand gebracht durch genaue Bestimmung und Scheidung der

verschiedenen Gattungen der Irrationalitaten. Dieser Bericht stimmt

soweit durchaus mit unseren aus anderen Quellen geschopften Mit

teilungen ttberein und bestiitigt dieselben, wie andererseits ihm selbst

dadurch eine um so groBere Glaubwttrdigkeit erwachst. Der Kommen

tator fahrt fort: „Apollonius war es, welcher neben den geordneten
(xaxayaavos des Proklus) IrrationalgroBen das Vorhandensein der

ungeordneten (dxaxxog) nachwies und durch genaue Methoden

') Woepcke, Essai d'une restitution de travavx perdus d'ApoUonius sur

les quantites -irrationelles d'apres les indications tirees d'un manuscrit arabe in

den Memoires presenUs a I'academie des sciences XIV, 658—720. Paris 1856.

Vgl. auch den Bericht von Chasles iiber diese Abhandlung in den Compt.
Rend. XXXVII, 553—568 (17. Oktober 1863),
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eine groBe Anzahl derselben berstellte.'" Jetzt folgt der eigentUche
Kommentar, dem freilich die Klarheit, welche man von einem der

artigen Werke zu fordern berechtigt ist, gar sehr abgeht. Selbst der

Yersuch aus ihm herauszulesen, worin die bedeutende Erweiterang
bestand, welche Apollonius zu verdanken ist, mit anderen Woiien,
was man unter ungeordneten IrrationalgroBen zu verstehen habe, ist

trotz alien aufgewandten Scharfsinnes nur Yersuch geblieben und

hat eine bloBe Vermutung zutage gefordert. Eine Erweiterung meint

man demgemiiB, konne nach zwei Richtungen hin stattgefunden

haben; es konne statt der aus zwei Teilen bestehenden Binomialen

oder Apotomen eine additive, beziehungsweise subtraktive A^erbindung
von mehr als zwei Quadratwurzeln in Untersuchung genommen

worden sein; es konne auch um Ausziehung von Wurzeln mit hoheren

Wurzelexponenten als 2 sich gehandelt haben, oder anders ausge

sprochen, um die Einschaltung von 2, 3, . . n mittleren geometrischen

Proportionalen zwischen zwei gegebenen GroBen, d. h. um Aufgaben,
von welchen das delische Problem den einfachsten Fall darsteUt.

17. Kajiitel.

Die Epigonen der groBen Mathematiker.

In den fttnf letzten Kapiteln haben wir uns mit den groBen

Mathematikern, welche das Jahrhundert von 300 bis 200 etwa durch

ihre Tiitigkeit erfuUten, bekannt zu machen gesucht. Zusammen-

fassende Ubersichten, Avie wir sie anderen Kapiteln wohl als SehluB

dienen lieBen, waren hier nicht zu geben Haben Avir doch ttberhaupt
auf das Notwendigste und AA^ichtigste uns beschrilnken mttssen, so

daB unsere ganze DarsteUung gewissermaBen als die vielleicht ver

miBte Zusammenfassung zu gelten hat. Nur das sei noch besonders

hervorgehoben, daB Euklid, Archimed, Eratosthenes und Apol
lonius die Mathematik auf eine Stufe forderten, von welcher aus

mit den alten Hdfsmitteln, insbesondere ohne Erweiterung der In-

finitesimalbetrachtungen zu einer allgemeinen Methode, was die Ex

haustion nicht Avar, Avenn sie es auch hatte sein konnen, ein Hober-

steigen nicht moglich war, Zur Infinitesinialmethode, wie zur mathe-

matischen AUgemeinheit fiberhaupt war der griechische Geist mit

vereinzelten Ausnahmen, zu Avelchen vermutlich Apollonius gerechnet
werden darf, nicht angetan. Das ist ein Erfahrungssatz, welcher

wesentlich auf dem Fehlen aUgemeiner Methoden beruht. A^'ar aber

ohne sie ein weiteres Steigen nicht moglich, so war der erreichte
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Gipfel nach alien Richtungen hin gar bald durchforscht. Es blieb

nur ein Ahwartsgehen und bei dem Abwiirtsgehen ein Anhalten da

und dort, ein Umsichschauen nach Einzelheiten fibrig, an welchen

man beim jiihen Aufwartsklimmen vorher vorfibergeedt war. Damit

ist die Zeit gekennzeichnet, zu deren Betrachtung wir in diesem

Kapitel ttbergehen.
Die Elemente der Planimetrie waren erschopft. Sie bUeben, was

EukUd aus ihnen gemacht hatte, abgesehen von Zhitaten, die der

Lehre von den groBten und kleinsten Werten entstammten. Auch

die Lehre von den Kegelschnitten konnte nach ApoUonius eine wesent

liche Ergiinzung nicht finden. In der Stereometrie blieb dagegen nach

Euklid und selbst nach Archimed noch manches zu tun. Am meisten

war von theoretisch Neuem in der Lehre von den von Kegelschnitten

verschiedenen Kurven zu finden, einem Gebiete, zu dessen Bearbeitung

Archimeds Spiralen entschieden aneifern muBten. Und endlich war

die rechnende Geometrie ein Gegenstand, an welchem Archimeds

Kreisrechnung auch verwohnten Geistern Geschmack beigebracht
haben mochte. Das sind die Felder, auf denen die Epigonen sich

tummelten, deren Bewegungen wir uns zu vergegenwartigen haben.

Die meisten Schriftsteller freilich, die wir hier nennen werden,
sind ihrer Lebenszeit nach hochst unbestimmt. Von einigen ist es,

wie wir selbst erklaren, zweifelhaft, ob sie mit Recht gerade in diesem

Kapitel zur Rede kommen. Am sichersten ist dieses wohl fttr Niko

medes und Diokles anzunehmen, die Erfinder der Konchoide und

der Cissoide, mithin zweier Kurven, deren Namen Geminus um das

Jahr 70 v. Chr. kannte ■*■), die also zu dieser Zeit jedenfaUs vorhanden

waren, wahrend andererseits Nikomedes nach dem Berichte des Euto

kius^) sich im Vergleiche zu Eratosthenes mit seiner Erfindung

hrfistete, also sicherlich auch nicht frfiher als um das Jahr 200 etwa

gelebt haben kann.

Die Konchoide oder Muschellinie des Nikomedes ist der

geometrische Ort eines Punktes, dessen geradlinige Yerbindung mit

einem gegebenen Punkte durch eine gleichfaUs gegebene Gerade so

geschnitten wird, daB das Stuck zwischen der Schneidenden und dem

Orte eine gegebene Lange besitzt. Je nach dem GroBenverhaltnisse

des Abstandes des gegebenen Punktes von der gegebenen Geraden

und der Konchoide besitzt letztere drei verschiedene Formen, doch ist

kaum anzunehmen, daB die Griechen diese Formen kannten, deren

wesentlichste Verschiedenheit auf dem Zweige der Kurve beruht,
welcher von der festen Schneidenden aus gesehen auf derselben Seite

1) Proklus (ed. Friedlein) 177. ") Archimedes (ed. Heiberg) III, 114.
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Avie der feste Punkt Uegt, und von diesem Zweige ist iiberhaupt nicht
die Rede. AUerdings Avird. faUs diese Meinung als richtig gdt,
vollends unverstilndlieh, was Pappus in seinem lA^ Buche die zweite,
dritte und vierte Konchoide genannt haben mag, die zu anderen

Zwecken als die erste benutzt worden seien i). Nikomedes nannte,
wie wir durch Eutokius und Pappus

Avissen, den festen Punkt Pol, rroAor.

Er erfand auch, wie beide Bericht

erstatter uns melden, eine Yorrichtuno-

zur Zeichnung der Konchoide, die aus

der Figur sofort verstiindlich ist (^Fig. 51 )).
Sie bestand aus drei miteinander ver-

bundenen Linealen. Zwei derselben

Avaren senkrecht zueinander fest ver

einigt, und AvUhrend das eine fast seiner

ganzen Liinge nach durch eine Ritze

durchbrochen Avar, trug das andere ein kleines rundes ZHpfchen, Das

durchbrochene Lineal stellte die feste Gerade, das Ziipfchen auf dem

anderen stellte den Pol der Muschellinie vor. Das dritte Lineal trug

unweit des spitzen Endes ein Zapfchen ahnlich dem Pole, etwas

Aveiter davon entfernt eine Ritze iihnlich der auf der festen Geraden;
die Entfernung des Zapfchens von der Spitze stellte den gleichbleihen
den Abstand vor. Offenbar muBte nun die Spitze dieses dritten

Lineals eine Muschellinie beschreiben, wenn das Lineal selbst aUe

moglichen Lagen annahm, deren es fahig war, wahrend sein Ziipf
chen in der Ritze der festen Geraden sich befand und seine Ritze das

als Pol dienende Zapfchen einschloB.

Nikomedes hat gezeigt: 1. daB die Muschellinie der festen Ge-

raden sich mehr und mehr nilhert"); 2. daB jede zwischen der festen

Geraden und der Muschellinie gezogene Gerade die Aluschellinie

schneiden muB; 3. daB mittels der Muschellinie die Aufgabe der Y^iirfel-

verdoppelung gelost werden kann.

Den Ideengang seiner Auflosung und seines Beweises lassen wir

hier folgen, wobei wir nur diejenigen geringfttgigen Abiinderungeii

vornehmen, Avelche notwendig sind, um statt eines Rechnens mit

Proportionen das uns gelaufigere Rechnen mit Gleichungen einzuffihren.

Aus den Strecken aX = 2a und a(i = 2b wird ("Fig. 60) das Rechteck

aftyl gebildet und /?}■ um Aveitere 2a nach yj verlangert. AuBerdem

Avird in der Mitte a von ^y die at, senkrecht zu /?/ errichtet und

1) Pappus (ed. Hultsch) 244, *) Proklus (ed, Friedlein) 177 ist

geradezu von der Asymptote der Konchoide die Rede.
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deren Endpunkt g durch y^ = ^8 = b bestimmt. SomU ist auch ij£

gegeben, und ihr parallel wird durch y die yd gezogen
Diese letztere

wird als feste Gerade, t als Pol, b als Abstand benutzt und die Muscheh

linie konstruiert, welche dieVer

langerung Yonjiy in x schneidet,

d. h. welche 6x = b werden liiBt

Verbindet man nun endlich x

mit X und verlangert xX bis zum

Durchschnitte [i mit der ver

langerten «/8, setzt man dabei

so ist

2a: X = X : y
=

y : 2b,

und dieAufgabe, zwischen 2a und

2b zwei mittlere Proportionalen

einzuschalten, ist gelost. Aus den

Dreiecken aXy., yxX folgt nam-

Daraus erkennt man ^0 = x undlich
2b

id a; =
ia- b

y

nr
■

X + b. Nun ist at, Kathete zweier rechtwinkliger Drei-

2 a y

folglich t,x =

ecke y^E und x^a. Das erstere hat y^=b als Hypotenuse, yE
= a

als zweite Kathete. Das zweite hat x^ = x Y i als Hypotenuse,

xE= yYa. als zweite Kathete. Mithin ist b^—a^ = (x Y Vf
—

(yYaf

oder x(x Y 2b) = y(y Y 2a) und
- =

selben Bruch
'

, „.,

X -)- 2 0 J ft YI

ecke fixy, und yxX. Man weiB also auch

, ^,
Man kennt ferner den-

y X -\-2b

5r wegen der Ahnlichkeit der Drei-
2 6

°

— = r'r, 2bx= if- Diese
_!/ 2b'

Gleichung abgezogen von dem vorher gefundenen x{x Y 2b) = y(yY 2a)
laBt x^ = 2a y zum Reste, und die Umstellung der beiden Glei

chungen x^ = 2ay, y^ = 2bx in Proportionen liefert das verlangte
2 a : X = X : y

=

y : 2b. Auflosung und Beweis sind gleichmaBige

Zeugnisse fttr den Scharfsinn des Erfinders, der schon um des oben

beschriebenen Konchoidenzeichners widen eineii rfihmlichen Platz in

der Geschichte der Mathematik verdient.

Der Zirkel, als Hilfsmittel geometrischen Zeichnens wurde von

den Alten auf den Neffen des Dadalus zurfickgefuhrt
^

), wohl

denselben Talus, auf welchen schon (S. 163) fttr andere Erfindungen
verwiesen worden ist, d. h. auf einen mythischen Ursprung. Die

1) Ovid, Metam. A4II, 247- -49: Primus et ex uno duo ferrea brachia nodo

Vinxit, ut, aec|uali spatio distantibus illis.

Altera pars staret, pars altera duceret orbem.
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A'orrichtungen des Platon und des Eratosthenes zur AVfirfelver-

doppelung beruhen auf Geschicklichkeit des Benutzers, der versnchs

weise gewisse Lagenverhilltnisse der Teile der Apparate hervorbringen
muBte. EtAvaige Mittel die Kegelschnitte zu zeichnen sind, wenn

Meniichmus Avirklich dergleichen besaB ( S. 244), nicht zu unserer

Kenntnis gelangt. Die (piadratrix, die Hippopede, die Spirale mecha

nisch zu zeichnen gab es kein Mittel. So ist die Aluschellinie des

Nikomedes neben der Geraden und dem Kreise die alteste Linie, von

deren meehanischer Konstruktion in einem fortlaufenden Zuge wir

geniigenden Bericht besitzen.

Dieselbe Muschellinie hat auch zur Auflosung einer anderen Auf

gabe, namlich zur f)reiteilung df^s Winkels Anwendung gefunden!
Soil man den Worten des Pappus Glauben schenken, so hatte dieser

sich jene AuAvendung zuzuschreiben^). Dagegen sagt Proklus aus

drttcklich, Nikomedes habe mit Hilfe der Muschellinie jeden AA'inkel

in drei gleiche Teile zerlegt^), und so glauben wir es gerechtfertigt
hier von dieser AnAvendung zu reden.

Wir wissen, daB Archimed (S. 300) die Dreiteilung des AYinkels

auf die Zeichnung einer Geraden von einem gegebenen Punkte aus

zurttckfiihrte, welche einen Kreis und eine Gerade so schneiden sollte,
daB die zwischen beiden Schnittpunkten liegende Strecke einer ge

gebenen gleich werde. Konnte man hier den Kreis durch noch eine

Gerade ersetzen, so war die Aufgabe nur noch: von einem Punkte

aus durch eine gegebene Gerade hindurch bis zum Durchschnitte mit

einer zweiten gegebenen Geraden eine Gerade zu zeichnen, welche

zwiseheii beiden Durchschnittspunkten einen bekannten Abstand zeige,
und das gelingt mit Hilfe der MuscheUinie, deren Pol der gegebene

Punkt, deren feste Gerade die erste gegebene Gerade, deren gleich-
bleibender Abstand die

gegebene Strecke ist. »

Pappus hat uns eine der

artige Umformung ttber

liefert-'). Essei (Fig. 61)
^

uj-i]' der in drei gleiche
Teile zu teilende spitze Winkel. A^on a aus wird ay senkrecht zu

Py gezogen und das Rechteck cyji^ vollendet. Die j3£ drittedt nun

den gegebenen AVinkel, Avemi die Strecke Se zwischen ihren Durch

schnitten mit der c;- und der A^erlangerung der ga doppelt so groB
ist Avie aji. AVeil niimlich u8e ein rechtwinkliges Dreieck, so Avird,

') Pappus IV, 27, (ed Hultsch) 246. -) Proklus i,ed. Friedlein) 272,

■"') Pappus lA^ ;;S, i:ed, Hultsch) 274,

C.VN-JOB, GL'Scliicbte der ISlathLniiatik I, 3, Aufl, 2-^
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wenn i] der Mittelpunkt der Hypotenuse 8e ist, -^
= 8r] =- t/E

=

tjk

sein. FolgUch sind zwei gleichschenklige Dreiecke afir/ und «))£ in

der Figur vorhanden. Da ttberdies -^a-rj^ AuBenwinkel des Dreiecks

aria ist, und jia als Transversale mit den ParaUelen ?£, jiy gleiche

Wechselwinkel bildet, so ist -^ ajis = ar]^ = rjaa Y vaa
= 2riEa

= 2a fiy, d. h. £/3y = "|^-
Ist die Annahme wirklich gerechtfertigt, daB diese Auflosung,

oder eine ihr alsdann jedenfalls sehr iihnliche, bereits dem Nikomedes

zuzuschreiben sei, so bietet es ein eigentttmliches Interesse, daB hier

die Aufgabe der Wttrfelverdoppelung und die der Dreiteilung des

Winkels mit Hilfe derselben Kurve bewaltigt werden, wie sie, modern

ausgedrttckt, beide auf Gleichungen dritten Grades sich zuriickftthren

lassen. Sollte ein dunkles Geftthl der Zusammengehorigkeit beider

Probleme bei den griechischen Mathematikern nach Archimed zu den

MogUchkeiten gehoren? Mttssen wir doch auch eine ideelle Zusammen-

gehoricfkeit zwischen der allgemeinen Teilun^y des Kreisbogens und

seiner Rektifikation zugestehen, welche beide, wie wir wissen, mittels

der Quadratrix vollzogen wurden.

Der Zeit nach nur wenig von Nikomedes entfernt durfen wir

Diokles setzen, den gleichfalls oben genannten Erfinder der Cissoide

oder Efeulinie. Er muB frtther gelebt haben als Geminus, der

diese seine Kurve neben der Muschellinie nennt; er muB aber auch

spater als Archimed angesetzt werden, mit dessen Aufgabe von der

Durchschneidung einer Kugel durch eine Ebene zu gegebenem Yer

haltnisse der beiden Kugelabschnitte er sich beschaftigte in der An

nahme, Archimed selbst habe sein auf diese Aufgabe bezttgliches

Versprechen nicht eingelost^) (S. 309). Er hat die Aufgabe mit Hilfe

zweier Kegelschnitte in seinem Werke xaQt nvQaicov gelost, aus

welchem Eutokius sie entnahm-) und aus demselben Y^erke teilt der

gleiche Berichterstatter die Definition der Cissoide und deren An

wendung zur AA'ttrfelverdoppelung uns mit'). Der Name jenes
Werkes liiBt den Inhalt erkennen. Das AA'ort tivqlov bedeutet, wie

wir (S. 344) gesehen haben, Brennspiegel, und in einem Buche ttber

Brennspiegel konnte es auf die GroBe sphiirischer Abschnitte, sowie

auf deren VergroBerung unter Beibehaltung der Gestalt ankommen.

Was ttber eine arabische Ubersetzung des AVerkes des Diokles in

einer Handschrift des Escorial angegeben ist*), dttrfte auf den Bericht

des Eutokius sich beschranken^).

') Archimed (ed. Heiberg) HI, 152, =) Ebenda III, 188, «) Ebenda

nil ^'^—80, *) V enrich, De auctorum Graecorum version-ibus et commentariis

Syriacis, Arabicis, Armenicis, Persicisque. Leipzig 1842, pag, 197, '^) Heiberg
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Diokles laBt seine Cissoide in durchaus anderer Weise entstehen,
als es gegeuAviirtig gebriiuchUch ist. Man soU (Fig. 62) in einem

Kreise zwei zueinander senk

rechte Durchmesser e/3 und y8
ziehen. Werden symmetrisch zu

a/3 zwei Gerade rj'^, xa senk

recht auf y8 errichtet und d

mit dem Endpimkte £ der einen

Senkrechten verbunden, so liegt
der Durchschnittspunkt 6 dieser

A^erbindungsUnie mit der anderen

Senkrechten, gleichAvie der iihn

lich ermittelte Punkt o usw.

auf der Cissoide. Zugleich

findet die fortlaufende Propor
tion statt yrj : y^ = }]Y- '>]8 =

r,8 : ijd.
Der erste Teil dieser Proportion ist augenscheinUch richtig, weil

r]^ als Senkrechte von einem Peripheriepmikt auf den Durchmesser

das geometrische Mittel der Teile, in welche sie den Durchmesser

teilt, ist. AVeil auch xa eine solche Senkrechte ist, muB ebenso

yx:xE
= x£:x8 sein. Ferner sind die Dreiecke xa8, ijOd ahidich

und darum xe : xS = i]d : rjd, folgUch auch yx : xa ^ rjO : r]8 und

nicht minder xa : xy
= i]8 : rj6. Berttcksichtigt man endlich xa = i/^,

yx
= ij8, so nimmt die letztgeschriebene Proportion die Form

i]t, : i]8 = rj 8 : i]0 an, und die zu Anfang hehauptete fortlaufende Pro

portion ist nachgewiesen, d. h. zwischen yrj und rjO, die in der Figur
senkrecht zueinander gezogen erscheinen, sind die i; t, und i] 8 als die

beiden mittleren Proportionalen eingeschaltet.
Nun kann man auch zwischen irgend zwei Strecken a, b zwei

mittlere Proportionalen einschalten. Alan zeichnet einen beliebigen
Kreis mit zugehoriger Cissoide. Man sucht auf dem vertikalen Durch

messer ctji den Punkt jr nach MaBgabe der Proportion yX:X7t^a:b
und zieht die yn, Avelche bis zum Durchschnitte 9 mit der Cissoide

verliingert wird. Sofort zeigt sich, daB auch yi]:ri0 = a:b ist. Es

hrauchen daher nur die Strecken i]^ und Vjd, welche zwischen yr],

YjO als mittlere Proportionalen bekannt geworden sind, in dem Ver

hiiltnisse J')/ : a verandert zu Averden, um die Losung der Aufgabe zu

erhalten.

in Zeitschrift Math. Phys, XXVIII, Historisch -literarische Abteilung S, 128,

Note,

23*
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Ein dritter Geometer der gleichen Zeit etwa dttrfte Perseus

ge\\esen sein. Wir werden ihn nicht leicht fttr iilter als die alexan

drinische Schule halten, weil Proklus, der seiner gedenkt, dieses A\-ohl

irgend bemerkt haben wttrde, um die Lucke iu dem alten Mathe

matikerverzeichnisse, in welchem sein Name nicht vorkommt, aus-

zufttUen. Spiiter als zwischen 200 und 100 kann er aber auch nicht

gelebt haben, wie wir aus folgendem Umstande entnehmen. Eine

Spire war, wie wir (S. 242) besprochen haben, eine wnlstartige

Oberfliiche. Heron von Alexandria definiert sie, wie wir damals sahen,

als Umdrehungsfliiche erzeugt durch Drehung eines Kreises um eine

nicht durch seinen Mittelpunkt hindiirchgehende Achse ^) und setzt

hinzu: „Aus den Schnitten derselben entstehen gewisse eigentttmUche

Kurven." Daraus geht hervor, daB zu Herons Zeit Schnitte jener

Oberflilchen bereits vorgenommen worden waren, und Gemiu'us er

giinzt diese Mitteilung zur Brauchbarkeit fttr unseren gegenwartigen
Zweck durch die Angabe^), die spirischen Schnitte seien von

Perseus erdacht. Es ist bis zu einem gewissen Grade Avahrschein-

lich, daB damit jene Schnitte gemeint sind, die wir an der oben an-

geitthrten Stelle im Zusammenhange mit der Hippopede des Eudoxus

beschrieben haben, Schnitte also, welche auf dem AA'ulste durch eine

der Durchgaugsachse paraUele Ebene hervorgebracht wurden, wobei

die Entfernungen des Schnittes und des MitteljDunktes des die Spire

erzeugenden Kreises von der Drehungsachse die unterscheidenden

Merkmale fttr die einzelnen sjiiriscben Kurven lieferten. Bemerken

wir noch, daB eine Untersuchung solcher Kurven der Zeit, in welche

Avir Perseus setzen, angemessen erscheint, so ist damit das AA'enige

erschopft, Avas wir ttber diesen Schriftsteller sagen konnen, dessen

Heimat und sonstige personliche Yerhaltnisse uns genau ebenso un

bekannt sind, wie die des Nikomedes, des Diokles.

Ebenso verhalt es sich mit Zenodorus'), dem Verfasser eines

hochst interessanten Buches iiber Figuren gleichen Umfanges,

Die Grenzen, in welche sein Leben eingeschlossen werden kann, sind

als feststehende obere Grenze die Zeit des Archimed, dessen Name

1) Heron, Definit, 9s (ed. Hultsch) 27, bestiitigt durch Proklus (ed,

Friedlein) 119, -') Proklus (ed, Friedlein) 111—112. ^) Vgl. Nokk, Pro

gramm des Freiburger Lyceums von 1860 und unsere Besprechung des H, Bandes

des Pappus (ed. Hultsch) in der Zeitschr. Al.ith. Phys XXH (1^77), Histor.-

literar, Alitlg. it:-!— 174, Eiue ^'erwcchslung des Zenodorus mit einem bei

Proklus genannten Zenodotus, welche, so lange die Friedleinsche Proklus-

ausgabe noch nicht vorhanden war, zu entschuldigen gewesen sein diirfte, ver-

anlafite uns friiher zu gegenwartig ganz unhaltbaren Zeitbcstimmuugen fiir

Zenodorus,
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bei ihm vorkommt, als mit an Sicherheit grenzender WahrscheinUch-

keit anzugebende untere Grenze die Zeit des Quintilian, der von den

Dingen redet, welche in der Abhandlung des Zenodorus vorkommen,
wenn auch ohne ihn selbst zu nennen, Quintilian, mit welchem A^'ir

es im 20. Kapitel zu tun haben werden, lebte 35—95 n. Chr. Dem

gemiiB wiirde die Tiitigkeit des Zenodorus etwa zwischen 200 v. Chr.

und '.)() n. Chr. faUen, Alan hat aber wohl mit Ri-cht darauf auf

merksam gemacht, daB seine etwas breite Schreibart ihn als nicht

allzuweit nach Euklid lebend betrachten lasse ^j, und demzufolge
nelmien wir keinen Anstand ihn hier zu behandeln. Die Abhandlung
des Zenodorus ist uns in mehrfacher Uberlieferung Pihalten. Ein

mal finden sich die Siitze iiber Figuren gleichen Umfanges ohne An

gabe ihres Erfinders bei Pappus ini V Buche seiner inathematischen

Sammlung^), zweitens stehen dieselben in dem Kommentare di.-s Theon

von Alexandria ■'') zum 1. Buche des ptolemaiscJien Almagestes, Bei

Theon ist ausdrttcklich Zenodorus als Verfasser der auszugsweise mit

geteilten ^Abhandlung genannt, und Proklus bestiitigt mittelbar diese

Namensnennung. Er sagt uns niimlich, das A^iereck mit einspringen
dem Winkel heiBe hohlwinklig, xoiXtr/coiJiov, nach Zenodorus''). und

dieses Wort in der angegebenen Bedeutung kommt Avirklich in Theons

Auszuge vor, Wir konnen drittens auf eine Abhandlung in grie
chischer Sprache ttber die Figuren gleichen Umfanges hinweisen,
welche den Namen keines A'^erfassers als rberschrift triigt und in

wesentlicher Ubereinstimmung mit, wahrscheinlich in einem Ab-

hiingigkeitsverhaltnisse zu Zenodorus steht^), von Nachbildungen in

anderen Sprachen zu schweigen. Von den vierzehn Siitzen des Zeno

dorus, Avelche fast gleichlautend bei Pappus und bei Theirn sich er

halten haben, mogen der 1,, 2,, G., 7. und 14. hier einen Platz finden:

1. Unter regelmiiBigen A^ielecken vmi gleichem Umfange hat das

jenige den groBeren Inhalt, welches mehr AVinkel hat. 2. Der Kreis

hat einen groBeren Inhalt als jedes ihm isoperimetrische regelmiiBige
A^ieleck. G. Zwei ahnliche gleichschenklige Dreiecke auf ungleichen
Grnndlinien siud zusammen groBer als zwei auf den nilmlichen Grund

liuien gleichschenklige Dreiecke zusammen, Avelche unter sieh uniihn-

licli sind, aber mit jenen ilhuUcheii gleichen Gesamtumfang haben.

7. Unter den isoperimetrischen « -Ecken hat das regelmiiBige den

groBten Inhalt. 14. Unter den Ki-eisabsebnitten, Avelche gleich groBe

') Pappus (ed, Hultsch) 1190 -) Pappus V, pars 1 ,ed, Hultsch),

;i(is sqq, ') Th<-on d'Ah-j-aiidrie {ed. Uskl-ma.. Paris 1821) 33 sqij, Zum besseren

\'ei-gleicli mit der Viedergabe durch Pappus auch abgedruckt bei Pappus (ed,

Hultsch) 1190-1211, ") Proklus ed, Friedlein) 165. ^) Pappus <ed

Hultsch) 1138—1165.
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Bogen haben, ist der Halbkreis der groBte. Im Raume hat die Kugel

bei gleicher Oberfliiche den groBten Inhalt. Die theoretische Bedeut-

samkeit dieser Siitze, welche einen durchaus neuen geometrischen

Gegenstand behandeln, der nach rfickwarts nur an die Vielecke wach-

sender Seitenzahl in der Kreisrechnung des Archimed und an die

Lehre von den groBten und kleinsten Werten bei Apollonius an-

kntipft, Uegt auf der Hand, und es ist nur um so mehr zu bedauern,
daB unser Wissen von ihrem Erfinder so durftig ist.

Wir nennen weiter immer noch auf bloBe AA'ahrscheinlichkeits-

grfinde uns stfitzend im Jahrhunderte zwischen 200 und 100: Hy

psikles von Alexandria'-). Seine Leistungen liegen auf verschie

denen Gehieten. Die Handschriften des EukUd enthalten mehrfach

nach den 13 Buchern der Elemente noch zwei Bficher stereometrischen

Inhaltes, welche als XIV. und XA^. Buch der Elemente, oder als die

beiden Bttcher des Hypsikles von den regelmaBigen Korpern be

nannt zu werden pfiegen. Neuere Untersuchungen^) haben einen

solchen Gegensatz im Wert und Inhalt der beiden Bttcher aufgedeckt,
daB sie notwendig verschiedenen Yerfassern ttberwiesen werden mfissen,
und zwar das erste dem Hyjisikles, das zweite einem mehrere

Jahrhunderte n. Chr. lebenden SchriftsteUer. Wir haben es dem

gemaB hier mit dem ersten Buch allein zu tun, welches aus folgen
den sechs Siitzen fiber die regelmaBigen Korper^) be.steht: 1. Die

vom Mittelpunkt eines Kreises auf die Seite des eingeschriebenen

regelmaBigen Fttnfecks gefallte Senkrechte ist die halbe Summe

des Halbmessers und der Seite des eingeschriebenen regelmaBigen
Zehnecks. 2. Einerlei Kreis faBt des in einerlei Kugel beschrie

benen Dodekaeders fttnfseitige und Ikosaeders dreiseitige Grenz

flache. 3. Die Oberflache des Dodekaeders sowie des Ikosaeders sind

beide dem 30 fachen Rechtecke gleich, welches aus der Seite des

Korpers und der aus dem Mittelpunkte einer Grenzfliiche auf die

Seite gefilllten Senkrechten gebildet wird. 4. Die Oberflache des

Dodekaeders verhiilt sich zur Oberfliiche des Ikosaeders, Avie die Seite

des VA'ttrfels zur Seite des Ikosaeders. 5. Die Seite des AA'ttrfels ver

halt sich zur Seite des Ikosaeders, wie sich die Hypotenusen zweier

') AV. Cronert (Sitzungsber. der Berliner Akad. 1900 S. 942—950) setzt

die Lebenszeit des Hypsikles auf 150 bis 120. ") Der Erste, welcher die Ver

schiedenheit beider Biicher erorternd sie zwei verschiedenen Autoren beilegte,
war Friedlein im BiiUetiuo Boncompagni 1873, 493

—529. Ihm folgte Th. H,

Martin ebenda 1874, 263—266, *) Gewohnlich werden 7 Satze angenommen,
aber der 7, Satz (Zwei nach stetiger Proportion geschnitteiic Gerade verhalten

sich wie ihre groBeren Abschnitte) ist oifenbar kein Satz fiir sich, sondern nur

Teil des Beweises des 6, Satzes.
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rechtwinkligen Dreiecke verhalten, welche eine Kathete gemeinscliaft-
lich und als andere Kathete den groBeren beziehungsweise den

kleineren Abschnitt besitzen, der entsteht, indem die o-emeinscbaft-

liche Kathete nach stetiger Proportion geschnitten ist G. Der Korper
des Dodekaeders verhalt sich zum Korper des Ikosaeders wie die

Sede des Wttrfels zur Seite des Ikosaeders. Diese Siitze, deren Y^ort-

laut wir bei dem 1., 3., 5. Satze etwas mundgerechter zu fassen uns

erlaubt haben als in den gewiihulichen Ubersetzungen, bilden ein ein-

heitUches Ganzes, welches seinem Verfasser wohl Ehre macht, und

lassen nicht zu, daB man jenes andere fruher gleichfaUs Hypsikles zu

geschriebene Buch damit in Yerbindung setze, welches aus sieben

Aufgaben besteht, die Konstruktion eines Tetraeders in einen Wttrfel,
eines Oktaeders in ein Tetraeder, eines Oktaeders in einen Y^ttrfel,
eines Wttrfels in ein Oktaeder, eines Dodekaeders in ein Ikosaeder

zu vollziehen, die Zahl der Ecken und der Seiten, endlich die gegen

seitigen Neigungen der Grenzflachen in den fttnf regelmaBigen Korpern
zu finden. Uber den Verfasser des ersten Buches gibt dessen Ein-

leitung einige Auskunft. Ihr Wortlaut ist'):

Basylides von Tyrus, mein Ueber Protarch, kam einst nach Ale

xandria, war an meinen Abater wegen beider gemeinschaftlicher Liebe

zur Mathematik empfohlen, und brachte die meiste Zeit seines Auf-

enthaltes in dem Umgange mit ihm zu. Als sie eines Tages des

Apollonius Schrift ttber Vergleichung des in einerlei Kugel be

schriebenen Dodekaeders und Ikosaeders und deren Yerhaltnisse zuein

ander durehgingen, so schien ihnen der Vortrag des ApoUonius nicht

ganz richtig zu sein, und sie schrieben, wie mir mein Abater gesagt

hat, ihre Verbesserungen nieder. Nach der Zeit fiel mir jedoch eine

andere von Apollonius herausgegebene Schrift in die Hande, welche

eine richtige Auflcisung der erwahnten Aufgabe enthiilt, deren Unter

suchung mir ein ausnehmendes A^ergnttgen gewiihrt hat. Das von

Apollonius herausgegebene Werk kann jeder selbst nachsehen, da es

ttberall zu haben ist, weil man es ffir eine sorgsame Arbeit hielt.

Dasjenige aber, was ich nachher aufgesetzt habe, glaube ich Dir

wegen Deiner vorzfiglichen Einsicht in alien AA'isscnschaften, beson

ders aber in der Geometrie, als einem kundigen Beurteiler meines

Vortrags zuerst vorlegen zu mfissen; in der gewissen ErAvartung, daB

Du sowohl aus Freundschaft fttr meinen Abater, als aus AVohlwoUen

gegen mich, geneigt sein Avirst meinem Versuche Deine Aufmerksam

keit zu schenken. Doch es ist Zeit, daB ich meine Vorrede schlieBe

und zur Sache selbst komme.

') Vgl. z. B. Euklids Elemente fiinfzehu Biicher aus dem Griechischen iiber

setzt von Johann Fricdrich Lorenz. Halle. S. 425—426,
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Es war offenbar eine Jugendarbeit, welche Hypsikles mit diesen

Worten dem noch lebenden Freunde seines Vaters widmete. Seine

Mitteilungen geben uns Auskunft ttber eine sonst unbekannte Schrift

des ApoUonius und wurden in diesem Sinne von uns (S. 344) be

nutzt. Araber haben, so lange das Buch noch als von Euklid her

rtthrend betrachtet wurde, aus deu Anfangsworten herausgelesen,

EukUd stamme aus Tyrus (S, 260> Man hat aber aus derselben A'or

rede auch, wie uns scheint, richtige Folgerungen auf die Lebenszeit

des Hypsikles gezogen i), Der Yater des Hypsikles, welcher eine

Abhandlung des ApoUonius noch nicht kannte, welche dem Sohne

nachher bekannt war und zu dessen Lebzeiten „iiberaU zu haben"

war, muB ein iilterer Zeitgenosse des Apollonius gewesen und ge

storben sein, bevor dessen verbesserte zweite Abhandlung zur A'er-

offentUchung gelangte. Da nun ApoUonius etwa 170 gestorben ist,

so mag H.ypsikles nicht vor dieser Zeit seine Abhandlung geschrieben

haben, eine Zeitbestimmung. zu Avelcher uns gleich nachher noch eine

kleine Bestiitigung zugut kommen wird,

Eine zweite Abhandlung des Hypsikles, welche sich erhalten hat,

ist das Buch von den Aufgangen der Gestirne, di'ccrpoQoxog-).
Auf den astronomischen Inhalt dieses auBerst dttrftigen AYerkchens

von nur sechs Satzen, auf dessen etAvaige Yerschlinimbesserung durch

einen Astrologen haben Avir nicht einzugehen, es sei denn um zu be

merken, daB die Methode desselben Berechtigung nur zu einer Zeit

hatte, zu welcher trigonometrische Betrachtungsweisen noch nicht er

dacht waren, und daB andererseits als wichtige Neuerung in den

Aufgangen des Hypsikles die Einteiluug des Kreisumfanges
in 360 Grade benutzt ist. Autolykus, ein astronomischer Schrift

steller kurz vor Euklid (S. 293), hat diese Gradeinteilung noch

nicht, Ebensowenig scheint sie Eratosthenes gekannt zu haben,
wenn es richtig ist^), daB er sich eines so unbeqiienien Ausdruckes

wie
„gr

des Kreisumfanges" bediente, Avahrend andererseits die Tat

sache seiner voUzogenen Gradmessung (S. 328) uns Avieder stutzig
machen kann. Starb nun Eratosthenes um 194 und ist seine Be

nutzung jener unbequenien
-

richtig auf das Jahr 220 bestimmt.

') Vossius, De scientii^ -mathemaHeis pag, 328 (Amsterdam 1650). Bret

schneider 182, Falsche Ansichten bei Fabricius, Bibliotheca Graeca (edit.

Harless) IV, 20, bei Montucla, Histoire de mathematiques I, 315, bei Nessel

mann, Algebra der Griechen 246 flgg. ") Des Hypsikles Schrift Anaphorikos
ist im Osterprogramm 1888 des Gymnasiums zum heiligen Kreuz in Dresden

von K, Manitius herausgegeben worden, ') Montucla, Histoire de mathe

matiques I, :104, Wolf, Geschichte der Astronomie S. 130.
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schrieb dann Hypsikles um 170, so ist die Zeit der Einffihrung der

Gradeinteilung des Ivreises. also mutmaBlich auch des davon untienn-

baren babylonischen Scxa,gesinials\'stems in Alexandria in sehr euge

Grenzen gebracht Yon den sechs S-itzeu des Anaphorikos sind die

drei ersten arithmetischen Inhalts und rechtfertigen unser auch nur

beililufiges A^erweilen bei dem Schriftchen, In moderner Aussprache

sagen sie, daB in einer arithmetischen Reihe von gerader (jlieder-

zahl die Summe der zweiten Hiilfte der Glied(.'r die der ersten Hiilfte

um ein Vielfaches des Quadrates der halben GUederzahl ttl)ertrctte '),
daB die Summe einer arithmetischen Reihe bei ungerader i-rliederzahl

gleich dem Produkte der Gliederzahl in das mittlere GUed, bei ge

rader Gliederzahl gleich dem Produkte der halben ("iliederzahl in die

Summe der beiden mittleren Glieder sei.

Bei so elementaren Kenntnissen blieb alier Hypsikles nicht

stehen. A'ielmehr war ihm die allgemeine Definition der Vielecks

zahlen bekannt, welche er in die \A'orte kleidete: .,A\'enn beliebig
viele Zahlen von der Einheit an von gleichem Unterschiede sind, und

dieser Unterschied 1 ist, so ist die Summe eiue dreieckige Zahl; ist

der Unterschied 2, so ist die Summe eine viereckige Zahl. fur 3 eine

fttnfeckige; die Anzahl ihrer Y^inkel ist um 2 groBer als der Unter

schied, und ihre Seiten sind der Anzahl der vorgeb.'gti:-n Zahlen

gleich." So berichtet Diophant im S. Satze seiner Schrift iiber die

Poli gonalzahlen, von Avelcher im 23. Kapitel die Rede sein Avird.

Diophant nennt als seine Quelle: Hypsikles ev oqco. Die Ubersetzer

durften mit Recht diesen Ausdruck deutsch durch „in einer Definition"

ttbertragen haben, da oQog neben der Bedeutung Grenze (lateinisch:
tcriiiinas oder liiiirs) oder ReihengUed unzweifelhaft auch die Be

deutung der Begrenzung eines Begriffes, d. h. einer Definition )je--itzt;

so bei Euklid z. B. und schon vor diesem bei Platon heiBen die Defini

tionen regelmiiBig Hqoi, wobei vielleicht, wie bemerkt, an eine „Be-

grenzung der Begriffe" zu denken ist. Bei welcher Gelegenheit

Hypsikles sich jener Definition der Vieleckszahlen bedient haben mag,

wissen wir durchaus nicht.

AVir schlieBen dieses Kapitel mit der Nennung des einzigen Schrift

steUers, fttr dessen Leben etwas genauere Angaben bekannt sind.

Y'ir meinen Hipparch, der zwischen 161 und 126 v. Chr. astro

nomische Beobachtungen anstellte -J. Er ist in Niciia in Bithynien

') Ist a das erste Glied, d die Differenz, 2 *( die Gliederzahl, so sind die

beiden Summen iin-f-
--

_^

und na Y
-

o^ "'
deren Unterschied

dn- ist. *) AVolf, Geschichte der Astronomie S, 45, Anmerkung 1. Das AVerk
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geboren, Er beobachtete auf der Insel Rhodos, vieUeicht auch in

Alexandria. Seine hervorragendsten A^erdienste rtthmt die Geschichte

der Astronomie, welcher er als Schopfer einer Avissenschaftlichen

Sternkunde giU. Er war aber auch der Urheber eines Teiles der

Wissenschaft, welche das Grenzgebiet zwischen Astronomie und Geo

metrie bildet, der Trigonometrie, und berechnete eine Sehnen-

tafeU). Leider wissen wir von dieser Leistung nur durch Zitate des

Heron von Alexandria, in welchen das Werk naQt xav av xvxXtp

avd-aiMi', ttber die Geraden im Kreise, nicht aber dessen A'^erfasser ge

nannt ist, und durch ein berichtigeudes Wort eines spiiten Schrift

steUers, des Theon von Alexandria, der um 365 schrieb, und konnen

also dieses Kapitel griechischer Mathematik nicht in seinen Ursprttngen

verfolgen. Wenn Hipparch in seinen erhaltenen Erliiuterungen zu

den Sternbeschreibungen des Eudoxus und Aratus erklart, er habe

sich graphischer Methoden bedient — 8id xar ygayaav
— so

bot dieser Ausdruck zwar AnlaB zu geistreichen Vermutungen ttber

die betreffenden Methoden^), welche aber gcsicherter Sttttzen ent-

behrend spater A'orhandenes zurttckdatieren. AA'as dagegen Hipparch
mittels seiner Sehnentafel leistete, ist besser verbttrgt, da uns von

einer Art von Triangulation berichtet wird, die er zur Berechnung
der Oberfliiche der bewohnten Erde anwandte, und da Polybius (203
bis 121), ein Zeitgenosse des Hipparch, die Moglichkeit erwahnt, die

Hohe einer Mauer aus der Feme zu messen^). Jedenfalls stimmt

die Erfindung trigonometrischer Betrachtungen etwa 150 v. Chr. mit
o o o

der Notwendigkeit fiberein, zu welcher wir weiter oben aus anderen

Grfinden gelangt waren, dem Anaphorikos des Hypsikles kein spateres
Datum als das von 180 bedegen zu dfirfen. A^on Hipparchs Ver

diensten um Einffihrung der geographischen Lange und Breite^)

reden wir im nachsten KapiteP).
Wir sind einem Hipparch „der zu den Arithmetikern gehorte"

begegnet (S. 256), von welchem kombinatorische Berechnungen
uns mitgetedt wurden. Wir haben keinen Grund in diesem Schrift

steller, der nach Chrysippus (282
—

209) lebte, einen anderen als den

Astronomen zu vermuten. Wir glauben ebenso auch an die Richtig
keit arabischer Angaben, denen zufolge Hipparch als Schriftsteller

des Hipparch: In Arati Phaenomena Comiiienfaria hat K. Alanitius mit deut

scher tJbersetzung herausgegeben (Leipzig 1§94),

'■) Wolf, Geschichte der Astronomie S, 111. -) Ad. v. Braunmiihl, Vor

lesungen uber Geschichte der Trigonometrie I, 10—14 (1900), *) G, Berger,
Geschichte der wissenschaftlichen Erdkunde der Griechen 3, Abteilg. S. 135flgg.
und 4. Abteilg. S. 29-31. «) Wolf, Geschichte der Astronomie S. 153.

^) G. Berger, Die geographischen Fragmente des Hipparch. Leipzig 1870.
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ttber quadratische Gleichungen aufgetreten wiire ^). Eine

Sehnentafel setzt zu ihrer Berechnung arithmetische wie algebraische
GeAvandtheit geradezu voraus.

Wir haben dieses Kapitel mit Nennung der Gebiete begonnen,
anf welchen wir die Tiitigkeit der Schriftsteller ini Jahrhunderte von

200 bis 100 ungefiihr entfaUet sehen Avttrden. Unsere DarsteUung
ist mit unserer Ankttndigung in Einklang geblieben. Nikomedes,

Diokles, Perseus waren fttr uns die Miinner, welche der Kurvenlehre

sich widmeten. Zenodorus widmete den planimetrischen Lehren vom

GroBten und Kleinsten seine Kriifte. Hypsikles vervoUkommnete

die Stereometrie und ftthrte durch das, was wir aus der Arithmetik

von ihm Avissen, den Beweis, daB auch dieser Teil der Alathematik

in dem Jahrhunderte, welches auf das des Euklid folgte, nicht ver

nachlassigt wurde. Hipparch bestatigte uns in dieser letzten Uber

zeugung, der rechnende Astronom, welcher den naturgemilBen Uber

gang zu dem rei-hnenden Feldmesser bildet, der nunmehr unsere Auf

merksamkeit auf sich zieht.

1<S. Kajiitel.

Heron vou Alexandria.

In das erste vorchristliche Jahrhundert setzen Avir Heron von

Alexandria^). Die Form unserer Aussage lafit erkennen, daB wir

in ihr keine allgemein als wahr angenommene Tatsache behaupten.

') Vgl. L-'alijeltre d'Omar All-hayyiiini (ed, ^Voep els: ei Paris 1851, Preface "K.!

und Journal Asiatique serie 5, T, V, pag, 251
—253, Suter iu den Abhand

lungen zur Geschichte der Mathematik VI, 54 (18li2) und X, 71 und 213 An

merkung 36 (1900) hillt allerdings das Zitat fur unrichtig und durch falsche

Lesung entstanden. -) tJber Heron vgl. Venturi, Comiin-ntari soprn la ■'itoria

e le tcorte dell' oltiea, tomo I, Bologna 1814, Th, H, Martin, Bechrrchcs sin-

la vie et les oueriigcs d'Heron d'Alc.eaiidric de. im IV, Bande der Memoires

■prcsi ntes par divers savants a 1'Academie des inscriptions et hcllcs- lettres.

Serie I, Sujets divers d'enidition. Paris 1854. W. Schmidt, Hei-on von Ale

xandria (in den Neuen Jahrbiichern f. d. klass, Altertum, (iesohichte und deutsche

Literatur, Leipzig 1899), K, Tittel, Heron und seine Fachgenossen (in Rhein.

Aluseum fiir Philologie, Bd, LAT S, 404—415), Edm, Hoppe, Ein Beitrag zur

Zeitbestimmung Herons von Alexandrien. Programmbeilage Nr, 815, Hamburg

1902, Rudolf Meier, lie Heronis aetate. Leipzig I'.iOJ, Die geometrischen

griechischen Texte herausgegeben von Hultsch ^Berlin 1864). teilweise auch vou

Vincent in den Xotices ct exiraits des manuscrits de la Bihliotheque imprricde.

Tome XIX. Partie 2, (Paris 1858). Gesamtausgabe der Werke des Heron von

W, Schmidt, L, Nix, Herm, Schone in der Bibliotheca Teubneriana seit

1899 mit deutschen tjbersetzungen.
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Die Meinungen weicheu vielmehr sehr erhebUch voneinander ab, und

man mttBte, um aUen gerecht zn werden, sich damit begnttgen als

mogliche Grenzen von Herons Wirksamkeit die Jahre 200 vor und

200 nach dem Beginne der christUehen Zeitrechnung anzugebeu. Die

Heimat des bertthmten Mathematikers und Physikers wird von nie

mand angezweifelt. Sie geht aus der Uberschrift mehrerer seiner uns

erhaltenen Abhandlungen hervor, Avird auch durch Pappus und durch

einen Anonymus, der um das Jahr U38 in Byzanz lebte, bestiitigt,

welche beide von einem Heron von Alexandria zu reden wissen.

Herons Lehrer war nach dem Berichte jenes Anonymus von Byzanz

Ktesibius. Man hat eine Sttttze dieses Berichtes darin gefunden,

daB Proklus den Heron zugleich mit Ktesibius als Erfinder wunder

barer auf Luftdruck beruhender Yorrichtungen rfihmt uud auch dann,

daB die beste Pariser Handschrift cmes Buches des Heron die Uber

schrift ffihrt „Uber Anfertigung von Geschfitzen des Heron des Kte

sibius'' (Ilourog KxriGijii'ov BaXoTtouxd). Aber hier setzen schon

ZAveifel ein, ob bei fehlendem Artikel xov vor KrriOijit^ov die Uber

setzung „Schtiler des Ktesibius" berechtigt sei, ob der A'ermutung,

jenes xoi' sei bei Herstellung der Handschrift Aveggefallen, nicht das

Bedenken im AVege stehe, dann konne irgend ein anderes AA'ort

z. B. ij = oder AveggefaUen sein, wofttr man sich auf eine jttngere
Wiener Handschrift beruft, welche diesen AA^ortlaut aufzeigt. End

lich behauptet man, selbst wenn man Heron Schttler des Ktesibius

nenne, sei damit nicht viel geholfen, weil das Zeitalter jenes Ktesi

bius keineswegs feststehe. Mit GewiBheit steht nur fest, daB Heron

in einer seiner Schriften sich auf Phi Ion von Byzanz beruft, wah

rend dieser Ktesibius nennt, so daB die Zeitfolge: Ktesibius, Philon,
Heron gesichert ist, ohne damit den Zeitraum festzulegen, der zwischen

den Tragern dieser Namen liegt ^). Man hat also andere bei Heron

auftretende Zitate zu suchen, welche seine Lebenszeit zu bestimmen

sich eignen, und wir glauben dazu vorzugsweise eine mathematische

Schrift „Die Vermessungslehre" (MazQLxd) benutzen zu sollen^). In

ihr kommt Archimed vor, in ihr der Verfasser des Raumschnittes, in

ihr der Verfasser der Geraden im Kreise, beide letztere ohne Namens

nennung, mithin als durch diese Bezeichnung fttr den Leser hinlang
Uch deutlich gemacht. Der Raumschnitt rtthrt (S. 345; von ApoUo
nius her, die Geraden im Kreise ( S. 3()2) von Hipparch; folgUch
muB Heron nach der Mitte des IL vorchristlichen Jahrhunderts gelebt

'■) Wilh. Schmidt in der Einleitung zum L Bande der Gesamtausgabe
des Heron (Leipzig 1899). '■') Herm. Schone, Herons von Alexandria Ver

messungslehre und Dioptra. IU. Band der Gesamtausgabe (Leipzig 1903).
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haben. Nun werden wir aber im 20. Kapitel erfahren, daB auch

Afenelaus von Alexandria um das Jahr 100 nachchristlicher Zeit

Bttcher unter dem Titel die Geraden im Kreise verfaBt hat. Wiire

dieses vor Heron gewesen, so hiitte die Nennung des Titels allein

MiBverstandnis erzeugen konnen, und darauf gesttttzt halten Avir zu

niichst fttr erwiesen, daB Heron zwischen Hipparch und Menelaus

filUt. Zur naheren Einschrankung der Zeitgrenzen ftthrt ein anderes

Werk des Heron, seine Mechanik, welche in arabischer Ubersetzung
des Kusta ibn Lfd\a (nm 900) auf uns gekommen ist'). In dieser

Mechanik kommt ein Posidonius vor, welchem eine physikalische
Definition entnommen ist Derselbe gehore der Stoa an. Es ist

nicht anzunehmen, daB Posidonius von Alexandria (S. 1!)8) ein AA'erk

verfaBt habe, in welchem jene Definition vorkommen konnte, dao-c-en

ist dieses wohl moglich, wenn Heron den Stoiker Posidonius von

Rhodos meinte, den Lehrer Ciceros, den Freund des Pompejus, der

frfihestens um das Jahr 90 als Schriftsteller auftrat. Zu noch wei

terer Einschrankung der Grenzen, welche jetzt 90 vor und 100 nach

Christus heiBen, hat man sich einer anderen Stelle der Alechanik be

dient^). Gegen SchluB des dritten Buches der Mechanik steht die

Beschreibung einer kleinen einschraubigen Olivenpresse, und eben

diese soil nach Plinius seit dem Jahre 55 n. Chr. die frfiher o-e-

brauchlichen groBen Pressen mit langen Hebelii verdrangt haben.

Damit im Einklange stehe ^), daB bei romischen Schriftstellern, ins

besondere bei A'itruvius im Jahre 1-1 v. Chr,, keine Einwirkung
Herons nachweisbar sei. Heron mttBte demzufolge zwischen 50 und

100 nachchristlicher Zeitrechnung angesetzt werden. Das ware nun

sehr schon, wenn es sich so, wie angegeben, verhielte. Aber der

entgegengesetzte Nachweis ist geliefert Avorden*). Die von dem an

und fttr sich durch vielfach mangelnde Sachkenntnis unzuverlassigen

Plinius geschdderte kleine Olivenjiresse ist keineswegs die von Heron

beschriebene, dagegen hat A^itruvius Heron benutzt, wie aus zwei

fehlerhaften Angaben hervorgeht, die jener von diesem, natttrUch ohne

ihn zu nennen, entlehnt. Wir werden im 26. Kapitel hierauf zurttck-

zukommen haben.

Jetzt sehen Avir Heron, wie wir am Anfange des Kapitels sagten.

') (.iurra de Vaux, ics mdcaniepics de Heron d'Alexandric Paris 1894

und L. Nix, Herons vou Alexandria Mechanik, II, Band der Gesamtausgabe

(Leipzig 1901), -) Wilh, Schmidt pag. XIX—XX der Einleitung zu Bd, 1 der

Gesamtausgabe (Leipzig 18'J9), ■') AVilh, Schmidt, Haben Viti-uv und die

romischen Feldmesser aus Heron geschopft? Bibliotheca Mathematica 3. Folge,

I^ 2;i7— ;.ii8 (1900) *) Edm, Hoppe, Ein Beitrag zur Zeitbestimmung Herons

von Alexandrien (Hamburg 1902),
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auf das erste vorchristliche Jahrhundert beschrankt, und nun gewinnt

eine vereinzeU dastehende spate Angabe erhohten Wert. Wir werden

im 26. Kapitel von einer A^ermessung des Romischen Reiches er

fahren, Avelche wahrscheinUch in den Jahren 37—20 v. Chr. statt

fand. Um das Jahr 500 n. Chr. erzahU Cassiodorius von dieser

Vermessung und sagt dabei^), ein SchriftsteUer Heron metricus

habe sich an ihrer Redaktion beteiUgt. Nun ist allerdings richtig,

daB die Handschriften nicht Heron, sondern Iron oder Yron tiber-

liefern, es ist auch richtig, daB Heron nirgend als metricus bezeichnet

wird, wenn er auch, wie wir oben (S. 364) sagten, ein Werk yaxgixd

verfaBt hat, aber auffallend und, was i\'ir besonders zu bedenken

geben, zu der von uns vorher erschlossenen Lebenszeit Herons nicht

in Widerspruch stehend bleibt jene SteUe immerhin. Auf eine letzte

SteUe mochten wir noch hinweisen, welche zur Festlegung von Herons

Lebenszeit benutzt worden ist 2). Sie steht in der Schrift ttber die

Dioptra^). Dort sind Beobachtungen an zwei weit voneinander ent-

legenen ihrer geographischen Lange nach sehr verschiedenen Stand-

orten zu einem geodatischen Beispiele vereinigt, und als diese Stand-

orte sind nicht etwa Alexandria und Athen, sondern Alexandria und

Rom gewahlt. Nun war aber Ptolemaeus XIH. Neos Dionysius der

erste agyptische Konig, welcher im Jahre 81 v. Chr. durch die Romer

eingesetzt wurde. Yon da an waren alle Augen in Alexandria nach

Rom weit mehr als nach Athen gerichtet, und man darf die Ent

stehung der Abhandlung auf spater als das Jahr 81 ansetzen. Dann

werden auch die zahlreichen Latinismen erklarlich, welche das Grie

chisch des Heron entstellen. Wir wiederholen also, Avir setzen Heron

von Alexandria in das erste vorchristliche Jahrhundert, vielleicht

sogar, wenn die Stelle des Cassiodorius fttr beweiskraftig gehalten
Averden sollte, in dessen letztes Drittel, Ein Grund laBt sich freilich

fttr eine frtthere Lebenszeit Herons beibringen, daB er namlich, wenn

von der GroBe von Winkeln die Rede ist, sich niemals der Gradein

teilung (S. 360) bedient, sondern stets ausschlieBlich von Bruchteilen

eines rechten Y^inkels spricht, Moglicherweise ist diesem Einwande

damit zu begegnen, daB die Sexagesimalbrttche bei den Griechen dem

gewohnlichen Leben fremd blieben, daB sie von Anfang an waren,

als was man sie sjDater noch benannte, astronomische Brttche,
daB iiberhaupt die Trigonometrie zunachst ein Kapitel der Astronomie

bildete und keineswegs dazu diente, auch auf der Erde Dreiecke oder

1) Wilh, Schmidt pag. XVH-XVIII der Einleitung zu Bd. I der Gesamt

ausgabe (Leipzig 1899). °) Martin, Recherclies sur la vie etc. pag, 91. ^) Herm.

Schone, Herons von Alexandria Vermessungslehre und Dioptra, HI. Band der

Gesamtausgabe (Leipzig 1903),
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aus Dreiecken zusammengesetzte Figuren einer Berechnung zu unter-

werfen. Wir woUen schUeBlich nicht unteilassen zu bemerken, daB

der Verfasser der letzten fiber Henms Zeitalter gefiihrten Untersuchung i)
nahezu zu der gleichen Zeitbestimmung des ersten vorchristlichen Jahr

hunderts Avie wir gelangt ist. Er teilt unsere Uberzeuguno-, die in

den Metrica erwahnte Sehnentafel sei die des Hipparch, und die ahn

liche Tafel des Menelaus sei damals noch nicht vorhaiden o-cwesen.

Ferner behauptet er Vitruvius habe s] iilter als Heron gelebt und
sttttzt diese Behauptung darauf, daB die von A^itruvius beschriebene

Wasserorgel wesentlich voUkommener als eine von Heron geschdderte
sei; den von uns betonten Stellen der Alecbanik legt er dagegen kein

Gewicht bei. Ein weiter bei ihm verwerteter Umstand ist der, daB

eine bei Proklus vorkommende Stelle, in Avelcher Archimed, Ktesi

bius, Heron als drei groBe Mechaniker genannt Averden, fttr einen Aus

zug aus Geminus gilt, der, Avie wir im 20, Kapitel sehen werden, etwa

im Jahre 70 vorchristUcher Zeitrechnung lebte. Bedaufig erwahnen

wir noch, daB die sogenannte Definitionen Herons, von welchen Aveiter

unten die Rede sein wird, in der von uns hier erwiihnten Abhandlung

ffir uiiecht gehalten werden ^), ebenso Avie zahlreiche andere Fragmente.
Dieser Heron war allem Anscheine nach der einzige seines

Namens, welcher in der Geschichte der Mathematik einen Platz ver

dient. Pappus, der an verschiedenen Stellen von Heron redet, nennt

ihn Heron schlechtweg oder Heron von Alexandria. Proklus, pedan-
tisch genau in Vermeidung der A^erwechslungen von Schriftstellern,
Avo dieselben moglich Avaren, Avie wir (S. 194j gesehen haben, redet

zweimal von dem Mechaniker Hei-on, viermal vorher und nachher

von Heron schlechtweg, und unter diesen vier Stellen ist gerade die

jenige, in welcher Heron mit Ktesibius zusammen genannt ist, so

daB Heron ohne Beinamen bei Proklus jedenfaUs derselbe ist wie

Heron der Mechaniker oder der dessen Leistungen sich mit Ktesibius

begegnen. Eutokius in seinen Eriauterungen zur archimedischen

Kreismessung (S, 318) redet gleichfalls nur von Heron, als wenn

es eben nur einen solchen allbekaniiten mathematischen Schrift

steller gabe.
Dazu kommt die Unmoglichkeit einen anderweitigen Alathematiker

oder Alechaniker Heron irgendAvie geschichtlich unterzubringen. Der

SchriftsteUer, welchen man ehedem als Heron den Jfingeren zu

bezeichnen pfiegte, ist der vorerwahnte Byzantiner des X. S., Avelcher

selbst Heron von Alexandria zitiert, und dem den gleichen N^amen

') Rudolf Meier, De Heronis aetate. Leipzig 1905. -) Rud, :\Ieier,

De I'.seudo-Heroniatiis. Rhein, Jlus, f. Philol. Neue Folge LXI, 178—184.
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beizulegen auch nicht der geringste Grund vorliegt. Heron, der

Lehrer des Proklus, welcher in dem zweiten Viertel des V. S.

lebte, hat ttberhaupt keine bekannt gewordene mathematische Schrift

verfaBt; ihn hat Proklus insbesondere sicherUch bei keiner seiner

Anftthrungen im Sinne gehabt, sonst wfirde der ttberaus pietatvoUe

Schttler fttr ihn eine andere Bezeichnung als das einfache Heron,

oder Heron der Mechaniker gewahU haben. Heronas, der, wie

Eutokius erzahlt, einen Kommentar zu Nikomachus schrieb, mithin

zwischen den von ihm erlauterten SchriftsteUer und den, der seiner

erAvahnt, zwischen das II. und VI. S., fallt, ist eine im ubrigen

durchaus unbekannte Personlichkeit, so daB es eine leichtfertige Ver

mutung ware in ihm den A'erfasser solcher Schriften erkennen zu

wollen, welche als von Heron verfaBt bezeichnet sind.

So einfach sich demnach die sogenannte heronische Frage,
d. h. die Frage nach dem Verfasser der mathematischen und physi

kalischen Schriften, welche einem Heron beigelegt werden, zu liisen

scheint, so sind doch noch Schwierigkeiten vorhanden, wie nicht

anders zu vermuten, da ja sonst wundernehmen dfirfte, daB fiber

haupt jemals eine heronische Frage entstand. Die Handschriften der

als herouisch bekannten Bficher sind ziemUch spiiten Ursprungs und

verschiedenen Inhaltes. Kaum eine ist mit einer anderen zur vollen

Deckung zu bringen. Bald fehlt eine, bald eine andere Abhandlung,
nnd zum Ersatze findet sich wieder in der zweiten Handschrift, was

man in der ersten vergehlich suchte. Schon dadurch ist voUgultige
GeAviBheit ttber die Echtheit aller Stttcke erhebUch erschwert. Dazu

kommt die sichere Unechtheit mancher Stttcke. Ein alle Spuren des

Yerfalles der Literatur an sich tragendes Griechisch, MaBe eines

spaten Zeitalters, Erwahnungen von SchriftsteUern, die wie Modestus

und Patrikius am Ende des lA^ S. n. Chr. gelebt haben, konnen

unmoglich dem Heron von Alexandria aus dem ersten vorchristlichen

Jahrhunderte angehoren.
Wir mochten trotz mehrfachen Widerspruchs die Losung der

Schwierigkeit darin finden, daB wir die Schriften des Heron im

groBen und ganzen als echt in unserm Sinne, d. h. als dem frtther

sogenannten alteren Heron aus dem ersten vorchristUchen Jahr

hunderte angehorig erkennen, daB wir aber annehmen, diese Schriften

seien wesentlich verderbt worden. Sie seien, behaupten wir, unge
mein verbreitet, in zahllosen Abschriften und Auszttgen vorhanden

gewesen. Nun habe bald dieser, bald jener Anfertiger spater Exem

plare Randbemerkungen der mannigfachsten Art, Avie sie seiner Lebens

zeit angemessen schienen, beigefttgt und noch spiitere unwissende

Abschreiber haben bald solche Randbemerkungen in den Text her-
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ttbergezogen, bald ihnen unverstandlich gewordene Stellen weggelassen.
So sei die gegenwartige Gestalt der Schriften Herons entstanden. Man

sei berechtigt alle als echt, wie alle als unecht zu bezeichnen, als

echt dem Ursprunge nach, als unecht vermoge ihrer keineswegs un-

bedeutenden Verschlimmbesserungen.

Die Schriften Herons sind teils physikalischen, teils mathemati

schen Inhaltes. Wenn wir uns auch bei Erorterung jener ersten

Gruppe, soweit nicht Mathematisches in ihnen zur Rede kommt,
hier grundsatzlich enthalten, so konnen wir doch nicht umhin auf

eine schriftsteUerische EigentttmUchkeit Herons hinzuAveisen, welche

in ihnen vorzttglich zutage tritt, und auch in den Schriften, welche

unsere Auseinandersetzung fordern, sich nicht verleugnet. Heron be

gnttgt sich niemals mit bloB theoretischen Erorterungen. Er schreitet

von der wissenschaftlichen Grundlage aus zur Anwendung, und zwar

meistens zu einer doppelten Anwendung: neben dem Nutzen fttr die

menschliche GeseUschaft erscheint auch das Vergnttgen des einzelnen

ihm wert die FUrsorge des Gelehrten in Anspruch zu nehmen.

An der Grenze zwischen Physik und Mathematik liegen die drei

mechanischen Bttcher, welche Heron verfaBt hat, und welche, wie Avir

(S. 365) sahen, in arabischer Ubersetzung erhalten sind. Pappus
nennt in umfangreichen Auszttgen, Avelche er davon gibt, jene Bttcher

bald Mechanik, bald GeAvichtezieher, doch kann jetzt kein Zweifel

mehr darttber herrschen, daB beide Namen nur das eine aus drei

Bttchern bestehende Werk bezeichnen. Das erste Buch ist vorzugs-

Aveise allgemein mechanischen Lehren gewidmet, und in ihm findet sich

eine geometrische Aufgabe mit ihrer Losung^). Ebendieselbe Auf-

galie mit der gleichen Losung hat aber Heron noch an einer anderen

Stelle mitgeteilt, in einem Buche fiber angewandte Mechanik, welches

den Titel ftthrt: Von der Anfertigung von Geschtttzen^). Er

lehrt, daB, wenn eine dreifach starkere Kraft erzielt werden will, die

den Geschossen ihre Bewegung erteilende Sehne dreifach starkere

Spannung erleiden muB. Diese ihr zu verschafl^en, Avahrend die ganze

Gestalt des Geschutzes sich ahnlich bleibt, muB ein gewisser zylin-
drischer Teil desselben unter der gleichen geometrischen Bedingung,

die fttr das Ganze gilt, dreimal groBer werden. Nun verhalten sich

ahnUche Zylinder wie die Kuben einer Abmessung, z. B. des Durch

messers, also muB sich hier verhalten df : (/,' =1:3 (aUgemeiner wie

1 : n). Das ist die delische Aufgabe der Wttrfelverdoppelung in ver-

allgemeinerter Form. Heron lost deshalb hier in einem Buche prak-

'i L. Nix, Herons von Alexandria Mechanik im H. Bande der Gesamtaus

gabe S, 24, -■) "Hgcovog Krrjai,fliov jisloTtouKa abgedruckt in dem von Thevenot

herausgegebenen Bande: ^'etcl■es mathcmatici. Paris 1693,

O.-iNTOR, Geschichte tier MaUiematlk I, 3, Aufl, 24
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tischen Inhaltes die theoretische Aufgabe, zwischen zwei gegebene

Lancren zwei mittlere geometrische Proportionalen
einzuschalten heme

Auflosung ist eine voUkommen gesicherte, indem
sie ausdrttckUch als

heronisch benannt und dessen Mechanik, wie wir jetzt wissen ent

nommen, auch von Pappus aufbewahrt worden ist und an beiden

Orten so genau zusammentrifft, daB sogar die Figur
bei Pappus durch

aus mU der in der heronischen Mechanik fibereinstimmt, wahrend

unsere Zeichnung (Fig. 63) der Anfertigung von Geschfitzen ent

nommen isfi). Der einzige Unterschied besteht darin, daB bei Pappus

die Gerade 0v fehU und demzufolge der Punkt ly gar nicht und

Herons Punkt 9 durch t] als den im Alphabete auf g folgenden Buch

staben bezeichnet ist. In der Mechanik

fehU gleichfaUs die Gerade 9y], nur

sind andere Buchstaben vorhanden,

vieUeicht infolge des Durchgangs durch

eine arabische Ubersetzung. Die zwei

mittleren geometrischen Proportionalen

soUen zwischen die beiden Strecken afi,

fiy eingeschaltet werden. Man bildet

aus den gegebenen Strecken das Recht

eck afiy8, dessen beide gleichen ein

ander in 0 halbierenden Diagonalen

gezogen werden. Ein um die Ecke ji

sich drehendes Lineal wird alsdann

empirisch in die Lage gebracht, daB

seine Durchschnitte mit den Verlange-

rungen von 8a und 8y, nandich g und s,

gleichweit von 9 abstehen, so ist «/3 : a? = «? : yf
=

y£ : y/3. Die

Zeichnung der Hilfslinien 0£, 9t, 0V (letztere senkrecht auf a 8) laBt

erkennen 0^^ = 9ri^ Y (i?« + «0' = ^V^ + ^«' + «?(2-»?« Y «§) = Oc'

Y «S • 8^. Entsprechend dieser ersten Gleichung 9^^ = 0a^ Y (^t ' ^t

muB zweitens 9e^ ^ 9y^ Y Y^
■ 8e sein. Nun ist 9t = 0B vorausge

setzt, es ist ferner 0u = 0y, folglich muB auch «g-tfg = 7£-(J£ seiu

und at: yE = 8a : 8^. Nun ist weiter o:/3 : «g = (Ja : St, und 8e : 8^

=

ys : jiy, also endlich «j3 : a^ = a^ : yE= yE:jiy, was zu beweisen war.

Wir gehen zu den eigentlich mathematischen Schriften des Heron

fiber. An ihrer Spitze steht die Vermessungslehre, ^lEXQixd, in

3 Bttchern, welche Jahrhunderte lang verschoUen waren, bis man eine

dem XI. Jahrhunderte entstammende sehr schone Handschrift des

rig. 63.

') VgL Veteres mathcmatici pag. 142 mit Nix pag. 24 und mit Pappus

(ed. Hultsch) 63.
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AA^erkes in Konstantiuopel entdeckte, und nach ihr den Abdruck voU

zog'). An der wir mochten sagen fleckenlosen Reinheit der Uber

lieferung kann kein Zweifel sein. Die unendlich klare Ausdrucksweise

Herons, welche jeden Leser seiner physikalischen Schriften entzttckt,

verleugnet sich keinen Augenblick, und selbst die Uberschrift, fiaxQtxd,
ist durch Eutokius^) beglaubigt. Bei der groBen Wichtigkeit der

Vermessungslehre fuhlen Avir uns gedrungen, deren Inhalt etwas ge

nauer anzugeben.
Die Vermessungslehre gibt in ihrem 1. Buche Anweisungen, wie

man ebene aber auch wie man gekrttmmte Oberflachen ausmessen

solle. Das 2. Buch lehrt die Ausmessung von Korpern, das 3. Buch

Teilung von Flachen und Korpern. Das MaB der Flache ist ein

Quadrat, dessen Seite die Langeneinheit ist, im gleichen Sinne ist

das KorpermaB ein AVttrfel, dessen Kante die Langeneinheit ist, mag
man als solche eine Elle oder einen FuB wahlen.

Zuerst wird im 1. Buche ein Rechteck ausgemessen, dann ein

rechtwinkliges Dreieck als Halfte eines Rechtecks, und bei dieser

Gelegenheit wird der Pythagoraische Lehrsatz an dem Zahlenbeisjiiele

33 _|_ 42 = 5° erlautert. Das gleichschenklige Dreieck mit den Seiten

10, 10, 12 wird gleichfalls als Halfte eines Rechtecks behandelt, dessen

Hohe 8 aus 10' — (-„) = ^^ gefolgert ist. Das sich anschlieBende
.2,

uno-leichschenklige Dreieck gibt Gelegenheit den Satz zu benutzen,

daB ein Winkel bei A spitz, recht oder stumpf sei, je nachdem

Sr- = AB- Y -iF^ (S. 209), und nun folgt die Berechnung der Hohe

aus den Seiten bald unter Benutzung der Abschnitte, welche sie auf

der Grundlinie hervorbringt, bald unter Benutzung der Verlangerung,

welche die Grundlinie bis zum Eintreffen der Hohe erleidet. Aber

auch ohne die Hohe laBt die Dreiecksflache sich unmittelbar aus den

Seiten herleiten, und nun folgt die heute als heronische Dreiecks

formel bekannte Rechnung

"|/"+l+.^ Y-±l+Y .. gW" +^
"

&)("
+ '' + ''

c).

Da hierbei Quadratwurzelausziehungen vorkommen, z. B. ffir das Drei

eck 7, 8, 9 die Quadratwurzel yi2^5 -4-3 = l/720 = 26-°-, so lehrt

Heron einschaltungsweise die Ausziehung angenfiherter Quadrat-

^) Herm. Schone, Herons von Alexandria Vermessungslehre und Dioptra.

Bd. m der Gesamtausgabe (Leipzig 1903). ') Archimed (ed. Heiberg) HI,

270 lin. 2—3: si'grjrai ^iv"Hgcovi sv rotg (isrgi.-x.oig.

24*
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wurzeln'), und das ist die Stelle, auf welche Eutokius (S. 318)

hingewiesen hat. Das durch Heron gelehrte Verfahren besteht in

folgendem. Sei a eine schon nahe Quadratwurzel der Zahl er Yb,

so ist naherungsweise

Ya-±b^^^[aY-^')-
Man sieht sofort, daB dieser Wert der gleiche ist, welchen wir

YaT+Jr^ a +
A

schreiben, und daB, wenn a ± ^
=

% mithin a^ ±b = af Y b^ ge

setzt wird, eine bessere Annaherung erzielt werden kann, was Heron

auch ausdrttcklich sagt. In seinem Beispiele ist 720 = 27^ — 9,

also T/720 ~ I (27 + "§) = |(27 + 26 J) = 261| mit (26 1 1)'
= 720 —,

nnd will man, sagt Heron, daB der Unterschied noch klemer

werde, so ersetze man das vorige 729 = 27^ durch 720^
= (26y-^J

Man erhielte alsdann, was Heron allerdings nicht ausrechnet:

Wir bemerken beilaufig, daB die iu Archimeds Ki-eismessung vor

kommenden angenaherten Quadratwurzeln entgegen dem, was Euto

kius zu verstehen gibt, nicht alle nach Herons Vorschrift gefunden

werden. Es gelingt z. B. nicht die Grenzwerte^ < "|/3 < —~

(S.- 316)

zu finden. Da ist nun ein sehr geistreicher Yersuch gemacht worden,
auf ]/3 eine Methode anzuwenden, welche aUerdings in viel spaterer
Zeit den Namen der Methode des doppelten falschen Ansatzes

erhalten hat^). Wir werden im 33. Kapitel das Auftreten der Methode

bei solchen Aufgaben kennen lernen, welche zu Gleichungen ersten

Grades ffihren. Hier handelt es sich um eine quadratische Aufgabe,
und Zweifel daran, ob bereits Archimed dieses Verfahren ersonnen

haben kann, sind voUauf gerechtfertigt. Eine Stfitze findet die Yer

mutung lediglich in der Tatsache, daB nur mit ihrer Hilfe die archi

medischen Naherungswerte ffir 1/3 erhalten werden.

Sei ")/r( = a;, und seien x^ und Xj zwei Naherungswerte von der

Art, daB x^ < x < x.,. Sei femer a:^ — xf = d^, xf — a;° = cl,. Augen-

') Heron IH, 18—20. Vgl. P. Tannery, Zeitschr. Alath. Phys. XXXIX,
Hist.-liter. Abtlg. pag. 13—15 und Curtza, Zeitschr. Math. Phys. XLII, Hist.-
liter. Abtlg. pag. 113—120. 2) Q.^ Wertheim in Zeitschr. IVIath, Phys, XLIV,
Hist,-liter. Abtlg, pag, 1—3.
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2
scheinlich ist d^ Y d^ = xf — xf = (x^ -

xf){x.^ -f xf und e\x,^
Y d^x^ = Yx^ — xfx.. Y Y-'-'i

—

'f'-Ti
= {.-<:-i

—

xf)(x'^ Y x^xf. Daraus

folgt -'-Y-i-(f^ ^YYY^-"' ^^'^ Ausdruck, der sich wegen xf < x"

< xf als > Xj^ und < x^ erweist, welcher also als neuer Naberungs-
Avert ffir "|/a benutzt werden kann.

Beispielsweise ist bei «, = 3 leicht ersichtUch .^1
= 1, f/^ = 2;

x^
= 2, d^ = 1 und der daraus folgende neue NaherungsAvert:

'^'
^';'- '\—^ ^'

■'
. 9

(?i -k 'h

-

V-fT^
=

3
■ ZAveitens sei x^

= °-, d^ = -y-; .r, =2, r/^ = 1.

2 o
■ 2 -f- 1 • - -

Der neue Naherungswert Avird ~— =
-. Drittens sei x-^

=

--,

i + i

2 19
- ■ 2 -I- 1 • -

f/i = r^; a;, = 2, f7, = 1. Der neue Naherungswert ist -"

71 71 ^

=

^j;
Viertens endlich ffihrt x^

=

^^
, rf^ = ^g^^; a-., = 2, f/g = 1 zu

2 71

-^
• 2 -f- 1

dem archimedischen NaherungSAverte ;;
= —- ■

- lo3

1681
'

1st dagegen ya = a; < Xj^ < x^, so kann unter der Annahme xf
— x" = d^, xf — x" = d^ ein neuerNaherungswert ffir ]/« als -','-"-,'

-

= —

sfz
'- < ^—-, ,',

""^

cl- h. < ;ri < x, ermittelt werden, von welchem
X, -j- X^ X^ -p A

2

man auch noch behaupten kann, er sei ;> x. Es ist namlich - - "*"/"' ^'
X, -f- .(-„

> a.' insofern Xj^x.,
—

(x^ Y a-g)^; Y x^ = (x^ — x)(x2 —

x)> 0, wovon

die Wahrheit einleuchtet. Ist neuerdings a = 5, x^ = 2, aber x^ =
—

,

so berechnen sich die vier aufeinanderfolgenden Naherungswerte folgen
dermaBen:

7 -, 1

4
> "1 xgi ''2 -? "2

.
'u-^\ -<7,.r.

1 -

7 1

T~ 16
-2

26

'
<'.■ -<Z, 1.5
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1.^ L-.2
362

,
1

o ^ 1 d,x,-d,x, 209 4.3681 1351

^i
=

^,^i
=

ji^;*2=^^2
= i; -^^^^^^ ; r" tso

43681

Der obere archimedische Naherungswert ist damit gleichfalls

gefunden.
Nun wird aber eine ahnliche Benutzung zweier falschen Ansatze an-

. 3 /
—

gewandt, um eine angenaherte Kubikwurzel zu finden. Sei y a = x

und seien a;j und x^ zwei Naherungswerte von der Eigenschaft x^

<xYx^. Hier nennen wir x^ — xf = d^, xf
— x^ = d^. Alsdann

jg.(.
xfti,Yx^'d,

^^ ^^^^^ Naherungswert. SoU |/100 ermitteU werden,
«2 dl -k a;i ^2

so ist a'l
= 4, rrs

= 5, weU 64 < 100 < 125 und zugleich ist 100

- 64 = 36 = c?i , 125 - 100 = 25 = d^. Da hier a;2
=

a^j -k 1 ange

nommen ist, so wird der Naherungswert in die Gestalt x^ Y
^ ^ \^^ ^

gebracht werden konnen, in Zahlen also 4 Y
5 . gg i 4. 25

^ ^ +
28O

= 4 -f
— und das Merkwfirdige ist nun, daB genau dieser Wert genau

nach der angegebenen Formel 4 Y
^g„

,

.^qq ausgerechnet im 3. Buche

der Metrika vorkommt '^). Da kann kaum mehr gezweifelt werden.
Heron habe sich die gleichen Zahlen auch als Ubersetznng der gleichen

Buchstabenformel, welche hier vermutet worden ist, verschafft.

Wir kehren nach dieser Zwischenbemerkung , welche dadurch

veranlaBt wurde, daB wir die Ausziehung der Kubikwurzel bei Heron

von der der Quadratwurzel nicht trennen woUten, zum 1. Buche der

Vermessungslehre, und zwar zur heronischen Dreiecksformel zurttck.

Heron, sagten wir, wendet sie auf das Dreieck mit den Seiten 7, 8, 9

an. Er laBt dem Zahlenbeispiele den Beweis der Formel folgen^).
Das Dreieck a fiy erweist sich (Fig. 64) bei Einbeschreibung des

Kreises mit dem Halbmesser -tie als gleich dem Doppelten eines Drei

ecks mit diesem Halbmesser als Hohe und dem halben Uitfang von

afiy oder mit y9 als Grundlinie (sofern fi0 = a8 genommen ist).
Nun wird die Hilfskonstruktion rjX senkrecht zn iqy, fiX senkrecht zu

fiy und yX von dem Durchschnittspunkte X jener beiden Senkrechten

nach y vollzogen, nebst den Halbmessern iqS, xje, i]t, des eingeschrie
benen Kreises und den Verbindungsgeraden rja, rjfi, -rjy seines Mittel

punktes mit den Endpunkten des Dreiecks. Weil <Yyr]X = yfiX= 90'',
muB yX der Durchmesser des umschriebenen Kreises fttr die beiden

Dreiecke yyjX und yfiX sein, d. h. yi]fiX ist ein Sehnenviereck und

< rn^ Y ylfi = 180«. Aber ^ y-rifi = yrjE + e,]fi = ^-^ + 'AI und
2

'
2

1) Heron IH, 178. ^) Ebenda III, 20—25.
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addiert man dann noch axjS = -|^ und berttcksichtigt gip + Eri8

-k (5?jg = 360", so zeigt sich auch < yi;/3 -k a??^' = ISO", folglich
-^ yXfi = arj8; ferner ist

< j'/3A = 90" =: aSi],

folglich sind die Dreiecke

fiyX, Sar} ahnlich nnd fiy :fiX
= 8a:8r] oder, was dasselbe

ist, = fi0 : r]E, somit

y^ ^§1
§6 rjs'

Aus der leicht ersichtlichen

Ahnlichkeit derDreiecke /3 /I ;«,

Er]x folgt auch

y§ x/3
— = "-, mithin

„„
—

rjs sk' p6 EX

Durch Addition der Einheit

auf beiden Seiten des Gleich-

heitszeichens entsteht

Fig, 64,

= -^
,
und daraus foist —i— „-^

£

SK

ys
■

ys
■ s-x

oder
yd- (30 7JE"

und

daraus (y0 ■ i]Ef = ya afi ■ fi9 ■ y9. Nun war der Flacheninhalt des

Dreiecks afiy (als des Doppelten des Dreiecks yrj9) = 2- ^—
^j-

- = y0 ■

r^E,

und somit ist, wenn man die Fiadie des Dreiecks afiy durch A be

zeichnet, A = Yy^ ■ Efi
■ fi9 ■ y9. Setzt man endlich afi = r, ay

= b,

fiy = a, so lassen die Faktoren unter dem Wurzelzeichen sich leicht

anders ordnen und schreiben, so daB

J = -j /g YbYc
/« -k b -k ' a + b + c

"){"-
YbYc

entsteht, eben die Formel, die Herons Namen ftthrt. Nach geliefertem
Beweise erprobt Heron die Formel nochmals an dem Dreiecke mit

den Seiten 13, 14, 15 und erhaU A = Y-1 8~1~6 = Si. Noch

ein Aveiteres Dreieck ist das aus den Seiten 8, 10, 12. Um dessen

Flache zu erhalten^) wird die Hohe auf die Seite fiy = 10 von a aus

gezogen und der an die kleinere Seite a/3 = 8 angrenzende Abschnitt

fiS der Grundlinie dadurch gefunden, daB man von 2fiy-fi8 = 20 aus

geht. Es ist namlich ay" Y 2fiy ■ fi8 = aji" Y fif' , also 2fiy ■ fi8
= afi" Y fiy" — «■}'" = 64 -k 100 — 144 = 20, was allerdings nicht be

sonders ausgerechnet ist. Vermoge fiy=l^) zeigt sich fi8 = l, fi8^=l

') Heron III, 26.
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1111
und a8" = afi^- fi8"- = 6-1- 1 = 63, «^ = y63 = 7-

—

-g-2 4 8 16'
was

offenbar mittels y64 — 1 = 8 — A gefunden ist. Die Flache ist aber
'

lb ^

''—A^- = 5 l/63 = 39-^ -- —

. Wir konnen unseren Bericht unmoglich
2 2 o 16

in gleicher Ausftthrlichkeit fortsetzen. Nach dem Dreiecke kommt

das Viereck an die Reihe und zwar, da das Rechteck gleich am An

fange des Buches besprochen war, das rechtwinklige Paralleltrapez,
dann das gleichschenklige, das spitzwinklige und das stumpfwinklige.
Unter den letzteren beiden Namen wird verstanden, daB, wenn eine

der beiden paraUelen Seiten als Grundlinie dient, beide Winkel an

der Grundlinie spitz, oder einer spitz und einer stumpf sein soUen.

Als Rhombus wird das gleichseitige, als Rhomboid das ungleichseitige

Parallelogramm bezeichnet. Zu ihrer Berechnung ist die Kenntnis der

Diagonale erforderlich, welche aber hier als Diameter benannt ist

(S. 218), wahrend nur wenig spater das Wort Diagonale gebraucht

ist'). Zuletzt erscheinen Yierecke, in welchen keine Seite einer anderen

paraUel lauft. Der nachste Gegenstand der Untersuchung ist der

Flacheninhalt regelmaBiger Vielecke vom Dreieck bis zum ZwoUeck,
welches letztere sich dem Kreise nahert^). HeiBt a^ die Seite, F^,
die Flache des regelmaBigen Yielecks und c^ eine von einem Yieleck

zum anderen sich andernde Zahl, so findet Heron F^ = c^ct\ und ins

besondere:

J-,
5 ., t/3" .,

Der Fttnfecksinhalt stammt, wie HerQn sagt, daher, daB

v^~Yi=i
gesetzt wurde. Ein genauerer Wert sei auffindbar, wenn ein genauerer
Wert von "|/5 in Rechnung gezogen werde.

wed das Sechseck das Sechsfache eines fiber a^ beschriebenen gleich
seitigen Dreiecks ist.

Zur Auffindung der Siebenecksseite ffihrt der ausgesprochene aber

unbewiesene Hilfssatz, sie sei nahezu gleich der Senkrechten vom Kreis

mittelpunkt auf die Sechsecksseite. Das entspricht rechnungsmaBig
der Gleichung af = r"-'^, a,,=-|- ]/3. Man konnte auch r 1/3 = a,

') Vgl. Heron III, 36 lin. 12 mit 46 lin. 10. =) Heron III, 46 b^fig Si

nsgl r&v laonlsigcov te xal koycavLcov svBvygdmicov ygd't^ofisv axgi rov ScoSsxa-

ydovov, ^TtsiSi] rovro Cvvsyyi^si (i&llov ry to« ^ixlov -xsgicpsgsicf.
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benutzen und a,
=

^, a^ schreiben, eine, wie Avir im 34. Kapitel sehen

werden, den Arabern geiaufige Ausdrucksweise, deren sich Heron

jedoch nicht bedient Da Heron die Naherungsformel «, =
—^ ]/3

nicht begrttndet, so muB sie vor ihm znr Genttge bekannt gewesen

sein. Wir weisen nur mit einiger Schuchternheit auf Archimeds

Sieheneck im Kreise (S. 307) als mogliche QueUe hin, Rechnungs

maBig kleidet sich der Satz, die a, sei die Senkrechte aus dem Kreis

mittelpunkte auf c/g, Avie wir schon sagten, in die Gleichung a^
=

,_, y'3 .

7
Heron schreibt dafttr ce,

= - -

r, und dieses entspricht der Annahme

ys ~ 2 - - = ^- = \/^l . Dann wird weiter ^207 = 14 ^' 4 4 r Id o

ange

nommen und daraus schlieBlich gefolgert

F =-«^

Zur Auffindung von F^ bedient sich Heron der Fig. 64 a. K ist

der Mittelpunkt des Umkreises, KA ist senkrecht zn AE gezogen

und AM bildet mit AK einen Winkel von

der GroBe — Rechter.
4

Ebenso groB ist
0

AAKA und mithin jLMAA =

.,,-
Rechter

nebst /-MAA = 1 Rechter, woraus AAMA

= MAA und AA = AM, AM^ = 2MA\

AM=MA ")/2 folgt, wofttr ^^ MA ge

setzt wird. Wegen der Gleichschenkligkeit

des Dreiecks AMK hat man also y/
-

r

17 KMYJJyl
12' MA.

KA

MA

KA

JA

17 -f 1-2

12^

y \

y^ \

^
H

K

/AI /Z

A A £

Fig. 64 a.

nd KA ='^AA =

29
"

24

AE. Ferner sieht man

E

KA- AE 29

in

12

AE^ als Flache des Dreiecks

AEK, welches ist. Somit zeigt sich

^8 = V "s

Die Berechnung von I\ geht von der der Schrift iiber die Ge

raden im Kreise, also Hipparch, entnommenen Formel aus, 3 fic, sei

annahernd der Durchmesser des Umkreises. Daraus folgt unter aber-

17

maliger Anwendung von l/2 --, daB

-t/q
—

_■ ClcY.
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y2 '^ 1 -t- -^,
dann j/2 gesetzt wurde.

Der Naherungswert y2 ~ ^ ist offenbar gewonnen, indem
zuerst

3 1

2 '
""""

'
"

Y
""

12

Ausgehend von bei Berechnung von F^ gewonnenen Werten ge

langt Heron zu

-^10
—

-2 "lO ■

Sei (Fig. 64b) ZH = a^^, Z^* Durchmesser, iVH Halbmesser des

Umkreises. Die Dreiecke ZHN, SHN haben bei gleichen Grund

liuien ZiV, ISN die gemeinschaftliche

Spitze in H, sind also einander gleich,
und ihre Summe ZH$I ist das Doppelte

des Dreiecks ZNH, welches selbst -j^
ist. Heron ftthrt diesen Beweis nicht,

zieht nicht einmal die Hilfslinie NH,

sondern setzt sofort das Dreieck ZHS

= f- jPj^ und bemerkt, es sei rechtwiuk-

Ug, weil Z.ZHS ein Winkel im Halb

kreise sei. Nun entnimmt er wieder der

Schrift ttber die Geraden im Kreise
Fig. 64b,

^Z =

y
a. 1st dieses richtig, so ist S'H = l/fy «ii-j

,, 1/— = a,, und das Dreieck ZHS ist -^ a.f sowie
11 ^ 49 7 1] (

ii

66

Bei dem Nachweise von

F
45

ist wieder geometrisch verfahren ohne auf Hipparch zurttckzugreifen.
Die dabei auftretende y3 ist ebenso wie bei der Aufsuchung von F.,

7

T

die wiederholte Anwendung: von

durch f- ersetzt. Wir erkennen also in dieser Gruppe von Satzen

Y2^'^'
12 y3~|.

Auf die geradUnig begTenzten Figuren folgen die mit gekrttmmter
Begrenzung, bei welchen Heron ausdrttcklich erklart, er bediene sich

von Archimed herrtthrender Satze; insbesondere wird jc =
"

fort-
'

7

wahrend benutzt. Den Kreisabschnitt, welcher kleiner als ein Halb

kreis ist, und welcher die Sehne s als GrundUnie und Hohe h besitzt,



Heron von Alexandria 379

1 /2r\^
r -k J, (-g ) Als dritte genauere Methode lehrt Heron ein

maBen die Alten ziemlich ungenau ^), indem sie seinen Inhalt als ^^t-^ - s

angaben. Heron fttgt hinzu, diese Formel sei richtig beim Halbkreise,
sofern tt = 3, und davon hatten die Alten Gebrauch gemacht und die

Formel auch noch veraUgemeinert. In der Tat ist bei w = 3 die

Flache des Halbkreises ---="-^ r, wahrend 2r = .s, -r = h ist.

Ein etwas genaueres Ergebnis fand man, fahrt Heron fort, mittels der

s -\- ll l/s\3
Formel

-^
' ^ +

u ( -^ ) '
'^''^^ *^^^^® passe auf den Halbkreis bei

IT = 3 -

. In der Tat ist dann die Flache des Halbkreises—-—

2,- + ,-

14

der archimedischen Parabelquadratur (S. 304) nachgebddetes Ver

fahren, welches dahin mttndet, daB man dem Kreisabschnitte ein

gleichschenkliges Dreieck einzeichnet, welches sich dann zu dem Ab

schnitte nahezu, wie 3 : 4 verhalt. Bei dieser Gelegenheit nennt Heron

die Abhandlung Archimeds unter dem sonst nicht ttberlieferten Namen

Ephodikon-). Ist der zu messende Kreisabschnitt groBer als der

Halbkreis, so wird er zum ganzen Kreise durch einen anderen Kreis

abschnitt erganzt, der als kleiner als der Halbkreis nach dem soeben

gelehrten Verfahren berechnet wird; die ganze Kreisfiache kennt man

auch; man hat also das Gesuchte als Unterschied zweier bekannter

GroBen. Heron lehrt weiter unter fortAvahrender Nennung des Archi

med, als desjenigen, dem er folge, die Messung der Ellipse, der

Parabel, der Oberflache des Zylinders, des Kegels, der Kugel, des

Kugelabschnittes. Er schlieBt das Buch mit der Vorschrift, eine un

regelmaBig begrenzte ebene Figur durch eine nahezu ihr gleiche gerad

Unig begrenzte Figur zu ersetzen, deren Flache man berechnen konne,
eine unregelmaBig gekrttmmte Oberfiache aber, Avie z. B. die einer

Statue, mit dttnnem Papyrus zu belegen, Avelchen man loszulosen und

eben auszustrecken vermoge, worauf er als unregelmaBig begrenzte
ebene Figur gemessen Averde.

Das 2. Buch Avendet sich dem Rauminhalte der Korper zu. Die

in Anwendung tretenden Formeln sind zumeist als von Archimed

herrtthrend bezeichnet. Es handelt sich um gerade ZyUnder, um

Kegel, um schiefe Zylinder, um parallelepipedische Korper, um Prismen,

um Pyramiden, um Pyramidenstumpfe, um Kegelstumpfe, um Kugeln,

') Heron III, 72 ro Si rjifjiia to-C kv-xIov to ^lazrov rjHi-nvsiliov oi (ih-

dgxcitoi diislsersgov ttihgovv. -) Heron IH, SO lin. 12, Vgl, auch W. Schmidt,

Archimedes' Ephodikon in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge Bd I, 13

bia 14 (1900).
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um Kugelabschnitte, um spirische Korper (S. 242), um ZyUnderhufe,

um die fttnf regelmaBigen Korper Platons. Bei Gelegenheit der spi

rischen Korper ist von einer Schrift des Dionysodor') fiber die

Spiren die Rede. Dieser aber ist, wie wir vermuten. Herons Zeit

genosse und wird uns im 20. KapUel wieder begegnen. Den SchluB

des 2. Buches bildet die Ausmessung des Korperinhaltes unregelmaBig

begrenzter Gebdde nach einer Methode, welche, wie einige erzahlen,

von Archimed herrtthre^). BewegUche Korper werden in ein bis zum

Rande mit Wasser gefttUtes GefaB geworfen, um Wasser zum Aus-

lanfen zu bringen, dessen Menge man an dem Hohenunterschied der

nach Herausziehung des Korpers noch fibrigen Flttssigkeit erkennt.

Unbewegliches wird durch einen Uberzug von Wachs oder Lehm in

ausmeBbare parallelepipedische Gestalt gebracht, und ebenso verfahrt

man mit dem abgekratzten Uberzug, um den Unterschied zweier be

kannter Korperinhalte als Antwort auf die gesteUte Frage bilden zu

konnen.

Das 3. Buch ist das von den Teilungen. Wir -yissen von einer

fast genau ebenso belitelten Schrift des Euklid (S. 287), von welcher

aber die Bearbeitung Herons wesentUch abweicht. Die Aufgaben
sind zwar vielfach die gleichen, z. B. ein gegebenes Dreieck durch

eine der Grundlinie paraUele Gerade in einem gegebenen Yerhaltnisse

zu teilen, aber wahrend EukUd sich mit aUgemeinen Konstruktions-

vorschriften hegnttgte, ist Heron bestrebt, mit den zahlenmaBig ge

gebenen Langen der einzelnen Dreiecksseiten zu rechnen. Er sucht

sogar wie weit von der Dreiecksspitze entfernt die gesuchten Durch

schnittspunkte der verlangten ParaUelen mit beiden Dreiecksseiten

sind, weil, wie er ausdrttcklich hervorhebt'), es auf dem Felde wegen

der UnregelmaBigkeiten des Bodens schwierig sei eine ParaUele zu

ziehen. Nur wo eine Rechnung anzustellen ihm nicht gelino-f, begnttgt

er sich mit der Angabe von Konstruktionen teilweise auf andere

Schriftsteller verweisend. In diesem Zusammenhange erscheint die

oben (S. 364) von uns erwahnte Berufung auf den Raumschnitt^).
Ferner geht Heron auch in der Beziehung uber EukUd hinaus, daB

er nach den Teilungen ebener Figuren auch solche von gekrttmmten
Oberflachen und solche von Korpern behandelt. So soil z. B. eine

Pyramide durch eine der Grundflache paraUele Ebene getedt werden,
so daB zwischen der an der Spitze losgetrennten kleineren Pyramide
und der ursprttnglichen ein gegebenes ZahlenverhaUnis obwalte. Diese

Aufgabe ftthrt^) zur naherungsweisen Ausziehung der j/IOO, von welcher

0 Heron III, 128 lin. 3. ^) Ebenda III, 138. «) Ebenda HI, 144 lin. 15

bis 16. *) Ebenda HI, 162 lin. 2 und 160 lin. 14. ^) Ebenda HI, 178 lin. 3—16.



Heron von Alexandria. 381

wir oben (S. 374) geredet haben. Den SchluB des Buches bddet die

archimedische Aufgabe der Teilung einer Kugel bei gegebenem Yer

haltnisse der beiden durch den Schnitt gebildeten Kugelabschnitte.
Wollen wir nach dieser Inhaltsangabe der Vermessungslehre noch

in Kiirze eine Kennzeichnung des Werkes geben, so dttrfen Avir sagen,
es seien Elemente der rechnenden Geometrie dort o-elehrt Ver-

o

fasser der ersten derartigen Schrift Avar Heron wohl kaum, so wenig
als Euklid der Verfasser der ersten Elemente der konstruierenden

Geometrie war. Nur hat Euklid einen Proklus gefunden, welcher

uns ttber die Yorgeschichte seines Y^erkes belehrt, wahrend wir von

einem Kommentare zu Heron nichts wissen. Dagegen sagt uns die

ttbereinstimmende Uberlieferung alter Volker, daB die praktische Feld

messung der eigentlichen wissenschaftlichen Geometrie, der theoreti

schen Raumlehre, vorausging und diese erfinden UeB. Mag auch in

den griechischen Staaten im engeren Sinne des Wortes die Geometrie

haufiger ihrer theoretischen als ihrer praktischen Richtung nach be

handelt worden sein, wie schon daraus hervorgeht, daB das Wort

Geodasie fiberhaupt erst seit der Zeit des Aristoteles (S. 252) in der

g;riechisclieii Literatur nachgewiesen werden kann. Herons Tatigkeit
O O 7 O

verweist nach Alexandria, auf agyptischen Boden, wo seit Jahrtausenden

die Kunst der Feldmessung blfihte, wo die Harpedonapten, Seil

spanner, wie der alte Grieche sie nannte (S. 104), ihr Handwerk fibten,

an welches wir uns bald erinnern mussen. Auch Euklids Aufenthalt

in Agypten ist verbfirgt, und eine Spur feldmesserischer Yorschriften

fanden wir in seiner Optik (S. 294j. Die agyptischen Feldmesser

mfissen dem erhaltenden Wesen agyptischer Bildung entsprechend

geAvisse Yorschriften, wie man zu verfahren habe, miindlich oder

Avahrscheinlicher schriftlich unter sich vererbt haben. Ihr Erbe muB

auf Heron gelangt sein. Ohne Zweifel hat er es verstanden dieses

Erbe Avuchern zu lassen. Ihm, wenn er nicht in Dikaearch und Era

tosthenes Vorganger hatte (S. 257), ist vielleicht die Erfindung der

Dioptra zuzuschreiben, wahrend man frfiher mit mangelhafteren Yor

richtungen sich begnfigte, aber Yorrichtungen hatte man, z. B. den

sogenannten Stern, und deren Gebrauch muB, wir wiederholen es, eine

altere mfindlich oder schriftlich fiberlieferte FeldmeBkunst gelehrt
haben. Der letzte geodatische SchriftsteUer blieb Heron allerdings
ffir lange Zeit. Euklid und Heron Avaren nachgerade ihrer Person

lichkeit beinahe entkleidet worden. Sie waren Titel von Schulbttcbern

geworden, welche auch zu Volkern drangen, die in anderen Sprachen
als in der griechischen dachten und redeten. Mochten in diesen „Euklid"
der Theoretiker, in diesen „Heron" der PraktikerDinge eingedrungen sein,

an welche der lebeude Enklid, der lebende Heron nie gedacht hatte.
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ftir die Nachkommen blieb es der „Euklid", der „Heron". Ja, es ist

gar nicht unmoglich, daB bei derartigem nebeneinander hergehendem

Gebrauche aus dem „EukUd" dieses oder jenes, z. B. Definitionen, in

den „Heron" fiberging; auch das Entgegengesetzte ware moglich, wenn

es gleich an Beispielen daftir uns fehlt, aber die heronische Dreiecks

formel etwa hatte samt ihrem Beweise ganz gut in eine Handschrift

des Euklid eindringen konnen.

Gehen wir nun zur FeldmeBkunst des Heron ttber, wie sie

in der Abhandlung ttber die Dioptra^) beschrieben ist, und beginnen

wir mit der SchUderung der Dioptra selbst. Sie bestand aus einem

4 Ellen langen Lineal, welches an beiden Enden Plattchen zum Hin-

durchvisieren, oder, wie man heute sagt, Dioptervorrichtungen trug.

Sie ruhte auf einer kreisrunden Scheibe, auf welcher sie in Drehung

versetzt werden konnte, und eine vertikale Drehung war mit der

Scheibe auf einem die ganze Vorrichtung tragenden FuBe ermoglicht.
Wir dttrfen in der Dioptra den Keim des Theodoliths der neueren

FeldmeBkunst erkennen. Sie diente zum Abstecken von Geraden in

den mannigfachsten Richtungen, wenn auch eine Winkelmessung auf

dem Felde nicht stattfand. Um eine Senkrechte zu einer gegebenen

Richtung sich zu verschaffen, dienten senkrecht zueinander eingeritzte
Gerade auf der Dioptrascheibe, von deren ersten bis zur zweiten die

Dioptra gedreht werden muBte, um einen rechten Winkel zu

erhalten. Den oben erwahnten vorheronischen Stern bildeten zwei

in horizontaler Ebene sich rechtwinklig schneidende Lineale, also

eine Art von Winkelkreuz. Die Vorrichtung zum Hindurchvisieren

aber fehlte, und ebenso fehlten verschiedene Hilfsapparate, die mit

der Dioptra in Yerbindung standen. Bei ihr war die vertikale Stellung
des FuBes verbttrgt durch einen herabhangenden Bleisenkel, welcher

langs einer auf dem FuBe eingeritzten Geraden seinen Verlauf nehmen

muBte. Die Horizontalitat der Scheibe entnahm man einer Wasser-

wage. Statt beider muBten bei dem Sterne Bleisenkel dienen, welche
an den 4 Enden des Winkelkreuzes hingen, welche aber, wie Heron

tadelnd hervorhebt, namentlich bei einigermaBen stark gehendem
Winde, nicht leicht zur Ruhe kamen und somit die Brauchbarkeit

des Apparates, welche von der gesicherten richtigen Aufstellung un-

trennbar ist, wesentlich verringerten. Mit Hilfe der Dioptra und ab-

geteilter -selbst mit Bleisenkel versehener Signals tangen wurden

die wichtigsten Aufgaben auf dem Felde gelost. NivelUerungen; Ab-

') "Hgcovog AXs^dvSgecog Ttsgl SioTtrgag abgedruckt mit franzosischer Uber

setzung von Vincent, mit den Anmerkungen von Venturi und Vincent in

den Notices et extraits des manuscrits de la bibliotheque impt;riale XIX, 2 (Paris
1858) und mit deutscher Ubersetzung von Herm. Schone in Heron HI, 187 sqq-
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steckung einer Geraden zwischen ZAvei Punkten, deren keiner von dem

anderen aus gesehen werden kann; Bestimmung der Entfernung eines

sichtbaren aber unzugangUchen Punktes; Auffindung der Breite eines

Flusses, ohne ihn zu ttberschreiten; Auffindung der Entfernung zweier

Punkte, die beide sichtbar, beide unzuganglich sind; Absteckung einer

Senkrechten zu einer unzugangUchen Geraden in einem unzugang
Uchen Punkte derselben; Bestimmung der Hohe eines entfernten

Punktes ttber dem Standorte des Beobachtera; Aufnahme eines Feldes;
Wiederherstellung der mit Ausnahme von 2 oder 3 durch Grenz-

stetne gesicherten Punkten verloren gegangenen Umfriedigung eines

Feldstttckes unter Anwendung des vorhandenen Planes: das dttrften

etwa die interessantesten Aufgaben sein, welche Heron in seiner

Schrift von der Dioptra behandelt hat, bei spateren Aufgaben stets

frtther gelehrte Operationen benutzend, wodurch das Einheitliche dieser

Abhandlung sich erAveist.

Es wttrde zu weit ffihren, wollten wir genau schildern, in welcher

Weise Heron jedesmal verfahrt. Nur die beiden letztgenannten Auf

gaben mfissen aus besonderen Grfinden hier zui- Rede kommen. Die

Aufnahme eines Feldes erfolgt durch Absteckung eines Rechtecks,
welches 3 seiner Eckpunkte auf der Umgrenzung selbst besitzt. Die

Seiten dieses Rechtecks werden nun freilich mit den Grenzen des

Feldes nicht zusammentreffen, aber die ZAvischenliegenden Grenz-

strecken bestimmen sich durch die senkrechten Entfernungen ein

zelner Punkte derselben von den Rechtecksseiten unter genauer Be

merkung derjenigen Punkte der Rechtecksseiten, in welche jene meist

kleinen Senkrechten eintreffen. Der geschickte Feldmesser wird, nach

Herons ausdrfickUcher Vorschrift, es so einzurichten wissen, daB die

Grenze zwischen zwei zur Bestimmung ihrer Endpunkte dienenden

Senkrechten leidlich geradUnig aussieht, Wenn wir noch so vorsichtig
ans davor hfiten wollen, neue Gedanken in alte Methoden hineinzu

lesen, hier mfissen wir ein bewuBtes Verfahren mit rechtwinkligen
Koordinaten erkennen. Nicht als ob wir behaupten wollten. Heron

habe nach einem gemeinsamen Gesetze gesucht, welchem die verti

kalen und horizontalen Entfernungen zu bestimmender Punkte von

gegebenen Linien gehorchen, das tut nicht einmal die moderne Feld

meBkunst, welche sehr wohl empirische Linien von geometrischen
Kurven zu unterscheiden weiB. Aber denken wir daran, daB Hipparch

(S. 362) die Erde mit Koordinaten ttberzog, welche die Lage jedes
Punktes derselben bestimmen sollten, daB dieser die Breite von dem

Aquator, die Lange von dem Meridiane von Rhodos, mithin von ganz

genau definierten Anfangslagen beginnen und messen UeB, so werden

wir in Herons Verfahren die Wiederholung auf kleinerem Felde finden
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von dem, was sein etwas alterer Zeitgenosse ftir die Erde in ihrer

Gesamtoberflache gelehrt hat, beide vieUeicht abhangig von uraUen

Vorbildem, aber ttber jene hinausgehend. Wir ermnem daran, daB

um 1400 die agyptischen Bildhauer unter Konig Seti I. die mit Bild-

werk zu versehenden Wande zunachst mit einem Netze kleiner Quadrate

ttberzogen (S. 108). Das waren auch Koordinaten. Aber ob und wie

Linien der beabsichtigten Figuren in diese Quadratchen hineinfielen,

dfirfte an sich unerheblich gewesen sein. VermutUch sollten nm- bei

der Ausffihrung im groBen dieselben Yerhaltnisse beibehalten werden,

welche der Kfinstler in seiner Handskizze dem AugenmaBe oder der

Ubung nach sich vorgezeichnet hatte. Jetzt entwarf Heron kleinere

rechtwinklige Figuren zu bestimmtem Zwecke und wahlte Zahl und

Entfernung der Senkrechten in bewuBter Beliebigkeit. Frfiher war

es eine zufaiUge, jetzt eine absichtUche Bestimmung einzelner Punkte

mittels senkrecht zueinander gezeichneter Strecken.

Nicht minder lehrreich ist ffir uns die Rfickttbertragung des

gezeichneten Planes auf das Feld, wenn nur einige Punkte desselben

gegeben sind. Erhalten seien (Fig, 65) die Grenzsteine a, fi, deren

Inschriften gestatten, sie auf dem Plane

zu identifizieren; gesucht werden die

beiden Hauptrichtungen auf dem Felde,
welche zueinander senkrecht dem ganzen

Plane als Grundlage dienen, so daB

■^
wenn z. B. ay einer dieser Hauptrich-

I ^. .„ tungen gleichlaufend und fi8 zu ihr

^ ^
senkrecht ware, die Langen a8, fi8 mit

den Inschriften der beiden Grenzsteine

in Einklang stehen. Jedenfalls kann man auf dem Felde afi ab

stecken und auf dieser Strecke einen Punkt s ziemlich nahe bei a

sich genau bemerken. Nun ist auf dem Plane das Dreieck afi8 be

kannt und vermoge der erfolgten Abmessung von v.fi auch das Ver

haltnis der Langen auf dem Plane zu denen auf dem Felde. Das

Dreieckchen ast, muB dem afi8 ahnlich sein, aus der gemessenen

Lange «£ folgen daher durch Rechnung die Langen von at, und t,E,
Avelche auf einem Sede q6x durch Strichelchen augemerkt werden.

Nun befestigt man dieses Seil mit q in a, mit x in e und spannt es
in 0 an, so wird bei G ein rechter Winkel entstehen und t, gefunden
sein und damit zugleich die Richtung at,8y. Das geschichtUch
Bedeutsame bei diesem Verfahren besteht darin, daB der rechte

Winkel durch Anspannung eines Seiles gewonnen wird, welches mit

zwei durch Striche oder Knoten bezeichneten SteUen an zwei Pflocken

im Boden befestigt wurde. Das ist ja nichts anderes als die agyp-
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tische Seilspannung (S. 104— 106) bei der Grundsteinlegung der

Tempel, ein Verfahren, Avelches, wie wir wissen, vielleicht schon zur

Zeit des Konigs Amenemhat I. um das Jahr 2300 nicht wesentlich

anders gefibt Avorden war als 237 bei der Grfindung des Tempels
von Edfu. Damit gewinnt aber auch die Vermutung einigen Halt:

im Jahre 237 Averde man etwa so verfahren sein, Avie im ersten vor

christlichen Jahrhunderte, und das letztere uns genau bekannte A'er-

fahren sei mit einigen Abanderungen, wie wir frtther auszusprechen

Avagten, in altester Zeit bereits zur Erlangung rechter Winkel benutzt

worden. Natfirlich konnen die damals angenommenen Zahlen fur die

gegenseitigen Entfernungen der drei Knoten hier, wo es sich um

Herstellung eines einem bestimmten rechtwinkligen Dreiecke ahnlichen

Dreiecks handelt, nicht zur Bestatigung kommen. Noch eine Ver

anderung ergab sich, wie Avir finden, im Laufe der Jahrhunderte.

Demokritus nannte die Seilspanner Harpedonapten, das Seil selbst

also Harpedon mit einem Worte, dessen Klang schon den agypti
schen Ursprung verrat. Zu Herons Zeit ftthrte das aus Binsen ge-

fiochtene Seil den griechischen Namen Schoinion und wurde, wie

es in einer Heron zugeschriebenen Schrift heiBt'), abwechselnd mit

dem Rohre, Kalamos, zu Messungen benutzt. Wir bemerken hierzu

beilaufig, daB xdXayog und das dem (5%oiviov nahe verAvandte 6%olvog

neben der allgemeinen Bedeutung MeBstab und MeBschnur auch die

besonderer und zwar untereinander verschiedener MaBe besitzen.

Wir haben noch bei einem Paragraphen der Schrift ttber die

Dioptra zu verweilen, der den Beweis fttr die sogenannte heronische

Dreiecksformel liefert und ganz genau mit der entsprechenden Stelle

der Vermessungslehre-) ttbereinstimmt. Wir stehen hier einer ganz

ahnlichen Erscheinung gegenttber wie bei der Einschaltung zweier

mittleren geometrischen Proportionalen zAvischen zwei gegebene
Strecken. Heron hat sein Verfahren sowohl der Mechanik als der

Vorschrift zur Anfertigung von Geschtttzen einverleibt, und Pappus
hat uns sein Erfinderrecht ausdrficklich bestatigt. Fur unser Geffihl,
das betonen wir jetzt nachtraglich, Avar jene Bestatigung fiberfifissig.
Man kann wohl einen wichtigen Satz in zwei verschiedenen Werken

zur Anwendung bringen, aber man verbindet nicht an beiden SteUen

mit dem Satze auch seinen Beweis, wenn nicht ein gewisses Selbst-

geftthl uns dazu treibt. Ebenso benrteden wir, avo uns zufallig keine

Bestatigung durch einen Dritten vorliegt, die wiederholte Mitteilung
der Formel fttr den Dreiecksinhalt samt ihrem Beweise. Sie ist und

bleibt fttr uns die heronische Dreiecksformel, benannt nach ihrem

geistvoUen Erfinder.

') Heron (ed, Hultsch) II, 43. =) VgL Heron UI, 280 sqq. mit if) -<o^,y.

CVNTOE, Gesciiichte der iNlatheniatik I, 3, Aufl. 25
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19. Kapitel.

Heron von Alexandria. (Fortsetzung.)

Von der Abhandlung fiber die Dioptra wenden wir uns zu einem

raschen Uherblick fiber anderes, was von Zeugen, deren Zuverlassig
keit unbestritten ist, unserem Heron zugeschrieben wird. Der erste

Zeuge ist Proklus, der in seinen Eriauterungen zu Euklids Ele

menten zwei Beweise als von Heron stammend anffihrt i), einen Be

weis des Satzes, daB in jedem Dreiecke die Summe zweier Seiten

groBer als die dritte Seite ist und einen solchen des Satzes, daB wenn

zwei Dreiecke in zwei Seiten stfickweise ttbereinstimmen, in der

dritten aber nicht, der der dritten Seite gegenfiberliegende Winkel in

dem Dreiecke der groBere sein wird, in welchem die genannte Seite

die groBere ist. Der zweite Zeuge ist Al Nairizi^), der gleichfaUs

Eriauterungen zu Euklids Elementen verfaBte und darin vielfach auf

Heron sich beruft. Diese Berufung findet aUerdings ffir die beiden

durch Proklus uberlieferten Beweise nicht statt'), deren ersten Al

Nairizi ohne Urhebeimamen wiedergibt und den zweiten mit der Be

merkung, er wisse nicht, von wem der Beweis herrtthre, aber dadurch
verlieren die anderen Zitate nicht an Wert. Es geht aus dem Mano-el

an Ubereinstimmung, der sich vieUach auch darin auBert, daB Proklus

keinen Urheber nennt, wo der Araber sich auf Heron beruft, nur

hervor, daB beide nicht nach der gleichen Yorlage arbeiteten. Wir

heben nur weniges hervor. Nach dem Berichte des Al Nairizi*) er

kannte Heron, daB bei dem Euklidischen Beweise des Pythagoraischen
Lehrsatzes die Senkrechte aus der Spitze des rechten Winkels auf die

Hypotenuse und die Verbindungsgeraden der beiden anderen Dreiecks-

spitzen mit den gegenttberUegenden Eckpunkten der ttber den beiden

Katheten nach auBen gezeichneten Quadrate einen gemeinsamen
Durchschnittspunkt besitzen. Heron bewies 5), daB von jedem auBer

halb eines Kreises gelegenen Punkte zwei gleiche Bertthrungslinien
an den Kreis gezogen werden konnen. Heron debute den Satz, daB

der Peripheriewinkel die Halfte des Zentriwinkels auf gleichem Bogen
sei, auf stumpfe Peripheriewinkel aus") und bewies mit dessen Hilfe
den Satz, daB im Sehnenviereck je zwei einander gegenttberUegende
Winkel sich zu zwei Rechten erganzen. Heron hat den Satz aus-

') Proklus ed. Friedlein pag. 323 uud 346. ^) Anaritii in decern libros

prtores Elementorum EucUd-i.s ed. Max Curtze. Leipzig 1899. «) Anaritius
pag, 58 und 62. *) Ebenda pag. 78. ^) Ebenda pag. 130. ^) Ebenda pag. 130
bis 133.

^ ^ "
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gesprochen'), jedes regelmaBige Yieleck besitze einen von alien Eck

punkten gleich weit entfernten Mittelpunkt, der zugleich Mittelpunkt
des Umkreises und des Innenkreises des Yielecks sei. Heron be

hauptet"), die Halbierende eines Winkels eines regelmaBigen Yielecks

halbiere zugleich auch den gegenttberliegenden Winkel, uud alle diese

Winkelhalbierenden schnitten sich im gleichen Punkte. Die damit

ausgesprochene Abpaarung der Winkel zeigt, daB Heron ausschlieB

lich vom 2H-Eck redete, und diese Einschrankung bestatigt sich

mittelbar dadurch, daB gleich darauf^) der Satz Euklids erwahnt ist,
im regelmaBigen 2/« -k 1 Eck*) stttnden die Winkelhalbierenden auf

den gegenttberliegenden Seiten senkrecht, und auch diese Winkel

halbierenden besaBen einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt.
Wo freilich dieser Euklidische Satz sich vorfand ist heute unbekannt.

Ebensowenig AveiB man, wo Euklid, wo Archimed eine Definition

von homogenen GroBen gegeben haben mogen, welche Heron

dahin erlauterte^), homogene GroBen seien GroBen derselben Gattung,
von denen die eine durch Yervielfachung fiber die andere hinaus-

wachsen konne, wahrend z. B. eine Strecke selbst ins Unendliche ver

vielfacht niemals groBer als eine Flache werden konne. Ganz be

sonders mochten wir aber hervorheben, daB Heron die Verfahren

kannte, welche in lateinischer Ubersetzung dissejlutio und compositio

heiBen"), und Avelche wir Klammerauflosung und Absonderung

nennen, d. h. daB er wuBte, man sei berechtigt 6 ^2 -k 3 -k 5) = 6 • 10

= 60 und umgekehrt 10 10 = 10 3 -k 10 • 7 = 30 -k 70 zu setzen.

Nadist diesen Satzen erAvahnen wir Definitionen, welche ein

zusammenhangendes Ganzes darstellend als heronisch fiberliefert sind,

allerdings aber von manchen SchriftsteUern') ffir ganz unecht, von

anderen, darunter von uns selbst, ffir fiberarheitet und mehrfach ent-

atelit gehalten werden. Deren Kern aber sehen wir keinen Grund

Heron als Sammler, wenn nicht als Urheber, abzusprechen.
Eine hochwichtige Frage geht nun dahin, ob ursprttnglich die

hier erwahnten Satze und Definitionen vereinigt oder getrennt vor

handen waren, und wenn vereinigt, in welcher Gestalt? Es dfirfte

wohl am meisten ffir sich haben die Vermutung auszusprechen.
Heron habe einen Kommentar zu Euklids Elementen verfaBt,

und in diesem seien auch diejenigen geometrischen Definitionen

enthalten gewesen, welche Heron statt der von EukUd gegebenen an

die Spitze der Geometrie gestellt wfinschte. Wir wollen nicht ver-

hehlen, daB dieser Yermutung Bedenken im Wege stehen, daB man

') Anaritius pag, 152. -) Ebenda pag. 154, ') Ebenda pag. 155. *) Ei-

gurarum quarum laterum numerus impar. "*) Anaritius pag. 162. ^) Ebenda

pag. 89. ') Friedlein im Biilletino Boncompiaijni IV, 93—121 (1871).
25*
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Zweifel hegen kann, ob schon im ersten vorchristlichen Jahrhunderte,

an welchem wir, wie im vorigen Kapitel ausffihrlich begrfindet wurde,

als Herons Lebenszeit festhalten, eine kommentierende Tatigkeit unter

den Mathematikern Platz gegriffen hatte, daB man bei Proklus bei

Erklarung der euklidischen Definitionen nirgend einer Erwahnung

Herons begegnet, die doch, da sich Proklus ffir einige wenige Be

weise auf unseren SchriftsteUer bezieht, mit einiger Wahrschemlich-

keit zu erwarten gewesen ware, aber wir ziehen
trotz dieser Schwierig

keiten die ausgesprochene Vermutung einer anderen vor, zu welcher

der Keim in Herons Definitionen selbst enthalten liegt. In einer

Art von Widmung an Dionysius, welche der Verfasser der Defini

tionen diesen vorausschickt, heiBt es namlich, er woUe eine wissen

schaftliche Darstellung der geometrischen Elemente') geben, uud

spater ist in ganz ahnlichen Worten von einer Einleitung in die

arithmetischen Elemente^) die Rede. Man ware dadurch versucht,

an zwei mehr oder Aveniger selbstandige Schriften mit diesen Titeln

zu denken. Allein diese Ausdrficke lassen sich auch auf Kommen

tare zu den geometrischen und zu den arithmetischen Bttchern Euklids

deuten, so daB Avir diese letztere Auffassung der gebrauchteu Worte

vorziehen.

Unter den Definitionen wollen wir eine besonders hervorheben,
die der Parallellinien^), in Avelcher es heiBt, sie besaBen alle Senk

rechten, Avelche von irgend einem Punkte der einen ParaUelen auf

die andere geffiUt werden, von gleicher Lange. Eben diese Definition

in die Worte gekleidet, Parallellinien hatten gleichen Abstand von

einander, erscheint namlich auch in einer als Geometrie Herons be

zeichneten Schrift*), von der Avir gleich zu reden haben werden, er

scheint ferner bei Proklus^), wo sie dem Posidonius, also jedenfalls
dem Posidonius von Rhodos, zugeschrieben wird, der ja auch in

Herons Mechanik vorkommt (S. 365), lauter Umstande, die einander

gegenseitig als Stfitze zu dienen geeignet sind.

Wir gelangen weiter zu den Schriften, welche vor der Auffindung
der Vermessungslehre als Hauptquellen fttr die Kenntnis heronischer

Mathematik galten, und von Avelchen wir (S. 368) erorterfen, in

Avelchem Sinne Avir sie alle als echt, alle zugleich als unecht be

zeichnen mochten. Wir werden fttr sie mitunter den Ausdruck: hero

nische Sammlungen gebrauchen.

') Heron (ed. Hultschj pag 7 lin. 1: t;-;s yscofisrgixfjg Groixsidiasaig rsxvo-

loi'iisvcx. ") Ebenda pag. 34 lin. 12—13 und pag, 38 lin 1—2: h' rolg ^gh rijg
dgL^iiETi-nfig OTOLxsimasciig. «) Ebenda pag. 22 lin. 15—17. ') Ebenda pag, 44

liu, 12—14, ^) Proklus ed. Friedlein pag. 176 lin. 6— 10, VgL auch L. Majer,
Proklos iiber die Petita und Axiomata bei Euldid S, 18 Kote 3, Tubingen 1875.
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Die erste ist das Buch der Geometrie. Geometrische Defini

tionen, zAvischen welche eine historische Notiz ttber den Ursprung
der Geometrie mit Hinblick auf den jahrlichen Austritt des Nils ein

geschaltet ist, und eine MaBtabelle eroffnen dasselbe, Nach diesen

kommt die Berechnung von Quadraten und Rechtecken, deren Flache

und deren Diagonale gesucht wird. Das rechtAvinklige Dreieck folgt,
auf dieses die aneinanderhangenden Dreiecke, das gleichseitige, das

gleichschenklige, das beliebige Dreieck. Beim rechtwinkligen Drei

ecke werden die Methoden des Pythagoras und des Platon zur Auf

findung rationaler Seitenlangen gelehrt; beim beliebigen Dreiecke

wird die Senkrechte von der Spitze auf die Grundlinie gefallt und

unterschieden, ob diese Senkrechte die Basis selbst trifft und Ab

schnitte auf ihr erzeugt, oder ob sie jenseits der Basis eintreffend

eine Uherragung hervorbringt; es wird aber auch die heronische

Formel unmittelbar angewandt, welche ohne Durchgang durch die

Berechnung des Abschnittes, beziehungsweise der Uberragung und der

Hohe die Dreiecksflache sofort aus den drei Seiten ableitet. Nun

folgt die Rfickkehr zum Yierecke und zu den mannigfaltigsten Zer

legungen einer Figur durch Hilfslinien. Quadrate in gleichschenkUge
Dreiecke eingezeichnet, Rhomben oder verschobene Quadrate, Recht

ecke, ParaUelogramme, rechtwinklige Trapeze, gleichschenklige Tra

peze, beliebige Yierecke werden so der Berechnung unterzogen. Nach

den geradUnig begrenzten Figuren wendet Heron sich zum Kreise

und zu dessen Teilen. Durchmesser, Umfang, Inhalt des Kreises

werden gegenseitig auseinander abgeleitet. Die Flache eines Kreis-

abschnittes und die Lange seines Bogens werden aus der Sehne uud

Hohe des Abschnittes ermittelt, und auch der Ring zAvischen zAvei

konzentrischen Kreisen Avird berechnet. Vom Kreise kehrt der Ver

fasser zu den regelmaBigen Yielecken zurfick, indem er Formeln gibt,
welche die Flachen dieser Vielecke vom Ffinfecke bis zum Zwolfecke

aus der Seitenliinge finden lehren. Damit dfirfte der richtige Text

im ganzen abschlieBen, indem das noch folgende Stfick (ffinf Seiten

der Druckausgabe fttUend) ziemlich unzweifelhaft als unecht sich er-

Aveist. Dort ist namlich eine dem Patrikius, also einem sehr spaten

Schriftsteller, angehorende Vorschrift, dort die Wiederholung der

Yorschriften ffir die Vielecksberechnung, die Wiederholung der ge

schichtlichen Bemerkung fiber den Ursprung der Geometrie mit kaum

erwahnenswerten Varianten, dort am Schlusse wieder eine MaBtabelle

zu finden.

Eine andere Schrift heiBt Geodasie. Auch sie beginnt mit

Definitionen, mit einer historischen Notiz, mit MaBvergleichungen;
auch sie berechnet den Flacheninhalt von Quadraten und Rechtecken,
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bevor sie zum Dreiecke sich wendet, und zwar wieder zum recht

winkligen Dreiecke, welches nach Pythagoras und Platon aus ganz-

zahligen Seiten bestehen kann, zu den aneinanderhangenden Drei

ecken, zu dem gleichseitigen, zu dem beliebigen Dreiecke, bei welchem

die heronische Formel den SchluB bildet.

Die sogenannte Stereometrie ist begreifUcherweise wesentlich

anderen Inhaltes. Hier sind es Rauminhalte von Korpern und Korper-

oberflachen, welche den Gegenstand der Berechnungen bilden. Die

Kugel, der Kegel, der abgestumpfte Kegel, der in langgestreckter
Form bald Obelisk, bald Saule hedSt, der Zylinder geben Beispiele,

bevor zu den aUseitig eben abgegrenzten Korpern: Wfirfel, Parallel

epipedon, Keil fibergegangen wird, als dessen nicht ganz deutlich be

schriebene SonderfaUe wohl der Huf, der Mauseschwanz, der Ziegel
zu beti-achten sind. Fast eben diese, aber auch andere eben begrenzte

Korper erscheinen sofort noch einmal als Pyramiden mit quadra

tischer, mit rechteckiger, gleichseitig dreieckiger, mit rechtwinklig

dreieckiger Grundflache, jede derselben sowohl ganz als abgestumpft
der Untersuchung unterworfen. Dann kommen mancherlei der Praxis,

aber nicht der eigentlichen Stereometrie angehorige Korperformen
an die Reihe. Yon dem Inhalt einer Muschel, einer Schale, von dem

Umfange eines Amphitheaters und von der Menschenmenge, welche

ein Zuschauerraum fassen kann unter der Annahme, daB die Banke

sich nach dem Gesetz einer arithmetischen Reihe verjttngen, von

Speisesalen und Badezimmern, von Brunnen, von Kufeu und Butten,
von Transportschiffen ist die Rede, und wo man bei der Berechnung
ttber die aus den Namen nicht mit geniigender Klarheit hervorgehende
Gestalt sich Rats erholen will, laBt jene uns meistenteils erst recht

im Stiche.

Eine zweite Sammlung mit der Uberschrift als Stereometrie

und dem Verfassemamen Herons gibt auch nur meist zweifeUiafte

Ergebnisse, bald mit denen der ersten Sammlung fibereinstimmend,
bald ihnen widersprechend. Die Reihenfolge ist dahin verandert, daB

hier ratselhafte Korperformen, die selbst nicht durchweg die gleichen
wie die der ersten Sammlung sind, die Reihe eroffnen. Zwischen-

drein ist die Messung der Hohe einer Saule mittels ihres Schattens

angegeben, das erstmaUge Auftreten dieser von Thales (S. 138) her

rfihrenden Methode in einem geometrischen Y^erke. Die Schatten

der Saule sowie eines seiner Lange nach bekannten Stabes werden

gemessen, und dann wird die Proportion Stabschatten : Saulenschatten
= Stab : Saule in AiiAvendung gebracht. Nun folgen erst Pyramiden,
und zAvar solche auf rechtwinkUg dreieckiger oder gleichseitig drei

eckiger Grundlage und solche, deren Grundflachen regelmaBige Ffinf-
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ecke, Sechsecke und Achtecke sind. Nach einer unverstandlichen

Stufenpyramide kommt der Satz, daB jede Pyramide der dritte Ted

des Prisma von gleicher Grundfiache und Hohe ist, worauf mit der

Berechnung einer abgestumpften Pyramide auf rechteckiger Grundflache
unter dem Namen Altarstufe und mit der gegenseitigen Multipli
kation von LangenmaBen zu FlachenmaBen diese Stereometrie ab

schlieBt.

Ausmessungen haben wir den Titel yEXQijOEtg einer weiteren

Schrift heronischen Namens fibersetzt, welche ungleich den vorigen,
denen doch annahernd gleichartige Probleme zum Gegenstande dienen,
bald Flachen, bald Korperinhalte durcheinander gewttrfelt in zAvei-

maliger AbAvechslung darbietet Zuerst erscheinen namlich Korper,
dann Flachen, dann wieder Korper, zuletzt Flachen. Wir heben aus

der wirren Sammlung nur hervor, daB auch hier wieder Korper

eigener Art auftreten, zu deren Verstandnis noch gar manches fehlt,
und daB zwischen die Inhaltsberechnungen auch Brunnenaufgaben ein

geschaltet sind, d. h. Aufgaben, in welchen die Zeit gesucht wird,
binnen welcher eine Zisterne durch mehrere R ohren gefttUt werden

kann, wenn man weiB, wie lange die FttUung durch jede einzelne

Rohre dauern wttrde.

Die letzte heronische Sammlung, das Buch des Landbaues,

yarjTtovLxbv jitfiXCoi', geht aus von Definitionen. Ihnen folgen Flachen-

ausmessnngen mancherlei Yierecke und Dreiecke, Avobei die Yierecke

den Dreiecken vorangehen, sowie rechnende Auflosung von Aufgaben,
in welchen Kreise vorkommen. Nach Ausrechnung der Pyramiden
auf quadratischer Grundflache kehrt die Sammlung zu ebenen Auf

gaben, zu den Durchmessern der dem regelmaBigen Ffinfecke und

Sechsecke umschriebenen Kreise zurttck. AVieder erscheinen Auf

gaben, welche, dem Gegenstande nach unenvartet, Einschaltungen
sein konnten, und die sich auf die Auffindung von Rechtecken be

ziehen, deren Umfange soAvie deren Inhalt in gegebenem Zahlenver

haltnisse stehen sollen, Aufgaben, welche also eigentlich zahlen

theoretischer Natur freilich in planimetrischer Einkleidung sind, so

daB die Unterbrechung des Gedankenganges nicht aUzu aiiffallig und

die Rttckkehr zu wirklich geometrischen Aufgaben vom Rhombus,
vom Rechtecke, von regelmaBigen Yielecken, von Kreisen eine leichte

ist. Nur einmal gegen das Ende der Sammlung kebren stereome-

trisehe Aufgaben wieder, welche aber auf Fasser und FruchtmaBe

eigenttimUcher Gestalt bezttglich dem Buche des Landbaues nicht

ganz unangemessen erscheinen. Den SchluB bilden Vergleichungen
zwischen KubikfuBen und FruchtmaBen.

Das ist in dttrftiger, keineswegs erschopfender, aber eben deshalb
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vielleicht ttbersichtUcher Zusammenstellung die Reihenfolge der Gegen

stande, welche in den verschiedenen heronischen Sammlungen be

handelt sind. Die Geometrie und die Geodasie lehnen sich, insbeson

dere die Geometrie, eng an den Stoff des ersten Buches der Ver

messungslehre, die beiden Bttcher der Stereometrie an den von dessen

Ziveitem Buch, die Ausmessungen und das Buch des Landbaues an

den der beiden ersten Bttcher. Von dem dritten Buche der Ver

messungslehre ist nirgend eine Spur zu finden. Wenn Avir eine An

lehnung an den Stoff der beiden ersten Bttcher der Vermessungslehre

behaupten, so wiU dieses keineswegs sagen, nur das dort Gelehrte

und alles dort Gelehrte kehre wieder, vielmehr sind auch Dinge be

handelt, deren wir in unserer bisherigen Darstellung keine Erwfihnung
zu tun hatten weder als wir von der Vermessungslehre, noch als wir

von der Abhandlung ttber die Dioptra sprachen.
Sollen wir aus diesen Ahnlichkeiten und Unahnlichkeiten die

Folgerung ziehen, samtliche soeben unter besonderen Titeln genannten

Sammlungen seien nur spate byzantinische Uberarbeitungeu der Ver

messungslehre-')? Uberarheitungen mttssen uns aUerdings vorliegen,
denn die Ahnlichkeit mit dem Stoffe der Vermessungslehre ist zu

groB, um von ihr durchaus unabhangige Schriften anzunehmen, und

die Unahnlichkeit wieder zu groB, um an hei einer bloBen Abschrift

mogliche Yeranderungen zu denken. Aber die folgerichtige Dar

stellung, das ungezwungene Sicheinordnen des Neuen in das Alte

notigen uns nach unserem personUchen Geftthle an einen alteren und

ebenbiirtigeren Bearbeiter Herons zu denken als die byzantinische Zeit

erzeugt hat. JedenfaUs mochten wir aus der erwahnten VoUwertig-
keit der Einschaltungen den SchluB ziehen, der Bearbeiter habe Hero-

nisches in Heronisches eingeschaltet.

Woher dieses stammte? Wir wissen es vorlaufig noch nicht.

Y/ir wissen nur, daB an zwei nicht aUzuweit voneinander entfernten

SteUen der Geometric-) von einem anderen Buche Herons — iv

dXXa fiifiXta "Hgtavog — die Rede ist, und dieses andere Buch, mog
licherweise die Vermessungslehre, Avird der Bearbeiter vor sich ge
habt haben neben seiner Hauptvorlage, die vielleicht, wie wir schttch-

tern und zweifelnd hinzusetzen, aus einer neben der Vermessuno-s-

lehre zu gebrauchenden Aufgabensammlung bestand. Fttr die anderen

heronischen Sammlungen hat man wahrscheinUch andere BearbeUer

anzunehmen von geringerer mathematischer Befahignng, denen aber

1) Heiberg, Mathematik, Mechanik und Astronomie (iu Kroll, Die Alter-

tumswissenschaft) S, 131 unten. ^) Heron (ed. Hultsch) pag. 131 lin. 14 und

pag. 134 lin. 8 und 15.
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doch alte Vorlagen zu Gebote standen, vieUeicht noch solche, welche
alter als Heron waren.

Wir mttssen rechtfertigen, warum wir in der Vermessungslehre
moglicherweise das andere Buch Herons vermuten. Wir berufen uns

auf unseren Auszug aus der Vermessungslehre (S. 376), Dort sagten

wir. Heron lehre F-, = f^ af mit der Zusatzbemerkung, dieser Wert

hange von "|/5 = --

ab; werde ein genauerer Wert von p'o in Rechnung

gezogen, so konne man auch einen genaueren Wert von Fr, ermitteln.

Fttr Fg aber ist in der Vermessungslehre F^ = 6 -

^ af angegeben,

weil das Sechseck das Sechsfache des ttber a., beschriebenen gleich-
1 '^

seitigen Dreiecks sei. In der Geometrie Avird in erster Linie Fr, = -f af

gesetzt, wahrend das andere Buch Fr, =
~

af vorschreibe, und ffir

das Sechseck lehrt die Geometrie F,^ = -^-af, wahrend das andere

Buch verlange, man solle i^g = 6(-- + f/^) rechnen^). Dieser letztere

Wert ist ja an und ffir sich genau der gleiche wie der erste, aber

er laBt die Yersechsfachung deutlich hervortreten, die im ersten Werte

verhfiUt ist. Die andere Stelle, wo von dem anderen Buche Herons

die Rede ist^), ist weniger beweiskraftig, denn sie benutzt zur Kreis-

22

messung n = ^r, wahrend der gleiche Wert auch an solchen Stellen

der Geometrie in Anwendung tritt, welche sich nicht auf das andere

Buch berufen.

Fur beweiskraftig halten Avir dagegen die Verschiedenheiten der

Geometrie von der Vermessungslehre. Die Geometrie beginnt mit

Definitionen, Avelche bedaufig bemerkt der Einffihrung in die Geo-

metrie^) entnommen sein wollen und mit dem Buche der Definitionen,
von welchem am Anfange dieses Kapitels die Rede war, nicht fiberein-

stimmen. Daim folgen MaBtabellen*). Von beideni ist in der Ver

messungslehre keine Spur zu finden. Die Vermessungslehre gibt Be-

Aveise fttr die anzuwendenden Formeln, die Geometrie begnttgt sich

mit deutlich voUzogenen Rechnungen, aus welchen der Leser sich

erst die benutzte, aber nicht bewiesene Formel herausschaien muB.

Die Geometrie beginnt die Anweisung, wie man rechnen solle, mit

den Worten^): :rot'ai, ovxaig, mache es so, in der Vermessungslehre

') Heron (ed. Hultsch) pag. 134, *) Ebenda pag, 131 ogog xvxlov svgs-

9-sig £!■ dllcp ^ijjlico rov "Hgcovog. ^) Ebenda pag. 44 sigayco-/ui rmv ysco^srgov-

(c-cvav. *) Ebenda pag. 47
—49, ^) Ebenda pag. 51 lin. 28—52 liu, 1 uud an

vielen anderen Stellen,
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sind fttr den gleichen Zweck zwei Redensarten iu Gebrauch: ij de

^E0o86g eexLV avxt], folgendes ist die Methode, und 6vvx£9iq6axai,

dxoXov0(ag ry dvaXvGai ovtcjj, der Analyse gemaB wird so gerechnet.
Uns will scheinen, daB diese Verschiedenheiten ausreichen, um die

Behauptung zu begrttnden, daB wer die Geometrie zusammensteUte,
die Vermessungslehre unmoglich als Hauptvorlage, sondern nur ge

legentlich als Erganzungsvorlage benutzt haben kann, und das war

eben mit dem sogenannten „anderen Buche Herons" der Fall, war der

FaU in besonders nachweisbaren Stellen, und mithin glauben wir

jetzt den Beweis geradezu geliefert, daB die Vermessungslehre das

andere Buch war.

Und die Hauptquelle der Geometrie? Wir werden jetzt wohl

etwas weniger schttchtern annehmen dttrfen, es sei eine Aufgaben

sammlung gewesen, werden jedenfalls behaupten konnen, die Haupt

vorlage habe eine tauschende Ahnlichkeit mit dem Rechenbuche des

Ahmes besessen, das konservative Agypten habe die alte Form auf

bewahrt, Avenn es derselben auch zum Teil einen neuen Inhalt gab.

Wir haben soeben das %OLEt ovxmg der Geometrie erwahnt, Ahmes

sagte: mache wie geschieht (S. 60). Wir haben die dem Leser auf-

erlegte Pflicht die Rechnungsvorschrift den Rechnungen zu entnehmen

bei der Geometrie kennen gelernt, Ahmes notigte seine Leser zu der

gleichen Gedankenarbeit.

Merit heiBt bei Ahmes die obere Linie einer gezeichneten Figur
(S. 93); Scheitellinie, xoQV(p)j, nennt sie Heron und definierf geradezu,
Scheitellinie sei die oberbalb der Grundlinie hingelegte Gerade i).
Das gleichschenklige ParaUeltrapez war seit Ahmes bis zu den Edfu-

inschriften eine von den Agyptern bevorzugte Figur (S. 96 und 108);
Heron widmete derselben Figur in der Geometrie neun aufeinander

folgende KapiteP). Ahmes zerlegte Figuren durch Hilfslinien in

Figuren einfacherer Natur, wie es scheint, wenn auch die genaue

Ubersetzung der betreffenden Aufgaben noch nicht mogUch ist; die

Tempelvorsteher von Edfu ttbten dieselbe Zerlegung bei Berechnung
ihrer Felder; Heron bedient sich der Zerlegung durch Hilfslinien zur

Messung von unregelmaBig begrenzten Grundstttcken in der Abhand

lung von der Dioptra, lost gleicherweise verschiedentUche planimetrische
Aufgaben in der Geometrie. Bei den Agyptern heiBt das Wort Qa,
dessen Hieroglyjihe ein die Arme in die Hohe streckendes Mannchen

ist, sowohl Hohe als aUgemeiner die groBte Ausdehnung eines Raum-

^

') Heron, Geometria 3 (ed. Hultsch) pag. 44 y.ogvcpi] Ss dcnv ij lA ri,
^aasi ^Tt.ri^sjisvt} sv9sla. =) Heron, Geotnetria 72-80 (ed. Hultsch) pag 103
bis 108.

/IS-
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gebildes (S. 98); genau dasselbe gilt ffir das Wort fiipog der Ale

xandriner*), bei Heron steht sodann der groBeren Hohenabmessung
die Breite, nXdxog, als geringffigigere Ausdehnung gegenfiber, Avie be

sonders deutlich aus einer Stelle seiner Geometrie hervorgeht, wo

nach Einzeichnung zerlegender Hilfslinien in eine Figur, ohne daB

eine Drehung vorgenommen ware, plotzlich Hohe heiBt, was in der

ungeteilten Figur Breite war -), offenbar nur deswegen, weil durch die

Teilung die wirkliche Hohe abnahm, so daB sie geringer als die un

verandert gebliebene Breite wurde. Bei Ahmes war von Flachen zu

erst das Quadrat, dann das Dreieck, dann das aus dem Dreiecke

durch Abstumpfung gewonnene Trapez zur Ausmessung gebracht

(S. 96); in den Edfuinschriften ergab sich eine Veranderung dahui,
daB das Dreieck als Trapez mit einer versehwindenden Seite aufgefaBt
wurde (S. Ill); Heron bleibt dem Beispiele des Ahmes getreuer als

selbst die priesterlichen Landsleute: bei ihm geht, wie wir bei fifich-

tiger Schilderung der Reihenfolge der in seinen Schriften behandelten

Gegenstande wiederholt bemerken muBten, die Flachenausmessung des

Quadrats, demnachst auch des Rechteckes voraus; ihnen folgt das

Dreieck in seinen verschiedenen Formen, und nach diesem kehrt die

Betrachtung zum Trapeze und zu anderen Yierecken zurttck, dieselben

zwar nicht als abgestumpfte Dreiecke untersuchend, aber Verwand-

lungen und Teilungen durch Hilfslinien mannigfach vornehmend, wie

wir schon betont haben. Ahmes hat, worauf wir wiederholt gleich
falls aufmerksam machen, MaBvergleichungen (S. 90), Heron des

gleichen. Ahmes bedient sich ausschlieBlich der Stammbrttche, zu

welchen auch -"-
gezahlt Avird (S. 61); Heron verfahrt vorzugsweise

ebenso, wenn er auch imstande ist, Brttche mit beliebigem Zahler

uiid Nenner in Rechnung zu bringen, ohne sie vorher in eine Summe

von Stammbrttchen zu zerlegen. Die Hauaufgabe Nr, 28, des Ahmes

2 . 1 .

(S. 75) hat den Wortlaut „— hinzu, hinweg bleibt 10 ttbrig"; Avir

erklarten sie durch Ix Y -w-xj (x Y -^xj
= 10; man vergleiche

damit etwa die Art, wie in den Ausmessungen ein Kreisbogen aus

Sehne und Hohe desselben berechnet wird^): „Es sei ein Abschnitt,
und er habe die Grundlinie von 40 FuB, die Hohe von 10 FuB;

seinen Umfang zu finden. Mache es so. Fuge immer Durchmesser*)

') In der Geographie des Ptolemaus I, 6 (ed. Halma) pag, 17 heiBt es

ausdrucklich xcxQ-olov ^hv ri jXEt'fort r&v r)i,aardascov Ttgoaditrojxsv rb fi)p.os.

^) Heron, Geometria 47, 48 (ed, Hultsch) pag, 88, ") Heron, 3Icnsurae 33

jjcsrgrjBig tTEpoti rfi-rj^iarog (ed. Hultsch) I'ag, 199-200, *) Soil heiBen:

Grundlinie.
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und Hohe zusammen. Es entstehen 50 FuB. Nimm allgemein davon

^-
weg. Es ist 124-. Rest 37^ Zu diesen ffige aUgemein

—

4622

hinzu. Es ist 9^-^ Setze zusammen. Es sind FuBe 46^
—

^.
4 o

So viel miBt der Umfang des Abschnittes. Wir haben aber ein

Viertel Aveggenommen und ein Viertel hinzugeffigt, wed ein Viertel

der Ted ist der Hohe von der Grundlinie." Als Gleichung ubersieht

sich diese Vorschrift noch deutlicher in ihrer Ahnlichkeit zu der

Ausdrucksweise des Ahmes. Sie lautet

^ = [(s + '0
-

t(s + '0] + t[(s + '0 -U' + ''^)]'
wenn s die Sehne, h die Hohe, B die Bogeniange des betreffenden

Abschnittes bedeutet. An und ffir sich ist die Formel bis zur Un-

9 J.

brauchbarkeit ungenau. Sie geht bei ,s = 2-r, h = r in S = —

fiber,

welches, da der Halbkreis die Lange jir besitzt, die Annahme .t; = 2,25

in sich schlieBt, aber es kam uns bei Hervorhebung dieser Stelle nur

darauf an, die Formverwandtschaft der heronischen Sammlungen, hier

der „Ausmessungen", mit dem Rechenbuche des Ahmes recht deut

lich hervortreten zu lassen.

Alle diese Ahnlichkeiten vereinigt dfirften jeglichen Zweifel an

einer unmittelbaren Abhangigkeit Herons von altagyptischen Form-

geAvohnheiten vernichten. Y^as wir frfiher (S. 276) schon ankfindigten,
hat sich bestatigt: die Form der arithmetisch-geometrischen Beispiels-

sammlung, eine in sich abgeschlossene von der anderer Werke sich

wesentlich unterscheidende Form ist durch und durch ungriechisch,
ist altagyptisch, und damit gewinnt die andere Vermutung erneuerte

Wahrscheinlichkeit, es dfirfte mit der Form des theoretisch-geometri-
schen Lehrbuches, mit der Form der Elemente, sich ganz ebenso

verhalten.

Ein anderes freilich gilt fiir den Inhalt der heronischen Samm

lungen, welcher naher in Erwagung gezogen neben mancher fiber-

raschenden AhnUchkeit auch manche bei den Fortschritten, welche

die Geometrie gemacht hatte, ziemlich selbstverstandliche Abweichungen
von dem agyptischen Verfahren offenbart. Von fiberraschender Ahn

Uchkeit ist die Anwendung der beiden Formeln 'YfYY ><
._ nnd

^^—
'

X
'

.3

'

(S. Ill) zur Auffindung der Flache eines Dreiecks

oder Vierecks, welche wir in den Ausmessungen und in dem Buche

des Landbaues wiederfinden*). DaB Heron sie gelehrt haben soUte,

'■) Die Dreiecksformel in den Slensurae (ed. Hultsch) pag. 207 lin. 1—5;
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Avar uns frfiher so unglaublich, daB wir dieselben ffir Einschiebungen
eines Kompdators hielten. Man hat uns entgegnet^), es sei ffir

Heron umgekehrt geradezu unmoglich gewesen, in Agypten in einer

voUstandigen Sammlung von geometrischen Rechnungsverfahren jene
Formeln wegzulassen, und wir gestehen zu, daB diese Umkehrung
der geschichtlichen Wahrheit Avohl naher kommen dfirfte als unsere

erste Meinung. Wir neigen nunmehr selbst der Auffassung zu, auch

diese theoretisch zwar unhaltbaren, praktisch aber mitunter ganz er

traglichen Naherungsverfahren habe Heron neben den theoretisch

richtigen Formeln gelehrt, die meistens nicht unmittelbar zum Ziele,

d. h. zur Kenntnis der verlangten Flachenraume ftthrten, sondern

vorher die Berechnung von Hilfsstrecken, als Hiihen und dergleichen

notig machten. Vielleicht mag sogar die vorzugsweise sogenannte

heronische Dreiecksformel ihre Entdeckung dem Bedttrfnisse verdankt

haben aus den drei Dreiecksseiten unmittelbar, aber richtiger als

mittels aA^. .-
x

^
^[q Dreiecksflache zu gewinnen.

Einen Avesentlichen Nachteil besaB freilich in den Augen des

handwerksmaBigen Feldmessers die heronische Formel gegenfiber
der der Agypter: sie verlangte eine Wurzelausziehung. Die Aus

ftthrung dieser Operation ttberschritt, wie wir wissen, die Hohe des

gemeinen Rechnens. Schriftstellerische Arbeiten wurden ihr gewidmet,
von deren einstigem Vorhandensein wir Kenntnis erlangt haben,
Avenn sie auch selbst uns verloren sind. Um eine solche Adelen MiB-

behagen erzeugende Rechnungsaufgabe herumzukommen Avar fast Not

wendigkeit, wenn Praktiker mit der Ausfuhrung betraut gewesen

Avaren, und so blieben NaberungSAverte fttr haufig auftretende eiu

fttr allemal berechnete Quadratwurzeln in Gebrauch. Wir haben in

Y2 = -r ein Beispiel kennen gelernt, welches (S. 223) vieUeicht schon

zu Platons Zeit in Ubung Avar, wir haben auch j/3 = — nnd

y3 =Y hervorgehoben, auf dessen Entstehung wir (S. 373) vieUeicht

einiges Licht werfen durften, wenn wir auch jetzt andere Entstehungs-

weisen der Werte von ']% wahrscheinlicher machen konnen. j/3 = -

ist mittels der heronischen Methode zu gewinnen als j/3 = 2 Y-^—^

die Vierecksformel in dem Liber Gceponieus (ed. Hultsch) pag. 212 lin. 15

bis 21.

') Agrimensoren 43 und dagegen S. Giinther in der Beilage zur Allge

meinen Zeitung Xr. 81, vom 21, Miirz 1876.



398 19. Kapitel.

= 2 - — =
— und 1/3 = — mittels des doppelten falschen Ansatzes.

4 4 15

Wenn namUch x^
=

X' ^2
= 2, so ist d-^ = (^j

~ ^ ""

le' ^^ = (2)^

7
o

^
—

-3-1 nnd ^^'^:^^Yih = "^' ""^^
= il = !^. AUe diese Nahe-

o - i una
^_ _ ^^ ji^

15 15

16 16

rungswerte hat Heron anzuwenden nicht verschmaht, er, der doch

unter die Schriftsteller zahlt, die ttber Ausziehung der Quadratwurzeln

schrieben.

Den Naherungswert j/2 =
-—

glauben wir im Buche des Land

baues an zwei verschiedenen SteUen zu erkennen*). Die erstere Stelle

behandelt das rechtwinklige Dreieck von den Seiten 30, 40, 50, hei

welchem 50 = y'30° -k 40^ sei; aber, heiBt es weiter, es ist auch

50 = (30 Y 40) • 5 - —

. Will man diese Ausrechnung nicht fttr baren

Unsinn nehmen, so kann man ihre Entstehung nur folgendermaBen
erklaren. Im gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke von den Seiten

c, c, ll ist /i- = c - Y'^ ^ Y^,^ "7
= (^ + ^) ^ '

Y'
I^^^^"^ wurde

Y

nun weiter geschlossen, daB auch bei ungleichen Katheten q und c,

gerechnet werden dttrfe 7* = (c^ -k c^) • 5 •

-y,
eiu SchluB, der uns bei

Lenten, die gewohnt waren, in ungerechtfertigter Weise arithmetische

Mittel ungleicher Seiten einer Figur in Rechnung zu ziehen, nicht

sonderlich auffallen kann. Die andere SteUe werden wir weiter unten

besprechen.

Die Anwendung, welche Heron von |/3 = f- macht, tritt bei den

auf das gleichseitige Dreieck bezttglichen Aufgaben hervor. Die Hohe

desselben ist offenbar gleich dem Produkte der Seite in A^ ^^'^

daffir setzt Heron f' sei es nun, daB er daffir — —

, sei es, daB
lo' '

3 5' '

er 1 — — — — daffir schreibt. Die Hohe des gleichseitigen Drei

ecks, sagt er ausdrficklich"), sei 1 —

-^-
—

ij^mal der Seite, und die

andere Wertform ist in der wiederholt auftretenden Ano-abe enthalten,

die Flache des gleichseitigen Dreiecks, niithin das Produkt der Seite

1) Heron, Liber Geeponie-us 50 und 152—153 (ed. Hultsch) pag. 212,
lin. 28—30 und pag. 226, lin. 9—]6, -) Heron, Geometria 15 (ed. Hultsch)
pag. 58, lin. 26—28,
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in die halbe Hohe, sei
y—

vom Quadrat der Seite'). NamentUch

die Form der letzteren Vorschrift kehrt bei Nachahmern Herons fort

wahrend wieder.

Fttr spatere Vergleichungen mttssen wir auch die bei Heron vor

kommenden aneinanderhangenden rechtwinkligen Dreiecke^),

xQLytava 6Q0oyavia ijvaut'vcc^), uns merken, worunter mutmaBUch

zwei rechtwinklige Dreiecke mit rationalen Seiten gemeint sind, welche

eine Kathete gleich haben, und an dieser zusammenstoBen, so daB

die beiden anderen Katheten als gegenseitige geradlinige Fortsetzungen
voneinander erscheinen.

Bei der Dreiecksberechnung finden der Abschnitt, cLtotouj^',
und die Uberragung, axfiXrj0£L0u, haufige Anwendung. Bedeuten

b die Grundlinie, a, c die beiden anderen Seiten des Dreiecks und

a, a den Abschnitt, die Uberragung von der einen oder der anderen

&« _|_ (J* (•-

Richtung her an it anstoBend, so rechnet Heron « =
—

^^ ,

c^ — b'^ — ct^

'=—2b--

Die Formeln fttr den Flacheninhalt regelmaBiger Vielecke sind

der Vermessung-slehre und den heronischen Sammlungen*) gemeinsam,
wie wir (S. 393) genauer zu erortem genotigt waren, und wir wissen,
daB wenigstens fttr das Neuneck und das Elfeck das Buch von den

Geraden im Kreise benutzt wurde, daB wir die altesten auf uns ge

kommenen trigonometrischen Formeln vor uns haben.

AuBer dem Flacheninhalt des regelmaBigen n ecks war unter

aUen Umstanden der Halbmesser r, der Durchmesser d des um

schriebenen Kreises von Wichtigkeit. Offenbar lehrte die Sehnentafel

durch einfaches Nachschlagen a^
=

Yr' und so wird der heronische

Ursprung der im Buch des Landbaues sich vorfindenden^) Formeln

a„ = '--undd = —Y^ , noch dazu durch einen Mangel an Folge-"
n 3 ' bo

od

richtigkeit bei n = 8 entstellt, indem es ag
= — heiBt, ungemein ver

dachtig, Nur bei ii = 6 ist a^
^ r ^ -~

,
aber die Ausdehnung dieses

einen zufalligen Ergebnisses zur aUgemeinen Formel kann Heron

') Heron, Geometria 14 und Geodaesia 13 (ed, Hultsch) pag, 58 und 147.

-) Heron, Geometria 13, 4 und Geodaesia 12, 4 (ed. Hultsch) pag, 58 und 147.

') Das seiten vorkommende rjvcoyiivov ist von svoco abzuleiten, welches selbst von

sv (eins) abstammt und vereinigen heiBt, ') Heron, Geometria 102, Mcnsurae

51—63, Liber Geeponiciis 75—77 und 172—179 (ed, Hultsch) pag, 134, 206,

218, 229, ') Heron, Lil>er Geeponicus 146—164 (ed. Hultsch) pag. 225.^228.
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unmoglich verschuldet haben. Wir konnen die Uberzeugung dieser

Unmoglichkeit selbst durch Erinnerung an zwei andere Angaben
Herons fiber das regelmaBige Achteck stfitzen, welche ohnehin der

Erorterung unterzogen werden mfissen.

In demselben Buche des Landbaues, in welchem die falschen

Formeln sich breit machen, ist nur wenige Seiten spater die Regel

gegeben*), man solle zur Konstruktion eines regelmaBigen Achtecks

sich eines Quadrates mit seinen Diagonalen bedienen. Die Halfte

der Diagonale von jedem Endpunkte des Quadrates aus auf den

beiden in ihm zusammentreffenden Seiten des Quadrates aufgetragen
liefere 8 Punkte, welche miteinander verbunden das regelmaBige
Achteck geben.

Eine zweite Angabe fiber das regelmaBige Achteck findet sich

in der zAveiten stereometrischen Sammlung"), wo bei Gelegenheit der

Ausmessung des Korperinhaltes der Pyramide auf achteckiger Grund

flache von der Formel (-J)'= (]/2 ("2^)'+ 1)'+ (^J Gebrauch

gemacht wird.

Bevor wir den Zusammenhang dieser beiden richtigen Behaup
tungen nachweisen, wollen wir zeigen, daB die letztere mittels eines

Rechenfehlers zu der einen abweichenden Achtecksformel c(„ =
- im

* 12

Buche des Landbaues AnlaB gab. Setzen wir namlich Y2 = -'.-
5 '

so wircl [ \/ -J {A\ Y A-) Y ("^) = ( — .

"«
_t- ^V -|-

'^"»wird (]/2'(|)^ + 1)^ + {;Y)' ^ 5 2
'

2 /
'
\ 2

169 fa, f /13 a. \^ ,,,.„, ,7

25" V 2 /
""

\:7 1> /
^ dieser Y ert das Quadrat von

— sein

soU, so ist a^
=

_^--d. Daraus kann aber sehr leicht irrtfimUch

«s
=

i2^'' entstanden sein. Gibt man uns dieses zu, so ist hier die

zweUe Anwendung von V2 = -^ bei Heron nachgewiesen, welche wir

(S. 398) angekfindigt hatten.
Man konnte fredich einen Einwand erheben, indem man sao-fe

rf = --ff, ffihre zu F^ = ^-^,tf, wahrend doch Heron K = -«2
0 «

^j
s

rechne. AUein dieser Widerspruch scheint uns geduldet werden zu

mussen. Wir geben namUch zu bedenken, daB weder d noch F,
genau richtig, sondern nur angenahert berechnet sind, und daB die

') Heron, Liber Gecjjonicus 199 ^srgrjoig oxray&vov (ed. Hultsch) pao- 231

^) Heron, Stereometrica H, 37 ^vgaYiSa sA oy.rayi^vov ^dcscog j^s^rjv.vlav y.srgf,cai
(ed. Hultsch) pag. 184 liu. 10—17.
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Einsetzung eines Naherungswertes in eine zweite Naherungsformel
nicht immer zu den gleichen Ergebnissen ffihrt, wenn sie in einem

frfiheren oder in einem spateren Augenblicke erfolgt. Jedenfalls

29
weicht e^

=

^^
= 4,833 333 von dem wahren Werte e^

= 4,828 427

24

weniger ab als Cg
= ^- = 4,'SOOOOO.

Die erwahnte Konstruktion des Achtecks laBt sich mit Hilfe

einer Figur rechtfertigen, welche ein Einwohner Agyptens oft zu

sehen in der Lage Avar, und deren Anblick einen Mathematiker um

gekehrt auf die Erfindung jener beiden Satze bringen konnte. Die

Figur, welche wir meinen, ist die (Fig. 14) zweier einander symmetrisch
durchsetzender Quadrate, ein, wie wir uns erinnern

(S. 108), haufiges Gewebemuster. DaB die Schnitt

punkte dieser Quadratseiten ein regelmaBiges Acht

eck in der Figur erscheinen lassen, ist augen

scheinUch. Eines Beweises bedarf (Fig. 66) nur

die Behauptung afi = fiy. Der Achteckwinkel bei

y ist 135'', dessen Halfte uyfi, mithin 67—" Femer

ist der Winkel afiy die Halfte eines rechten Winkels oder 45", und

demnach yafi = 180" - 67^-" - 45" = 67-^
"
= ayji, folglich afi = fiy.

Wir Averden im 26. Kapitel noch deutlicher erkennen, daB in der

Tat ein dem hier gegebenen Beweise sehr ahnlicher von unserer

Figur ausgehender Gedankengang zu dem heronischen Satze vom Acht

ecke geffihrt haben niuB. Wenn wir heronischen Satz sagen, so

meinen wir begreifUcherweise einen solchen, der uns am frtthesten

bei Heron begegnet, ohne Herons Erfindung fur die moglicherweise
noch altere Wahrheit ausdrficklich in Anspruch zu nehmen.

Haben wir hier eine, wie sich herausstellte, wichtige Zwischen

bemerkung aus der zweiten stereometrischen Sammlung in Betracht

ziehen durfen, so liefern uns die eigentlich stereometrischen Angaben
als solche im allgemeinen wenig Ausbeute. Es mag ja immerhin

sein, daB eine Vorschrift, welche in der Vermessungslehre (S. 379),
Avelche aber auch in den Ausmessungen sich findet*), eine nicht

regelmaBige Oberflache, etwa die einer Bddsaule zu messen, indem

man Leinwand oder Papier herumwickle, welches dann ausgebreitet
ais MaB diene, uralten Ursprung verrate, viel Avird mit diesem Be-

AvuBtsein nicht gewonnen sein. DaB wir aber den stereometrischen

Aufgaben so wenig abgewinnen konnen, hat einen zweifachen Grund.

Bald steht ungentigendes Verstandnis, welche Korper eigentlich ge-

'i Heron, Moisiirae 46 vcd, Hultsch) pag, 204

r'ANTOK. (leschichte der Mathematik I, 3, Aufl, 26
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meint seien, hindernd im Weg, bald die Tatsache, daB recht viele

Rechnungsergebnisse, auch wo sie verstandlich sind, sich als falsch

erweisen. Der Diorismus, ob eine Aufgabe wie die gesteUte fiber

haupt moglich sei, i.st nicht seiten versaumt. So ist z. B. eine ab

gestumpfte Pyramide mit rechteckiger Grundflache zur Ausrechnung

vorgelegt*), deren untere Flache aus den Seiten 14 und 20, die obere

aus den Seiten 2 und 4 gebildet wird, wahrend dieser Korper bei

mangelnder Ahnlichkeit der beiden Flachen gar nicht als Pyramiden-

stumpf aufgefaBt werden kann; der Korper gehort vielmehr zu den

jenigen, welche deutsche Stereometer Obelisken zu nennen pflegen.

Die raumUche Ausmessung der ObeUsken findet allerdiugs nach der

gleichen Formel statt, als hatte man es mit einem Pyramidenstumpf

zu tun, doch glauben wir kaum, daB Heron dieses schon wuBte und

die Worte nvQayXg noXovQog al'xovv rjytxEXijg (abgestumpfte oder halb-

fertige Pyramide) in der Meinung gebrauchte, es sei hier von zweierlei

die Rede. Wer so weit zu gehen geneigt ware, mttBte jene Worte

ttbersetzen: von Pyramidenstumpfen und ihnen nur verwandten Ge

staltungen.
Unmittelbar vor dieser SteUe ist eine andere^), bei welcher der

mangelnde Diorismus zum erstmaligen Erscheinen einer Quadrat

wurzel aus einer negativen Zahl geftthrt hat, welches in der

Geschichte der Mathematik hat nachgewiesen werden konnen. Der

Korperinhalt I einer abgestumpften Pyramide von quadratischer Grund

flache wird gesucht. Nennt man nun a^ die Seite des unteren

groBeren, a^ die Seite des oberen kleineren Quadrates, Jc die Kante

des Pyramidenstumpfes, H dessen senkrechte Hohe, h die Hohe einer

der paraUelotrapezischen Seitenflachen, so ist offenbar

oder auch

S-yF-~~^(a,-a,y
und endlich

''^■mY+TCY-Yl
Eine Ableitung dieser Formel findet so wenig statt wie die irgend
einer anderen (mit Ausnahme der in der Abhandlung ttber die Dioptra
bewiesenen heronischen Dreiecksformel), aber sie wird in einem ersten

Beispiele, in welchem a^
= 10, a^

= 2, k = 9 gewahlt ist, mit gutem
Erfolge angewandt. Es erscheint namlich

') Heron, Stereometrica I, 35 (ed. Hultsch) pag. 163. *) Heron, Stereo
metrica I, 33 und 34 (ed. Hultsch) pag. 162—163.
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JJ= 1/92 _^ CIO- 2)2 = 7

und daraus

^='[rr)'+-i("?^)']=*4-
Der Grund der Brauchbarkeit liegt darin, daB, wie es aus der Formel

fttr H hervorgeht, lr > —

(a^ —

aff sein muB und bei den an

gewandten Zahlenwerten auch ist. Geometrisch heiBt das: ein

Pyramidenstumpf mit quadratischen Grundflachen existiert nur dann,
Avenn bei senkrechter Projizierung der oberen Flache auf die untere

zwischen zwei benachbarten Eckpunkten der ursprfinglich unteren

Flache und der Projektion eine Entfernung obAvaltet, die kleiner ist

als die Kante des verlangten Stumpfes. In einem zweiten Beispiele
mit ttj^

= 28^ a^
= 4, /.■ = 15 findet dieses aber nicht statt; es ist

1 •

vielmehr 15^ < _-- (28
—

dj^ Der Rechner, der an der Formel, welche

i? unmittelbar aus a^, a,, k liefert, diese Schwierigkeit bemerkt haben

mag und sich ihr nicht gewachssen fuhlte, suchte sich durch einen

Umweg fiber li zu helfen. Er rechnete li ]/l5^-(^r-9,
worauf er H= \/ y- ^

—

) — ^'" = l/63 = 8 weniger 7 setzte. Mit

anderen Worten: die von Rechtswegen negative Differenz 81 — 144

unter dem Quadratwurzelzeichen wird zur absoluten Differenz der

beiden Zahlen 81 und 144; es Avird ]/ — 1 = 1 gesetzt. Ob dieser

Rechner Heron war, ob damals die Stereometrie noch immer ein

weniger fibliches Kapitel mathematischer Untersuchungen bildete und

insofern einem so hervorragenden Manne der Fehler den Diorismus

vernachlassigt zu haben begegnen konnte, oder ob hier Unwissenheit

der Abschreiber sfindigte, dfirfte nicht zur Entscheidung gebracht
werden konnen. Welche von beiden Annahmen aber auch der Wahr

heit entsprechen mag, unter alien Umstanden haben wir hier das

alteste Auftreten des sogenannten Imaginaren vor uns.

Wenden wir uns zu den Beispielen, in welchen der Kreis vor

kommt, so tritt die Verhaltniszahl .7, welche fast bei alien solchen

Kreisaufgaben eine Rolle spielt, in zweifachem Werte auf. Weitaus

22
am haufigsten ist n' = ^^ angenommen ,

aber im Buche der Aus-

messungen*) ist regelmaBig jt = 3. Y^ir Avissen aus unserem Auszuge
aus der Vermessungslehre, daB dort gesagt wird, die Alten 2) ot. dQ%aloi,

') Heron, Jlensurae (ed, Hultsch) pag, 188 sqq. =) Heron IH, pag. 72

lin, 29.

26*
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hatten mit jr = 3 gerechnet. Wir haben (S. 48) den babylonischen

Ursprung dieses Wertes zu begrfinden gesucht, der aber bei dem

regen Verkehre zwischen Babylon und Agypten auch in dieses letztere

Land eingedrungen sein mag. Und der agyptische Wert, kann man

fragen, je=('"^)^ welchen Ahmes angewandt hat (S. 98), kommt er

nirgend vor? Nein, und wenn es auch insgemeiu mifiUch ist, nega

tive Erscheinungen erklaren zu wollen, hier waren wir am wenigsten

in Verlegenheit, einen einleuchtenden Grund anzugeben. Die Neuerung

jt =
^ statt 7C = (yy war durch die groBere Genauigkeit der Er

gebnisse bedeutsam, aber was die Rechmingsausffihrung betrifft, kaum

redenswert. Oh der Praktiker mit dieser oder mit jener gebrochenen

Zahl vervielfachte, das konnte ihm gleich sein. Er muBte aus Be-

quemlichkeit alte^und neue angenaherte Dreiecks- und Vierecksformeln

ohne Wurzelausziehung festzuhalten suchen, um jener ffir ihn schwie-

rigen Rechnungsoperation zu entgehen. Er muBte :r = 3 als ganz-
256

zahligen Multiplikator vorziehen. Aber daB er nicht auf jc =
——

22

zugunsten von n = — verzichten sollte, daffir gab es gar keinen

Grund.

Eine Stelle, welche auf den Kreis sich bezieht, verdient aus

mehrfachen Grfinden eine nahere Besprechung. Es ist dieselbe Stelle,
welcher wir (S. 393) im voraus unsere Aufmerksamkeit zusicherteii,
als wir von dem anderen Buche Herons sprachen*). Es handelt sich

um Berechnung des Kreisdurchmessers d aus der Summe S der in

einer Zahl vereinigten Kreisflache K, Peripherie P und Durchmesser d

selbst. Die Tatsache der durch S angedeuteten Summenbildung ist

an sich eine hochst merkwfirdige. Eine FlachengroBe und zwei

Laiigenausdehnungen zu vereinigen widerspricht dem geometrischen
BewuBtsein und ist nur denkbar, wenn wir zugeben, daB Heron hier

7 O 7

auf durchaus algebraischem Boden stand, daB ihm die Zahlenwerte

als solche und ohne Rficksicht auf ihren geometrischen Ursprung
dienten. Unter dieser Voraussetzung gestattet aber Herons Rech-

nungsergebnis sein Verfahren rfickwfirts zu erganzen. Er rechnet

^^_l/m,s ^84^-^9^ jBekanntlich ist if=^,/^ P = jtd, folgUch

isi S= K Y P Y d =^d" Y (^ Y l)(h und ersetzt man jr hierin

22
durch -^■' , so ist die nach (7 quadratische Gleichung

') Heron, Geometria 101, 7—9 (ed. Hultsch) pag, 133 lin, 10—23. Das

ganze Kapitel 101 tragt in der altesten und besten Handschrift den Titel:

oQog k-vkIov svgs9-sig sv dlloi ^i^licp rov "Hgcovog.
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14'^ + yr/=.S

der Auflosung unterbreitet. Nun sind von vornherein zwei Wege zur

Auflosung vorhanden. Entiveder man dividiert die Gleichung durch

— um eine neue Gleichung zu erhalten, in welcher das quadratische

Glied den Koeffizienten 1 besitzt, oder man vervielfacht die Gleichung
mit einer derartigen ganzen Zahl, daB im Produkte das quadratische
Glied einen ganzzahligen quadratischen Koeffizienten besitze, wahrend

audi im fibrigen nur ganzzahlige Koeffizienten auftreten. Den letz

teren Weg wird vorziehen, wer das Rechnen mit Briichen so lange
als moglich hinausschiebt. Befolgen wir ihn, so haben wir mit 14

mal 11 zu vervielfachen und erhalten 121 d" Y 638 cZ = 154/S', daraus

ferner 121d" Y 638r/ Y 841 = 154,S' + 841 oder (lid Y 29f = lo4,S'

-k 841. Daraus entsteht der Reihe nach lid Y 29 = ]/l54,S' + 841
,

lid = 1/154 6' +841 -

29, endUch mit Heron d = y]YYL±l^ -'-''
.

Damit ist also der Beweis geliefert, daB jedenfalls Heron die un

reine quadratische Gleichung a.Y Y bx = c bereits als liecli-

nungsaufgabe betrachtete, wenn man Euklid (S. 28r)) und Ar

chimed (S. 316) diese Kenntnis zuzugestehen sich nicht entschlieBen

wollte. Von Heron steht es jetzt fest, daB er die unreine quadra
tische Gleichung ax^ Y bx = c zn losen verstand, und daB die Er

ganzung zu einem voUstandigen Quadrate auf beiden Seiten des Gleich-

heitszeichens so erfolgte, daB lax Y .-, j
= ac Y ( .,) gesetzt wurde,

Avoraus

a

gefolgert wurde, nachdem schon am Anfange, wenn notig, solche

Multiplikationen vorgenommen waren, welche a, b, c zu ganzen Zahlen

zu machen sich eigneten.

Allerdings setzen diese Schlttsse, deren groBe Tragweite niemand

verkennen wird, Eines voraus: daB Heron wirklich der Urheber der

besprochenen Aufgabe samt ihrer Auflosung Avar. Wir sehen jedoch
keine Veranlassung dieser Voraussetzung zu widersprechen. Wir

haben zu zeigen gesucht, daB schon Euklid unreine quadratische

Gleichungen, allerdings in vollstandig geometrischem Gewande, nicht

fremd waren. Die Aufgabe, an welche wir gegenwartig unsere Folge

rungen knttpften, steht in derjenigen Sammlung heronischer Schriften,

welche nachst der Vermessungslehre die verhaltnismaBig groBte Zu

verlassigkeit besitzt. Sie steht mitten unter anderen Aufgaben voU-
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kommen heronischen Geprages. Sie ist so gefaBt, daB erst eine kleine

Uberlegung die Uberzeugung beibringen kann, daB die Stelle fiber

haupt richtig ist und auf einer quadratischen Gleichung beruht, ein

in unseren Augen sehr schwer wiegender Grund spatere Einschiebung

auszuschUeBen. Und zn alien diesen die bestimmte Aufgabe betreffen

den Erwagungen kommt eine allgemeine Erscheinung hinzu, deren

wiederholter Erwahnung wir uns nicht enthalten konnen: die Ent

wicklungen Herons sind in den verschiedensten Kapiteln so aneinander

gereiht, daB man sich dem Gedanken nicht verschlieBen kann, jener

Mathematiker habe eine Formel aus der anderen gleichungsmaBig

hergeleitet, nicht eine jede fttr sich geometrisch ermittelt, und diese

Uberzeugung bricht sich insbesondere bei den Aufgaben Bahn, in

welchen der Kreis in Betracht kommt.

So haben wir mit steigender Achtung die Leistungen Herons

von Alexandria durchmustert, des Mannes, der es reichlich verdiente,

daB seine Schriften als Lehrgebaude der Geodasie durch viele, viele

Jahrhunderte unmittelbar oder mittelbar ihre Wirksamkeit behielten.

Er ist und bleibt uns der vorzugsweise Yertreter antiker FeldmeB

kunst und PeldmeBwissenschaft, wenn ersteres Y^ort uns die

Lehre von den eigentlichen feldmesserischen Operationen, letzteres

die von den anzuwendenden Formeln bedeuten soil. Er ist uns aber

auch der Yertreter einer entwickelten Rechenkunst bis zur Aus

ziehung von Quadratwurzeln und Kubikwurzeln, der Yertreter einer

eigentlichen Algebra, soweit von einer solchen ohne Anwendung sym

bolischer Zeichen die Rede sein kaun, bis zur Auflosung unreiner

quadratischen Gleichungen einsclilieBlich.

20. Kapitel.

(jeometrie und Trigonometrie bis zu Ptolemaus.

Kurze Zeit nach der Blttte des hervorragenden Geodaten, mit

welchem wir uns in zwei Kapiteln beschaftigt haben, lebte wahr

scheinlich Geminus von Rhodos. Er schrieb eine Einleitung in

die Astronomie, aigayayi] Eig xd (paivoaava , welche zwar erhalten

ist*), aber um ihres eigentlichen Inhaltes wiUen uns nicht weiter be-

^) Dieses Werk ist mehrfach gedruckt, z. B. mit franzosischer tJbersetzung
von Halma in dessen Ausgabe des Ptolemaus hinter dem Kanon desselben.

Paris 1819. Die letzte Ausgabe mit deutscher Ubersetzung von Karl Manitius.

Leipzig 1898, tJber das mathematische Werk des Geminus ist ziemhch ab-

schlieBend Carl Tittel, De Gemini Stoici studiis mathematicis. Leipzig 1895,



Geometrie und Trigonometrie bis zu Ptolemaus, 407

schaftigen darf, als daB wir bemerken, daB darin eiue gute Dar

steUung der Sonnentheorie des Hipparch sich findet'), allerdings ohne

daB der Name ihres Urhebers dabei genannt ware, AuBerdem ver

faBte er ein leider veiiorenes mathematisches Werk von fast unbe

kanntem Titel und Inhalte. Unser Bedauern fiber den Verlust grfindet
sich auf etwa 16 Stellen, in welchen Proklus in seinem Kommentare

zu den euklidischen Elementen aus Geminus geschopft hat, auf andere,
die bei Eutokius sich erhalten haben, und deren zum Teil geschicht
lich AvertvoUen Inhalt Avir verschiedentlich zu benutzen Gelegenheit
fanden. Ein eigentlich matheniatisch-historisches Werk hat freilich

Geminus gewiB nicht geschrieben, Avenn man auch frfiher dieser An

nahme zuneigte^). Das ist aus dem Mathematikerverzeichnisse bei

Proklus gefolgert worden^). Wenn Proklus dort erklart, die Schrift

steller fiber Geschichte der Mathematik hatten die Entwicklung bis

dahin, d. h. bis kurz vor Euklid geschddert, Avenn er dann in dem

selben Kommentare aus Geminus Auszttge gibt, welche fttr die Zeit

bestimmung des Nikomedes, des Diokles, des Perseus verAvertbar

waren, so ist eben das Werk des Geminus eine Geschichte nicht

gewesen. Auch die nahere Prttfung der Notizen aus Geminus selbst

wttrde zu der gleichen SchluBfolgerung ftthren. Sie sind gewiB
nicht von der Art, wie man sie in einem Geschichtswerke suchen

wttrde, sie haben ihre Bedeutsamkeit fttr historische Zwecke nur

dadurch erlangt, daB in ihnen Namen vorkommen, daB also die

Trager dieser Namen, beziehungsweise die Erfinder krummer Linien,
welche Geminus nennt, frfiher als er gelebt haben nifissen, daB

seine genau ermittelte Lebenszeit daher eine untere Grenze ffir die

anderer bildet.

Um so notivendiger ist es in dieser Ermittlung jeden Zweifel

auszuschUeBen. Man hat die Zeit, zu welcher Geminus schrieb,

regelmaBig dem 6. Kapitel seiner Einleitung in die Astronomie ent

nommen. Dort heiBt es*): Die Griechen nehmen auf die Agypter
und Eudoxus sich stfitzend an, das Isisfest treffe mit dem kfirzesten

Tage fiberein. Das ist vor 120 Jahren einmal so gewesen, aber aUe

vier Jahre verschiebt sich die Ubereinstimmung um einen Tag und

betragt jetzt einen Monat.

Der Nutzen, welcher aus dieser Angabe zu ziehen sein kann, ist

augen scbeinlich. WeiB man, wann das Fest der Isis nach agyptischem
Kalender stattfand, weiB man ferner, wann das betreffende agyptische

') Wolf, Geschichte der Astronomie S. 201, *) Montucla, Histoire des

Mathematiques I, 266, ") Nesselmann, Algebra der Griechen 6. *) Unsere

Ubersetzung ist nicht wortlich, kiirzt vielmehr die Stelle wesentlich ohne jedoch

den Sinn zu verandern. Vgl, ed, Halma pag, 43.
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Datum genau auf das Wintersolstitium fiel, so hat man von dem so

gewonnenen Jahre nur 120 Jahre weiter zu zahlen, um zu der Zeit

zu gelangen, zu welcher Geminus seine Einleitung in die Astronomie

verfaBte. Diese Rechnung hat man angestellt nnd ist zu zivei sehr

voneinander abweichenden Ergebnissen gekommen. Ein gelehrter

Chronologe, MitgUed des Jesuitenordens am Anfange des XVII. S.,

Denis Petau*), hat in dem Isisfeste die Feier der Auffindung des

Osiris erkannt, welche in Agypten vom 17. bis zum 20. Athyr be

gangen wurde. Diese Feier, d. h. der 17. Athyr, fiel 197 auf das

Wintersolstitium und die Abfassung der EinleUung in die Astronomie

120 Jahre spater auf 77 v. Chr. Dagegen hat am Ende des XVII. S.

ein anderer Gelehrter, Bonjour, folgende Ansicht begrttndet^). Nach

romischer UberUeferung ist ein Isisfest vom 1. bis zum 5. Athyr

gefeiert worden; der 1. Athyr fiel 257 auf das Wintersolstitium, und

somit geben 120 Jahre weiter die Jahreszahl 137, in welcher Geminus

geschrieben haben muB. Mit davon verschiedenen Grfinden ist ein

spaterer Forscher gleichfaUs zu dem Jahre 140 gekommen, auf Avelches

die Blttte des Geminus zu setzen sei^). Zwischen diesen beiden

MogUchkeiten hat man sich zu entscheiden, und Avir tragen Bedenken

Geminus, welcher nach Hipparch gelebt haben muB, um dessen

Sonnentheorie, wie wir zu Anfang bemerkten, deutlich darzustellen,

der auch Hipparch in seiner Einleitung in die Astronomie einmal

mit Namen nennt*), wahrend die Beobachtungen Hipparchs von 161

bis 126 fallen, frtther als 77 als SchriftsteUer anzunehmen^). Das

zweite Datum, dem wir in unserer Anordnung des Stoffes folgten,
indem wir sonst Geminus vor Heron batten nennen mttssen, steht

auch im Einklang mit anderen Umstanden, die fttr sich allein nicht

entscheidend gewesen waren. Geminus nennt iu seiner Einleitung in

^) Petavius, De doctrina temporum (Paris 1627), Lib. II, cap. 6, § 4 und

desselben Verfassers Uranologion sive systema variorum autorum qui de sphaera
ac .siderihus eorum motibus graece commentati sunt (Paris 1630) in den An

merkungen zu der dort abgedruckten Schrift des Geminus an dem betreifenden

Orte, ^) Bonjour, De -nomine Josephi a Pharaone imposito. Rom 1696. Vgl.
eine Besprechung dieses Buches von Heinr. Pipping in den Acta Eruditorum

fiir 1697, pag. 6 sqq. ') H, Braudes, Ueber das Zeitalter des Astronomen

Geminus und des Geographen Eudoxus in den Jahnschen Jahrbiichern XIII,

Supplement S. 199—230, besonders 219. ^) Eigoryoyr; x. r. I. (ed. Halma)
pag. 19, °) Auch Aug. Bockh, Ueber die vierjahrigen Sonnenkreise der Alten.

Berlin 1863, S, 8 flgg, und S. 200 flgg. hat sich in ausfiihrlioher Begrundung
fiir diese Meinung entschieden. Dagegen vermutet F. Blafi, Dissertatio de

Gemino et Posidonio (Kiel 1883) eine noch spatere Lebenszeit de3 Geminus, nur
durch das II. nachohristliche Jahrhundert als terminus ad equem begrenzt, weil

Geminus bei Alexander Aphrodisiacus genannt ist.
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die Astronomie Eratosthenes*), der etiva 194 starb, den Geschichts

schreiber Polybius-p dessen Universalgeschichte, iGxoQia xa9oXi.xtj,
bis 146 herabreicht, Krates den Grammatiker''), wahrscheinUch den

jenigen dieses Namens, der aus Mallus 167 nach Rom kam, avo er

etAva 144 starb, den Phdosophen Boethus, welcher einen Kommentar

zu Aratus geschrieben haben muB*), den man aber nicht bestimmt

zu identifizieren vermag; sie alle konnen im Jahre 137 ebenso gut
Avie im Jahre 77 genannt Avorden sein. Auch darauf wird man kein

zu groBes Gewicht legen dttrfen, daB die Beobachtungen, von Avelchen

Geminus Gebrauch macht, auf Rhodos, Alexandria und Rom Bezug
nehmen. Ein Alexandriner, das haben wir (S. 366) erortert, wttrde

kaum schon 137 Rom seine Aufmerksamkeit in so hohem Grade

gewidmet haben, anders ein Rhodier, nachdem seine Landsleute die

Bmidesgenossen der Romer seit dem syrischen Kriege im Jahre

190 V. Chr. waren. Aber folgendes gibt endgidtig den Ausschlag.
Nach einer Angabe des Simplicius im Kommentare zum II. Buche

der aristotelischen Physik fertigte Geminus einen Kommentar zu den

y,EXE(OQoloyt,x('i des Posidonius^). Nun gab es allerdings einen

Posidonius von Alexandria (S. 198), Schttler des 259 verstorbenen

Zenon, aber ihn wttrde Simplicius nicht ohne sonstige Bezeichnung
nur Posidonius genannt haben. Dazu muBte die Personlichkeit eine

allgemein bekannte sein, und von einer solchen haben wir Kenntnis:

Posidonius von Rhodos^), der Lehrer Ciceros, der Freund des Pom

pejus, der auf der Insel Rhodos gestorben ist, auf Avelcher Geminus

allem Anscheine nach lebte. Dieser Posidonius, der wiederholt durch

Heron erwahnt worden ist, dem man eine Definition der ParaUeUinien

verdankt (S. 388), wird frfihestens um das Jahr 90 als SchriftsteUer

aufgetreten sein, und wer aus seinem Werke einen Auszug machte,

kann nur 77, nicht 137 eine Einleitung in die Astronomie verfaBt

haben. Damit stimmt aber endlich noch eine Tatsache fiberein. Die

120 Jahre rfickwarts von Geminus faUen entweder auf 257 oder

auf 197. Nach der ersteren Annahme wttrde das Edikt von Kanopus
vom 7. Marz 238 die 120 Jahre unterbrochen und vermoge der in

ihm angeordneten Einrichtung des Schaltjahres, so lange oder so kurz

es in Gttltigkeit war, die 30tagige A'erscbiebung des Isisfestes binnen

120 Jahren zu einer Unwahrheit gemacht haben. Rechnet man da

gegen jene 120 Jahre von 197 an, so ist dem nicht so. Man hat

vielmehr alsdann eine Grenze gewonnen, wie lange das Edikt von

') Ed, Halma pag. 44. ") Ebenda pag. 67. '-) Ebenda pag. 30, 31, 32, 66.

^) Ebenda pag. 76. ^) Aug. Bockh 1. c. S. 13, ^) Wolf, Geschichte der Astro

nomie S. 167.
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Kanopus, von welchem man ohnedies weiB, daB es in VergessenheU

geriet, wirksam gewesen sein kann: von 238 an hochstens durch

40 Jahre hindurch.

Eine Voraussetzung liegt aUerdings unserer bisherigen Darstel

lung zugrunde: daB es nur einen Geminus gab und nicht deren

zwei, einen Mathematiker und einen Astronomen*). Wer dieser

Meinung sich anschUeBt, verzichtet auf die Ausnutzung der Isagoge

zur Bestimmung der Lebenszeit des Mathematikers Geminus und kann

daher unseren Entwicklungen nicht den geringsten Wert beilegen.

Wir vermogen uns von dem erhobenen Zweifel nicht beirren zu

lassen und glauben nach Avie vor an die Ubereinstimmung des Mathe

matikers mif dem Astronomen. Wer Geminus war, ist nicht bekannt.

Der Name besUzt einen entschieden romischen Klang, und wenn auch

die Rechtschreibung FEfilvog, deren Proklus wie Pappus sich bedient,

der romischen Aussprache widerspricht, so kann eine Ausgleichung

darin gefunden werden, daB Simplicius den Ton auf die erste Silbe,

Fafibvog, legt. Man hat demzufolge in Geminus wohl den Freigelassenen
eines edlen Romers erkennen wollen.

Das mathematische Hauptwerk des Geminus kann vielleicht den

Titel: Uber die gesetzmaBige GUederung der Mathematik geftthrt

haben ^). Von dessen Inhalt haben wir in negativer Weise behauptet,

er sei nicht wesentlich geschichtlich gewesen. Es war auch jeden

falls kein eigentliches Lehrbuch der Mathematik. Geminus woUte

vielmehr nach aller Wahrscheinlichkeit die Anfeindungen, welche

Zenon von Elea und dessen Nachfolger gegen den logischen Aufbau

der Mathematik sich gestattet hatten, widerlegen, Man erkennt diesen

Zweck aus der Art, wie das Werk des Geminus benutzt worden ist.

Proklus entnimmt ihm gern die Entscheidung, wo es sich um Streit

fragen mehr aUgemein logischer als mathematischer Natur handelt,

um geometrische Erklarungen, Grundsatze und dergleichen. Eine

einzige geometrische Entdeckung des Geminus kennen wir aus Proklus,

Avenn sie wirkUch ihm zuzuschreiben ist, woran eine spatere Stelle

bei Proklus wieder zweifeln laBt. Dieser sagt namlich^"): „Unter den

') Vgl. K, Manitius, Des Geminos Isagoge, Sonderabdruck aus den Com-

mentationes Fleckeisenianae (Leipzig 1890) mit der Besprechung- der Abhand

lung iu Zeitschr, Math. Phys. XXXVI. Histor.-literar, Abtlg. S, 96— 97. In

seiner Ausgabe der Isagoge A'on 1898 hat Manitius die 1890 ausgesprochenen
Ansichten wesentlich abgeandert uud sieht seitdem in dem erhaltenen Texte

einen spaten in Konstantiuopel angefertigten Auszug aus der urspriingfichen
Isagoge des Geminus von Rhodos. -) Pappus VHI, 3 (ed, Hultsch) 1026 heifit

es: rsii,tvog 6 ^ccd-rjfiarixbg h ra Ttsgl rijg r&v fiad-rjixdrcov rd^scog. ") Proklus

(ed. Friedlein) 112—113 uiid 251 lin. 2—11. Bretschneider 177.
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auf Korpern konstruierten Linien sind die einen in ihren Teilen gleich
und ahnlich wie die zylindrischen Schraubenlinien, andere dagegen
nicht, namUch alle ttbrigen. Es ergibt sich nun aus diesen Unter

schieden, daB es nur drei Linien gibt, welche in alien ihren Teden

gleich und ahnlich sind, die Gerade, der Kreis und die zylindrische
Schraubenlinie, von denen zwei ganz in der Ebene liegende einfache

sind, eine aber eine gemischte ist und auf einem Korper liegt. Auch

dies beweist ganz klar Geminus, nachdem er vorher gezeigt hat, daB

wenn an eine solche in alien Teilen gleich und ahnliche Linie von

einem Punkte aus ZAvei Gerade gezogen werden, die mit ihr gleiche
Winkel bilden, diese Geraden einander gleich sind."

VieUeicht darf als mit Geminus annahernd gleichaltrig Theo

dosius*) genannt Averden. Wenigstens kommt der Name dieses von

Ptolemaus benutzten Mathematikers und Astronomen bei Strabon und

Vitruvius vor, so daB er vor Christi Geburt gelebt haben muB, und

dem Gegenstande seiner Untersuchungen nach etwa im letzten Jahr

hunderte dieser Zeit. Als Heimat des Theodosius gilt alsdann Tripolis
an der phonikischen Kttste. Seine Sjiharik in drei Bttchern ist eine

ziemlich vollstandige Geometrie der Kugeloberfiache mit AusschluB

des messenden, also trigonometrischen Teiles. Er stfitzt sich, ohne

seine Vorganger zu nennen, vielfach auf dieselben, wie es bei dem

Verfasser eines Lehrbuches Sitte war, auch wohl noch ist. Ins

besondere hat die Abhangigkeit von den Phaenomena EukUds (S. 293)

nachgewiesen werden konnen^). Wir bemerken, daB die Vermutung

gleichfalls ausgesprochen worden ist^), der Mathematiker Theodosius

sei von Theodosius von Tripolis verschieden. Er stamme vielmehr

aus Bithynien und sei Landsmann sowohl als Zeitgenosse des Hipparch

(S. 361) gewesen.

Dionysodorus wird von Heron ( S. 380), von Strabon*) und

'; Vgl. Fabricius, Bibliotheca Graeca (ed, Harless) IV, 21. Die Spharik
ist griechisch mit lateinischer tJbersetzung von Pena (Paris 1558) herausgegeben,
Eine deutsche tJbersetzung von Ernst Xizze, Stralsund 1826. Von ebendem

selben eine griechische Textausgabe mit lateinischer Ubersetzung, Berlin 1852,

Wertvolle Untersuchungen bei Nokk, Ueber die Spharik des Theodosius, Pro

gramm des Bruchsaler Gymnasiums 1847, Hultsch hat im X, Bande der Ab

handlungen der philol.-hist. Klasse der Konigl. Siichs. Gesellsch. d. Wissensch.

zu Leipzig (18S7) Scholien zur Spharik des Theodosius herausgegeben, welche

teils dem zehnten nachchristlichen Jahrhundert angehoren, teils mindestens bis

zum dritten Jahrhundert zuriickgehen, '^ Nokk 1, c. und Heiberg, Euklid

studien S. 43—46, ') Becherches sur I'histoire de I'astronomie ancienne par F aui

Tannery, Paris 1893, pag, 36—37 und Axel Anthon Bjornbo in den Ab

handlungen zur Geschichte der mathemat, Wissenschaften, XIV, S. 64— 65,

Leipzig 1902, *) Strabo XII, 3,
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von Plinius') genannt, muB also vor Christus gelebt haben. Strabon

berichtet, Amisus im Pontus am asiatischen Sfidufer des Schwarzen

Meeres sei seine Heimat gewesen. Plinius nennt ihn von Melos, so

daB mogUcherweise zwei verschiedene PersonUchkeiten gemeint sem

konnen, und weiB eine Wundergeschichte zu erzahlen, in welcher er

eine RoUe spieU. Dem Mathematiker dfirfte auBer der von Heron

erwahnten Schrift fiber die Spiren die Losung der archimedischen

Aufgabe der Kugeltedung nach gegebenem Yerhaltnisse der Abschnitte

interessant sein, zu welcher Dionysodorus, nach den Mitteilungen des

Eutokius 2), den Durchschnitt einer Parabel mit einer Hyperbel be

nutzte. Man hat fredich Dionysodor auch weder rfickwarts zwischen

Archimed und Apollonius einzuschieben Veranlassung genommen,

wodurch die Lebenszeit des Perseus als Erfinder der Spiren ebenfaUs

um einige Jahrzehnte zurttckdatiert werden mttBte^).
Festen chronologischen Boden unter den FuBen gewinnen wir

mit Menelaus von Alexandria. Zwei in Rom angestellte Beob

achtungen dieses Astronomen aus dem ersten Regierungsjahre Trajans,

d. h. aus dem Jahre 98 n. Chr., sind im Almageste erhalten*), und

so kann ttber die Zeit der wissenschaftlichen Tatigkeit des Menelaus

kein Zweifel stattfinden.

Er verfaBte sechs Bficher ttber die Berechnung der Sehnen,
welche aber gleich dem ahnlichen Werke seines Yorgangers Hipparch
verloren gegangen sind. Seine drei Bttcher der Spharik sind im

griechischen Originaltexte gleichfaUs nicht bekannt, doch sind ein

ander gegenseitig bestatigende arabische und hebraische Ubersetzungen
aufgefunden worden, nach welchen seit dem XII. Jahrhunderte weitere

lateinische Ubersetzungen sich herstellen UeBen, welche mehrfach her

ausgegeben sind^). Die Spharik des Menelaus ist im Gegensatze zu der

des Theodosius eine Art von spharischer Trigonometrie. Wir meinen

damit, daB Menelaus der Erste war, welcher die Lehre vom sphari-
schen Dreieck sowie die spharische Trigonometrie aus der frttheren

ganz stereometrisch gehaltenen Spharik aber ancli aus der Astronomie

ausgeschieden hat. Sein I. Buch ist dabei durchaus dem I. Buche

^) Plinius, Historia naturalis H, 109. ^) Archimed (ed. Heiberg) III,
ISOsqq. 2) Wilhelm Schmidt, Uber den griechischen Mathematiker Dionyso
dorus. Bibliotheca 2Iatliematica 3. Folge, Bd, IV, 321—325 (1904). ^) Ptolemaei

Almagestum VII, 3 (ed. Halma) T. H, pag. 25 und 27. *) Die noch immer beste

tJbersetzung von Halley. Oxford 1758. Die neuesten Untersuchungen iiber Me

nelaus bei Ad. v, Braunmiihl, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie I,
14—18 (1900) und besonders bei Axel Anthon Bjornbo, Studien uber Mene-

laos' Sphilrik. Abhandlungen zur Geschichte der mathematischenWissenschaften

^YV, 1—154 (1902), an welche wir uns wesentlich anschlieBen, mit Ausnahme
der Zuriickdatierung des sogenannten Satzes des Jlenelaus bis auf Hipparch.
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der Euklidischen Elemente nachgebildet, dessen Dreieckssatze Menelaus

aus der Ebene auf die Kugel ttbertrug. Dazu bedurfte es einer Defi

nition des spharischen aus Bogen groBter Kreise bestehenden Drei

ecks, und Menelaus gab sie, gab zugleich dem gehddeten Dreiecke

den Namen xolnXEv^ov im Gegensatze zu xQiymvov als dem Namen

des ebenen Dreiecks. Dann finden ivir die Siitze, daB im spharischen
Dreiecke gleichen Seiten gleiche Winkel gegenfiberliegen, daB der

groBeren Seite der groBere AVinkel gegenfiberliegt, nebst der Um

kehrung der beiden Satze. Die Summe zweier Seiten wird als groBer
als die dritte Seite erkannt, die Summe der drei Winkel als groBer
als 2 Rechte, wahrend der die Y^inkelsumme nach oben begrenzende

Satz, sie sei kleiner als 6 Rechte, nicht vorkommt. Menelaus ver

sucht niemals einen Deckungsbeweis ffir stfickweise einander gleiche
Dreiecke zu ftthren, wird also vermutlich des Unterschiedes zwischen

Kongruenz und Symmetric auf der Kugel bcAvuBt gewesen sein. Das

II. Buch ist nur mittelbar der Spharik gewidmet und hauptsachlich
astronomischen Inhaltes, so daB wir bei unserer Ausschaltung der

Astronomie berechtigt, wenn nicht verpflichtet sind, darttber hinweg-

zugehen. Das III. Buch enthalt die eigentUche Trigonometrie und

grttndet sie auf den ersten Satz des Buches d. i. auf den sogenannten
Satz des Menelaus, der zwar unmittelbar als spharischer Satz aus

gesprochen ist, bei dessen Beweis aber der planimetrische Satz des

Menelaus in Anwendung tritt. Der planimetrische Satz spricht sich

dahin aus, daB bei Durchschneidung der drei Seiten eines ebenen

geradlinigen Dreiecks durch eine Gerade Abschnitte erscheinen, welche

das gleiche Produkt aus je drei Abschnitten, die keinen Endpunkt

gemein haben, hervorbringen; der spharische Satz verandert diesen

Ausspruch nur dahin, daB die Abschnitte der Bogen durch die Sehnen

der verdoppelten Abschnitte ersetzt werden. Menelaus selbst hat frei

lich so wenig wie seine Nachfolger bis- in das XVI. S. seine Satze in

dieser Y-^eise ausgesprochen. Es heiBt niemals a^
■

a^
■ a„ = b^ ■ b.^ bg

oder das ParaUelepipedon der betreffenden Abschnitte habe gleichen

Inhalt, sondern das Verhaltnis a^ : b^ = b^ ■ b. : a.-, a^ ist gebildet und

so ausgesprochen, daB gesagt wird, «.^ stehe zu b-^ in dem zusammen

gesetzten Yerhaltnisse von b^ zu a„ und von b.. zu a.,. Der Name,

unter welchem der Satz bekannt blieb, ist der des Satzes von den

sechs GroBen, regida sex quctntitatmn. Das Vorkommen zusammen-

gesetzter Yerhaltnisse bei Euklid und Archimed ist uns (S. 266) be

kannt geworden, Wenn der planimetrische Satz in der Spharik nicht

bewiesen ist, so niuB daraus gefolgert werden, er sei schon bekannt

gcAvesen, mag man, avozu wir uns nicht leicht entschlieBen konnen,

annehmen, Hipparch habe ihn bereits besessen und benutzt, oder mag
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man der Ansicht sein, Menelaus habe auch eine Schrift tiber ebene

Dreiecke verfaBt, in welcher der planimetrische Satz vorkam. Ais

Sttttze dieser letzteren Ansicht dient ein bei Proklus erhaltener Be

weis des Menelaus zu einem Dreieckssatze und die Tatsache, daB em

Araber Menelaus als Verfasser von Elementen der Geometrie genannt

hat Yon anderen im HI. Buche der Spharik vorkommenden Satzen

sei noch der 5. Satz erwahnt, der die Projektivitat
der Doppel-

verhaltnisse enthaU und zwar ohne jeden Beweis, mithm als all

bekannt, der 9. Satz, daB die drei Halbierungsbogen der Wmkel, der

10. Satz, daB die drei Hohenbogen eines spharischen Dreiecks je emen

gemeinsamen Durchschnittspunkt besitzen. Die entsprechenden plani

metrischen Satze waren langst, der zweite vermutUch seit Archimed

(S. 298) vorhanden.

Menelaus hat auch in der Kurvenlehre sich Yerdienste erworben.

Er hat, wie Pappus ungemein kurz sich fassend und deshalb fttr uns

sehr fruchtlos erzahU*), einer krummen Linie, mU welcher vorher

zwei uns ganzlich unbekannte Geometer Demetrius von Alexan

dria und Philo von Tyana sich beschaftigten, seine besondere Auf

merksamkeit zugewandt und derselben den Namen der auBergewohn-

lichen oder seltsamen, 7CaQd8oiog yQaiiy,ij, beigelegt.

Klaudius Ptolemaus ffihrte zu Ende, was Hipparch und

Menelaus vor ihm begonnen hatten. Er schuf ffir den astronomischen

Gebrauch eine Trigonometrie von so voUendeter Form, daB sie weit

fiber ein Jahrtausend nicht fiberboten wurde und nicht weniger als

die unter dem Namen des ptolemaischen Weltsystems bekannte Lehre

von den Bewegungen der Gestirne aber mit besserem Erfolge die

Wissenschaft beherrschte. Beides, das astronomische und das trigono

metrische Lehrgebaude, ist vereinigt in den 13 Bfichern der groBen

Zusammenstellung, y,EyccXrj <3vvxai,ig'^). Als dieses Werk spater,

wie wir im 32. Kapitel zu schildern haben werden, aus dem Griechi

schen ins Arabische, aus dieser Sprache noch spater ins Lateinische

fibersetzt wurde, erhielt es den durch ZusammenschweiBung des

arabischen Artikels al mit dem griechischen Superlativ yayiSxog

gebddeten Bastardnamen Almagest, unter welchem es meistens be

kannt ist, und dessen auch wir uns bedienen, einigemal weiter oben

schon vorgreifend bedient haben.

') Pappus IV, 30, (ed. Hultsch) pag. 270. ') Die bectuemste Ausgabe ist

die von Halma unter Beigabe einer franzosischen tlbersetzung in zwei Quart-

biinden veranstaltete. Paris 1813—16. Eine neue Textausgabe aber leider ohne

tJbersetzung veranstaltete Heiberg 1899—1903, Wichtige Untersuchungen iiber

den Almagest namentlich nach seiner astronomischen Bedeutung in Becherches

sur I'histoire de I'astronomie par Paul Tannery. Paris 1893.
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Im Almageste sind viele astronomische Beobachtungen verwertet,
teils dem Ptolemaus eigentfimliche, teils von anderen herrtthrend. Die

spateste der so aufgenommenen Datierungen ist die einer Venus-

beobachtung aus dem 14. Regierungsjahre des Antoninus*), also aus

dem Jahre 151, und die Abfassung des Almagestes muB somit spater
fallen. Andererseits ist die frttheste eigene Beobachtung des Ptolemaus,
von der wir wissen, im Jahre 125 angestellt und damit erreichen wir

als engste Grenzen seiner Wirksamkeit die Jahre 125 bis 141 oder

151. Das ist aber neben einem Aufenthalte in Alexandria auch alles,

was wir von den personUchen Verhaltnissen des Ptolemaus mit Ge

wiBheit aussagen konnen. Nach spater aus arabischer Quelle ge-

flossener Angabe') ware Ptolemaus in Alexandria geboren und auf-

gewachsen; er sei, heiBt es dort, 78 Jahre alt geworden; auch weiB

der Bericht von seiner hellen Farbe, seinen kleinen FttBen, einem

roten Muttermale an der rechten Kinnlade, dem schiiarzen, dichten

Barte, seinen Lebensgewohnheiten und Charaktereigensehaften so viel

zu erzahlen, daB man sehr in Zweifel gerat, soil man der Genauigkeit
trauen oder der Ubergenauigkeit iniBtrauen. Eine grttndliche Unter

suchung*) des arabischen Berichtes hat ergeben, daB derselbe aus

einer 1053 geschriebenen Spruchsammluug eines Emir Abud Wafa

Mubaschschir ben Fatik stammt und auf ein ahnliches im IX. Jahr

hundert entstandenes Werk des Hunain ibn Ishak zurttckgeht. Der

78jahrigen Lebensdauer des Ptolemaus, den man danach etwa von

100 bis 178 anzusetzen hatte, dttrfte am ersten zu trauen sein. Die

genaue Personalbeschreibung Avird damit in Zusammenhang gebracht,
daB gerade im II. Jahrhundert physiognomische Studien bei den

Griechen in Blttte standen, und wie man aus den Gesichtszttgen gei

stige Eigenschaften herauslas, mag man aus bekannten schriftstelle-

rischen Leistungen auf ihnen entsprechende Gesichtszttge geschlossen
haben. DaB Ptolemaus in Alexandria geboren sei, steht nicht bei

Emir Abu'l Wafa, sondern ist Zusatz des Gerhard von Cremona.

Glaubwttrdiger ist eine Angabe des byzantinischen Gelehrten Theo

dorus Meliteniota (um 1361), Ptolemaus stamme aus der Stadt

Ptolemais Hermeiu.

Wir haben es hier zunachst mit dem 9. Kapitel des 1. Buches

') Da die anderen unter der Regierung des Antoninus gemachten Beobach

tungen den allerersten Jahren jener Regierung angehoren, so mutmafit Franz

Boll, Studien iiber Klaudius Ptolemaeus (XXI. Supplementband von Fleckeisen

und Masius Jahrb, f. class, Philol.) jene letzte Beobachtung gehore nicht dem

ttf=14, sondern dem S = i. Jahre au, sei also vom Jahre 141. ^ B. Bon

compagni, Delia vita e delle opere di Gherardo Cremonese etc. Roma 1851,

pag. 16—17. ») Boll 1. c. S. 58—63.
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des Almagestes zu tun, dem wir die Berechnung einer Sehnentafel

zu entnehmen haben*). Ptolemaus teilt den Kreisumfang in 360 Teile,

xur'jyaxa, und jeden dieser Teile halbiert er zunachst nochmals. Ferner

teilt er den Durchmesser des Kreises gleichfalls und zwar in 120 Tede,

xyrtiio-.xa, setzt aber hier die Teilung sogieich sexagesimal fort. Die

Unterabteilungen bringen 60 erste, 60 zweite Teile hervor, welche in

den lateinischen Ubersetzungen zu partes minutae primae und partes

minutae secttndae wurden, woraus andere Sprachen ihre Minuten

und Sekunden hernahmen. Ein Neues hat Ptolemaus mit diesen

Teilungen gewiB nicht gegeben. Wie die Gradeinteilung des Kreises

ttber Geminus, tiber Hipparch bis auf Hypsikles in Alexandria ver-

folghar nach Babylon als Mutterland hinweist, so dtirfte ahnUches

ftir die Teilung des Kreishalbmessers nach sexagesimaler Grundzahl

gelten mtissen, die jedenfalls seinen alexandrinischen Vorgangern be

kannt gewesen sein wird. Das Verdienst des Ptolemaus liegt dagegen
in seiner Sebnenberechnung selbst. Theon von Alexandria, der Kom

mentator des Almagestes, sagt uns ausdrticklich^), Hipparch habe die

Lehre von den Sehnen in 12 Btichern und Menelaus in sechs Btichern

abgehandelt, man mtisse aber erstaunen, wie bequem Ptolemaus mit

Hilfe weniger und leichter Satze ihre Werte gefunden habe. Den

Ausgangspunkt bildet der sogenannte ptolemaische Lehrsatz vom

Sehnenviereck'), daB das Produkt der Diagonalen der Summe der

Produkte je zweier einander gegentiberliegender Seiten gleich sei, und

neben diesem Satze die Kenntnis einiger ganz bestimmter Sehnen,
namlich der Seiten der regelmaBigen dem Kreise eingeschriebenen

Dreiecke, Yierecke, Fttnfecke, Sechsecke, Zehnecke als der Sehnen von

Bogen von 120, von 90, von 72, von 60, von 36 Bogengraden jedes
mal in Teilen des Durchmessers, beziehungsweise des Halbmessers

des Kreises dargestellt.
Nun folgt aber aus den Sehnen zweier Bogen die Sehne ihres

Unterschiedes, aus der Sehne eines Bogens die Sehne des halb so

groBen Bogens, aus den Sehnen zweier Bogen die Sehne ihrer

Summe.

Die BeAveise der betreffenden Siitze bestehen dem Sinne nach in

folgendem. Aus (Fig, 67) afi und ay soil fiy gefunden Averden.

Man zieht von a aus den Durchmesser a8
,
der also 120 Tede ent

halt und voUendet das Sehnenviereck a fiy 8 nebst seinen Diagonalen.
Nun ist 7(3- = 1/120°"-7^, /3(J = yi20-^ a/3- , ccy

■ fid = a8 fiy

1) Ein vortrefllicher Auszug von L. Ideler unter dem Titel: „Ueber die

Trigonometrie der Alten" in Zachs MonatHcher Correspondenz zur Beforderung
der Erd- und Himmelskunde (Juli 1812). Bd. XXVI, .3—38. ") Theon Ale

xandrinus (ed, Halma) I, pag, 110, «) Almagest (ed. Halma) I, pag, 29.
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Ycfi-y8 oder ay-Yl20- — afi^= 120 ■ fiy Y afi •Yl20'- ~

ay'- , woraus

fiy gefunden werden kann.

Soil ferner (Fig. 68) aus fiy die Sehne yd des halb so groBen

Bogens ermittelt werden, so zieht man den Durchmesser uy, auBer

dem afi, a8, fi8, schneidet auf dem Durch

messer ay das Stttck aa ^ afi ab, zieht 8 a

und endlich 8t, senkrecht zum Durchmesser

ay. Die Dreiecke fia8 ,
eu8 sind nun kon-

gruent, weil die beiden gleichen in a ihre

gemeinschaftliche Spitze besitzenden Winkel

von gleichen Seiten arebildet Averden. Dem-

gemaB sind auch die dritten Seiten gleich

fi8 = 8e, und da ttberdies fid = by als
'^' '"

Sehnen gleicher Bogen, so ist das Dreieck

8 ay gleichschenklig, und die Senkrechte , ... r

8^ auf dessen Grundlinie halbiert dieselbe, / y -- "YX

,
,

-

L <■ sy ccy
—

as 120 — aB I
^^

-- N {,
d. h. es ist t,y = -f= -^^.,- =

.^

-'^ L Y^ 'A

f
" ^ "*'

eir
= 60—

2
y'l20''*-^7^ Ferner sind die ^''b- "-^

beiden rechtwinkligen, einen spitzen Winkel gemeinschaftUch enthalten-

den Dreiecke y8^, ya8 ahnlich, also ^y :y8 =y8 :ay und yd^ = ay-^y

= 120 [60 — - "|/l20'-' — iSy-], Avoraus endlich y8 sich ergibt.

Die letzte Aufgabe ist die, (Fig, 69) aus

den Sehnen afi und fiy die Sehne ay zu

finden. Zu diesem ZAvecke werden die Durch

messer a8 und fiE, auBerdem fi8, 3y, yE

und 8a gezogen, welche letztere Avegen der

Kongruenz der Dreiecke afi^, 8e^ der afi

gleich sein muB. Der auf das Sehnenviereck

fiy 8 a angewandte ptolemaische Lehrsatz

liefert nunmehr fi8 ■

yE
= fiy 8a Y fis

■

yd Fig, 69,

oder

1/120=^ - ofji"- /120- -^P = fiy
■

afi Y 120 1/120- - ^^
Avodurch ay bestimmt ist.

Zu den als bekannt vorausgesetzten Sehnen zurfickkehrend erhalt

demnach Ptolemaus aus den Sehnen von 72" und von 60" die von

72"— 60" oder von 12". Wiederholte Halbierung des Bogens lehrt

10 3 0

alsdann die Sehne von 6", von 3", von 1
., ,

von
— kennen. Ptole

maus beabsichtigt aber die Sehnen der um je ^-
Grad steigenden

Cantok, Geschiclite der Mathematik I. 3. Aufl. 27
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Bogen in eine TabeUe zu vereinigen, er bedarf also dazu in erster

Linie der Kenntnis der Sehne von 1", und dazu verhilft ihm ein Ver-

gleichungssatz von hochster Eleganz. Es seien (Fig. 70) zwei Bogen

afi, fiy desselben Kreises gegeben, deren letzterer groBer als der

erstere, und es seien die Sehnen der einzelnen Bogen sowie der Summe

der beiden gezogen, wobei wir zur Unterscheidung der Bogen und

Sehnen jene z. B. als arcus afi, diese als chorda afi oder als afi

schlechtweg bezeichnen wollen. Der Winkel

bei fi werde durch die fid halbiert; ^« und

dy werden gezogen, auch 8^ senkrecht zu ay,

und mit 8 a d. h. mit der Entfernung des

Punktes 8 vom Durchschnitte der fi8 mit der

ay als Halbmesser und mit d als Mittelpunkt

wird ein Kreisbogen beschrieben, der einesteils

die da andernteils die d^, selbst oder in ihrer

Verlangerung, in t/ und 9 schneidet. Nach

dem bekannten Satze von der Halbierung
eines Dreieckswinkels ist afi : fiy = aa : ay, aber afi < fiy, also auch

as <, Ey d. h. aE ist weniger als die HaUte von ay, e fallt zwischen

a und J und es ist demzufolge du^- ds > d^, woraus weiter folgt,
daB Ij auf da selbst, 9 auf der Verlangerung von dt, liegen muB.

Dann ist aber der Kreissektor darj kleiner als das Dreieck dEa, und

der Kreissektor dE9 groBer als das Dreieck ds^. Aus diesen Ver

gleichungen folgen die beiden anderen:

Dreieck Ssi Sektor Ssd , Dreieck •J'ff Dreieck Sst

Sektor Ssrj Sektor Ssrj Sektor Ssrj Dreieck Ssu'

aus deren Yerbindung hervorgeht, daB

Dreieck Sst Sektor SsQ

Dreieck tfaa Sektor Ssrj

Dreieck Ssi f J , Sektor SsQ arcus sE
Aber = unc

Dreieck Ssa sa Sektor Ssrj

Ungleichung heiBt also auch
'
°

<

Die gewonnene
arcus srj

Wird beiderseits die
arcus Er;

Einheit hinzugeffigt und alsdann verdoppelt, so entsteht

ay ^
2 arcus rjQ

sa arcus sr\

Nun vermindert man wieder beiderseits um die Einheit und sewinnt
o

A -1.7^^ 3,rcus es Y arcus Or] T^ i -, V f &7
damit < --—:'- '• Da aber welter '^^ = "^^ und

as arcus rjs as aB

arcus Qs -\- arcus Or]
_
'YpSy arcus §y

so ist endlich

arcus rjE ■Y. P^ec arcus ap
'

chorda ^y arcus §y
chorda ccjl arcus a^
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d. h. der Qnotient der groBeren Sehne durch die kleinere

Sehne ist kleiner als der Quotient der von den Sehnen be

spannten Bogen'). Man hat erkannt'-^), daB Aristarchus von

Samos, ein Astronom, welcher um das Jahr 270 lebte und von

Archimed erwahnt wird (S. 321), sich schon dieses Satzes bediente,
wenn auch ohne ihn zu beweisen. Aus diesem letzteren Grunde haben

wir darauf verzichtet, dort davon zu reden, wo es im 14. Kapitel der

Zeitfolge nach hatte geschehen konnen. Werden nun Sehne und

Bogen von 1" mit denen von 1 - und von verglichen, so er

gibt sich

chorda 1<' arcus 1" chorda ll," arcus 11"

chorda J"
^

arcus J° chorchi 1" arcus 1°

., arcus 1° 4 arcus H" 3
, •, i

•

i ,

Aber ^
= — -;- = und somit leicht

arcus -f 3 '
arcus 1" 2

■2 10 4 30
- chorda 1-— < chorda 1" < — chorda -,
o 2 .-14

Die beiden auBeren Werte heiBen nun bis in den Sekunden ttberein

stimmend 1 2' • 50", und somit wird mit einer Genauigkeit, welche

die Sekunden noch zuverlassig erscheinen laBt, auch der dazwischen

liegende Wert chorda 1" = 1 2' 50" sein mflssen. Jetzt ist die

Sehne von 1" und die von 1
,^ , folglich auch die Sehne von

- be-

1 f

kannt, und die Sehnen aller um je
— wachsenden Bogen von 0 bis

180" einschlieBlich konnen gefunden werden.

Sie aUe hat Ptolemaus in seiner Sehnentafel vereinigt, groBere

Bogen ausschlieBend. Er tut dieses nicht etwa, weil die Sehne, die

einen Bogen bespannt, der gi-oBer als der Halbkreis ist, zugleich auch

zu einem anderen kleineren Bogen gehort, der den ersten zu einem

ganzen Kreise erganzt, sondern Aved Bogen, die groBer als der Halb

kreis sind, bei ihm ttberhaupt nicht vorkommen. Wenigstens ftthrt

er diesen letzten Grund ausdrttcklich an^), wahrend wir den erst

genannten nicht bei ihm finden. Ffir die Auffindung der Sehnen

von Bogen, welche zwischen zwei in der TabeUe befindlichen ent

halten sind, sorgf eine weitere Kolumne der Proportionaltede oder,

') Dem Gedachtnisse kann man diesen Satz des Ptolemilus besser in der

last in die Sinne fallenden, bei Ptolemilus jedoch nicht vorkommenden Form

einpriigen, daB der Quotient des grJiBeren Bogens durch seine Sehne groBer sei

ale der Quotient des kleineren Bogens durch seine Sehne. =) v. Braunmiihl,

Vorlesungen fiber Geschichte der Trigonometrie I, 8, Xote 1. *) Almagest I,

11 (ed, Halma) 1, pag. 51: xal stcI r&v s^-ijg Ss lafijiavo^svcov nsgicpsgsi&v rb

ofioiov -vnaxovead-a (sc. sldaeova slvai Tj^iixexliov).
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wie Ptolemaus sagt, der Sechzigstel, i^rjxoGxav. indem angenommen

wird, daB die Veranderung der Sehnen der Bogen innerhalb der

tabeUarischen Angabe von
y

zu
y

oder von 30' zu 30' der Ver

anderung der Bogen proportional sei. So steht beispielsweise neben

dem Bogen 20" 0' die Chorde 20 .50 16, neben dem Bogen 20" 30'

die Chorde 21 21 . 12. Der Zunahme des Bogens um 30' entspricht

eiue Zunahme der Chorde um 0 30 56, und findet diese im Yer

haltnisse der Bogenzunahme statt, so ist der mittlere Zuwachs der

Chorde 0 . 1 . 1 . 52 fur jede Minute, um welche der Bogen zwischen

20" und 20" 30' zunimmt. Diese Zahl 0 1.1 52 steht denn auch

in der dritten Kolumne neben den Zahlen 20 0 der ersten, 20 . 50 . 16

der zweiten Kolumne. Ein Beweis ffir diese angenommene Propor
tionalitat in engem Bereiche ist dagegen nicht vorhanden^).

War das 9. Kapitel der Entwerfung der Sehnentafel gewidmet,
so ist im 11. Kapitel die Trigonometrie, und zwar hauptsachlich
die spharische Trigonometrie enthalten, sich aufbauend auf den Satzen

des Menelaus, die hier ohne Quellenangabe vorkommen-), so daB man

sie lange ffir Erfindungen des Ptolemaus hielt, bis im XVII. S. Pater

Mersenne sie ihrem Urheber zurttckerstattete*). Der Hauptsatz der

ebenen Trigonometrie, daB im Dreiecke ZAvei Seiten sich ver

halten wie die Sehnen der dopjielten Bogen, welche die den Seiten

gegenttberliegenden Winkel messen, ist allerdings nicht deutlich aus

gesprochen, sondern nur in anderen Satzen inhaltlich mit enthalten.

VoUstandiger sind die Satze der spharischen Trigonometrie an

gegeben. Dem Wortlaute, aber nicht dem Gedanken nach moderni-

siert lautet seine Darstellung etAva folgendermaBen'^). Wenn Ptole

maus (Fig. 71) das bei H rechtwinklige Drei

eck AHB berechnen wiU, so konstruiert er

den Pol P von AH, dann den zu A als Pol

gehorigen Aquator PB'H', der in B', H' die

verlangerten Seiten -JB, _:/ iJ schneidet. Somit

wird B'H' = a und alle in der Figur vor

kommenden Bogen lassen sich durch a, b. It, a
und deren Komplemente ausdrttcken. Nun

kann der Satz des Menelaus viermal ang-CAvandt

^) Ideler 1. c. 23 hat die Richtigkeit der ptolemilischen Zahlen geprfift
und hat gefunden, daB sie auf funf Dezimalstellen genau sind. -) Almagest
(ed. Halma) I, pag. 50 der Satz fur das ebene Dreieck, pag. 55 der Satz fiir

das spharische Dreieck, ») Vgl, Chasles, Ajievi-u hist 293, Deutsch 289.

Chasles selbst ist geneigt, die Siitze auch dem Menelaus wieder abzusprechen
•und hiilt Eukhd fur den Erfinder, iu dessen Porismen sie vorgekommen seien,

*) Wir entnehmen diese Zusammenfassung fast wortfich aus Hankel S, 285—286,
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werden, namUch auf die Dreiecke ABH, PBB', PHPf, ABAF

Die zugehorigen Transversalen sind in gleicher Ordnung PB'H, AHH\

B'BA, PBH, und die AuAvendung des Satzes von den sechs GroBen

liefert die vier Gleichungen:
1. cos It, = cos a cos b oder cos It = cos a

■ cos b

2. sin a = sin a - sin h oder sin a = sin /* - sin «

3. cos a - sin b - sin « = cos a sin a oder tng a = sin b ■

tng a

4. siu b ■ cos It = cos b cos a sin /* oder tng b = cos « tng It.

Die Beweise hat Ptolemaus nicht immer gegeben und die Kommen

tatoren haben nicht unterlassen, hier die sehr notigen Erganzungen
eintreten zu lassen •'j.

Die Trigonometrie als Kapitel des I. Buches des Almagestes be

handelt, entspricht vollstandig dem, was wir (S. 412) schon andeuteten.

Die Trigonometrie ist wesentlich zu astronomischen Zwecken ent

standen, so daB die spharische Trigonometrie notwendiger und dem

zufolge audi frtther ausgebildet Avar als die ebene Trigonometrie.
Eine ebene Trigonometrie im Dienste der theoretischen Planimetrie

ist dem Altertume ebenso fremd wie eine solche im Dienste feld

messerischer Untersuchungen, wenn man von der einzigen Ausnahme

der ZahlenformeUi Herons fttr den Flacheninhalt regelmaBiger Viel-

ecke absieht. Die Tatsache mag uns beim ersten Anblicke auffallen,
eine Erklarung derselben scheint nicht schwer zu sein. Trigono
metrische Ausdrttcke als Durchgangspunkte, von welchen man wieder

zu anderen GroBengattungen gelangen wid, sind nicht denkbar, so

lange noch keine ausgebildete Zeichensprache der Mathematik vor

handen ist. Bis dahin liefern trigonometrische Ausdrttcke mit Hilfe

von Sehnentafeln in Zahlen umgesetzt nur nabemngsAveise richtige

Ergebnisse. Der Avissenschaftliche Geometer war aber abgeneigt, sich

mit einer hloBen Annaherung, und sei sie noch so nahe, zufrieden

zn geben. Der unAvissenschaftliche Feldmesser war abgeneigt, das

Y'issen sit.-h zu erwerben, welches zur Erlernung des trigonometrischen

Kechnens unerlaBlich war. So ttberlieBen beide die miBachteten oder

gescheuten A'erfahmngSAveisen der Trigonometrie dem Astronomen,
der Aveniger heikel als der eine, Aveniger denkfaul als der andere der

guten Ergebnisse dieser Nahrungsmethoden sich freute und bediente.

Gehoren die ttbrigen Bttcher des Almagestes der Geschichte der

Astronomie an-), und ist fttr uns hochstens noch ein Wert von

Anmerkung, da wir es kaum fiir moglich halten, eine bundigere und ubersicht-

lichere Darstellung zu liefern.

•) Theon Alexandrinus (ed, Halma) I, pag, 243 sqq, =) Wolf, Geschichte

d. Astronomie S, 61—63, eine sehr h-QbscheUbersicht fiber den Inhalt desAlmagestes,
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so hat die Entwicklungsgeschichte der Mathematik den Namen des

Ptolemaus noch wegen anderer Werke aufzubewahren, die teilweise

wieder fttr sie und fttr andere Disziplinen ein gemeinsames Interesse

besitzen, teihveise rein mathematisch sind.

Wir reden hier zuerst von der mathematischen Geographie

des Ptolemaus 2). Wir erinnern uns, daB Hipparch (S. 362) die

Punkte der Erde durch Koordinaten der Lange und Breite bestimmte.

Er ging von dem Meridiane von Rhodos als Anfang fttr die La.ngen

aus. Marinus von Tyrus im ersten Jahrhundert n. Chr. dttrfte

den Anfangsmeridian nach den kanarischen Inseln verlegt haben; dem

damals auBersten nach Westen gelegenen bekannten Punkte^). Ptole

maus folgte auf Marinus und fuBt in vielen Dingen auf dessen Unter

suchungen, in andern ihn tadelnd und verbessernd. Auch ihm heiBen

die Ausdehnungen von Ost nach West und von Nord nach Sttd

Lange, ftfjxog, und Breite, xXdrog, weil die Erde, wie jedermann zu-

gestebe, mehr Ausdehnung in der ersten als in der zweiten Abmessung

besitze, und Lange eben die groBere Abmessung (S. 395) bezeichne'^).
So hat sich also das KoordinatenbewuBtsein in seiner geographischen

Anwendung fortwahrend erhalten.

Ptolemaus ging aber vielleicht in dem BewuBtsein, daB man auf

gewisse Grundrichtnngen sich beziehen mttsse, noch weiter. Wir

denken dabei an eine Notiz, welche wir Simplicius, dem bekannten

Erklarer des Aristoteles, schulden. In den Eriauterungen zum

I. Buche vom Himmel berichtet er, Ptolemaus habe uber die Aus

dehnungen, tveqI dia6xd6Ewv
, geschrieben und dort gezeigt, daB

nur drei Ausdehnungen eines Korpers moglich seien. Bei der Un-

bestimmtheit dieser Angabe mttssen wir aUerdings dahingesteUt sein

lassen, ob man glauben wiU, es seien in jener Schrift Gedanken ent

halten gewesen, welche dem Begriffe von Raumkoordinaten nahe

kommen.

Wieder an Hipparch sich anlehnend
, lehrt Ptolemaus in der

') Almagest VI, 7 (ed. Halma). Ptolemilus sagt ausdrucklich, dieser

Wert liege nahezu in der Mitte — iisra^v iariv 'iyyiova — zwischen 3 und
7

3— . In der Tat ist sexagesimal ausgedrfickt 3 = 3" 8' 34,28" und 3 -

17
= 3" 8 27,04", und deren arithmetisches Mittel ist 3» 8' 30,66", wiihrend 3^—

wie in unserem Texte angegeben ist 3" 8' 30" betragt, '■') Traite de Geographie
de Claude Ptolemee d'Alexandric (ed, Halma), Paris 1828. ') Wolf, Geschichte
der Astronomie S. 153. *•) Ptolemee. Geographie (ed. Halma) pag. 17.
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Geographic die Anfertigung von Landkarten, und das 24. Kapitel
des I. Buches 1) ist wohl das iilteste erhaltene Schriftstttck, welches

in seiner Uberschrift als der Abbildung der bewohnten Erde auf

einer Ebene gewidmet bezeichnet ist, so daB die MaBe der Lagen-
verhaitnisse auf der Kugel beibehalten werden sollen. Verschiedene

Projektionsmethoden werden hier gelehrt, mit welchen Ptolemaus sich

auch in einer anderen Schrift, dem Planisphaerium, beschaftigt
hat 2). Ptolemaus benutzt vorzttglich die Projektion, bei welcher daa

Auge als im Pole befindlich gedacht wird und die Aquatorialebene
die Zeichnungsebene bddet, die Projektion also, welcher Aigudlon
1613 den Namen der stereographischen beigelegt hat. Wieder

eine andere Abhandlung ist das Analemma, das griechisch in nicht

unbedeutenden Bruchstucken und lateinisch in einer im XIII, Jahr

hunderte angefertigten Ubersetzung vollstandig erhalten ist'), Es

handelt sich darum, den Ort der Sonne zu einer bestimmten Tages-

zeit zu ermitteln, und diese Aufgabe wird graphisch gelost. Y'as

nun die praktische Benutzung der durch Zeichnung erhaltenen Figur

betrifft, so geht aus dem Wortlaute des Ptolemaus hervor, daB er die

beiden MogUchkeiten unmittelbarer und mittelbarer Winkelmessung

kannte und ausubte. Zu der ersten diente ein in 90 Grade geteilter

Kreisquadrant, zu der zweiten die Sehnentafel. Man hat darauf auf

merksam gemacht, daB die Figur selbst die Halfte der Sehne des

doppelten Winkels als meBbare Strecke darbot, daB also die Be

nutzung der Sehnentafel erst eine Verdoppelung einer Strecke, dann

eine Halbierung eines Winkels verlangte, wahrend diese Hilfsrech-

nungen inWegfall kamen, Avenn man das kannte, was in spaterer Zeit

und auf anderem Boden Sinustafeln genannt wurde.

Schriften des Ptolemaus fiber die Harmonielehre, d. h, fiber die

Yerhaltnisse, welche, wie man heute sagen wfirde, zwischen den

Schwingungszahlen der einzelnen Tone stattfinden, und fiber Optik ^)
begnttgen wir uns zu nennen, da sie der Geschichte der Mathematik
Do 7

nicht angehoren. Von Arbeiten ttber Mechanik wissen wir nur ttber-

haupt, daB sie vorhanden waren; Pappus erwahnt ihrer in seinem

') Ptolemee, Geographie (ed. Halmai pag. 59, -) Diese Abhandlung hat

Commandinus 1558 fibersetzt und herausgegeben, ') Heiberg, Ptolemaeus

de anedemmate in den Abhandlungen z. Gesch. d. Mathem, VII, 1—30 (1895)

hat die griechischen Bruchstficke und die alte tJbersetzung herausgegeben. Uber

den Inhalt vgl. A. v. Braunmuhl, Vorlesungen iiber Gesch. der Trigonometrie I,

11—14 (1900) und die wenig spiitere Abhandlung von Zeuthen, Xote sur la

trigonometric de I'antiquite in der Bibliotheca Mathematica, 3, Folge, I, 20—27

(1900), *) Vgl, Poudra, Histoire de la perspective. Paris 1864, pag, 28—32,

Eine fruher als Ptolemiius, De speculis bezeichnete Katoptrik ist nicht von

Ptolemilus, sondern a-ou Heron. S Agrimensoren 18—19.
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VIH Buche, Eutokius in seinen Eriauterungen zu der archimedi

schen Schrift ttber das Gleichgewicht. Vielleicht hatte Ptolemaus

auch einen Sohn, der ein mechanisches Werk verfaBte, m welchem

die ungleicharmige Wage mit Laufgewicht beschrieben war. Jener

Sohn, so vermutet man^), hieB Charistion und gab der von ihm

erlauterten Wage seinen Namen.

Dagegen hat uns Proklus Auszttge aus einem reingeometrischen

Buche des Ptolemaus ttberiiefert^), welche verdienen, daB wir bei

ihnen verweden. Aus diesen Auszttgen geht hervor, daB Ptolemaus

jedenfaUs der erste Mathematiker war, von welchem bekannt ge

worden ist, daB er das sogenannte 11. Axiom des Euklid nicht

als selbstverstandlich betrachtet wissen woUte, daB er die zahllose

Reihe derer eroffnet hat, welche durch Versuche die ParaUelentheorie

zu beweisen vergehlich sich abmtthten, bis im XIX. S. der unendlich

viel ktihnere Yersuch auftauchte, die ParaUelentheorie als anfechtbar

zu erklaren und eine Geometrie zu schaffen, welche von ihr absehend

als nicht -eukUdische oder absolute Geometrie Geltung beansprucht.

Ptolemaus beweist zmiachst, daB Gerade, welche durch eine Trans

versale so geschnitten werden, daB die Winkel auf derselben Seite

der Transversalen und auf entgegengesetzten Seiten der Geschnittenen

sich zu ZAvei Rechten erganzen, paraUel sein mfissen, d. h. sich nicht

treffen (Fig. 72). Gesetzt afi und yd schnitten sich in x, wahrend

die Winkel /3g?/ und dn]^ sich zu

zwei Rechten ergfinzen. Wegen
des Satzes fiberNebenwinkel werden

auch die Winkel a^rj und yi]^
^^ sich zu zwei Rechten erganzen,

und folglich wird auch auf der

Seite, wo a und y steht, ein Durch

schnitt der beiden Geraden in X

Pig. 72. stattfinden. Die Geraden afi und

yd schneiden sich also zweimal

in X und X, ohne zusammenzufaUeu, d. h. sie schlieBen einen Raum

ein, was nicht moglich ist. So wenig gegen diesen Beweis sich

einwenden laBt, so wenig zutreff'end ist der Beweis, den Ptolemaus

von dem umgekehrten Satze liefert, daB bei wirkUch vorausgesetzten!
ParaUeUsmus die entsprechenden Winkel auf derselben Seite der

Transversalen sich zu zwei Rechten erganzen mttssen. Die beiden

') P. Duhem, Les origines de la statique I, 86—87. ") Proklus (ed.

Friedlein) 362—368, Vgl. L. Majer, Proklos iiber die Petita und Axiomata

bei Euklid. Tiibingen, Gymnasialprogramm 1875.
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«g und yr,. sagt er namlich, sind nicht weniger paraUel als die ^fi
und xjd. Ware also die Summe der Winkel fi^i] und dr]^ mehr oder

Aveniger als zwei Rechte, so mttBte genau das Gleiche fttr die Summe

der Winkel a^xj und yr/t, gelten. Die vier Winkel zusammen mttBten

also, sei es nun mehr, sei es Aveniger als vier Rechte betragen,
Avahrend sie als zwei Paar NebeuAvinkel genau vier Rechten gleich sind.

Wie Ptolemaus die euklidischen Elemente in der Theorie der

Parallellinien fttr erganzungsbedttrftig hielt, so scheint es damals auch

mit anderen Bttchern des darum nicht minder beivunderten Y'erkes

gegangen zu sein. Wir bringen in Erinnerung (S. 348), daB im

11. S. der byzantinische Astronom A'ettius Valens einen aus

2 Bttchern bestehenden Kommentar zum X. Buche der euklidischen

Elemente verfaBte, dessen arabische Ubersetzung sich moglicherweise
erhalten hat.

Die Schriftsteller, mit welchen Avir in diesem Kapitel bekannt

geworden sind, zeigen uns eine gewisse Gleichartigkeit unter sich

und mit denjenigen, welche in dem 17. Kapitel besprochen wurden.

Wieder haben wir es mit Geometern zu tun, welche der Kurven

lehre ihre Aufmerksamkeit zuwandten, welche die Stereometrie aus-

bildeten, von alien Korpern hauptsachlich die Kugel beachtend, welche

der rechnenden Geometrie die VoUendung zur Trigonometrie gaben,
indem sie gewisse Linien berechneten und tabellarisch zusammen-

stellten, welche zu geivissen Winkeln gehorten. Die Sehnentabelle

ist — wir konnen uns nicht versagen, unsere Augen so weit nach

rttcktvarts zu werfen — die fttr lange Zeit letzte Entwicklung eines

alten Keimes. Das Seqt genannte Verhaltnis des Ahmes wuchs dazu

heran, und es scheint fast, als ob die ganze Entivicklung auf agyp

tischem Boden vor sich ging.
Ist aber eine Art von Gemeinsamkeit der Mathematiker von

Nikomedes und Diokles bis auf Menelaus und Ptolemaus, von 200

V. Chr. bis 150 n. Chr. nicht zu verkennen, so ist es nicht minder

notwendig, auf aUgemeine kulturhistorische Yeranderungen hinzu

Aveisen, welche innerhalb dieser Zeit eintraten, und welche nunmehr

beginnen werden auf dem Gebiete, welches wir zu unserem Arbeits-

felde ausgewaldt haben, sich deutlich bemerkbar zu machen. In der

Einleitung zum 12. Kapitel haben Avir (S. 259) die alexandrinische

Literaturperiode ihrem allgemeinen Charakter nach kurz umrissen.

Wir haben als untere Grenze derselben die Einverleibung Alexandrias

in das romische Reich bezeichnet in der Mitte des ersten vorchrist

lichen Jahrhunderts, Uber diese Grenze hat uns das hier ab-

sehlieBende Kapitel hiniibergeftthrt und noch ttber eine andere von

Aveltgeschichtlich groBter Bedeutung. Geminus 77 v. Chr., Ptolemaus
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150 n. Chr. bilden Anfang und SchluB unseres Kapitels. Mttssen

wir erst sagen, was zwischen beiden Jahreszahlen liegt? Und dennoch

war die Entstehung des Christentums fttr die Geschichte unserer

Wissenschaft ein zunachst fast nebensachUches Ereignis, weU gering

fttgiger in seinen unmittelbaren Einwirkungen als jene Machtvei--

schiebung, die wir schon andeuteten. Rom kommt in den feld

messerischen Beispielen des Heron, in den astronomischen Beobach

tungen des Geminus vor. Auch Menelaus beobachtete in Rom.

Ptolemaus entnahm seine Datierungen den Regierungsjahren romischer

Kaiser. Daran erkennen wir auBerlich, daB neue staatUche Kombina

tionen innerhalb des Lebens gerade der Manner sich gebildet haben,

welche wir in diesem Kapitel friedlich nacheinander betrachteten.

Solche weltgeschichtliche Tatsachen dttrfen auch in der historischen

Darstellung einer Wissenschaft nicht mit Schweigen ttbergangen

werden. Die Entwicklung der Wissenschaft knttpft sich an die Trager

der Wissenschaft, die Trager der Wissenschaft gehoren als Menschen

ihrer Zeit an. DeutUcher oder in verwischteren Spuren wird die

Zeit auch in der Wissenschaft zu erkennen sein. Uberblicken wir

darum in raschestem Fluge die allgemeinen Yerhaltnisse. Wir

gelangen damit zugleich zu denjenigen mathematischen Dingen, deren

Erorterung uns der Zeit nach etivas zurttckgreifend nunmehr obliegt.

21. Kapitel.

Neupythagoraische Arithmetiker. Nikomachus. Theon.

Rom hatte nach und nach in Italien das unbestrittene Uber

gewicht ttber die Mitbewohner des Landes sttdlich von den Alpen

errungen. Der Tod des Archimed knttjift sich fttr uns an die Er-

oberung von Syrakus, das Todesjahr des ApoUonius war es ungefahr,
in welchem Rom mit Mazedonien handgemein wurde und den Sieg
hei Kynoskephala erfocht. Zehn Jahre spater und der syrische Krieg

gegen Antiochus den GroBen war geschlagen. Die seegettbten Be-

wohner der Insel Rhodos wie die Krieger >ron Pergamum waren den

Romern zur Seite gestanden und ftthlten von jetzt an den EinfluB

der machtigen Weltbefreier, wie man die Romer noch nannte. Deut

licher wurde das Streben des die Stellung als Weltmacht sich er-

obernden Staates, als um 150 die Nebenbuhlerschaft Karthagos ver

nichtet ward, und mehr und mehr drangte sich in dem nun folgenden
Jahrhunderte romischer Wille den orientalischen Landern mit Ein-

schluB Agyptens auf. Gegen Agypten selbst ftthrte Casar im Jahre 47
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seine Truppen zum alexandrinischen Kriege, und der Eroberung
der Stadt leuchtete mit bddungsfeindlicher Flamme der Brand des

Brucheion.

Wir haben von dem groBartigen Sammeleifer der ersten Ptole

maer gesprochen. Ihnen fast voraus war die Gier, mit welcher Konig
Attains von Pergamum Bttcher sich zu verschaffen suchte, und diese

Wettbewerbung soil die Ursache nachweisbar vorgekommener Fal

schungen gewesen sein. Im II. vorchristlichen Jahrhunderte tauchten

plotzlich Schriften auf, von welchen der sein soUende alte Verfasser

nie eine Ahnung gehabt hatte, und Avelche wissenschaftlich nur so

Aveit Yerwertung finden konnen, als sie den Beweis liefern, daB

man im II. S. mit den Dingen bekannt Avar, die den Inhalt derselben

bilden. Durch Ankfiufe echter und unterschobener Schriften wucbs

die alexandrinische Bibliothek so, daB sie in einem Gebaude nicht

mehr Platz fand. Nachdem das Brucheion in der Nahe des Hafens

angeffiUt war, legte man eine zweite Sammlung im Tempel des

Serapis an. Jene erste Hauptsammlun'g war es, die der Feuersbrunst

zum Opfer fiel, die mit mehr als 400000 Banden das vernichtende

Element nahrte.

Das war ein barter Schlag fttr die Wissenschaft und deren

alexandrinische Yertreter. Bis zu einem gewissen Grade wurde zA\'ar

Ersatz geboten. Der romerfreundliche Konig von Pergamum, Atta

ins III., hatte sterbend im Jahre 133 v. Chr. den romischen Senat

zum Erben seiner Schatze eingesetzt, und Antonius ttberlieB die per-

gamenische Bttchersammlung der Stadt, Avelche durch die Reize Kleo-

patras an ihm einen Giinner gewonnen hatte. So Avar aufs neue

eine groBartige Bibliothek, jetzt im Serapeion, vereinigt. Y'ar die

grammatische Tatigkeit, Avelche wir bei unserem frttheren Bertthren

der alexandrinischen AVissenschaft als im Museum vorzugsweise neben

und wohl vor der Mathematik gepfiegt nannten, eine solche, die als

Stoff' ihrer Untersuchuna" altere Schriften verwerten muBte, so mao-

jetzt, nachdem man gesehen, wie ein Unglucksfall unschatzbar vieles

zerstort hatte, mehr noch als zuvor eine Neigung erAvacht sein, durch

Erlautemuffen und Zusammenstellungen die alte Wissenschaft in

Sicherheit zu bringen. Andere Momente Avaren gleichfaUs vorhanden,
anderen Bewegtjrttnden entstammend, aber fttr unsere ZAvecke mit der

kommentierenden Tatigkeit zusammenfallend.

Alexandria Avar der Ort, avo Hellenentum, avo Agyptisohes, wo

aber auch Asiatisches sich begegneten. Assyrer, Inder, Hebraer

trafen dort ein, ihre altere oder jttngere Bildung mit sich bringend.

anstauschend, erganzend. Y'as bei einem solchen Zusammenstromen

Weitgereister einzutreffen pflegt, fehlte auch hier nicht. Der "Wissens-
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durst schopfte nut notvvendigem Eklektizismus bald da, bald dort;

das Wunderbarste ttbte die groBte Anziehung; man fttblte sich ver

sucht, selbst nach jenen Gegenden, dem Schauplatze- marchenhafter

Erzahlungen, anfzubrechen; man gewann aber auch neues Interesse

au solchen, die ehedem gleiche Reisen ausgeftthrt hatten, denen man

zu den Avirklich erlebten Abenteuern neue hinzudichtete. Die Phan

tasie gewann das Ubergewicht ttber den nttchtern denkenden Ver

stand. Die Dialektik des Aristoteles entspracb den Neigungen nicht

mehr in dem MaBe wie Platons die Einbildungskraft anregende und

voraussetzende Schriften. Platon als Schriftsteller, Pythagoras als

Personlichkeit zu verehren wurde aUgemeiner und aUgemeiner. Ein

gewisser mystischer Pythagoraismus, von Wissenschaft freiUch Aveit

entfernt, Avar nie ganzlich verschoUen. Er erholte sich zu neuem,

kraftigem Leben. Die neue Akademie bildete sich heran, die Neu-

pythagoraer entstanden. Sie studierten, sie erlauterten Platon im

jDythagoraischen Sinne, soweit derselbe zu ermitteln war.

So kamen selbstverstandlich auch diejenigen mathematischen

Forschungen wieder in eifriffere Ubung, welche schon vorher vor-

handen gegen die Geometrie zurttckgetreten waren, wenn auch ein

Yerschwinden derselben nicht behauptet werden kann. Die pytha

goraische Arithmetik wurde jetzt Mode in dem Sinne, wie wir dieses

Y'ort schon einmal (S, 259j gebraucht haben. Manner wie Niko

machus, wie Theon standen auf.

Nikomachus war in Gerasa zu Hause, einem Orte, der Avahr-

scheinlich in Arabien zu suchen ist^). Er nennt in einer musika-

Uschen Abhandlung Thrasyllus, womit jedenfaUs der unter der

Regierung des Tiberius lebende Platoniker aus Mende gemeint ist,
er kann also nicht frtther als etwa 30 n. Chr. geschrieben haben.

Ihn ttbersetzte Appuleius von Madaura unter den Antoninen ins

Lateinische-), und damit ist als untere Grenze das Jahr 150 etwa

gewonnen. GemeinigUch setzt man Nikomachus von Gerasa auf

einen mittleren Zeitpunkt ZAvischen diese Grenzen, um das Jahr

100 n. Chr., denkt ihn also etwa als Zeitgenossen des Menelaus von

Alexandria.

Nikomachus war als Pythagoraer bekannt »), als Arithmetiker

bertthmt. Neben der Tatsache einer Ubersetzung so kurz nach dem

Erscheinen des Werkes, wie die des Appuleius, ist der Ausspruch des

Lucian dafttr bemerkenswert, der um 160 etwa einen Rechner nicht

') Die Stellen, welche diese Annahme untersttttzen, vgL bei Nesselmann,
Die Algebra der Griechen S, 189, Note 33, ^) So berichtet Cassiodorius, Die

Ubersetzung selbst ist verloren. ■-•) Pappus HI, is (ed, Hultsch) pag. 81 Xixo-

fiaxog 6 nvd-ayogixog.
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besser zu kennzeichnen wuBte als mit den Worten, er rechne wie Niko
machus von Gerasa 1), und auch von Kominentaren zu den Bfichern

des Nikomachus, welche deren groBe Bertthmtheit verbttrgen, Averden

Avir weiter unten zu reden haben.

Die musikalischen Schriften des Nikomachus werden ivir nicht

zu betrachten haben, so wenig wir andere Musiker in das Bereich

unserer Besprechung ziehen. Uns kttmmert in erster Linie nur die

„Einleitung in die Arithmetik in zAvei BUchern"-j, aigayoiyii

dQt9fir]rLX'ii, eben jenes von Appuleius bald ttbersetzte Werk, dessen

geschichtliche Stellung wir zu erortern haben. Ein Schriftsteller

aus dem Anfange des VIL S., Isidorus von Sevdla, hat behauptet,
Nikomachus habe weitiaufiger auseinandergesetzt, was Pithagoras

iiber die Zahlenlehre schrieb ■'). Wir sind weit entfernt, an die ttber-

treibungslose Wahrheit dieser Aussage zu glauben, allein eben so ge-

AviB scheint uns, daB von dem Inhalte der Einleitung iu die Arith

metik vieles auf altere und alteste Quellen zurttckzuftthren sein wird.

Nikomachus ist uns auf arithmetischem Gebiete das, was uns EukUd,
Avas uns Heron fiir die Elemente der theoretischen, der praktischen
Geometrie gewesen ist. Er ist der erste Schriftsteller, von dem wir

wissen, daB er die arithmetischen Lehren als solche zu einem Lehr-

korper zusammenstellte, Euklid hatte aucb Arithmetisches behandelt,
aber als Einschaltung zwischen geometrische Untersuchungen und in

geometrischer Einkleidung. Was Herons Einleitung in die arithme

tischen Elemente war, Avissen wir nicht. Alle Zweifel schivinden bei

Nikomachus, Er hat die Zahlenlehre fttr sich behandelt, und Avenn

er audi schon vorhandenen Stoff' sicherlich nicht verschmahte, wenn

er ebenso auch die Gewohnheit griechischer Mathematiker nicht so

weit abzustreifen vermochte, daB er geometrische Begriffe gLinzlich
aus seiner Darstellung verbannte, er hat doch nicht fortwahrend mit

Linien oder hochstens beiliiufig mit Zahlen zu tun. Er ist, Avenn

wir so sagen dfirfen, der Elementenschreiber griechischer Arithmetik.

Er hat eine Liebhaberei, von Avelcher Avir unsere Leser in Kenntnis

setzen mfissen. Er sucht so viel als moglich nach Dreiteilungen,
auch wo dieselben nur mit einem geivissen Zwange erlangt werden

konnen. Die an sich gerechte Bemangelnng, die manchen seiner Ein-

') dgid-jxstig mg Nixofcaxog 6 Fsgaaijvog. '■') Schon 1538 in Paris gedruckt,
ist sie 1S17 zugleich mit dem anonymen Buche ^soloyov^sva rfjg dgid-jjcririxiig
durch Ast herausgegeben, dann 1866 durch Hoche. Wir zitieren nach letzterer

Ausgabe. ') Isidorus Hispaliensis, Grigincs IU., 2: Xumeri diseiplinam a-pud

Grueeos Pytliagoram autumant co-nscri-psisse ac deinde a Nicomacho diffusius

esse disjiosititm , (piam apud Latinos primus Appuleius deinde Boethius trans-

tiderunt.
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teilungen geAvorden ist, niuBte stets an diese Tatsache anknttpfen^),

eine Tatsache fredich, deren nahere Besprechung durchaus der Ge

schichte der Phdosophie und der Theologie angehort, welche mit dem

Ursprunge und der Entwicklung des Trinitatsbegriffes sich abzufinden

haben. Nach dieser Vorbemerkung berichten wir in aller Kttrze ttber

die Einleitung in die Arithmetik^). Unsere Leser werden, auch ohne

daB wir sie besonders aufmerksam machen, ohne Zweifel vieles er

kennen, was wir in frttheren Kapiteln dem Werke des Nikomachus

entlehnten, um es fttr Pythagoras und seine Schule bis auf Platon

und dessen nachste Nachfolger in Anspruch zu nehmen.

Die Zahlen sind nach Nikomachus gerade und ungerade, jede
selbst von drei verschiedenen Gattungen. Die geraden Zahlen sind

namlich 1. gerademalgerad, dgxidxig dgxtoi, d. h. ftthren durch fort-

Avahrende Halbierung auf die Einheit zurttck; oder sie sind 2. gerade-

ungerad, dQxioniQLxxot,, d. h. ftthren durch einmalige Halbierung auf

eine ungerade Zahl; oder sie sind 3. ungeradegerad, TtEQLSGaQxioi,, d. h.

ftthren durch mehrmals fortgesetzte Halbierung auf eine ungerade Zahl.

Die ungeraden Zahlen sind 1. unzusammengesetzte Primzahlen,
2. zusammengesetzte Sekundarzahlen, 3. unter sich teilerfremde Zahlen.

Unter den geraden Zahlen wird eine neue Gruppierung in 1. voU

kommene, 2. ttberschieBende, 3. mangelhafte Zahlen vorgenommen.

Die vier ersten vollkommenen Zahlen sind 6, 28, 496, 8128, jedesmal eine
unter den Einern, Zehnern, Hundertern, Tausendern, abwechselnd mit

6 und 8 schUeBend^). Die euklidische Entstehung der vollkommenen

Zahlen wird dann erortert, welche ins Unendliche fortgesetzt Averden

konne*), oder soweit man mit den Ausrechnungen zu folgen imstande

sei"). Von zwei gemeinsam betrachteten Zahlen ist die groBere
entweder ein Yielfaches der kleineren, die alsdann selbst Unterviel-

faches der groBeren ist, oder nicht. Im letzteren FaUe werden die

Namen angegeben, welche jedesmal der groBeren, beziehungsweise
der kleineren gegenttber von der anderen beigelegt werden, Namen,
die jedes beUebige Verhaltnis ausdrttcken konnen, die aber ganz be

sondere, spater auch in die lateinische Sprache ttbergegangene Formen

erhalten, wenn das Verhaltnis wie 1 zu n Y ^- - oder wie 1 zu
)/( -J- 1

" +
Y^\Y. ^^*' "^^ "' sowohl als in ganze Zahlen bedeuten, die min-

') So Nesselmann, Algebra der Griechen S. 195: „Nikomachus hiitte
sicherfioh diesen Fehler nicht begangen, wenn er nicht der Analogie wegen
durchaus drei Teile hiitte herausbringen wollen." ^) Ein ausf-flhrlicher Auszug
bei Nesselmann L c. S. 191-216. ") Nicomachi Ditroductio etc. (ed. Hoche)
pag. 40.^ ^)^Ebenda pag, 41 lin. 18 fiixgig dnsigov. ") Ebenda pag. 43 lin. 18
bis 19 dsl ovrcog, fisxgig dv sVrovfj rig naginscsQ-cci.
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destens der Einheit gleich sind. Um die Sache recht klar zu machen,
bedient sich Nikomachus einer schachbrettartig aus 100 Feldern be-

stehenden TafeP). Die erste Horizontalzeile enthalt einfach die

Zahlen 1 bis 10, die zweite die Doppelten derselben, 2, 4 bis 20,
die dritte die Dreifachen, 3, 6 bis 30 und so fort; endlich die zehnte

Horizontalzeile enthalt die Zehnfachen jener Zahlen oder 10, 20 bis 100.

Sieht man die Tafel als aus zehn Yertikalkolumnen bestehend an, so

gleicht jede Vertikalkolumne ganz genau und Zahl fttr Zahl der ent

sprechend beziff'erten Horizontalzeile, die erste der ersten, die zweite

der zweiten, die zehnte der zehnten. Wir halten uns bei dieser Be

schreibung etwas langer auf, weil die Benutzbarkeit der Tafel als

Einmaleinstabelle einleuchtet. Das Produkt zweier einziff'riger
Zahlen steht an der Kreuzungsstelle der durch die beiden Faktoren

beziff'erten Zeile und Kolumne. AuBerdem stehen zwei Zahlen der

selben Kolumne je in dem gleichen Yerhaltnisse wie die ihre Zeile

eroff'nenden Zahlen. AUe diese verschiedenen Yerhaltnisse lassen sich

aber aus einer Terne von Einheiten durch eine gCAvisse Reihenfolge
von Verbindungen hervorbringen, welche symbolisch geschrieben
darauf hinauslaufen

,
daB aus den drei Zahlen a, b, e die drei neuen

Zahlen a, a Y b, a Y 2b Y c gebddet averden sollen, ein Bildungsgesetz,

Avelches der moderne Mathematiker mit einigem Staunen als das

gleiche erkennen wird, das anderthalb Jahrtausende spater zu den

GroBen x, x Y Ax, x Y 2Ax Y A°x ftthrte. Der Reihe nach er

halt man:

1, 1, 1

1, 2, 4 oder die Verdoppelungen,

1, 3, 9 oder die Verdreifachungen,

1, 4, 16 oder die Vervierfachungen, usw.

Schreibt man eine dieser Reihen z. B. die der Verdoppelungen

rttcklaufig 4, 2, 1, d. h. benutzt man bei gleichem Bddungsgesetze

wie oben a = 4, 6 = 2, c = 1, so entsteht als neue Reihe

4, 6, 9 oder die Veranderthalbfachungen usw.

Im zweiten Buche ist die Lehre von den figurierten Zahlen und

daran sich anschlieBend die von den Proportionen enthalten. Die

figurierten Zahlen erscheinen als vieleckige und als korperliche

Zahlen. Die vieleckigen Zahlen sind solche, welche durch einzelne

Punkte dargestellt ein regelmaBiges Yieleck zu bilden imstande

sind. Vielecke aufeinander gehauft bilden einen Korper, und so

wird der Sinn der korperUchen Zahl erkennbar, die fredich zunachst

') Nicomachi lutroductio dc. (ed. Hoche'i pag, 51.
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nichts mit dem Produkte dreier Faktoren gemein hat, welches Platon

als Korperzahl bezeichnet, wenn auch Nikomachus in zweiter Linie

auf diese Begriff'sbestimmung zurttckkommt. AhnUch geht es schon

vorher mit der Flachenzahl, welche fttr Nikomachus nicht wie ffir

Platon ein Produkt zweier Faktoren bedeutet, wtthrend nachtragUch

diese Bedeutung doch eingeffihrt wird. Jede vieleckige Zahl ist bei

Nikomachus, wie bei Hypsikles, Summe einer mit 1 beginnenden

arithmetischen Reihe, deren Differenz stets um 2 kleiner ist als die

Eokenzahl, und diese erzeugende arithmetische Reihe heiBt auch die

Reihe der Gnomonen der betreff'enden Vieleckszahlen, weil jede neu

hinzutretende Gnomonzahl die Yieleckszahl nur in die nachsthohere

ahnlicher Art verwandelt. Eine beliebige weckszahl mit der an Rang

um 1 niedrigeren Dreieckszahl vereinigt gibt stets die n Y 1 ecks-

zahl gleichen Ranges. So ist z. B. die vierte Sechseckszahl 28, die

dritte Dreieckszahl 6, deren Summe 28 -k 6 = 34 wird die vierte

Siebeneckszahl sein. — Die Summe aufeinander folgender ungerader
Zahlen von der 1 an bildet, der vorher angegebenen Regel ffir Viel

eckszahlen gem'aB, eine Quadratzahl. Die Summe aufeinander fol

gender gerader Zahlen von der 2 an bildet eine heteromeke Zahl. —

Die Kubikzahlen erscheinen als Summen aufeinander fol

gender ungerader Zahlen^), und zwar ist die erste Kubikzahl der

ersten Ungeraden gleich: 1^=1; die zweite Kubikzahl entsteht als

Summe der zwei folgenden Ungeraden: 2' = 3 -k 5; die dritte Kubik

zahl als Summe der drei nachfolgenden Ungeraden :3^=7 + 9-kll usw.^).
Dieser durch seine Verwendung zur Summierung der Kubikzahlen

selbst, Avie wir im 26. Kapitel sehen werden, ungemein interessante

Satz dfirfte wohl von Nikomachus herrtthren'). — Die Proportionen
lehre zahlt alsdann als die drei Avichtigsten Proportionen die arith

metische, geometrische, harmonische auf, an welche die sieben andern

sich anschlieBen, ttber die wir (S. 239) uns verbreitet haben. Den

SchluB des Ganzen bildet die voUkommenste Medietat, ^sGoxijg xeXeio-

xdxrj, die nichts anderes ist als die musikalische, welche Jamblichus

zufolge Pythagoras aus Babylon mitbrachte (S. 166).
AuBer der Einleitung in die Arithmetik muB Nikomachus auch

eine solche in die Geometrie geschrieben haben, von welcher uns

aber nur eine Erwahnung bei Nikomachus bekannt ist'^). Vielleicht

') Nicomachi Introductio etc. (ed, Hoche) pag. 119, lin. 12—18. ^) Die

aUgemeine Formel, welche Nikomachus nicht gekannt zu haben scheint, ist

7i»= (n^— n -f 1) + (-)(' — n -I- 3) -I 1- {n'-' A '»■ — 1)- ") So nimmt auch

Nesselmann S. 210 an. *) Nicomachi Introductio etc. (ed, Hoohe) pag, 83,
lin, 4: iv rfj ysaifisrgixij itccgaSiSorai slgaycoyij.
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ist eine Vermutung ttber deren InhaU statthaft, zu welcher wir im

27. Kapitel gelangen werden.

Ein aus arabischen QueUen schopfender SchriftsteUer des XII. S.,
Ocreatus, spricht von einer regula Nicomachi, welche die Quadrierung
einziff'riger Zahlen voUziehen laBt. SoU man a^ finden, so zieht man

a von 10 und die Differenz d = 10 — a wieder von a ab. Weil nun

(a-d) ■(aYd) = a^ - d^, so ist auch a^ = (a —

d) ■ (a Y ''0 + d^

oder wegen a Y d -= 10 in diesem FaUe a^ = 10. (a
—

d) Y d^ und

das ist die Regel des Nikomachus. Bei Nikomachus selbst ist sie

als sehr schone und von den meisten ttbersehene Eigenschaft der

stetigen arithmetischen Proportion dahin ausgesprochen, das Quadrat
des MittelgUedes werde, wenn man das Produkt der auBeren Glieder

davon abziehe, gleich dem Quadrate der konstanten Differenz^).
Nikomachus scheint ferner eine Schrift ttber mystische Bedeutung

der Zahlen, ttber Zahlentheologie mag der Titel gewesen sein,
verfaBt zu haben, und sie dtti-fte auszugsweise oder erweitert einem

gleichnamigen Buche zugrunde liegen, welches im 23. Kapitel ge

nannt werden wird; der Geschichte der Mathematik gehoren diese

Dinge kaum an.

Theon von Smyrna ist nach aller Wahrscheinlichkeit der

selbe, welchen Ptolemaus als den Mathematiker Theon bezeichnet^),
indem er vier durch denselben in den Jahren 128 und 132 vorge-

o

nommene Beobachtungen des Merkur und der Venus benutzt. Der Kom

mentator des Almagestes, Theon von Alexandria, erklart namlich

jenen Mathematiker Theon als den alten Theon, xov TiaXatov ®Eava,
als ob ein MiBverstandnis nicht moglich ware'). Unser Theon

selbst erwahnt als jttngsten SchriftsteUer noch den Thrasyllus, der,
wie wir bei Bestimmung der Lebenszeit des Nikomachus bemerkten,
in die Regierung des Tiberius fallt, und den Adrastus, der wohl noch

etwas spater gelebt hat*).
Wir haben (S. 155) schon zu schildern gehabt, welcherlei Inhalt

Theon von Smyrna seinem Werke ausgesprochenermaBen geben wollte.

Er beabsichtigte vorzutragen, was von mathematischen Kenntnissen

') Nicomachi Introductio etc. (ed. Hoche) pag, 125, lin, 18—21: hi rb

ylacpvgdirarov xai rovg TtolXovg IsXrjdog, ro vTto r&v dxgcov yivo^svov Ovyxgivo-

^svov r& d-jtb rov ^iscjov 'ilarrov oc-utov svgiGxsrai rd) bitb r&v Siacpog&v. '^) Al

magest IX, 9; X, 1 und X, 2. ") Die betreflfende SteUe ist abgedruckt bei

Nesselmann, Algebra der Griechen S, 224, Note 58. *) Vgl, Th. H. Martin

in der Abhandlung, welche seiner Ausgabe der astronomischen Abteilung von

Theons Werke (Paris 1849) als Einleitung dient pag. 6
—12. Martin bezweifelt

die Identitat des Theon von Smyrna mit dem von Ptolemiius genannten Mathe

matiker, setzt ihn aber in die gleiche Zeit, worauf es uns schlieBlich allein an

kommt.

Cantor, Geschiclite der Mathematik I, 3. Aufl, 28
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fttr das Studium Platons notwendig sei. Er gmg dabei aus von der

Arithmetik mit Inbegriff der musikalischen Zahlenverhaltnisse, darauf

soUte die Behandlung der Geometrie, der Stereometrie, der Astro

nomie, der Musik der WeUen folgen. Man hat daraus lange Zeit

die Vermutung geschopft, es seien fttnf Bttcher ziemlich gleichen Um

fanges gewesen, welche das Werk des Theon von Smyrna bddeteu,

und diese Vermutung fand eine Art von Begrttndung in dem Um

stande, daB zwei verschiedene umfangreiche Bruchstttcke sich vor-

fanden, das eine vorzugsweise arithmetischen, das andere vorzugsweise

astronomischen Inhaltes. Beide wurden getrennt herausgegeben').
In dem einen glaubte man das erste, in dem zweiten das vierte Buch

zu erkennen. Man vermiBte drei ganze Bttcher von ahnlichem Cha

rakter: der Geometrie, der Stereometrie, der Musik der Weiten ge

widmet. Wir sind nicht dieser Meinung und stehen in unserer

durchaus abweichenden Ansicht auch nicht vereinzelt^). Wir er

kennen vielmehr in jenen beiden Fragmenten das ganze Werk Theons.

Nach einer philosophischen Einleitung erscheinen Einteilungen der

Zahlen in Gattungen ahnlicher Art, wie sie bei Nikomachus uns be

kannt wurden. Da ist von der Entstehung der Quadratzahl als

Summe ungerader Zahlen, aber auch als Summe von je zwei Dreiecks

zahlen, von Viereckszahlen und Pyramidalzahlen, von vollkommenen

Zahlen und Yerwandtem die Rede, darunter von zwei Gegenstanden,
denen wir nachher besondere Aufmerksamkeit schenken wollen. Daran

knttpfen sich Kapitel tiber die Tonzahlen untermischt mit weitlaufig

ausgesponnenen zahlensymbolischen Tfifteleien, die auch schon in der

ersten Abteilung spukten, untermischt mit Erorterungen tiber die

verschiedenen Proportionen. In kurzen kaum mehr als einige Wort-

erklarungen bietenden Abschnitten ist von Geometrie und von Stereo

metrie die Rede^). Weitaus am ausffihrlichsten ist alsdann die Astro

nomie behandelt, vielleicht in diesem mangelnden EbenmaBe der An

sicht forderlich, daB Theon von Smyrna vorzugsweise Astronom,
mithin der von Ptolemaus genannte Beobachter war. Die SchluB-

Avorte heiBen: „Das sind die notwendigsten Dinge und vorzugsweise

') Die sogenannte Arithmetik von Bullialdus. Paris 1644 und von De

Gelder. Leiden 1827, die sogenannte Astronomie von Martin, Paris 1849.

") Prof, E, Hiller, Avelchem wir unsere Ansicht brieflich darlegten, teilte uns

mit, daB er die genau gleiche in seiner Bonner Habilitationsschrift (1869), welche

ungedruckt gebfieben ist, ausgesprochen und begrundet habe. Diese Auffassung
liegt auch der durch ihn besorgten Ausgabe des Theon von Smyrna (Leipzig
1878), nach welcher wir zitieren, zugrunde. ") Theon Smyrnaeus (ed. Hiller)
pag. Ill, lin, 14 bis pag, 113, lin. 8 und pag. 117, lin, 12 bis pag, 118, lin, 3,

Die erstere Stelle enthalt planimetrische und stereometrische Definitionen, die

letztere die geometrische Konstruktion eines geometrischen Mittels,
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aus der Astronomie zur Kenntnisnahme platonischer Schriften. Da

wir aber sagten, die Musik und Harmonie sei teils an Instrumenten,
teils an Zahlen, teds am Weltall, und daB wir fiber die Musik der

Welteu das Notwendige nach der Astronomie angeben wttrden — denn

auch Platon sagt, sie sei die fttnfte Wissenschaft nach Arithmetik,

Geometrie, Stereometrie, Astronomie —

so ist auch darttber mitzu-

tedeii, was hauptsachlich ThrasyUus zeigte zugleich mit dem, was wir

frtther selbst ausgearbeitet haben." Diese Satze machen auf uns den

Eindruck, als wenn sie einem Werke, nicht bloB einem Abschnitte

als SchluB gedient batten, als ob Theon die zuletzt versprochene welt-

harmonische Erorterung sich vorbehalten hatte. Mag dem nun sein

wie da woUe, wesentliche Lttcken zwischen dem Erhaltenen konnen

wir uns unter keinen Umstanden entschlieBen anzunehmen; hochstens

konnten wir uns dazu verstehen, an eine Umstellung mancher Kapitel
zu glauben, da es eigentttmUch sich ausnimmt, wie Theon verschiedent

lich auf frtther Besprochenes zurttckkommt, ohne daB eine kttnstle-

rische Anordnung des Werkes die Wiederholung erforderte. Viel

leicht sind solche Mangel auch der geringeren Befahignng Theons an-

zurechnen. Theon war bei weitem kein Nikomachus! Seiner Zu

sammenstellung fehlt nach Form und Inhalt die Folgerichtigkeit. Er

wahnen wir ein Beispiel, welches geschichtlichen Wert besitzt.

„Die Einheit ist nicht Zahl, sondern Anfang der Zahl", sagt
Theon ^), den pythagoraischen Gedanken deutlicher als irgend ein

anderer Grieche aussprechend; das hindert ihn aber nicht 1 neben

3, 5 als ungerade Zahl'') oder mit nachfolgenden 2, 3, 4 . in

der natttrlichen Zahlenreihe auftreten zu lassen^).
Es fallt uns nach dieser nicht sehr hohen Meinung, welche wir

von Theon besitzen, schwer in ihm den Erfinder bedeutsamer arith

metischer Neuerungen zu sehen, und damit wachst umgekehrt die

historische Benutzbarkeit seiner Angaben ffir alte Zeiten. Alteren

Datums dfirften daher auch die Dinge sein, auf welche zurfickzukommen

wir oben zugesagt haben. Jede Quadratzahl, sagt uns Theon*), ist

entweder selbst oder nach Verminderung um eine Einheit durch 3

wie auch durch 4 teilbar, und so entstehen vier Arten von Quadrat

zahlen durch Vereinigung jener beiden selbstandigen je zwei Unter-

arten bedingenden Unterscheidungen. Es ist ziemUch gleichgfiltig,

wann man diesen Satz entdeckte, der freiUch der Lehre von den

([uadratischen Resten angehort, aber eine groBe praktische Bedeutung

nicht besitzt.

') Theon (ed. Hiller) pag, 24, lin, 23, -) Theon pag, 28, 5 und 32, 11.

') Ebenda pag, 33, 4. ■*) Ebenda pag, 35, 17 etc,

28*
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Ganz anders verhalt es sich mit den Seiten- und Diametral-

zahlen, TcXavgd und did^sx^og, mit welchen Theon sich beschaftigt').
Die Entstehung dieser Zahlen ist folgende. Ausgehend von zwei

Einheiten bddet Theon neue Zahlen, indem er einmal die beiden ge

gebenen Zahlen addiert 1 -k 1 = 2 und das andere Mal das Doppelte
der einen Zahl zur anderen ffigt 2 • 1 -k 1 = 3. Es soil hier nicht

versaumt werden, auf Ahnliches bei Nikomachus (S. 431) erinnernd

zurflckzuverweisen. Von den beiden so gewonnenen Zahlen heiBt

ihm die kleinere 2 die Seite, die groBere 3 die Diametralzahl. Diese

Bddungsweise wird alsdann fortgesetzt, indem die Summe einer Seite

und ihrer Diametralzahl die folgende Seite, die Summe der doppelten
Seite und der Diametralzahl die folgende Diametralzahl liefert. HeiBen

etwa aUe Seiten a, aUe Diametralzahlen 8 mit jedesmal beizufttgen-
der Ordnungszahl, so ist das Bildungsgesetz a„_i -k <J„_i = «„ und

2a^_.^ Y <J„_i = <^„- Das Quadrat einer jeden Diametralzahl, be

hauptet nun Theon, unterscheidet sich von dem doppelten Quadrate
der zugehorigen Seite nur um eine Einheit, um welche bald die eine,
bald die andere Zahl abwechselnd groBer ist. Einen Beweis fttr

diesen Lehrsatz:

dl = 2aj,± 1

wird man bei Theon vergehlich suchen, richtig aber ist er, wie die

Werte «,
= 1, <^, = 1; a,

= 2, d, = 3; a,
=

D, (ig = 7; «,
= 12,

d
4
= 17 usw. zeigen. Allgemein folgt aus den Definitionsgleichungen

fttr a^ und d^, daB

2< = 2«^_, + 4«„_,d'_, + 2,J^_,,

^l = 4^<-iY4a^_,d„_,Yd-i_„

2al~dl = -(:2al_,-dl_f)
und durch Fortsetzung der gleichen SchluBart:

2al - d? = (- iy-H2al -

d\) = (- l)-i(2 - 1) = (- l)-i
und

dl = 2alY (- 1)".

Jedenfalls kann man aus dem als wahr angenommenen Satze die

Folgerung ziehen, daB ^ sich nur wenig von -)/2 unterscheide, daB

]
1 3 5 17

^^^^
T' Y' Y' 12

"^^- aufeinander folgende Naherungswerte von

') Theon pag. 43, 5 etc. Nesselmann, Algebra der Griechen S. 228—231
hat eine von unserer Auffassung verschiedene Erkliirung dieser Stelle. Mit uns
stimmt dagegen iiberein Unger in einem Erfurter Gymnasialprogramm von 1843:
Kurzer AbriB der Geschichte der Zahlenlehre von Pythagoras bis auf Diophant
S. 17—19,
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y 2 sein mttssen. Jedenfalls deuten ferner die Namen Seiten- und

Diametralzahl mit ihren Beziehungen zur Seite und Diagonale
eines Quadrates darauf hin, daB Theon sich dieser Anwendung be

wuBt war. Um so wahrscheinlicher wird die Vermutung, man werde

bei Erfindung seines Satzes von einem wesentlich geometrischen Ge-

dankengange geleitet worden sein. Man hat an

folgende Entwicklung gedacht'). Es sei (Fig. 73)
ABF ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck

mit den Seiten «„_i, «„_i, ^'„_i- Werden nun

die beiden Katheten jede um ^„_i verlangert,
so entsteht das neue gleichschenklig rechtwink

lige Dreieck AAE mit den Seiten «„, « , 8.„.'&^

VoraussetzungsmaBig ist a,^
=

«^_i Y ^„-i> a^®^ '^ ^ "^

aus der Figur sieht man dann sofort, daB
'^' '

d^j = 2a„_i -k <3„_i sein muB. NatttrUch ist die hier gezeigte Kon

struktion falsch, indem die Diagonale des Quadrates von rationaler

Seitenlange irrational ist; aber um immer nahere Werte zu erhalten,
muBte man geometrisch von der falschen Hypothese einer rationalen

7

Diagonale ausgehen. Wir haben ~- mehrfach als mutmaBlich seit

Platon bekannten Naherungswert von l/2 auftreten sehen. Der darauf

17

folgende Bruch
„
wird im 30. Kapitel uns erinnerlich werden mttssen.

Dadurch wachst die Wahrscheinlichkeit, daB man der erwahnten Fol-

gerung von dem Zusammenhange zwischen j/2 und A gicJ^ bewuBt

war, wenn die Folgerung selbst bei Theon auch nicht gezogen ist.

Berttcksichtigt man weiter, daB die Bddungsgesetze der Seiten- und

der Diametralzahlen genau dieselben sind, welche die Nenner und

Zahler der aufeinanderfolgenden Naherungsbrttche fttr den Kettenbruch

2 + 1

2 + . - -

entstehen lassen, so wird man wohl zu der (S. 317) ausgesprochenen

Behauptung genotigt, die Griechen seien natttrUch nicht der Form

nach, aber der Sache nach mit der Kettenbruchentwicklung von 1/2
und mit dem Gesetze der Naherungsbrttche dieses Kettenbruches be

kannt gewesen. Wir hrauchen nun nicht mehr zu sagen, wie wichtig

es ware, darttber unterrichtet zu sein, ob auch die Bildung der Seiten-

') P. Bergh in Zeitschr, Math, Phys, XXXI, Histor.-literar. Abtlg. S, 135.
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und der Diametralzahlen, wie sie bei Theon sich vorfindet, vorplato-

nischen Ursprunges war?

Eine SteUe, auf welche wir noch aufmerksam zu machen haben,

ist diejenige, wo erortert wird, die Zahl 5 sei arithmetisches Mittel

zwischen 1 und 9, zwischen 2 und 8, zwischen 3 und 7. Diese Tat

sache ist namlich durch das Zahlenquadrat

ll 4 I 7

2 5 8

3 6 9

erlautert 1) und zeigt dadurch einen ersten Anfang wenn auch nur un-

voUkommener magischer Quadrate.

22. Kapitel.

Sextus Julius Africanus. Pappus von Alexandria.

Wir gelangen zum III. S. nach Christi Geburt. Um die Zeit

des Kaisers Alexander Severus, welcher 220—230 regierte, schrieb

Sextus Julius Africanus seine Kesten. Der romische Name

des SchriftsteUers wttrde ihm in einem anderen Kapitel seinen Platz

anweisen, wenn nicht die griechische Sprache, deren er sich bediente,

uns veranlaBte, seiner hier zu gedenken. Kesten bedeutet wortlich

„mit der Nadel Durchstochenes" und als Titel eines Werkes soil das

wohl so viel sagen als „Aneinandergeheftetes" Anetnandergeheftete

Bemerkungen der verschiedensten Art sind es auch, die Sextus .lulius

Africanus dort vereinigt hat, und fast zufaUig befinden sich darunter

auch zwei Stellen, von welchen die Geschichte der Mathematik Nutzen

zu ziehen hat.

Das XXXL Kapitel der Kesten^) beschaftigt sich mit praktischer

Kriegsgeometrie, insbesondere mit der Auffindung der Breite eines

Flusses, dessen jenseitiges Ufer vom Feinde hesetzt ist, und mit

der Auffindung der Hohe der Mauern einer belagerten Stadt, um

danach im voraus die GroBe der herzusteUenden Kriegsmaschinen,
Ttirme usw. ermessen zu konnen. Grundlage des ganzen Verfahrens

ist ein geometrischer Satz, dessen Beweis, wie der Verfasser sagt,
nur von dem I. Buche der euklidischen Elemente abhangt, der Satz

namlich, daB samtliche Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks halbiert

'■) Theon pag. 102. ^) Notices et extraits des manuscrits dc la Bibliotheque
imperiale. Tome XIX, Partie 2. Paris 1868, pag. 407—415 ist der Text

nebst franzosischer tJbersetzung von Vincent abgedruckt. Ygl. Agrimensoren
S, 110 flgg.
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»\ 1^

Fig, 75,

erscheinen, wenn aus der Mitte einer Kathete paraUel zur anderen

eine Gerade nach der Hypotenuse, und aus deren Durchschnittspunkte
wieder eine neue ParaUele zur ersten Kathete bis zum Durchschnitte

mit der zweiten gezogen wird (Fig. 74). Sei afi die erste Kathete

und auBer den vorgeschriebenen

da, Et, noch die Hilfslinie dt, ge

zogen. ad = dfi, dfi = E% als

ParaUele zwischen ParaUelen, folg
lich auch ad # Et,, und somit

treten in der Figur zwei ParaUelo

gramme auf yBdt,, dfiE'Q, vermoge
deren ^£ = yg = fi% und dt, = Ey,

wahrend (aus dem in dem Beweise

nicht genannten ParaUelogramme

adt,a folgend) auch dt, = aE ist.

Von diesem Satze aus wird die Breite eines Flusses gemessen. Liegt
a am feindlichen Ufer (Fig. 75), wahrend ee die diesseitige Uferlinie

bezeichnet, so stellt man die Dioptra in i auf, weiter vom Flusse

entfernt als der FluB breit ist und visiert sowohl (senkrecht zur FluB-

linie ee, was aber nicht ausdrttcklich gesagt, sondern nur aus der

Figur zu entnehmen ist) nach a, als rechtwinklig zu dieser ersten

Linie nach v, so daB dabei der Punkt % in der Mitte von iv ge

wonnen wird. Steckt man nun von v aus die Richtung va, von x

aus x0 i\- la und endlich 0p if (.w ab, so ist ai, doppelt so groB, «p

genau gleich groB mit tp und laBt nach Abziehung von cpQ die ge

suchte aq) fibrig. Man kann als wesentUch bei dieser Methode

auffassen, daB die gesuchte Breite, beziehungsweise eine ihr gleiche

Breite, wirklich auf dem Felde dargestellt wird. Man kann bei dem

uns erhaltenen Berichte auf die von alien geometrischen Gewohn

heiten abweichende Buchstabengebung fttr die einzelnen Punkte hin

weisen. Nicht nur, daB t, nicht vermieden ist, das horte ttberhaupt
um die Zeit, in welcher wir uns befinden, auf, und noch spatere
Geometer ersten Ranges benutzen uuterschiedlos t wie andere Buch

staben, es ist ttberhaupt kein System
zu erkennen, nach welchem a, a, rj,

9, I, X, Q, V, (p als Buchstaben an

eine Figur gewahlt worden sein

mogen. Das war anders in der vor

hergehenden Figur, anders in der
D CD 7

folgenden (Fig. 76), an welcher un

mittelbar anschlieBend eine von DreiecksahnUchkeiten ausgehende

Methode die FluBbreite zu messen gelehrt wird. Man soU langs
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dem Flusse in der gemessenen Linie fiy einhergehen und dabei emen

massiven rechten Winkel von augenscheinUch ziemlich bedeuten

der GroBe, der das Kennzeichnende des Verfahrens bUdet, und uns

wiederholt begegnen wird, mitnehmen. Auf dem einen Schenkel

dieses rechten Winkels in e ist ttberdies eine Signalstange senkrecht

zur Ebene des rechten Winkels befestigt. Wird nun y so gewahlt,

daB jene Signalstange bei e mit dem den Punkt a bezeichnenden

Gegenstande und dem Standpunkt y in einer Geraden liegt, so ist aus

der Ahnlichkeit der Dreiecke fiy : yd = afi : sd, mithin afi gefunden.

Dieselbe Figur, so beschlieBt der Verfasser dieses interessante Kapitel,

dient die Hohe einer Mauer von weitem zu messen. Die Dioptra wird

dazu in d als da aufgesteUt und ihr Lineal in die Neigung a a ge

bracht, wo a einen Punkt des oberen MaueiTandes bedeutet. Die

rttckwartsige Verlangerung dieser Richtung a a nach y lehrt yd neben

dem bekannten dE und neben dem nach der vorigen Aufgabe er-

mittelten yfi finden und nun ist yd : da = yfi : fia. Der Schttler

Herons ist hier unverkennbar, und die Paragraphe von dessen Ab

handlung ttber die Dioptra, an welche das angegebene Verfahren sich

anlehnt, habeii nachgewiesen werden konnen, wenn auch der massive

rechte Y^inkel bei Heron nicht vorzukommen scheint.

Das LXXVI. Kapitel der Kesten-^) lehrt eine Art von Feuer-

telegraphie kennen. Die Romer hatten, so erzahlt der Sammler,
an leicht sichtbaren Pkatzen drei Signalstangen aufgerichtet, je eine

links, eine rechts, eine in der Mitte. An jeder Stange konnten bis

zu neun Fackeln befestigt werden, und zwar bedeuteten dieselben

Einer, wenn sie an der Stange links, Zehner, wenn sie an der mitt

leren Stange, Hunderter, wenn sie an der Stange rechts befestigt
warden. Sie sollten namlich von weitem gesehen werden, und fur

den gegenttberliegenden Beobachter kehrt sich natttrUch rechts in

links, links in rechts, so daB die Ordnung der Zahlenwerte dim von

rechts nach links zunehmend erscheint, wie es z. B. auch bei der sala

minischen Tafel (S. 133) der FaU war. Zahlen als solche sollten

freilich nicht mitgeteilt werden. Man machte von den Zahlen Ge

brauch, um Buchstaben des griechischen Alphabetes zu erkennen zu

geben, deren jeder je einen der Werte 1 bis 9, 10 bis 90 oder 100

bis 900 besitzt, und so konnten an der richtigen Stange sichtbar

gemachte Fackeln die Buchstaben eines Wortes, eines Satzes nach

und nach dem entfernten Freunde bekannt machen.

') Vgl, Vincent in den Comptes Bendus de I'academie des sciences vom

3. Januar 1842, XIV, 43, und Friedlein im Bulletti-no Boncompagni 1868,
pag, 49

—50.
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Eine Sammlung ganz anderen wiBsenschaftlichen Wertes ist die

des Pappus von Alexandria, eines SchriftsteUers, der mutmaBlich

dem Ende des III. S. angehort hat^). Y'ir besitzen ttber seme Lebens

zeit ttberhaupt nur zwei, beide aber bestimint lautende und einander

geradezu widersprechende Angaben, beide selbst aus der gleichen Zeit,
namlich aus dem X. S. Die Leidener Bibliothek besitzt eine in den

Jahren 913—920 angefertigte Handschrift der theonischen Haudtafeln,
welche am Rande der Regentenliste verschiedene literargeschichtliche
Glossen aus der Zeit der ersten Niederschrift besitzt So steht neben

der Regierung des Diokletian die Bemerkung: ant xovxov 6 Hdirog

aygafpEv, unter diesem schrieb Pappus. DaB der Name hier nur mit

einem n geschrieben auftritt, kann uns nicht beirren. In der Mitte

des Namens bricbt namlich die Zeile ah und macht eine Spaltung
in nd und nog notwendig, wobei leicht ein n verloren gegangen sein

kann, fttr welches in der ersten Zeile etwa kein Platz mehr vor

handen war. AuBerdem ist, wenn der Mathematiker Pappus nicht

gemeint sein wollte, kein Schriftsteller gleichen oder nur wenig ab

weichenden Namens aus der Zeit des Diokletian bekannt. Dieser

regierte 284 bis 305, folgUch ware Pappus in dieselbe Zeit zu setzen.

Dem gegenttber steht unvermittelt, was Suidas, der bekannte Lexiko

graph, an zwei sachlich ttbereinstimmenden Stellen sagt. Unter Theon

heiBt es bei ihm, er sei Zeitgenosse des Pappus, der wie er in Alexan

dria zu Hause gewesen sei, und beide hatten unter der Regierung

des alteren Theodosius gelebt. Unter Pappus heiBt es, er habe unter

der Regierung des alteren Theodosius gelebt, zur Zeit, als auch der

Phdosoph Theon in seiner Blttte stand, welcher ttber den Kanon des

Ptolemaus schrieb. Die Werke des Pappus seien eine Erdbeschrei-

bung, ein Kommentar zu den vier Bttchern der groBen Zusammen

stellung des Ptolemaus, ferner ttber die libyschen Flttsse und ttber

Traumdeutung. Auch diese Angabe ist von bestimmtester Klarheit.

Theon hat, wie wir aus seinem chronologischen Werke selbst ent

nehmen, jedenfaUs 372 noch gelebt; Theodosius I. regierte 379 bis

395; diese Zahlen stimmen zueinander, und folglich ware Pappus

wie Theon an das Ende des IV. S. zu setzen, was auch aUe Ge

schichtswerke der Mathematik ohne Anstand getan haben. Wenn

wir gleichwohl der Meinung folgen, welche den alteren Zeitpunkt fttr

Pappus als zutreflfend erachtet, so leUet uns folgender Gedanke. Bei

zwei einen Widerspruch enthaltenden gleichzeitigen Angaben mussen

1) Vgl. Zeitschr. Math. Phys. XXI, Histor,- liter, Abtlg. S. 70 flgg, (1876)

iiber die Lebenszeit und die Handschriften des Pappus. In bezug auf letztere

diente die Einleitung zu Hultschs Pappusausgabe als Quelle.
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wir einesteUs uns fragen, ob und wie ein Irrtum des einen, beziehungs

weise des anderen Gewahrsmannes Erklarung finden kann, mfissen

wir andernteils ttberlegen, ob innere Grtinde die eine oder die andere

Meinung untersttitzen. Die Behauptung des Schreibers des Leidener

Kodex ist nun, wenn falsch, auf keine Weise zu verstehen. Suidas

konnte dagegen dadurch zu seinem Irrtume gelangt sein^), daB in

seiner Quelle die beiden SchriftsteUer Pappus und Theon von Alexan

dria ihrer Heimat, ihrer verwandten Uterarischen Tatigkeit wegen un

mittelbar hintereinander aufgeftthrt waren, oder aber dadurch, daB er

einen aus den Eriauterungen des Pappus und des Theon gemischt

zusammengesetzten Kommentar zum Almageste vor Augen hatte, eine

Moglichkeit, die im 24. Kapitel sich uns ergeben wird, und daB er

nun auf eine gar nicht angegebene, weil uberhaupt nicht vorhandene

Gleichzeitigkeit der beiden Erklarer schloB. Als untersttitzend dienen

folgende Gesichtspunkte. Suidas war mit des Pappus Werken nicht

aufs beste bekannt. Er nennt unter denselben gar nicht dasjenige,
welches allein in einiger VoUstandigkeit sich erhalten hat, und welches

gentigt, um unsere Bewunderung des Verfassers zu rechtfertigen. Der

andere Berichterstatter ist in seinem Schweigen entschuldigt, wed er

gar kein Werk des Pappus mit Namen anftthrt. Ferner ware es sehr

auffallend, wenn Pappus und Theon an dem gleichen Orte lebend zur

selben Zeit einen Kommentar zu demselben Werke, dem Almageste7 O

des Ptolemaus, geschrieben hatten. Weit wahrscheinlicher wird diese

Tatsache, wenn Pappus hundert Jahre vor Theon von Alexandria

schrieb. Fraglich erscheint dabei, ob Pappus den ganzen Almagest
erklart haben mag, oder nur vier Bttcher. Die Vermutung, es habe

bei Suidas ursprfinglich 71^=13 Bttcher geheiBen, der wirklichen

Bttcherzahl des Almagestes entsprechend, und daraus sei A= 4: Bttcher

verschrieben worden^), ist ausgesprochen worden und hat manche

Wahrscheinlichkeit, nachdem es sich erwiesen hat, daB Pappus jeden
faUs zum ersten, zum fttnften und zum sechsten Buche des Almagestes
einen Kommentar verfaBte, daB der zum fttnften und sechsten Buch

gehorende Ted sich noch erhalten haU*). Wahr ist es, daB Theon

seinen Vorganger niemals genannt hat auBer in Uberschriften, deren

Ursprung ja immer zweifelhaft ist. Mag aber Theon 100 oder ein

paar Jahre nach Pappus gelebt haben, so ist dieses Schweigen gleich
auffallend, zu derselben Zeit auch gleich einfach damit zu erklaren,
daB Theon den Pappus recht fleiBig benutzte. Es bildet, wie uns

1) Diese Hypothese riihrt von Usener her. Neues Rheinisches Museum

1873, Bd. XXVm, S. 403, =) So glaubt Hultsch pag. VIH, Anmerkung 3 der

Praefatio, welche den dritten Band seiner Pappusausgabe eroftnet ^) Hultsch
I. c pag, XIV,
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von philologischer Seite versichert wird, geradezu eine EigentttmUch
keit der Kommentatoren des IV S. etwa ein wahres Plttnderungs-
system an alteren SchriftsteUern auszuttben, welche niemals genannt
werden, so daB nur in einzelnen Fallen ein glttckliches Obngefabr es

moglich gemacht hat, diesen unrecbtmaBigen Aneignungen auf die

Spur zu kommen. So nehmen wir also an. Pappus habe an der

Schwelle vom III. zum IV. S. gelebt und geschrieben,
Ob ein Zitat bei Proklus^) dahin zu deuten ist, daB Pappus

gleich Heron an der Spitze einer Schule stand, mag dahingestellt
bleiben. Nach griechischem Sprachgebrauche kann oi naQl "HQtavc.
xal ndmiov unzweifelhaft diese Bedeutung einschlieBen, die Worte

konnen aber auch Heron und Pappus allein bezeichnen sollen, nnd

letzteres wohl noch haufiger als ersteres. Unter den Schriften, welche

Pajipus verfaBte, fanden seine Bemerkungen zum Almageste mehr

fache Erwahnung. Wir erinnem daran, daB (S. ill8) Eutokius auch

sie unter den Schriften genannt hat, welche fiber die Ausziehung von

Quadratwurzeln zu Rate gezogen werden konnen. Pappus selbst

spricht von einem Kommentare, welchen er zu dem Analemma des

Diodorus angefertigt habe ^). Yon jenem Schriftsteller ist zwar auch

bei anderen wiederholt die Rede^), jedoch ohne daB dadurch sein Zeit

alter oder der Inhalt seiner Schrift genauer bekannt wttrde; deren

Titel stimmt allerdings mit demjenigen eines Buches des Ptolemaus

fiberein, von welchem (S. 423) die Rede war. Eine weitere schrift

stellerische Leistung des Papjins bildete ein Kommentar zu den eukli

dischen Elementen, von welchem Bruchstttcke, insbesondere eine von

Eutokius*) erwahnte Bemerkung, in einem Yatikankodex aufgefunden
worden sind^). Diesem Kommentare dttrfte eine Anzahl von Be

merkungen entnommen sein, welche bei Proklus sich erhalten haben,
und deren eine verdient, daB wir ihrer erwahnen.

Pappus habe, berichtet Proklus*), Ein-

spruch gegen den Satz erhoben, daB der

Winkel, der einem Rechten gleich sei, immer

selbst ein Rechter sein mttsse. Er steUte nam

lich (Fig. 77) zwei gleichlange Gerade afi, fiy

senkrecht zueinander und beschrieb ttber jede

') Proklus (ed, Friedlein) 429, 13, -) Pappus IV, 27 (ed. Hultsch)

pag, 246. ') Vgl. Hultschs Praefatio zum III, Bande seiner Pappusaus

gabe IX—XI. '') Archimed (ed. Heiberg) HI, 34 in dem Kommentare des

Eutokius heiBt es: sl'grjrai xal Udititca sig rb V7t6fivrjti,a r&v aroixsicov. ") Hei

berg, Om scholicrne td Euldids Elementer in den Vidensk, Selsk, Skr, 6, Raekke,

historisk, og philosophisk, Afd. H, 3 Kjobnhavn 1888, pag, 297, ") Proklus

(ed, Friedlein) 190,



444 22. Kapitel.

derselben einen Halbkreis. Da diese Halbkreise sich decken, mtissen

die Winkel ufia, yfit voUkommen gleich sein. Wird sodann von

dem rechten Winkel afiy der eine jener identischen Winkel weg

genommen, der andere beigefugt, so muB also ein Etwas entstehen,

welches einem rechten Winkel wieder gleich ist, ohne daB man doch

sagen konnte, dieser Winkel a fit sei ein rechter Winkel. Diese Be

trachtung uber nicht geradUnige Y^inkel ist das VorbUd spaterer

Spitzfindigkeiten ahnlichen Inhaltes geworden (S. 264).

Das mathematische Werk des Pappus, welches auf uns gekommen

ist, und welches merkwfirdigerweise durch keine bekannt gewordene Er

wahnung von seiten irgend eines Mathematikers oder sonstigen Schrift

steUers in seinem Vorhandensein bestatigt wird, ffihrte den Namen der

Sammlung, Gvvaycoyi], und bestand aus acht Btichern^). Titel und

Eintedung verbttrgt uns eine vatikanische Pappus-Handschrift aus dem

XII. S., welche selbst samtlichen tibrigen, keineswegs seltenen Ab

schriften unmittelbar oder mittelbar zugrunde liegt. Der Charakter

dieser Sammlung besteht darin, daB Pappus den Inhalt von zu seiner

Zeit hochgeschatzten mathematischen Schriften kurz angibt und zu

denselben erklarende, aber auch erweitemde, oftmals nur den aller-

losesten Zusammenhang mit dem gerade in Rede Stehenden wahrende

Satze hinzufttgt. Diese Beziehung, oder fast besser diese Beziehungs-
losigkeit lassen uns die Satze erkennen, von denen Pappus uns sagt,
daB sie zu Werken gehoren, welche, wie die Kegelschnitte des Apol
lonius von Perga, auf uns gekommen sind und den Yergleich ge

statten. Die Freiheit, welche Pappus sich demgemaB bei seinen Zu-

satzen gestattet hat, die Genauigkeit, deren er daneben bei ttbersicht-

lichen Inhaltsangaben sich befleiBigte, machen den doppelten Wert

seiner Sammlung aus. Jene Gewissenhaftigkeit, welche wir als zweite

Tugend des Pappus erwahnten, macht, daB seine Sammlung als Er

satz ffir wertvolle im Urtexte verloren gegangene Abhandlungen dienen

kann, so daB wir nach dem Vorgange aller Schriftsteller fiber Ge

schichte der Mathematik kehien Anstand nahmen, sie im Verlauf

dieses Bandes wiederholt zu solchem Zwecke zu benutzen. Jene

Selbstandigkeit, die wir zuerst rtthmend betonten, hat uns Dino-e ge-
DO

liefert, die, teils nicht anderweitig rttckwarts verfolgbar, teils von

Pappus ausdrttcklich fttr sich in Anspruch genommen, den zuver

lassigen Beweis fttr die hohe Meisterschaft des Verfassers insbesondere

') Eine lateinische Ubersetzung durch Commandinus erschien 1588, dann
in mehrfachen neuen Abdriicken bis 1602. C. J. Gerhardt gab 1871 das VIL
und VHI. Buch im Urtexte mit nicht tadelloser deutscher Ubersetzung heraus.

Eine vortreffUche Textausgabe mit lateinischer Ubersetzung und reichhaltigen
Anmerkungen veranstaltete Fr. Hultsch in 3 Biindeu, Berlin 1875, 1877, 1878.
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in solchen geometrischen Untersuchungen liefern, welche unser Jahr

hundert unter dem Namen der neueren oder der hoheren svnthetischen

Geometrie kennt.

Welchen Gang Pappus bei Ausarbeitung seiner Sammlung ein

schlug, ob er ttberhaupt einen bestimmten Gedanken planmaBiger

Reihenfolge zugrunde legte, ist mit Sicherheit nicht zu ermitteln,
weil das erste Buch und die mutmaBlich groBere Halfte des zweiten

Buches verloren gegangen ist, die Darstellung sich niithin auf die

ttbrigen Bttcher beschranken muB. Dabei ist uberdies vorausgesetzt,
daB alle vorhandenen Bttcher Pappus angehoren, Allerdings nimmt

man dieses gegenwartig an, und ein vereinzelter Yersuch^) nur das

III. und IV. Buch, welche ursprttnglich ein einziges gebildet batten,
dann das VIL und das VHI. Buch Pappus zuzuschreiben, alles ttbrige
als unechte spatere Einschaltung auszuscheiden, ist, soviel wir wissen,
ohne jegliche Beistimmung geblieben.

Der vorhandene Uberrest des II. Buches enthalt die Multiplika-
tionsmethode des Apollonius von Perga.

Im III. Buche sind vier verschiedene Abhandlungen vereinigt.

Die erste beschaftigt sich mit der Aufgabe zwischen zwei gegebenen

Langen zwei mittlere geometrische Proportionalen einzuschalten nach

Methoden des Eratosthenes, des Nikomedes, des Heron, des Pappus
selbst. Die zweite Abhandlung lehrt die drei verschiedenen Mittel,
welche zwischen zwei Strecken bestehen, das arithmetische, das geo

metrische und das harmonische Mittel, von welchen ttbrigens auch in

den einleitenden Kapiteln der ersten Abhandlung des III. Buches

schon die Rede war, an einer und derselben Figur zur Erscheinung

bringen. Aber dieses geometrische Problem dient nur zum An-

knttpfungspunkte fttr eine ganz Lehre von den Medietaten, welche

mit einer Tabelle von ganzzahligen Beispielen fttr samtliche zehn

Formen von Medietaten abschlieBt. Die dritte Abhandlung beschaftigt
sich wieder mit einer ganz anderen Untersuchung. Der 21. Satz des

I. Buches der euklidischen Elemente behauptet, daB, wenn innerhalb

eines Dreiecks ein Punkt gewahlt und mit den Endpunkten der

Grundlinie geradUnig verbunden wird, die Summe dieser Geraden

kleiner ausfalle als die Summe der sie umfassenden Dreiecksseiten.

Ganz anders, wenn die inneren Geraden nicht nach den Eckpunkten,

sondern nach zwischen denselben liegenden Punkten der Dreiecks-

grundlinie gezogen werden. Alsdann kann die Summe der inneren

') C. J, Gerhardt, Die Sammlung des Pappus von Alexandria, Programm

des Gymnasiums in Eisleben fiir 1875. Vgl, dazu die Besprechung in der

Zeitschr. Math, Phys. XXI, Histor,-literar, Abteilung 37— 42 <1876i.
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Geraden unter Umstanden ebenso groB sein, sie kann auch mehr be

tragen als die der umfassenden Seiten und zwar in mannigfachen

Abstufungen, und diese samtUchen FaUe werden ausftihrUch durch-

genommen. Die vierte Abhandlung geht zur Einbeschreibung der

ftinf regelmaBigen Vielflachner in die Kugel ttber, bei welcher Ge-

legenheU die Spharik des Theodosius von Tripolis mehrfach benutzt

aber auch erganzt wird. Es ist mit groBem Rechte bemerkt worden^),

daB die Auffassung der Aufgabe eine wesentUch andere ist als die,

von welcher Euklid im XIH. Buche seiner Elemente ausgeht, und

daB dadurch die erneute Behandlung um so hoheren Weri erhalte.

EukUd kommt es auf die metrischen Zusammenhange zwischen Po

lyederseUe und Kugeldurchmesser an;
er bddet sich zuerst die Polyeder

und beweist hinterdrein ihre Einbeschreibbarkeit. Pappus wiU die

Polyeder selbst erhalten; er geht aus von der Kugel und verschafft

sich die ParaUelkreise auf der Kugeloberfiache, welche je eine Polyeder-

flache als eingeschriebenes Yieleck besitzen.

Das IV. Buch zerfaUt gleichfaUs in mehrere Abteilungen, wenn

schon die Sonderung derselben nicht auf den ersten BUck in die

Augen fallt. Es beginnt mit der Lehre von den Kreistransversalen,

an welche sich die Aufgabe knfipft, den drei einander auBerUch be

rtthrende Kreise umschlieBenden Kreis zu konstruieren. Noch andere

Bertthrungsaufgaben voUenden das, was wir die erste Abhandlung des

IV. Buches nennen mochten. Auf sie folgen eine Anzahl von Satzen

aus der Lehi-e von der archimedischen Spirale sowie von der niko-

medischen Konchoide und darauf eine ziemlich ausgedehnte Abhand

lung ttber die Quadratrix, in welche verschiedene andere Unter

suchungen sich ziemlich naturgemaB einfttgen. Wir nennen die Rek

tifikation des Kreises; wir nennen Beziehungen zwischen Quadratrix

und Spirale; wir nennen die Trisektion des Winkels und die aUge-
meinere Aufgabe der Tedung des Kreises in beliebigem Yerhaltnisse

der Bogen mittels der Quadratrix, aber auch mittels der Spirale; wir

nennen endlich die Benutzung der Quadratrix zur Losung der drei

Probleme: ein regelmaBiges Yieleck von beliebiger Seitenzahl in einen

Kreis zu beschreiben, zu einer gegebenen Sehne einen Kreisbogen zu

finden, welcher ein bestimmtes Langenverhaltnis zur Sehne besitze,
zueinander inkommensurable Winkel zu zeichnen.

Das V. Buch beginnt mit dem Auszuge aus der Abhandlung des

Zenodorus fiber Figuren gleichen Umfanges, so weit ebene Figuren
in Frage stehen. Dann geht Pappus zu dem Raume fiber, lehrt die

^) Woepcke im Journal Asiatique serie 5, T. V (Fevrier-Mars 1855)

pag. 238—240.
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archimedischen Korper kennen und zeigt, daB bei gleicher Oberflache

Kegel sowohl als ZyUnder kleineren Ranminhaltes als Kugeln sind.

Damit ist der Rttckweg zur Abhandlung des Zenodorus, soweit sie

auf Raumkorper sich bezieht, gewonnen, und der Beweis wird ihr

nachgebildet, daB von den fttnf platonischen regelmaBigen Korpern
bei gleicher Oberflache stets der mehreckige den groBeren Inhalt

einschlieBe.

Das VI. Buch stellt sich in seiner Uberschrift die Aufgabe Auf

losungen zu den Schwierigkeiten zu finden, welche in dem soge

nannten kleinen Astronomen, fii,xgbg d0x()ovojiov^avog, enthalten

sind. Der Gegenstand, der damit gemeint ist, ist uns keineswegs

neu, nur der Name begegnet uns hier zuerst, und deshalb haben wir

bis hierher es aufgespart uns desselben zu bedienen. Der kleine

Astronom ist namlich eine Sammlung von Schriften, deren Studium

nach dem der Elemente des Euklid und vor dem des Almagestes des

Ptolemaus eingeschoben werden muBte, wenn letzteres vollen Erfolg
haben sollte. Ob der kleine Astronom eine endgttltig begrenzte Samm

lung war, ob nicht vielmehr der an sich lose Zusammenhang ge

stattete, bald diese bald jene kleinere Schrift aufzunehmen oder aus

zuschUeBen, dttrfte zweifelhaft sein. Der Kommentar des Pappus
verbreitet sich ttber nachfolgende Bttcher, welche demgemaB zum

kleinen Astronomen gehorten: Die Spharik des Theodosius, die Ab

handlung des Autolykus ttber die sich drehende Kugel, die des Theo

dosius ttber Tag und Nacht, die des Aristarchus ttber GroBe und

Entfernung von Sonne und Mond, die Optik des Euklid, die Phaeno

mena desselben Verfassers. Ein Kommentar des Menelaus zu dem

letztgenannten Werke hatte zwar nach einer durch Pappus gegebenen

Zusage^) auch noch erlautert werden sollen, doch findet sich davon

in dem auf uns gekommenen Texte keine weitere Spur. Wir be

merken, daB die beiden Astronomen Autolykus und besonder Ari

starchus von Samos in der Geschichte ihrer Wissenschaft hoch

bedeutsame Personlichkeiten sind. Autolykus^) lebte kurz vor Euklid

um 330 etwa, Aristarch'), wie wir schon (S. 419) bemerkten, ein

gutes halbes Jahrhundert spater um 270. Wir bemerken ferner, daB

die Eriauterungen des VI. Buches, auch wo sie auf astronomische

Y^'erke sich beziehen, ihrer groBten Mehrzahl nach geometrischer

Natur sind. Wir bemerken endlich, daB Pappus durch seine Namens

nennung selbst den Geometern, welche er nur unter den Ersten des

Faches auswahU, ein hohes Lob erteilt, daB man also beispielsweise

') Pappus (ed, Hultsch) pag, 602, lin, 1. -") Hultsch in der Vorrede zu

seiner Ausgabe des Autolykus. Leipzig 1885. ') Wolf, Geschichte der Astro

nomie, S. 35—37.
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aus diesem VI, Buche sich eine Meinung von dem Ansehen bilden

kann, in welchem damals verdientermaBen die Schriften des Theodosius

und des Menelaos standen.

Wer die Elemente des Euklid inne hat und von ihnen aus der

Astronomie sich zuwenden wiU, bedarf, wie vorher bemerkt, des

Studiums des kleinen Astronomen, bei welchem das VI. Buch ihn zu

untersttitzen bestimmt ist. Wer, mit den aUgemeinen Elementen

vertraut, erlernen will, wie man durch Konstruktion mannigfacher

Linien die Auflosung gestellter Aufgaben voUende, bedarf. dazu eines

anderweitigen eignen Ubungsstoflfes, der unter dem Namen Sammel-

werke analytischer Natur^) von EukUd, von Apollonius von Perga,

von Aristaus dem Alteren behandelt worden ist. Die hierzu not

wendigen Hilfssatze und Eriauterungen hat Pappus in seinem VII. Buche

vereinigt. Gleichwie im vorhergehenden Buche sind Unterabtedungen

gebildet, welchen die Namen der einzelnen Werke als Uberschriften

dienen, welche Pappus zu empfehlen wttnseht. Er nennt die Daten

des EukUd, den Verhaltnisschnitt, den Raumschnitt, den bestimmten

Schnitt, die Berttlirungen des Apollonius, die Porismen des EukUd,
dann wieder von Apollonius die Neigungen, die ebenen Orter, die

Kegelschnitte, endlich die korperlichen Orter des Aristaus, die Orter

auf der Oberflache des Euklid, die MittelgroBen des Eratosthenes.

Es sind dies, sagt Pappus, 33 Bticher, deren Inhalt bis zu den Kegel
schnitten des Apollonius ich Dir tibersichtlich herausgesteUt habe'^),
und in der Tat entspricht dieser Angabe eine Einleitung von ziem

lichem Umfange. An sie kntipft sich eine groBe Anzahl von Hdfs

satzen zu den Btichern des Apollonius fiber den Verhaltnisschnitt

und den Raumschnitt, tiber den bestimmten Schnitt, ttber die

Neigungen, ttber die Bertthrungen, ttber die ebenen Orter. Weitere

Hilfssatze zu den Porismen des Euklid folgen. Die zu den Kegel
schnitten des Apollonius und endlich zu Euklids Ortern auf der Ober

flache bilden den BeschluB des Buches. Der 8. Satz zu dem Ver

haltnisschnitt des ApoUonius^) wttrde unter Benutzung von Brttchen

statt der Yerhaltnisse aussprechen, daB Z'Yi immer zwischen ^ und

-^ liege. In der Tat ist

FY^ ~J~ FY^ W
^

j)
« -k_7

_ j;_ ^ P (1^ _ y_\
VY^ S '§ys\^ s)

') So die richtige Ubersetzung vou roaog dvalvojisvog, wie Gow, A short

history of greek mathematics pag. 211 Note 1 gezeigt hat. ^ Pappus (ed.
Hultsch) pag. 636, lin, 25, ») Ebenda pag, 688, lin. 31.
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woraus die Verschiedenartigkeit der Vorzeichen beider Diflferenzen

einleuchtet. Der 22. Satz zu den Bertthrungen des Apollonius') stellt

die Aufgabe, von drei auf einer gegebenen Geraden gegebenen Punkten
aus nach einem gleichfalls gegebenen Kreise Gerade zu ziehen, welche

ein diesem Kreise eingeschriebenes Dreieck bilden, Es ist das die

Aufgabe, welche im XVIII. S. die Erweiterung erfuhr, daB die drei

gegebenen Punkte beUebige Lage in der Kreisebene erhielten, und

welche unter anderen von Annibale Giordano aus Ottajano gelost
wurde ^).

Das VIII. Buch kttndigt sich als solches an, welches verschiedene

interessante mechanische Aufgaben zur Sprache briuge. Ich habe

fttr gut gehalten, erklart Pappus, die mit Hilfe der Geometrie ge

wonnenen, notwendigsten Theoreme ttber die Bewegung der schweren

Korper, die in den Schriften der Alten vorhanden und die von uns

selbst geschickt aufgefunden sind, kfirzer und deutlicher niederzu-

schreiben und auf eine bessere Weise, als es frtther geschehen, zu

sammenzusteUen''). Zu diesen geometrisch begrttndeten mechanischen

Lehren gehoren die Theorie des Schwerpunktes, der schiefen Ebene,

gehort die Aufgabe mit Hilfe von Zahnradern, die in gewissem gegen

seitigen Yerhaltnisse der Durchmesser stehen, eine gegebene Last

durch gegebene Kraft zu bewegen. Hierher gehort aufs neue die

Aufgabe der Einschiebung zweier geometrischen Mittel, welche schon

im III. Buche in anderem Zusammenhange aufgetreten war, und

welche jetzt wiederkehrt, weil auf ihr die VergroBerung eines durch

mechanische Yorrichtungen irgendwie in Bewegung zu bringenden

Korpers unter Festhaltung seiner (iestalt beruht. Weiter laBt Pappus
die Aufgabe folgen den Kreisumfang eines geraden Zylinders zu

finden, aus welchem fiberall Stttcke herausgebrochen sind, so daB

eine unmittelbare Messung an keiner SteUe stattfinden kann. Ohne

bemerkbaren Zusammenhang, wie wir es bei Pappus nicht seiten

gewohnt wurden, treflfen wir alsdann auf Fragen, bei denen es sich

um Auffindung gewisser Punkte auf einer Kugel handelt, z, B. des

Punktes, der einer gegenfiberliegenden Ebene am nachsten liegt, und

der Punkte, in welchen eine gegebene Gerade die Kugel durchdringt.
Daran schlieBt sich die Einbeschreibung von sieben einander gleichen

regelmaBigen Sechsecken in einen gegebenen Kreis, so daB das eine

denselben Mittelpunkt mit dem Kreise hat, die ubrigen sechs auf je

einer Seite des mittleren aufstehen und die dieser gegenttberliegende

') Pappus (,ed. Hultsch) pag, 848 ^ VgL Chasles, Apergu hid. S28

(deutsch 341) mit Zeitschr, Math. Phys. XXXVII, Histor.-literar, Abtlg. S, 216—217,

«) Pappus (ed, Hultsch) pag, 1028,

Cantob, Gesciiichte der Mathematik I, 3, Aufl 29
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Seite jedesmal als Kreissehne besitzen. Diese Aufgabe dient zur Her

stellung von Zahnradern, und nun bUden Auszttge aus dem Gewichte-

zieher und aus der Mechanik des Heron (S. 369) den SchluB, der

vielleicht von fremder Hand dem ursprttnglichen VIII. Buche bei

gefttgt sein dtirfte.
,

Mag man aus dieser schematischen Zeichnung des Gerippes der

Sammlung des Pappus, so wie dieselbe auf uns gekommen ist, den

Eindruck eines Ganzen oder lose und fast zufaUig aneinander ge-

reihter Einzelheiten erhalten, mag ein leitender Gedanke dem einen

auffindbar, dem anderen unentdeckbar erscheinen, jedenfaUs wird, trotz

stylistischer Schonheiten, die an manchen SteUen eine geradezu dich

terische Veranlagung des Schreibers enthfiUen i), die Achtung vor

Pappus dem Mathematiker eine hohere sein als die vor Pappus dem

SchriftsteUer, und diese relative Wertschatzung wird noch festeren

Boden fassen, wenn wir Einzelheiten herausgreifen, deren Entdeckung

nicht wohl einem anderen als Pappus selbst anzugehoren scheint.

An die Spdze steUen wir einen Satz des VII. Buches, der den

Korperinhalt eines Umdrehungskorpers als dem Produkte der ge-

drehten Figur in den Weg des Schwerpunktes proportional erkennt^),

einen Satz, der als Guldinsche Regel seit dem XVII. S. wieder in

der Geschichte auftritt.

Wir ffigen aus dem VIIL Buche einen Satz bei dahin gehend,
daB der Schwerpunkt eines Dreiecks zugleich Schwerpunkt eiues

zweiten sei, dessen Eckpunkte auf den drei Seiten des ersten Drei

ecks so Uegen, daB dadurch jene Seiten samtlich in gleichem Yer

haltnisse geteilt erscheinen^).
Wir heben jenen Abschnitt des IV. Buches hervor, der mit der

Quadratrix sich beschaftigt*). Die Quadratrix wird diesem Abschnitte

zufolge auBer nach dem Gesetze, welches wir bei der ersten Nennung
der Kurve schon kennen gelernt haben, auch noch durch zwei viel

verwickeltere Entstehungsarten erzeugt, welche man in folgende Worte

fassen kann: Es sei eine Schraubenlinie auf einem geraden Kreis-

zylinder beschrieben, dann bilden die Perpendikel, welche von den

einzelnen Punkten derselben auf die Achse des Zylinders gefaUt

') Z, B, die Einleitung in das V, Buch (ed, Hultsch) pag, 304, welche der

Herausgeber mit Recht als kennzeichnend fiir die Schreibweise des Pappus er

klart hat. *) Pappus (ed. Hultsch) pag. 082, ') Ebenda pag. 1034 sqq.

*) Dieser Abschnitt (ed, Hultsch) pag, 258
— 264 hat in dem Eislebener Pro

gramm von 1875 durch Gerhardt eine deutsche Ubersetzung erhalten. Der

Text Gerhardts weicht indessen in wesentlichen Dingen von dem Hultschs

ab, Letzterer befindet sich in voUem Einklang mit Chasles, Apergu hist. 31,
deutsch 28, dem wir hier vorzugsweise folgen.
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werden, eine Schraubenflache, Legt man durch eines dieser Perpen
dikel unter passender Neigung gegen die rirundflache des ZyUnders
eine Ebene, so schneidet diese Ebene die Schraubenflache in einer

Kurve, deren senkrechte Projektion auf die Grundflache des ZyUnders
die Quadratrix ist. Und zweitens: wahlt man eine archimedische

Spirale zur Basis eines geraden Zylinders und denkt man sich einen

Umdrehungskegel, dessen Achse diejenige Seitenlinie des Zylinders ist,
welche durch den Anfangspunkt der Spirale geht, so schneidet dieser

Kegel die Zylinderflache in einer Kurve doppelter Krfimmung. Die

Perpendikel, welche von den verschiedenen Punkten dieser Kurve auf

die erwahnte Seitenlinie des Zylinders gefallt werden
, bdden die

Schraubenfiache
,
welche Pappus an dieser SteUe plektoidische

Oberflache nennt. Legt man nun durch eine dieser Linien unter

passender Neigung eine Ebene, so schneidet diese die Oberflache in

einer Kurve, deren senkrechte Projektion auf die Ebene der Spirale
die verlangte Quadratrix sein wird. Welche tiefe Kenntnis krummer

Oberflachen muBte nicht vorausgehen, damit diese Erzeugungsarten
der Quadratrix erfunden werden konnten! Welchen Y'eg hat auch

in dieser Beziehung die griechische Geometrie von Archytas, der, wie

wir uns erinnern (S. 229), gekrfimmte Oberflachen zur Wfirfelver

doppelung benutzte, bis auf Pappus zurttckgelegt! Um so bedauer-

licher ist es, daB uns die euklidischen Orter auf der Oberflache fehlen,
aus denen wir ermessen konnten, in welcher Periode der groBere
Teil jenes Weges zurttckgelegt worden ist.

Pappus geht hier in seiner Betrachtung von Oberflachen und auf

denselben hervortretenden Kurven doppelter Krttmmung noch weiter.

Er laBt eine spharische Spirale entstehen, indem ein groBter Kugel
kreis um seinen Durchmesser mit gleichmaBiger Geschwindigkeit
sich dreht, wahrend zugleich ein Punkt mit ebenfaUs gleichmaBiger

Geschwindigkeit die Peripherie des gedrehten Kreises durchlauft ^),
und er findet die Flache eines durch diese spharische Spirale be

grenzten Stfickes der Kugeloberfiache, eine Komj>lanation, welche

unsere Bewunderung um so lebhafter in Anspruch nimmt, wenn wir

daran denken, daB die gesamte Kugelfiache zwar seit Archimed

bekannt war, Stficke der Kugeloberfiache aber zu messen, wie z. B.

spharische Dreiecke, damals und noch lange spater eine ungeloste

Aufgabe darsteUte.

Satze aus der Geometrie der Ebene, welche bei Pappus den Leser

fiberraschen, finden sich namentUch in dem VII. Buche, dessen Inhalt

1) Pappus (ed, Hultschi pag. 264 sqq. VgL Kliigels Mathematisches

Worterbuch Bd. IV, S, 44'.i flgg,
29*
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von selbst einlud, Erweiterung zu jenen feinen Analysen vorzunehmen,

die in den meisten verlorenen Schriften eines EukUd und ApoUonius

enthalten gewesen sein mfissen*). Hier findet sich in den Lemmen

zum bestimmten Schnitte des Apollonius die Lehre von der Invo

lution von Punkten, in den Lemmen zu den Berfihrungen des Apol

lonius die Aufgabe, durch drei in einer Geraden gelegenen Punkte

ebensoviele Gerade zu ziehen, welche ein Sehnendreieck in einem ge

gebenen Kreise bdden (S. 448). Hier enthalt ein Lemma zu den

Porismen des Euklid die Lehre von der Konstanz des anharmonischen

Verhaltnisses und ein Lemma zu den Ortern auf der Oberflache eben

desselben den Satz, daB die Entfernungen eines jeden Punktes irgend

eines Kegelschnittes vom Brennpunkte und der zu demselben ge

horigen Leitlinie in konstantem Yerhaltnisse stehen, was ApoUonius
vielleicht noch nicht gewuBt zu haben scheint (S, 339). Hier ist in

den Lemmen zu den Bertthrungen des Apollonius der Lehre von den

Ahnlichkeitspunkten zweier Kreise soweit vorgearbeitet, als wenigstens
bekannt ist, daB die Yerbindungsgerade der entgegengesetzten End

punkte paralleler Halbmesser zweier sich auBerlich bertthrender Kreise

durch den Bertthrungspunkt geht und auch der auBere Ahnlichkeits-

punkt einer Figur entnommen werden kann-).

Hier endlich spricht Pappus zu den Kegelschnitten des Apollonius
die Aufgabe aus, welcher, seit Descartes die Aufmerksamkeit der

Mathematiker aufs neue auf sie gelenkt, der Name der Aufgabe
des Pappus vorzugsweise geblieben ist^). Y'enn mehrere gerade
Linien der Lage nach in einer Ebene gegeben sind, den geometrischen
Ort eines solchen Punktes zu finden, daB, wenn man von ihm Per

pendikel, oder allgemein Linien unter gegebenen Winkeln, nach den

gegebenen Geraden zieht, das Produkt gewisser unter ihnen zu dem

Produkt aller ttbrigen in einem konstanten Yerhaltnisse stehe.

Aber nicht die Geschichte der Mechanik und der Geometrie aUein

kann aus der Sammlung des Pappus ihre merkwttrdigen Ergebnisse
schopfen. Auch anderen mathematischen Lehren ist sie eine wenn

auch nicht ganz ebenso ergiebige Fundgrube. Betrachten wir z. B.

eines der Lemmen zum Yerhaltnisschnitte und Raumschnitte des

ApoUonius*). Wir haben (S. 266) im 27. Satze des VI. Buches der

eukUdischen Elemente die Y'ahrheit erkannt, das Produkt zweier Teile,
in welche man eine gegebene GroBe tede, werde ein Maximum, wenn
die Teile einander gleich sind. So fest wir an dieser Auffassung des

betreff'enden Satzes halten, so ist immerhin eine Auffassung dazu er-

1) Fiir das Folgende vgl. namentlich Chasles, Apereu hist. 33—44, deutsch
31-41. ^ Pappus (ed. Hultsch) pag. 840 uud 852. =) Ebenda pag. 678.

*) Ebenda pag, 694.
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forderlich. Der Wortlaut des Satzes sagt nicht ausdrttcklich, was wir
in demselben gefunden haben. Pappus dagegen spricht an der ge

nannten Stelle jene Wahrheit klar und durchsichtig aus. Sein Beweis

lautet in Buchstaben ttbertragen folgendermaBen. Ydrd a in zwei

Teile zerlegt, so ist der eine x kleiner als
"

und zwar um ij. Der

andere Teil ist, wie man erkennt, x -\- 2tj und das Produkt x'' Y 2x-y

stets kleiner als x" Y 2x->j Y y^ = (x Y y)^, oder kleiner als
""

,
so lange

y von Null verschieden ist.

Paj)pus, wissen wir, hat der Ausziehung der Quadratwurzeln seine

Aufmerksamkeit zugewandt. Er hat auch die Aufgabe der Ein

schiebung zweier mittleren Proportionalen zwischen gegebene txroBen,
die analytisch zur Kubikwurzelausziehung ftthrt, aber von den Griechen

stets geometrisch bearbeitet wurde, an zwei verschiedenen Orten im

HI. und im VHI, Buche verschiedenen Schriftstellern nachbehandelt.

Eine solche von ihm durchgesprochene Losung ist besonders merk

wiirdig, weil sie falsch ist, und Pappus den Irrtum durch Rechnung

nachweist, also den geometrischen Gang zugunsten einer arithmeti

schen Prttfung unterbricht. Man hat gezeigt^), daB jene tatsachlich

unrichtige Methode, wenn fortgesetzt angewandt, eine wirkliche nahe

rungsweise richtige Kubikwurzelausziehung Uefert, und damit ware

ein ungemein wichtiger Fortschritt griechischer Wissenschaft enthttUt,

wenn wahrscheinlich gemacht werden konnte, daB der Erfinder jenes
Verfahrens wirklich beabsichtigte, was nachtraglich aus seinem Ver

suche gemacht worden ist. Wir konnen ffir jetzt nicht daran

glauben, wed ein Mann wie Pappus, gelehrt und geometrisch gewandt
wie kein zweiter seiner griechiscben Zeitgenossen, sonst wohl kaum

mit einer gewissen Geringschatzung von jenem Versuche gesprochen
haben wfirde.

Zu den Berfihrungen des Apollonius macht Pappus zwei Be

merkungen, von welchen wir (S. 345) andeutungsweise redeten, ihre

eigentliche Erwahnung bis hierher aufsparend, da es mindestens

zweifelhaft ist, ob wir hier dem Apollonius bereits Bekanntes, ob

einen Zusatz des Pappus vor uns haben. Pappus sagt namlich, aus

drei Elementen, deren jedes beliebig oft gesetzt werden darf, lassen

') Pappus (ed Hultsch) pag, 32 sqq. Vgl. Peudlebury, On a method

of finding two mean proportionah im Messenger of the mathemcttics Ser. 2, Tom, II,

pag. 166 sqq,. dann Glaisher in dem Jahrbuch iiber die Fortschritte der

Mathematik A', 244 und beide ergiinzend S Giinther, Antike Nilherungs

methoden im Lichte moderner Mathematik (aus den Abhandlungen der K. bohm.

GeseUschaft der Wissenschaften VI, Folge, 9, Band, Prag 1878) S, 32—11 des

Sonderabdrucl<es
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sich zehn Ternen und nur sechs Amben bilden i). Das sind wahre

kombinatorische Lehrsatze von einem Mathematiker verwertet. Neben

der Ursprungsfrage bleibt noch eine zweite zu steUen, die wir nicht

zu entscheiden wagen, ob die b^eiden Satze als spezieUe FaUe, ob

als in einer allgemeinen Hauptwahrheit enthalten bekannt waren,

Wir neigen der Meinung zu, es sei nur ersteres der FaU gewesen,

und Pappus, oder wer nun die Satze fand, habe durch tatsachliches

Bilden der Kombinationsformen sich von ihrer Anzahl ttberzeugt.

Die drei hauptsachlichen MittelgroBen sind schon mehrfach von

uns besprochen. Wir wissen, daB Nikomachus von Gerasa, daB

Theon von Smyrna sich mit ihnen beschaftigte, aber keiner von

beiden leitete so, wie Pappus in seinem III. Buche es tut^), aUe

drei durch eine gleichmaBige Erzeugungsweise ah. Zwischen a und c

ist Pappus zufolge eine dritte GroBe b arithmetisches, geometrisches

oder harmonisches Mittel, je nachdem die beiden Diff'erenzen a — b

und b — c in dem Yerhaltnisse a : a oder a : b oder a : c stehen.

Wir mochten ferner die Aufmerksamkeit unserer Leser auf die

dem III. Buche angehorige Aufgabe lenken: zu einem gegebenen

ParaUelogramme ein zweites zu finden, so daB die Seiten des zweiten

zu denen des ersten in einem gegebenen Langenverhaltnisse stehen,
wahrend die Flachenraume in einem anderen gleichfaUs gegebenen
Yerhaltnisse stehen sollen'). Die Aufgabe ist an sich leicht und

eine vollstandig bestimmte, aber sie gewinnt an geschichtlicher Trag

weite, wenn wir sie mit jener unbestimmten Aufgabe im Buche des

Landbaues vergleichen (S. 391): zwei Rechtecke zu finden, bei welchen

die Summe der Seiten in einem, die Flacheninhalte in einem anderen

gegebenen Yerhaltnisse stehen soUen, eine Aufgabe, welche uns noch

wiederholt begegnen wird, und deren Ursprung durch das bloBe Yor

kommen im heronischen Buche des Landbaues noch keineswegs ge-

sichert ist, da gerade dieses Buch spatere Einschiebungen mit groBer
Wahrscheinlichkeit vermuten laBt.

Endlich kommen wir auf die Multiplikationsmethode des Apol
lonius im II. Buche des Pappus zurttck und auf eine Bemerkung,
welche wir bei unserer ersten Erorterung dieses Verfahrens (S. 346)
dazu machten. Jene Bemerkung bezog sich auf das Auftreten jcter

Myriaden. Die AUgemeinheit der DarsteUung beschrankt sich nicht

auf sie. Bei den Zahlenbeispielen, an welchen die Multiplikation
mit Hilfe der Wurzelzahlen gelehrt wird, kommen natttrUch grie
chischer Gewohnheit gemaB Buchstaben als Yertreter von Zahlen

1) Pappus (ed. Hultsch) pag. 646 und 648, «) Ebenda pag. 70 und 72.

") Ebenda pag, 126 sqq.
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vor. Aber neben den zu diesem Zwecke verwandten Buchstaben des

Alphabetes erscheinen auch groBe Buchstaben in der Bedeutung

aUgemeiner Zahlen. So ist a = 1, /3 = 2, y = 3, d = 4, £ = 5, und

von den entsprechenden groBen Buchstaben wird angenommen, es

sei^) ^ = 20, B = 3, r= 4, A = 6, E = ij und Z sei die Y^urzel-

zahl von A oder 2, Offenbar ist hier ein ungem einer Fortschritt

enthalten. Es ist nicht bloB von einer gesuchten GroBe, einem Hau

der Agypter die Rede; es werden nicht bloB, wie in dem Epantheme
des Thymaridas, zwei Gattungen von GroBen, gegebene und unbe

kannte unterschieden; es Uegt die Moglichkeit vor, so viele allgemeine
GroBen als es nur groBe Buchstaben gibt zu unterscheiden, Opera
tionen an ihnen anzudeuten und damit Regeln selbst in ihrer AU

gemeinheit auszusprechen, ohne den Leser zn notigen die Regel erst

aus dem besonderen Beispiele zu abstrahieren, Es ist in der Tat

eine Buchstabenrechnung. Schon Aristoteles hat (S. 253) eine Kraft,
eine Zeit durch einen einfachen Buchstaben bezeichnet. Bezeichnungen

durch einfache Buchstaben hat man auch aus Ciceros Briefen iiach-

zuweisen vermocht^). Aber eine so freie Bewegung mit den Symbolen

aUgemeiner GroBen wie im II. Buche des Pappus ist doch neu, Dem

Vorgange des Aristoteles gegenttber ist es nicht erlaubt ohne weiteres

zu leugnen, daB Apollonius schon diesen gewaltigen Fortschritt voU

zog. Es ist noch weniger gestattet solches geradezu zu behaupten
und anzunehmen weder ein Geometer noch ein Arithmetiker, kein

Heron, kein Nikomachus seien in die FuBtapfen des Apollonius ge

treten. Vielleicht ist der Fortschritt in zwei Beivegungen erfolgt,
wenn man uns diese Ausdrucksweise gestatten will. ApoUonius, das

wissen wir aus Pappus, hat sein Verfahren geometrisch dargestellt'),
d. h, er sprach offenbar, gleich EukUd an manchen Stellen der

Elemente, von Linien und Flachen, wo wir von Zahlen und ihren

Produkten zu reden gewohnt sind. Auch Euklid bezeichnete solche

Zahlenlinien regelmaBig durch einfache Buchstaben. Dieselbe Ge-

wohnheit, sollten wir meinen, habe Apollonius gehabt; er habe seine

Zahlenlinien durchgangig mit je einem groBen Buchstaben benannt.

Pappus, vermuten wir dann, habe die Buchstaben beibehalten, die

Uneare Yersinnlichung faUen lassen. So war der Fortschritt vieUeicht

ein halb unbewuBter, aber er war darum doch gemacht, und die Algebra
der Zeitgenossen wie der Nachkommen konnte Nutzen davon ziehen.

') Pappus (ed, Hultsch) pag. 8. ^ Kpistolae ad Atticum Lib, U epistola 3.

Wenn dagegen romische Juristen vielfach die Gewohnheit batten, statt einer un

bestimmt gelassenen Zahl decevi {X) zu schreiben, z. B, dabo X as.-ses. ao ist diese

Gewohnheit kaum als eine Spur aUgemeiner GroCenbezeichnung aufzufassen.

') rb Sk yga^fiixbr vYo roi) A-Kollcaviov cSstJfixrat bei Pappus (ed, Hultsch) pag, 8.



456 23, Kapitel.

23. Kapitel.

Die Neuplatoniker. Uiophantus von Alexandria,

Wir sehen in diesem Kapitel Manner auftreten, deren richtige

Wurdigung kaum mogUch ist, ohne daB wir ein Anlehen bei der

Geschichte der Philosophie uns gestatten i). Nicht als ob wir 'ge-

sonnen waren die Unterschiede deutUch zu machen, welche zwischen

dem Neupythagoraismus, von welchem wir in der Einleitung zum

21. Kapitel (S. 428) gesprochen haben, und dem Neuplatonismus,

zu welchem wir uns jetzt wenden, obwalten; so tief dfirfen wir in

das uns fremde Gebiet nicht eindringen; aber die Personlichkeiten

mtissen wir wenigstens kennen lernen, welche im Neuplatonismus

tonangebend waren, und die vieUeicht ein Recht in der Geschichte

der Mathematik mit Ehren genannt zu werden nur dadurch ein-

btiBten, daB ihre mathematischen Schriften verloren gingen, Schriften,
deren arithmetischer Inhalt, sofern wir nach dem Erhaltenen auf das

Verlorene schlieBen dtirfen, eine Fortsetzung dessen darsteUen wtirde,

was die Neupythagoraer Nikomachus und Theon uns zu entwickeln

notigten. Noch in einem anderen Bertihrungspunkte treffen die Neu

platoniker, von denen wir besondere mathematische Erinnerung be

sitzen, mit den genannten neupythagoraischen Arithmetikern fiberein.

Y^ie Gerasa und Smyrna, so gehort die Heimat des Porphyrius, des

Jamblichus dem asiatischen Weltteile an, und gehen wir von dem

Satze aus, daB sich haufende Zufalligkeiten wahrscheinlich ahnlichen

Grfinden entstammen und damit aufhoren ZufaUigkeiten zu sein, so

werden wir die Tatsache uns zu bemerken haben, daB vorderasiatische

Philosophen, welche der Mathematik sich zuwandten, vorzugsweise
Arithmetiker wurden. Eine Begrfindung dieser Tatsache aber zu

geben reichen die heutigen Mittel nicht aus. Kaum anzudeuten wagen

wir, daB es heimatliche Einfifisse gewesen sein dfirften, die diese be

stimmte Geistesrichtung hervorbrachten, heimatUche Einfifisse, die aber

jedenfalls nach Zeit und Ort weiter verfolgbar sein mfissen, in eine

vielleicht graue Vergangenheit, in weiter ostlich liegende Gegenden.
Der Yerkehr mit diesem Osten, selbst mit dem auBersten Osten,

war wenn auch kein lebhafter doch immer vorhanden. Alexandri

nische Handelskarawanen wagten sich nach Indien; aber auch indische

und chinesische Gesandtschaften erschienen bei romischen Kaisern.

0 Unsere Hauptquelle: Zeller, Die Philosophie der Griechen in ihrer ge-
BchichtHchen Entwicklung HI. Theil, 2. Abtheilung (2. Auflage) 1868, zitieren
wir als Zeller III, 2.
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Der Hof des Augustus, des Claudius, des Trajan, des Constantin des

GroBen, des Julianus hat solche Botschafter fremdartigster Gestalt

gesehen'). Im II. S. n. Chr. soil Scythianus magische Schriften

aus Indien nach Alexandria gebracht haben, die dort gierig ver

schlungen wurden. In das III. S. fallt die Grfindung der neuplato
nischen Schule in Alexandria durch Ammonius Sakkas. Ammonius

aber war von 232— 242 der Lehrer des Plotinus, eines Agypters,
in dem nunmehr die Neigung aus den orientalischen Quellen selbst

zu schopfen so lebhaft erwachte, daB er 39 Jahre alt dem Heere sich

anschloB, welches unter Gordian gegen die Perser zu Felde zog. Die

selbstandige Wirksamkeit des Plotinus entfaltete sich in Rom, wo er

etwa 244 als Lehrer auftrat und eines groBen Zulaufs sich erfreute,
bis er 270 in Campanien einer lange dauernden Krankheit erlag.

Der Lieblingsschfiler Plotins erhielt den Auftrag die Schriften

des Lehrers zu sammeln und herauszugeben. Es war der Tyrier

Malchus, der etwa 232 auf asiatischem Boden geboren zuerst in

Athen unter einem Philosophen Longiinis, der fttr uns kein weiteres

Interesse besitzt, studierte, dann nach Rom zu Plotinus gelangte und

dort den Namen Porphyrius erhielt, unter welchem er uns schon

wiederholt vorgekommen ist. Porphyrius erreichte jedenfalls ein

bohes Alter, da er selbst von einem Yorfalle aus seinem 08. Lebens

jahre erzahlt hat, und somit sicherlich erst nach 300 gestorben ist.

Er war auBer in Rom, wohin er am Ende seiner Laufbahn nochmals

zurttckkehrte, auch in Sizdien schriftstellerisch und als Lehrer tatig.
Yon seinen Schriften haben wir das Leben des Pythagoras sowie den

Kommentar zu der Musik des Ptolemaus als Quelle mancher wert

voUen geschichtlichen Angaben kennen gelernt. Die letztere Schrift

ihrem eigentlichen wissenschaftlichen Inhalte nach zu besprechen
haben wir keine Veranlassung. Wichtiger waren vieUeicht fttr die

Geschichte der Sternkunde und ihrer Ausartungen die astrologischen

Anklange, welche bei Porphyrius vorhanden siud, ivelche von da an

unter den Neuplatonikern nicht verhallen, von welchen aber auch

schon Ptolemaus, der strenge Forscher, nicht frei war; ihrem Ur

sprunge nachgehend konnte man moglicherweise zu auch anderwarts

verwertbaren Ergebnissen gelangen. Porphyrius verfaBte ferner Ein-

leitungen zu aristotelischen Schriften. Von Geometrischem, was

Porphyrins geschrieben, ist uns nur weniges in des Proklus Kommen-

') Vgl, Reinaud, Melations politicptes et commerciales de I'cmpirc Botnain

aree I'Asie centride im .lournal Asicttique, 6. serie, T. I (1863) und eine Xotiz

von Woepcke in demselben Bande pag. 468 mit Berufung aufWilson, Vishnu

Parana. London 1840 in 4", pag, VIII und IX.
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tare zu dem ersten Buche der euklidischen Elemente erhalten') und

dieses Wenige ist nicht von solcher Bedeutung, daB wir dabei zu ver

weilen hatten.

Zwei Schttler des Porphyrius werden als bedeutendste genannt.

Der altere, ein gewisser Anatolius, war seit 270 Bischof von

Laodicea. Von ihm haben sich mancherlei mystisch -arithmetische

Bruchstttcke erhalten^). Sein Schttler und erst spater Schttler des

ihnen somit gemeinsamen Lehrers Porphyrius war der zweite, den

wir zu nennen haben: Jamblichus.

Jamblichus ist aus reicher und angesehener Familie zu Chalcis

in Colesyrien geboren, also Vorderasiate
,
wie wir oben bemerkten.

Er folgte wahrscheinlich in Rom dem Unterrichte des Anatolius und

des Porphyrius, als dieser aus Sizdien wieder zurttckgekehrt war.

Spater verlegte Jamblichus seinen Aufenthalt in seine syrische Heimat,
wo er selbst schulebildend auftrat. So sehr seine Anhanger ihn ver-

ehrten, — den Gottlichen nannte ihn die Schule — so sind doch

die Angaben ttber seine Lebenszeit von Widersprttchen behaftet^).
An und fttr sich konnte es ja richtig sein, daB er am Ende des

HI. S. in Rom zu den FttBen des Porphyrius saB, daB er wahrend

der Regierung Constantin des GroBen (306
—337) wirkte, daB noch

Kaiser Julianus Apostata (361—363) in Briefwechsel mit dem greisen

Philosophen stand. Wie aber will man dann begreiflich machen,
daB Kaiser Constantin den Sopater, einen Schider des Jamblichus,
der erst nach des Lehrers Tode an den Kaiserhof kam, hiurichten

lieSi, wie damit wieder in Einklang bringen, daB Kaiser Julianus in

einem seiner Briefe von Sopater als einem damals noch lebenden

Schttler des Jamblichus redet? SoU man wirklich den Tod des

Jamblichus etwa auf 330 setzen, die Briefe des Julian an Jamblichus

fttr untergeschoben erklaren? Wir verzichten auf die Entscheidung
dieser Fragen, welche eine groBe Wichtigkeit fttr uns nicht besitzen.

DaB Jamblichus unzweifelhaft am Anfange des IV S. lebte, genttgt

uns. Wie lange JambUchus im IV. S. seine Tatigkeit fortsetzte, ist
uns ziemlich gleichgttltig.

') Die betreffenden Stellen sind mit Hilfe des Namensverzeichnisses der

Friedlein sehen Proklusausgabe leicht aufzufinden. -j In einer Miinchener
Handschrift sind solche Stiicke als von Anatolius herruhrend gesammelt. Hei

berg hat sie in den Veroff'entKchungen des Congres d'Histoire des sciences

(Paris 1900) abdrucken lassen und P. Tannery hat eine franzosische tJber

setzung sowie SchluBbemerkungen folgen lassen, in welcher mit der alteren
Ansicht gebrochen ist, als wiire der Lehrer des Jamblichus gar nicht Christ ge
wesen, also von dem Bischof von Laodicea zu unterscheiden. Vgl. auch Borg-
horst, De Anatolii fontibus (Berlin 1904), ^) Zeller III, 2, 613, AnmerkungV
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Von den Werken des Jamblichus') kttmmern uns vorzugsweise
einige Bttcher, welche zwar getrennt voneinander herausgegeben
worden sind, aber ursprttnglich ein einziges Werk von zehn Bttchern

bildeten und den Gesamttitel: Sammlung der pythagoraischen
Lehren, dwayoiyi] xCrv nv9ayoQtxCn' doyjidxav, ftthrten. Das

I. Buch enthielt das Leben des Pythagoras, das H. eine Einleitung
in die Philosophie, das HI. eine solche in die Mathematik, das

IV. Eriauterungen zu Nikomachus, das V. Physikalisches , das YI.

Ethisches, das VII. theologisch- arithmetische Auseinandersetzungen,
das VIIL eine Musik, das IX, eine Geometrie, das X, eine Spharik.
Die kleinere Halfte des Y''erkes, das I., IL, III, IY. Buch haben sich

erhalten^), die andere Halfte ist verloren gegangen. Der wesentliche

Inhalt des VII. Buches mag aUerdings von einem sjiateren unbe

kannten Verfasser in die erhaltene Schrift Theologumena Arithmeticae

hineingearbeitet worden sein*). Verloren ist auch ein Y'erk ttber

Chaldaisches, aus dessen 2S. Buche eine Notiz sich erhalten hat,

woraus auf den groBen Umfang des Werkes ein SchluB gezogen

werden kann. An ihm dttrfte die Geschichte der Wissenschaften

ttberhaupt, der Mathematik insbesondere, viel eingebttBt haben, und

jedenfalls reicht dessen einstmaliges Vorhandensein aus, die Glaub

wttrdigkeit dessen, was Jamblichus, der sich somit erwiesenermaBen

mit den chaldaischen Uberlieferungen beschaftigt hatte, ttber den

Ursprung mancher mathematischen Satze in Babylon berichtet, wesent

Uch zu erhoben. Die sonstigen vielen Schriften, welche Jamblichus

mit Recht oder Unrecht beigelegt werden, welche teils ganz ver

loren, teils in Bruchstttcken vorhanden sind, haben fttr uns keine

weitere Bedeutung.
Von den zehn Buchern pythagoraischer Lehren haben wir das IY.,

welches schon mehrfach von uns ausgebeutet worden ist, dem wir

z, B. das Epanthem des Thymaridas entnahmen, noch nach der

Richtung hin zu prttfen, was wohl in den Eriauterungen zur Arith

metik des Nikomachus, die ttbrigens nichts weniger sind als ein fort-

lautender Kommentar zum Texte des zu erklarendenWerkes, erwahnens

wert sein mochte, und als iilteren Schriftsteller nicht ttberweisbar

') Zeller III, 2, 615, Anmerkung 2. -} Buch I ist am besten von KieB-

ling, Leipzig 1815, Buch II von ebendemselben, Leipzig 1813, herausgegeben,

Buch III ist bei Ansse de Villoison, Anecdota Graeca Bd. II, Venedig 1781

abgedruckt, in unserer Zeit von Festa neu herausgegeben, Buch IV gab Ten

nulius heraus. Arnheim 1668, sowie Pistelli (Leipzig 1894), ^) &soloyov-

lisva rijg dgid(ir]rixfjs (3d. Fr. Ast. Leipzig 1817, C. von Ian, JIusiei scriptore:'

Graeci pag. 212 (Leipzig 1895) neigt sich der Ansicht zu, die Theologumena

seien von Jamblichus zusammengesteUt.
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dem JambUchus angehoren konnte. Da ist freiUch das Auszu-

zeichnende ungemein dttrftig. Der Satz, daB jede Dreieckszahl mit

s vervielfacht und alsdann noch um die Einheit vermehrt zur Quadrat

zahl werde, ist keinesfaUs des JambUchus Eigentum, da derselbe

mindestens schon bei Plutarch im I. S. n. Chr. vorkommt (S. 168).

Auch was JambUchus von Seiten- und Diametralzahlen weiB, kennen

wir schon von Theon von Smyrna her. Ihm dagegen gehort viel

leicht der Satz an, daB jede Zahl mit einer der beiden ihr zunachst

liegenden gleichartigen (d. h. gerademit geraden, ungerademit ungeraden)
vervielfacht unter Hinzufttgung der Einheit zu dem Produkte eia

Quadrat gibt, und zwar ein gerades Quadrat wenn man von ungeraden,
ein ungerades wenn man von geraden Faktoren ausging'), ein Satz, der

freilich keines weiteren Beweises bedarf, als der sich aus der Identitat

u(a Y 2) Y 1 = (a Y If ergibt. Uber die voUkommenen Zahlen sagt

Jamblichus, nach den vier ersten 6, 2S, 496, 8128 folgten auch in

der ersten und zweiten Stufe der Myriaden je eine usw. ins Unend

Uche immer abwechselnd mit 6 und 8 endigend.^)
Jamblichus darf sich wohl auch die Erfindung zuschreiben, welche

jede Quadratzahl in ihrer Entstehung als Summe zweier aufeinander

folgenden Dreieckszahlen mit dem Bilde einer Rennbahn vergleicht*).
Yon der Einheit als Schranke durchlauft man alle Zahlen bis zu einem

Wendepunkte a, von wo aus auf der anderen Seite wieder durch

die samtUchen Zahlen die Rfickkehr zur Einheit als Ziel erfolgt; d. h.

l-k2-k ■ Y (a
- 1) Y aY (a—1) -{ [- 2 Y 1 = al Daneben

weiB JambUchus auch, daB l-k2-| \- (a— 1) Y a Y (a
—

2) -{ k2
= (a

—

1)
■ a eine heteromeke Zahl wird, und stellt auch diese Vor-

warts- und Rfickwartssummierung, bei der freilich beim Zurfickgehen
ein Sprung von a nach a — 2 erfolgt, und auBerdem das Ziel bei 2

und nicht bei 1 ist, an dem Bdde einer Rennbahn dar. Ja er hetzt

das Bild einer Rennbahn zu Tode, indem er von l-f2-k3-k---k9

-kl0-k9-k---k3-f2-kl = 100 durch Yervielfachung jeder Zahl

mit 10, mit 100 usw. zu 1000, zu 10000 usw. gelangt und die

Zahlen 1, 10, 100, 1000 die Einheiten des ersten, des zweiten, des

dritten, des vierten Ganges mit den Pythagoraern nennt, woraus

hervorgeht, daB den Pythagoraern ein genaues BewuBtsein des deka-

dischen Zahlensystems innewohnte, wie es auch aus dem Begriff' der

') Jamblichus in Nieomachum (ed, Tennulius) pag, 127, (ed. Pistelli)
pag. 90. VgL Nesselmann, Algebra der Griechen S. 236, Anmerkung 70.

*) Jamblichus in Nieomachum ied, Tennulius) pag, 46, (ed. Pistelli) pag. 33.
Vgl. Fr, Hultsch in den Nachrichten der k. GeseUschaft d. Wissensch. zu

Gottingen, 1895, Heft 3, =) Fiir diese und die folgenden Bemerkungen zu

Jamblichus vgl. Nesselmann, Algebra der Griechen S. 237— 242,
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Wurzelzahlen bei Apollonius deutUch hervorgeht. Die Wurzelzahlen

selbst, aber nicht Pythmenes, sondern Einheit, fiovdg, genannt, spielen
in einem letzten Satze des Jamblichus eine Rolle. Addiert man drei

in der natfirlichen Zahlenreihe unmittelbar aufeinander folgende Zahlen,
deren groBte durch 3 teilbar ist, nimmt die Ziffernsumme der Summe

(d. h. bei Jamblichus die Summe der Monaden), von dieser Ziffern

summe abermals die Ziffernsumme usf, so gelangt man endlich zu

der letzten Ziffernsumme 6. So erweist sich uns Jamblichus immer

hin als ertraglicher, wenn auch nicht als bedeutender Arithmetiker.

Bedfirfte der negative Teil dieses Ausspruches einer Bestatigung, so

konnten wir sie in dem Tadel finden, den Jamblichus gegen Euklid

sich erlaubt, weil derselbe die Zahl 2 eine Primzahl nenne, wiihrend

es nach Nikomachus nur ungerade Primzahlen gebe.

Das Wort Pythmen, welches bei Jamblichus vermiBt wird, findet

sich dagegen bei einem anderen christlichen Schriftsteller des 111. Jahr

hunderts, bei dem Heiligen Hippolytos'), der die Pythmenen zur

Neunerprobe und ebenso zur Siebenerprobe benutzt, d. h. die

Frage aufwirft, welcher Rest ttbrig bleibe, wenn man die Summe von

Pythmenen durch '.• oder auch durch 7 teile. Eine rechnerische Yer

wertung dieses Verfahrens ist aUerdings nicht beabsichtigt, sondern

es handelt sich um eine Art Vorbedeutungsarithmetik, die moglicher
weise in Griechenland noch weit vor die Zeit des Hippolytos hinaufreicht.

Der Zeit des JambUchus gehoren moglicherweise die arith

metischen Epigramme der griechischen Anthologie an^).

Sammlungen kleiner griechischer Gedichte wurden seit dem letzten

Jahrhundert vor Christi Geburt vielfach zusammengesteUt. Aber was

damals, was spater wahrend der Regierungen Trajans, Hadrians ge

sammelt wurde, ist verloren gegangen. Nur die Erinnerung daran

ist geblieben, nur was teilweise mit Anlehnung an diese Vorganger
am byzantinischen Hofe zuerst im X. S, von Constantin Kephalas,
dann wiederholt in den ersten Jahren des XIV S, von Maximus

Planudes, einem Vielschreiber, welcher uns noch mehrmals als Ver

fasser mathematischer Schriften begegnen ivird, zu einer Blumenlese

vereinigt worden ist. Einige dieser Gedichte gehoren der Geschichte

der Mathematik insofern an, als man in ihnen Isopsephien

') P, Tannery, Notice sur des fragments d'Onomatomancie arithmiitique

{Notices et extraits des Jfanuserits de la Bibliotheque Nationale 1835, Tome XXXI,

2. Partie). *) Die besten Ausgaben der Anthologie von Friedr, Jacobs in

3 Biindeu (Leipzig 1813—17) und von Brunck. Die 47 arithmetischen Epi

gramme hat Zirkel in einem Bonner Gymnasialprogramme vom Herbst 1853

mit deutscher Ubersetzung und einigen Erliiuterungen herausgegeben. Vgl. auch

Nesselmann, Algebra der Griechen S. 477 flgg.
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erkannt hat, d. h. sie bestehen aus zwei Distichen, und die Buch

staben aller in je einem Distichon vorkommenden Worter nach

ihrem Zahlenwerte additiv vereinigt geben die gleiche Summe, eine

Spielerei, welche an die im ersten nachchristlichen Jahrhunderte

m Alexandria gettbte Gematrie (S. 125) tauschend erinnert. Wirk

Uch ist auch einer der Dichter, welche an Isopsephien sich versuchten,

ein gewisser Leonidas von Alexandria, der, wie
man aus in seinen

Gedichten vorkommenden Personlichkeiten zu ermitteln gewuBt hat,

in der Zeit von Kaiser Nero etwa gelebt haben niuB '). Dann finden sich

in der Anthologie auch eine groBe Anzahl algebraischer Ratselfragen.

Wir haben (S. 285) das sogenannte euklidische Epigramm von den

beladenen Tieren kennen gelernt; es steht in der Anthologie. Das

Rinderproblem des Archimed (S. 312) steht nicht in derselben, gehort
aber seinem Inhalte wie der dichterischen Einkleidung nach gleich
faUs hierher, und man wird vielleicht nicht irre gehen, wenn man

Inhalt und Form der Epigramme voneinander trennt, letztere erheb

Uch spater als ersteren entstehen laBt. Fttr mehrere von den alge
braischen Epigrammen gilt Metrodorus als Verfasser und da dieser

nach den einen unter Constantin dem GroBen, nach anderen im

YI. Jahrhundert gelebt haben solP), so wahlten wir diese Stelle, um

von den Epigrammen zu reden. Wir wollen freilich nur zwei der

selben hervorheben, welche eine gewisse Bedeutung zu besitzen scheinen.

Wir meinen erstens eine Brunnenaufgabe, wenn dieses Wort den

Sinn behalten soil, unter welchem wir es (S. 391 ) bei Besprechung
der Ausmessungen des Heron eingeftthrt haben:

Vier Springbrunnen es gibt. Die Zisterne anfuUet der erste

Tiiglich; der andere braucht zwei Tage dazu, und der dritte

Drei, und der vierte gar vier, Welche Zeit nun hrauchen zugleich sie?

Wir meinen zweitens ein Epigramm, welches seinem Gegenstande
nach an die Kronenrechnung des Archimed erinnert, durch die Art

aber, wie die gegebenen GroBen in ihm mit den Unbekannten

verbunden sind, die Anwendung des Epanthems des Thymaridas er-

heischt:

') H, Stadtmiiller, Zur griechischen Anthologie in der Festschrift zur

Einweihung des neuen Gebiiudes ffir das GroBherz, Gymnasium in Heidelberg
1894 besonders S. 40—43. Fur die Lebenszeit des Leonidas von Alexandria

standen uns miindUcheMitteilungen StadtmiiUers zu Gebote. =) J a c o b s
,
Comment.

-in Anthologiam Graecam T. XHI, pag. 917. AUerdings beruht nach Tannery
(Prolegomena zum H, Bd, seiner Diophantausgabe (ls95) pag, XH— XIH) die

Angabe von Jacobs auf einer Verwechslung von PersonUchkeiten gleichen
Namens, und der Zusammensteller der algebraischen Epigramme lebte erst Lm
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Schmied' mir die Krone und menge das Gold mit dem Kupfer zusammen,
Filg' auch Zinn noch hinzu samt sorglich bereitetem Eisen.

Sechzig der iVIinen sie hab' an Ge-wicht, Zwei Drittel der Krone

Wiege das Gold mit dem Kupfer gemengt; drei Viertel dagegen
Gold mit dem Zinn im Gemisch: drei Fiiuftel betrage das Gold noch,
Wenn du es fiigst zu dem Eisen, Wohlan! nun sage mir piinktlich,
Was du an Gold muBt nehmen und Kupfer, zu treffen die Mischung;
Wie viel IMinen an Zinn; auch nenne die Masse des Eisens,
DaB du zu Schmieden vermagst von sechzig der Minen die Krone,

Mag nun Metrodorus unter Constantin dem GroBen im ersten

Drittel des IV. S. oder erst im YI. S. gelebt haben, mag im ersteren

jetzt allerdings so gut wie ausgeschlossenen Falle ein Mann, dessen

Personlichkeit einem sogieich von uns zu erwahnenden Epigramme
deu Inhalt gab, vor Jamblichus gelebt haben, so konnte die strenge

Zeitfolge fttr unsere Darstellung nicht maBgebend sein. Jamblichus

ist von den Neuplatonikern nicht zu trennen. Er ist in seinen

Schriften durch die Leistungen Diophants — denn dieser ist der

Mann, den wir im Auge haben — nicht im geringsten beeinfiuBt.

Er konnte daher ohne Rficksicht auf die Lebenszeit des anderen

selbstandig behandelt werden. In gleicher Weise ist umgekehrt eine

Einwirkung des Jamblichus auf Diophantus von Alexandria')
nicht zu bemerken.

Der Name dieses SchriftsteUers war selbst dem Zweifel unter

worfen, so lange man in griechischer Sprache nur die Genitivform

kannte, welche ebensowohl von einer Endung i]g als og sich herleiten

konnte. Man berief sich aber auf die arabische Form des Namens,
welche mit der hier benutzten ttbereinstimmt und fand alsdann voile

Bestatigung in einer Stelle des Kommentars Theons von Alexandria

zum ersten Buche des Almagestes, wo unzweideutig Ai6(pavxog steht

und unser Algebraiker gemeint sein niuB, wed es sich bei Theon")
um einen Satz handelt, der bei Diophant wirklich in dem dort an

gegebenen Wortlaute vorkommt. Der gleichen Form Aioepavxog hat

sich auch Johannes von Jerusalem bedient^). Am Ende des VIIL S.

') t'ber Diophant hat Cossali, Originc, trasjioi-fo in Italia, primi pro-

gressi in essa dell' algelira I, 56—95, Parma 1797, gehandelt; dann Otto Schulz

in der Einleitung und den Anmerkungen zu seiner deutschen tJbersetzung des

Diophant, Berlin 1822; Nesselmann, Algebra der Griechen S, 243— 476.

Hankel 157—171, T, L. Heath, Diophantos of Alexandria. Cambridge 1885,

P, Tannery in der Bibliotheca -mathematica 1887 pag, 37—43, sl—88, 103—108

und 18SS pag, 3—6. ") Tlieon d'Ale.eandri-e (ed, Halma) I, 111, ") Vossius,

J>e scientiis mathematicis (Amsterdam 1650) pag. 432 hat die betreffenden Worte

abgedruckt und zitiert dafiir „pag. 683 edit, Basil." Tannery hat sie in seine

Diophantausgabe U, 3ii in der Form aufgenommen, welche sich im Pariser

Kodex 1559 erhalten hat.
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lebte namlich Johannes von Damaskus, der gleich seinem Yater

Sergius als Christ Schatzraeister des Kalifen 'AbdAlmeUk war. Er

zog sich jedoch bald in das Kloster Saba zurttck, wo er, wie die

einen sagen, 780, nach anderer Meinung 760 gestorben ist'). Das

Leben dieses Johannes von Damaskus hat nun sein jerusalemitischer

Namensgenosse beschrieben und ihm dabei nachgeruhmt, er sei in

der Geometrie so bewandert gewesen wie EukUd, in der Arithmetik

wie Pythagoras und Diophantus.
Fttr das Leben des Diophantus sind uns zwei weit getrennte

Grenzen gegeben. Damit Theon seiner erwahnen konnte, mfissen

seine Schriften spatestens um 370 vorhanden gewesen sein. Damit

er Hypsikles nennen konnte, dessen Definition der Vieleckszahlen er

uns aufbewahrt hat (S. 361), muB er spater als 180 v. Chr. gelebt
haben. So ist ein Zwischenraum von ganzen 550 Jahren gewonnen,

in welchem Diophant unterzubringen ist. Die Grfinde, weshalb man

fruher vermutete, Diophant mfisse ganz am Ende der fiberhaupt mog
lichen Zeit gelebt haben, sind teils negative, teUs ein positiver.

Negativ UeB man sich dadurch bestimmen, daB weder hei Niko

machus, noch bei Theon von Smyrna, noch bei Jamblichus eine Er

wahnung des Diophant oder seiner Lehren aufgefunden worden ist,
so nahe dieselbe gerade diesen SchriftsteUern gelegen hatte, daB fiber

haupt eine Einwirkung d^ Diophant auf griechische Arithmetik nicht

nachznweisen ist, was nur dann begreiflich erscheine, wenn man an-
O 7

nehme, er habe erst nach den Mannern gelebt, welche ihn einigermaBen,
wenn auch nicht voUkommen zu verstehen imstande waren. Dazu

kommt dann das positive Zeugnis des Abulpharagius, eiues syrischen
Geschichtsschreibers aus dem XIII. S., Diophant sei Zeitgenosse des

Julianus Apostata gewesen, welcher 361—363 regierte. Der

einzige, aber ffir uns den Ausschlag gehende Gegengrund ist der,
daB Michael Psellus in einem Briefe sagt^), Anatolius habe eine

Schrift ttber das agyptische Rechnen dem Diophant gewidmet, und

AnatoUus war (S. 458 1 seit 270 Bischof von Laodicea. Diophant
wttrde danach etwa in die Mitte des III. S. zu setzen sein, und die

mangelnde Einwirkung auf Jamblichus ware daraus zu erklaren,
daB dieser, wenn er Diophants Schriften kannte, sie nicht ver

stand.

Das mehrerwahnte Epigramm enthalt alles, was wir von den

personUchen Verhaltnissen des Diophantus wissen.

'■) A. von Kremer, Kulturgeschichte des Orientes H, 402—403 (Wien
1877). ^ Tannerys Diophantausgabe H, 37—42, insbesondere pas 38 lin 22
bis 25,
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Hier dies Grabmal deckt Diophantus. Schauet das Wunder!

Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein,

Knabe zu sein gewiihrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;
Noch ein Zwolftel dazu, sproBt' auf der Wange der Bart;
Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis der Ehe,
Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.

Wehe das Kind, das vielgeliebte, die Halfte der Jahre

Hatt' es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag,
Drauf yier Jahre hindurch durch der GroBen Betrachtung den Kummer

Von sich scheuohend, auch er kam an das irdische Ziel,

Wurde Diophant ./■ Jahre alt und starb der Sohn, als er die

Halfte der damaligen Jahre des Vaters erreicht hatte'), so entspricht

das Epigramm der Gleichung: (^ Y ^^ + '] + o) -k ['^ Y '^^ + ^
+ 5)

Y i = X oder 3.r = 196 mit x = 65 - Auf die Kindheit fielen als

dann 10 Jahre. Nach weiteren 5 Jahren (mit 16., Jahren) sproBte

der Bart. Nach weiteren 9 Jahren (mit 25 ," Jahren) folgte die

Verheiratung und 5 Jahre spater (mit 3t) ."^ Jahren) die Geburt des

Sohnes, der selbst 30 f Jahre alt war als er starb und der Yater mit

61
-
Jahren doppelt so alt war. Endlich iiberlebte der Yater den

Sohn um 4 Jahre und wurde 65 Jahre alt.

Wer aber Diophantus von Alexandria war, darttber sagt uns auch

das kleine niedlich erfiindene Rtttselgedicht nicht das mindeste. Es

fallt in das Gebiet der durchaus ungesttttzten Vermutungen, wenn man

hat behaupten wollen, Diophant von Alexandria habe in dieser Stadt

nur seinen Wohnsitz gehabt und sei selbst gar nicht Grieche gewesen,

so wenig wie seineWissenschaft griechischen Ursprunges sei. Die Mog
lichkeit dieser Annahme ist nicht ausgeschlossen; man kann ihr bei

pflichten ohne in bestimmter Weise Widerlegung zu findfen ; aber sie ist

nicht notwendig. Erinnern wir uns der algebraischen Begriffe, welche

wachsend und an Gewicht zunehmend bei Euklid, bei Archimed, bei

Heron, bei den Neupythagoraern, bei Pappus uns begegneten, und

wir haben nicht notig die Brficke abzubrechen, welche auf dem Boden

') So die Deutung, welche Heinrich Weber uns brieflich vorachlug, und

welche vor der fruheren, nach welcher der Sohn halb so alt geworden seiu

sollte als der Vater im ganzen war, wodurch man Diophants Alter auf 84 Jahre

ausrechnete, den Vorzug besitzt, daB die auftretenden Zahlen den gemeldeten

Ereignissen besser entsprechen, als wenn z. B. 14 Jahre auf die Kindheit fallen,

mit 26 Jahren erst der Bart sproBt usw.

Cantoh, GescUichte der Mathematik I, 3, Aufl. So
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Alexandrias, den jedenfaUs EukUd, Heron und Pappus bewohnten, in

fast unmerklicher Steigung, wenn man die Weite der Jahreskluft er-

wagt, von den Hauaufgaben des Ahmes zu den Gleichungen des

Diophantus hinaufffihrt. Uns ist Diophant mit seinem in Griechen

land mehrfach vorkommenden Namen wirkUcher Grieche, Schuler

griechischer Wissenschaft, wenn auch ein solcher, der weit ttber seine

Zeitgenossen hervorragt, Grieche in dem, was er leistet, wie iu dem,

was er zu leisten nicht vermag. Eines wollen wir dabei keineswegs

ausgeschlossen haben, was wir ttbrigens zu Anfang dieses Kapitels

anzudeuten schon Gelegenheit nahmen: daB namUch die griechische

Wissenschaft, wie sie von Alexandria aus nach Westen und nach

.Osten erobernd vordrang, wovon folgende Abschnitte unseres Bandes

Zeugnis ahlegen, von den gleichen Eroberrmgszttgen auch neuen Wert

an Ideen mit nach Hause brachte, daB die griechische Mathematik

als solche nie aufgehort hat sich anzueignen, was sie da oder dort

Aneignenswertes fand.

Diophant hat ein Y^erk unter dem Namen Arithmetisches^),

dQi-Q-^rjxtxd, verfaBt, ttber dessen Eintedung er sich in der Vorrede

folgendermaBen auBert: „Da aber bei der groBen Masse der Zahlen

der Anfanger nur langsam fortschreitet, und ttberdies das Erlernte

leicht vergiBt, so habe ich es fttr zweckmaBig gehalten, diejenigen

Aufgaben, welche sich zu einer naheren Entwicklung eignen und

vorzttglich die ersten Elementaraufgaben gehorig zu erklaren und

dabei von den einfachsten zu den verwickelteren fortzuschreiten. Denn

so wird es dem Anfanger faBlich werden, und das Verfahren wird

sich in seinem Gedachtnisse einpragen, da die ganze Behandlung der

Aufgaben 13 Bttcher umfaBt"^).
Dreizehn Bttcher waren es also, und nur von einem Werke des

Diophant ist bei zwei arabischen Schriftstellern, die seiner erwahnen,
die Rede^). Dem gegenttber enthalten die griechischen Handschriften,
welche sich erhalten haben^), nur sechs Bttcher (eine einzige enthalt

den gleichen Text in sieben Bttcher abgeteilt), enthalten sie eine

besondere Schrift des Diophant ttber Polygonalzahlen, verweisen

') Die beste altere Textausgabe ist die von Bachet de ileziriac von

1621. Dagegen ist ihr Wiederabdruck mit den Anmerkungen von Fermat,
Toulouse 1670, vielfach durch Druckfehler entsteUt. Eine neue kritische Text

ausgabe hat P. Tannery besorgt, Leipzig 1893. Eine deutsche Ubersetzung
von 0. Schulz erschien Berlin 1822, eine abermalige von G, Wertheim,
Leipzig 1890. Wir zitieren nach den Ausgaben von Tannery und Wertheim.

-J Diophant (Tannery) pag. 14, (Wertheim) S. 8, ") Nesselmann, Algebra
der Griechen S, 274, Note 37, *) Die Handschriften sind einzeln aufgezahlt bei
Nesselmann S. 256, Note 23,



Die Neuplatoniker, Diophantus von Alexandria, 467

sie an einzelnen Stellen auf eine Schrift des Diophant, welche den

Namen der Porismen geftthrt habe. AuBerdem berichtet ein unbe

kannter griechischer Scholiast i) in einer in Florenz befindUchen

Handschrift von einer Schrift Moriastica, d, h. TeilungsgroBen des

Diophant. Oh darunter eine Bruchrechnung verstanden sein soil,
oder was sonst damit gemeint ist, ist nicht zu ermitteln.

Man hat aus der stylistischen Verschiedenheit zwischen der

wesentUch synthetischen Abhandlung fiber die Polygonalzahlen und

den wesentlich analytischen arithmetischen Bttchem geschlossen, es

mttssen hier zwei getrennte Werke vorliegen; man hat vermutlich

daraus, daB in den arithmetischen Bttchern die Porismen ausdrttcklich

genannt werden, gefolgert, auch sie mttBten eine besondere Schrift

gebildet haben. Man hat von anderer Seite weniger auf die Ungleich-

artigkeit der Form, als auf den stets arithmetischen Inhalt Gewicht

gelegt, und vermutet, es seien die Polygonalzahlen wie die Porismen

ursprttnglich Bestandteile der 13 Bttcher des Diophant gewesen^).
Wir neigen uns der ersten Meinung zu, deren wirkUche Grttnde nicht

vornehm beseitigt oder unberttcksichtigt gelassen werden konnen.

tTlucklicherweise stimmen die Yertreter beider sich schroff ausschlieBen-

den Ansichten in einer Meinung ttberein, der wir uns gleichfalls
durchaus anschlieBen, und welche weitaus Wichtigeres betrifft als die

Frage der Zusammengehorigkeit oder Nichtzusammengehorigkeit der

genannten Stttcke. Man halt namlich allgemein daffir^): 1, daB uns

von Diophant viel weniger fehlt, als man gewohnlich glaubt, wenn

man sich an das Zahlenverhaltnis von 6 : 13 halt; 2. daB der Defekt

nicht am Ende, sondern in der Mitte des Werkes, und zwar haupt
sachlich zwischen dem 1. und II. Buche zu suchen ist; endlich 3. daB

diese Verstttmmelung des Werkes ziemlich frtthe, gewiB aber vor dem

XIII. oder XIV S. und bereits in Griechenland stattgefunden hat.

Der dritte Satz ist dadurch zur GewiBheit erhoben, daB die

alteste der vorhandenen Handschriften, ein Madrider Kodex vom

XIII. S., den gleichen Text wie die ttbrigen besitzt, daB ein Kommentar

zu den beiden ersten Bttchern, welcher etwa um 130(> entstand, ebenfalls

fttr diese zwei Bttcher wenigstens den heutigen Wortlaut bestatigt,
O O CD 7

daB ein deutscher Astronom, der bertthmte Regiomontanus, in einem

Briefe an seinen Fachgenossen Bianchini in Ferrara vom Monate

Februar 1464 erzahlt, er habe in Venedig einen griechischen Arith-

') Jamblichus i>i Nieomachum (ed. Pistelli) pag. 127 lin. 11 — 13.

") Vertreter der ersten Meinung sind Reimer und Hankel, der zweiten Cole-

brooke und Nesselmann. ") Nesselmann 1, c. S, 265 hat die drei Thesen

am deutlichsten und zwar in dem Wortlaute ausgesprochen, den wir uns hier

aneignen.
.SO*
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metiker Diophant entdeckt, der aber leider nur aus sechs Bttchern

bestehe, wahrend deren 13 in der Einleitung versprochen seien M.

Die beiden anderen Satze folgen aUerdings nicht mit der gleichen

objektiven GewiBheit, sondern mehr fttr die tjberzeugung dessen, der

sich genau mit dem Studium der vorhandenen Teile beschaftigt hat,

aus diesen selbst. Man gewinnt das Geftthl, Diophant sei fiber das,

was in den erhaltenen sechs Bttchern steht, nicht hinausgekommen,

es seien nur gewisse der Zahl nach beschrankte KunstgrifiFe gewesen,

ttber welche er verfttgte, und mittels deren nicht viel mehr zu leisten

war, als wir tatsachlich geleistet sehen. Man kommt so zu der

Wahrscheinhchkeit, um nicht zu sagen zu der GewiBheit, daB am

Schlusse unmoglich so viel fehlen kann, daB man von einer Erhal-

tung nur der sechs oder sieben ersten Bttcher zu reden berechtig-f
ware. Dazu kommt die vorher angegebene Verschiedenheit, daB eine

Handschrift in sieben Bticher teilt, was den anderen zufolge sechs

Bticher waren. Dazu kommt der gelungene Nachweis, daB innerhalb

der ersten drei Bticher Verschiehungen stattgefunden haben mtissen,

daB insbesondere eine Ablosung der beiden letzten Aufgaben des

II. Buches von dem Vorhergehenden ebenso wie eine Vereinigung
derselben mit den ersten Aufgaben des III. Buches durch den Sinn

als notwendig erzwungen ist. Dazu kommt endlich eine unbedingt
vorhandene Lttcke, ttber deren AusfttUung ein Zweifel nicht bestehen

kann. In der Einleitung ist namlich, wie wir noch sehen werden,
die Auflosung der gemischten quadratischen Gleichung mit einer

Unbekannten zugesagt. In den spateren Bttchern ist dieselbe als be

kannt vorausgesetzt. Gelehrt muB sie also worden sein, aber die

Vorschrift dazu fehlt. Diese bildete jedenfalls einen Teil und einen

nicht unbetrachtlichen Teil des Verlorenen, da wir annehmen dttrfen

und mttssen, die Losung der gemischten quadratischen Aufgaben sei

in drei Sonderfallen vorgetragen worden, deren jeder an zahlreichen

Beispielen erlautert vielleicht ein ganzes Buch fttUen mochte. Der

Platz fttr diese Liisungen war am naturgemaBesten zwischen dem

I. und II. Buche, also dort, wo die groBe Lttcke angenommen zu

werden pfiegt.
Die Aufgaben, welche Diophant behandelt hat, sind von zwei

1) Ch, Th, V, Murr, Blemorabilia Bibliothecarum publiearum Norimbergen-
sium et unive-rsitatis Altdorfinae I, 135 iNiirnberg 1786; ist der Wortlaut des

Briefes abgedruckt, die einzelne auf Diophant beziigUche Stelle schon bei

Doppelmayr, Historische Nachricht von den Nitrnbergischen Mathematicis und

Kiiustlern S, 5, Anmerkung y (Niirnberg 1730i, Die letzte Ausgabe von Regio-
montans Briefen gab Curtze in den Abhandlungen zur Geschichte der Mathe

matik Xri; die betreffende Briefstelle s, S. 256—257.
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wesentlich verschiedenen Gattungen. Es sind algebraisch bestimmte

und algebraisch unbestimmte Gleichungen, mit denen er sich be

schaftigte. Auf dem einen Gebiete besteht seine groBe Bedeutung

darin, daB er Bekanntes in neuer Form vortragend ein organisches
Ganzes schuf, wo frtther, mindestens bei den Schriftstellern, die wir

besitzen, nur zersplitterte Teile vorlagen. Auf dem anderen Gebiete

stellt er uns den Pfadfinder vor, der abgesehen von einzelnen Vor

gangern, die nur die Vorhalle des Gebaudes betraten, zuerst unter

den Griechen, soviel wir wissen, durch das Labyrinth der verwickeltsten

Zahlenbedingungen und Beziehungen sich hindurchzuwinden weiB, sei

es, daB er dabei nur dem eigenen Genius vertraute, sei es, daB ihm

hier wirklich aus der Fremde der Faden der Ariadne gereicht war,

der ihn vor Irrgangen sicherte.

Wir reden zuerst von Diophants Leistungen in der bestimmten

Algebra. Diophant selbst lehrt uns die Reihenfolge einhalten, da er

in der schon erwahnten Vorrede gerade fiber die bestimmten Auf

gaben sich auslaBt und die unbestimmten Aufgaben kaum andeutet.

Diophant beginnt mit den Worten: „Ich sebe, mein teuerster Diony

sius, mit ivelchem Eifer Du die Auflosung arithmetischer Aufgaben
zu erlernen wttnschest; ich habe daher versucht, das Verfahren wissen-

gchaftlich darzustellen, indem ich mit der eigentlichen (-rrundlage des

selben anfange, namlich mit einer Entwicklung der eigentttmlichen
Natur und Beschaff'enheit der Zahlen. Die Sache scheint vielleicht

etwas schwierig, da sie noch gar nicht bekannt ist, und Anfanger
haben immer wenig Hoffnung eines glttcklichen Fortganges; aber

Dein Eifer und meine Darstellung wird Dir alles recht faBUch machen,
denn man lernt schnell, wenn Eifer und Unterweisung zusammen-

kommf'i).
Die Y^orte ..da sie noch gar nicht bekannt ist'', anaidij

[iijTTco yvd)(}i,j.i6i> aoxi, ivnrden mitunter so verstanden, als behaupte

Diojihant damit, er trage ganz Neues, in Griechenland nicht Be

kanntes vor. Die neueren Bearbeiter sind ttbereinstimmend der Mei

nung, der Sinn sei gerade umgekehrt der, daB Diophant die Un-

bekanntschaft des Dionysius allein mit den Auflosungen der arith

metischen Aufgaben betone. Ihm zuliebe will er das Verfahren

wissenschaftlich darstellen von den Anfangen zu dem Gipfel

aiifsteigend.
Die Richtigkeit dieser Auffassung wird durch die weitere Ein

leitung bestatigt, in welcher algebraische Begriffe der Reihe nach

entwickelt sind, welche uns einzeln genommen schon hier und dort

') Diophant (Tannery) pag, 2, (Wertheim) S. 1,
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bei griechischen Schriftstellern begegnet sind, und welche auch wohl

in ihrer Fortbildung zu Diophants Zeiten schon wesentUche Fort

schritte gemacht haben mfissen, sonst ware die Kfirze der Darstellung

bei ihrer Einffihrung unbegreiflich. Quadratzahlen und Kubikzahlen

z. B. mit ihren griechischen Namen dvi'Ufiig und xvfiog sind uns

langst bekannt. Diophant geht darfiber hinaus und nennt Quadrato-

quadrat (dvva^odvvayuig) , Quadratokubus (dvva^oxvfiog), Kubokubus

(xvfi6xvfiog) das was durch stets wiederholte A^ervielfacbung mit der

Grundzahl entsteht. EigentUch versteht er unter diesen Namen auch

das nicht, was wir ihm folgend ausgesprochen haben. Nicht die

zweite bis zur sechsten Potenz irgend einer Zahl, sondern nur diese

Potenzen der unbekannten Zahl, um deren Auffindung es sich

in der betreff'enden Aufgabe handelt, hat Diophant im Sinne. Ffir

sie gelten die abgekfirzten Bezeichnungen, welche er weiter er

ortert, und welche aus den Anfangsbuchstaben d und x bestehen,

denen noch rechts oben ein v, der zweite Buchstabe sowohl von

dvvaaig als von xvfiog, angehangt wird. Was also die moderne Al

gebra durch- x^, x^, x^, .Y, x^ bezeichnet, schreibt Diophant:

d", x", (5 6", d'x", xx°

gewissermaBen unter Ersetzung der Potenzen durch ihre Exponenten

und dem entsprechend unter Addition der Exponenten, wo es sich

um die Multiplikation der Potenzen handelt. Die gesuchte Zahl

selbst, welche eine unbekannte Menge von Einheiten enthalt, heiBt

schlechtweg die Zahl, dQcQ-^og. Diophant bedient sich ffir sie des

Zeichens S^), welches man frfiher ffir ein finales Sigma hielt; es ist

aber wahrscheinlicher gemacht worden^), daB man es mit einem auch

sonst vorkommenden sogenannten Kompendium ffir ap, als Anfangs
buchstaben von uQid-jiog zn tun hat. Dabei ist zu bemerken, daB die

unbekannte Einheitsmenge in Diophants Definition nX^jd-og (.lorccdav

doQtoxov heiBt, also unter Anwendung des Wortes des Thymaridas^)

(S, 158). EndUch gibt es noch ein standiges Zeichen fiir bestimmte

Zahlen, welche Einheit ^ovag heiBen nnd ij," geschrieben werden.

Diophant begnfigt sich nicht mit den bisher genannten Zahlen-

arten. Er bedarf zu seinen Aufgaben auch noch der Brfiche, welche

jene Benennungen im Nenner ffihren, algebraische Stammbruche, wie

man sie insgesamt nennen mochte, um nicht von Potenzen mit nega

tiven Exponenten reden zu mfissen. Diophant nennt den Stammbruch

der Zahl dgiQ-^o^xov, den der zweiten Potenz dvva^o6x6v und so fort

bis zu dem Stammbruche der secbsten Potenz xvfioxvfiooxov. Man

■') Diophant (Tannery) pag. 6 lin. 5. '^ Heath 1. c. pag. 57—67.

") Nesselmann 1. c. S. 291, Anmerkung 64 hat die Stellen gesammelt.
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hat diese Wijrter ganz zweckmaBig mit einfachem Bruche, quadrati
schen! Bruche, endUch kubokubischem Bruche ttbersetzt i). Diophant
lehrt hierauf die Multiplikation solcher Potenzen und algebraischer
Stammbrttche unter sich in den vielfachsten Yeranderungen. NatttrUch

gibt er dafttr lauter einzelne Regeln, z. B. ein quadratoquadratischer
Bruch multipliziert mit der Kubokubikzahl gibt das Quadrat. Y'ir

wttrden schreiben
_^^-

x^ = .Y. Nur der Fall wird allgemein voraus

geschickt, daB eine dieser PotenzgroBen mit dem gleichnamio-en Stamm

bruche vervielfacht die bestimmte Zahl als Produkt liefere, d. h.

x" ■

^^

= 1, und daB, da bestimmte Zahlen bei alien Rechnungen

wieder bestimmte Zahlen geben, das Produkt einer bestimmten Zahl

und eines allgemeinen Ausdruckes wieder ein Ausdi-uck derselben Art

sein werde.

Diophant unterscheidet hinzuzufttgende und abz ttg liche

Zahlen. Die Addition nennt er v7TKgi,tg, die Subtraktion Xalil-ig

und besitzt fttr erstere zwar nicht, wohl aber fttr letztere ein eigenes

Abkttrzungszeichen, namlich, wie er selbst sagt, ein verstummeltes

umgekehrtes (/» in der Gestalt qi. In den Handschriften sieht das

Zeichen meistens so aus: 4\, uud ist dahin gedeutet worden-), es sei

ein aus A und I gehddetes Kompendium fttr den Anfang des AVortes

Xai4<ig. Diophant rechnet dann mit Differenzen, vervielfacht sie und

spricht dabei ohne weiteres die Regel aus: Eine abzfigliche Zahl mit

einer abziiglichen vervielfacht gibt eine hiuzuzuftigende, eine abzfig
liche mal einer hinzuzufttgenden gibt eine abzttgliche ^). DaB dabei

von positiven und negativen Zahlen als MaBe entgegengesetzter GroBen

keine Rede ist, bedarf wohl kaum besonderer Erwahnung. Nur mit

Differenzen weiB Diophant umzngehen, mit solchen Diff'erenzen, die

einen wirklichen Zahlenwert besitzen, d. h. deren Subtrahend kleiner

ist als der Minuend. Mit solchen aber rechnet er in voUster Ge

wandtheit und schlagt seinem Dionysius vor sich die gleiche Gewandt

heit zn erwerben: „Es ist aber sehr zweckmaBig, ehe man sich an

die Auflosung von Aufgaben macht, sich in der Addition, Subtraktion

und Multiplikation dieser Ausdrttcke zu ttben; besonders wie man eine

Reihe hinzuzufttgender und abzfiglicher Ausdrficke mit ungleichen
Zahlenfaktoren zu anderen aUgemeinen Ausdrucken addiert, die ent

weder bloB hinzuzuffigende sind oder aus hinzuzufttgenden und ab-

zttglichen Gliedern bestehen; ferner wie man von einer Reihe hinzu-

zufttgender und abzttglicher Zahlen andere subtrahiert, die entweder

') Diophant (Tannery) pag, 6, (Wertheim) S, 3, =, Heath 1, c. pag, 71

bis 73, '') Isixpig stt'i lslij>iv nolla-Ttlaaiaad-stBa noisi VTtagi^iv, Islilug Ss ini

vnagi,iv Ttoisi Isiipiv.
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bloB hinzuzufttgende sind, oder auch aus hinzuzufttgenden und ab-

zttgUchen Gliedern bestehen" i). Die Subtraktion der groBeren Zahl

von der kleineren ist aber fttr Diophant unmoglich, gibt ihm keine

Zahl, kann daher als Auflosung irgend einer Aufgabe nicht vor

kommen. Dem entspricht die Tatsache, daB negative Gleichungs-

wurzeln bei Diophant nirgends erscheinen, wenn auch die hier er

orterte Begrttndung nicht ausgesprochen ist.

Abgesehen von dem Nichtvorhandensein negativer Zahlen als

solcher ist es aber eine hoch entwickelte Buchstabenrechnung, welcher

wir uns bei Diophant gegenttber befinden. Es fehlt ihr nicht einmal

ein Gleichheitszeichen, indem der Buchstabe l als Abkttrzung des

Wortes ttsoi (gleich) benutzt wird. Das hat sich aus emeuter Ver

gleichung der Pariser Handschrift, nach welcher Bachet de Meziriac

1621 einen Abdruck ausftthren Yie&, ergeben^). Nur in einer aUer

dings nicht unbedeutenden Verschiedenheit kann man einen gewissen

Gegensatz der diophantischen Schreibweise gegen diejenige, welche

seit dem XVI. S. sich aUmahlich einbttrgerte, erkennen. Die moderne

Buchstabenrechnung hat es durchgehend mit Symbolen zu tun, welche

sich selbst zur Aussprache einer Y^ahrheit genttgen. Diophant rechnet

und schreibt mit Abkttrzungen, welche mit ausgeschriebenen Wortern

abwechseln nnd gleich diesen grammatischer Beugung unterworfen

sind, wie sie auch unbedenklich durch Partikeln und dergleichen von

einander getrennt werden. Man vergleiche z. B. 10a; Y 30 = 11.c Y 15

mit dem diophantischen SS"' uQa 1 p." X isot eiGlv i^"'- la uovdot Fe

und man wird sich des Gegensatzes sofort bewuBt werden').

Wie Gleichungen aufgelost werden, ist in Diophants Einleitung
ttberaus klar und bestimmt gelehrt: „Wenn man nun bei einer Auf

gabe auf eine Gleichung kommt, die zwar aus den namlichen allge
meinen Ausdrttcken besteht, jedoch so daB die Koeffizienten an beiden

Seiten ungleich sind, so muB man Gleichartiges von Gleichartigem
abziehen, bis ein GUed einem Gliede gleich wird*). Wenn aber auf

einer oder auf beiden Seiten abzfigliche GroBen vorkommen, so muB

man diese abzfiglichen GroBen auf beiden Seiten hinzuffigen, bis auf

beiden Seiten nur Hinzuzufugendes entsteht. Dann niuB man wiederum

Gleichartiges von Gleichartigem abziehen, bis auf jeder Seite nur ein

GUed fibrig bleibt."

Die Zurfickbringung einer Gleichung durch Additionen und Sub

traktionen auf die Form art'" = bx", wo -m und n ganze vonein-

') Diophant (Tannery) pag. 14, (Wertheim) S, 7. ■) VgL Rodet im

Journal Asiatiepie, 7ieme serie, T. XI (Janvier lS78i pag, 42, '->) Vgl. Nessel
mann 1. c. S. 300—301. ■•) scog a 'sv sISog tvl sl'Ssi i'eov ysvijrca.
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ander verschiedene Zahlen bedeuten, deren eine auch Null sein kann,
ist damit in eine Regel gebracht, so unzweideutig, wie wir nur seiten

im Altertum Regeln ausgesprochen finden Bemerkenswert ist das

Wort cidog ffir Glied, welches spater in lateinischer Ubersetzung durch

species wiedergegeben den Ursprung des Namens aritlnvetica specinsa
fttr Buchstabenrechnung gebildet hat.

„In der Folge", sagt Diophant noch weiter, „will ich Dir zeigen,
wie man die Aufgabe loset, wenn zuletzt eiu zweigliedriger Ausdruck

einem eingliedrigen gleich wird."

Damit beab.sichtigte Diophant aber sicherUch nicht in gleicher

AUgemeinheit wie bei dem vorigen Falle die Auflosung der Gleichung
(tii"' Y bx" = exf zu versprechen, sondern es kann sich nur um die

gemischten quadratischen Gleichungen handeln. Allerdings treten dabei

drei MogUchkeiten auf, indem nach Ausftthrung der vorbereitenden

Operationen, die im obigen mitgeteilt wurden, entweder ax" Y bx = c

oder bx Y c = ax" oder etx" Y c = bx als Gleichheit eines zweiglied-

rigen Ausdruckes mit einem eingliedrigen erhalten wird, a, b, c selbst

verstandlich als positiv gedacht. Das ist die frtther erwahnte Zusage
der Auflosung gemischtquadratischer Gleichungen, welche im vor

handenen Texte nirgend erfttllt vielfach als erfttllt vorausgesetzt wird,
und daher den Beweis des Yerlustes jener Auflosung liefert.

Uber den von Diophant bei der Auflosung einer gemischten

quadratischen Gleichung eingeschlagenen Weg gibt die 24. Aufgabe
des YI. Buches') wohl die deutlichste Auskunft. Die dort erhaltene

f-ileichung heiBt in modernen Zeichen geschrieben

\, Y 196,*;- - 336.i; - '^^-
-k 172 = 196,r^ Y \ -

X- X x^

I)iopliant sagt nun wortlich wie folgt, wobei nur wieder moderne

Zeichen statt der griechischen Abkttrzungen gebraucht sind: „Man
addiere auf beiden Seiten die abzttglichen GroBen, ziehe Gleichartiges

von Gleichartigem ab und vervielfache alles mit x, so erhalt man

336 .r- -k 24 = 172,r. Diese Gleichung aber laBt sich nicht auflosen,
wenn nicht das Quadrat des halben Koeffizienten von x, nachdem

man das Produkt der 24 Einheiten in den Koeffizienten von x'^ davon

abgezogen hat, ein Quadrat wird."

Y"as uns zuerst auffallend erscheinen mag, ist die Abhangigkeit
der Aufhisbarkeit der Gleichung von einer Bedingung, welche nicht

etwa besagt, es mttsse die unter dem Quadratwurzelzeichen erschei-

nende Zahl ein Hinzuzufttgendes sein, was gleich bei dieser Aufgabe,

in welcher .(="„„. - ist, nicht eintreffen wttrde, sondern welche,
336

', Diophant (Tanneryi pag, 444, iWertheimj S. 288— 290.
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wie einige Uberiegung uns zeigt, darauf hinauslauft,
daB die Wurzel

der Gleichung rational werde. Ersetzen wir namUch die bestimmten

Zahlen durch aUgemeine Buchstaben, so ist in der angeftthrten Auf

gabe von der dritten Gleichungsform ax"- Yc = ix die Rede und

als Kennzeichen der Auflosbarkeit ausgesprochen, es mttsse (-^j —ac

ein Quadrat sein. Wird aber die Gleichung mit dem Koeffizienten

a von X- vervielfacht und durch beiderseUige Subtraktion von

abx Y ae
- ClY in die Form a"x^ - abx Y [',) =(2)'"""^ ^'^^^

Iax — —

)" = ( y'
— ae fibergeffihrt, so entsteht

b -1//6
1ax—

,

= 1/ ( „ I
— «c

und Diophant knttpft, wie wir vorhin sagten, die Auflosbarkeit der

Gleichung an die Ration aUtat der Quadratwurzel. Jene andere Be-

dino-ung deren wir gewartig sein durften, daB nur Hinzuzufttgendes

unter dem Wurzelzeichen nach voUzogener Zusammenziehung der dort

auftretenden Werte stehen dttrfe — abzttgliche Zahlen als solche sind,

wie wir oben sahen, bei Diophant ttberhaupt nicht gestattet, also

auch nicht unter einem Wurzelzeichen — steckt wohl in der diophan

tischen Bedingung enthalten, aber letztere geht noch bedeutend weiter

und schrankt die Anzahl der auflosbaren Gleichungen betrachtUch

mehr ein. Woher diese Beschrankung stammt, ist, wenn man weiter

nachdenkt, unschwer zu erkennen. Die eigentUche Algebra sieht ab

von der geometrischen Bedeutung der vorkommenden Glieder. Sie

vereinigt z. B. wie in jener heronischen Aufgabe (S. 404) Flachen

und Langen, beide nur als MaBzahlen aufgefaBt, in eine Summe,

Dieser allgemeinere Standpunkt gestattet geometrisch undenkbare

Fragestellungen, schlieBt aber zugleich nur geometrisch denkbare

Antworten aus, Jede Quadratwurzel aus jiositiven Y^erten laBt mit

Zirkel und Lineal sich geometrisch herstellen, so gut wie die Diago
nale des Quadrates eine geometrisch genau bestimmte Lange besitzt,

aber in Zahlen ist eine Quadratwurzel nur moglich, wenn sie rational

ist. Man halte uns nicht die heronische Aufgabe entgegen, auf welche

wir eben uns bezogen haben, nicht die geodatischen Beispiele Herons,
in welchen Naherungswerte von Quadratwurzeln vielfach benutzt sind,
nicht Archimeds Rechnungen in seiner Kreismessung. Heron blieb

Feldmesser, auch wo er der algebraischen Anschauung sich nahert,
und die FeldmeBwissenschaft begnttgt sich mit dem MaBe geometri
scher Gebilde, so genau es in Zahlen hergesteUt werden kann, wahrend

die Gebilde selbst geometrische GroBen sind und bleiben. Archimed

aber, gleichfalls von geodatischen Zwecken ausgehend, blieb noch
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strenger den Gesetzen geometrischer Behandlung auch bei seinen

ZahlengroBen getreu: er bediente sich niemals angenaherter Gleichungen,
sondern sprach Ungleichungen aus, welche er nur immer naher an

einander brachte. Die griechische Algebra, welche fur Diophant einen
Ted der Arithmetik bildet, kennt dagegen nur Zahlen als solche,
Zahlen, die ausgesprochen werden konnen. Wir haben schon frtther

(S. 187) hervorgehoben, daB die Beschrankung sogar auf positive
ganze Zahlen der griechischen Arithmetik lange eigentttmUch war.

Nikomachus, Theon von Smyrna, Jamblichus halien uns keine Ver

anlassung gegeben, diese Ansicht zu widerrufen. Brttche kommen

bei ihnen nur in der Gestalt von Verhaltnissen ganzer Zahlen vor.

Auch die Seiten- und Diametralzahlen bei Theon (S. 436) waren

wesentlich ganze Zahlen, deren Verhaltnis nur nach unserem Dafttr-

halten statt des Verhaltnisses 1 : ]/2 naherungsweise eintreten konnte.

Diophant hielt sich an die Ganzzahligkeit nicht mehr ge-

bunden, und das ist ein zwar allmahlich vorbereiteter, aber darum

nicht minder wichtiger Fortschritt. Dagegen ist ihm das Irrationale

immer noch keine Zahl.

Kehren wir mit diesem BewuBtsein zu dem diophantischen Ver

fahren bei der Auflosung gemischter quadratischer Gleichungen zurttck,
so ist uns hochst bemerkenswert die Art, in welcher er die Auf

losung vorbereitet. Genau so, wie wir es bei Heron kennen gelemt

haben, vervielfacht er die Gleichung mit dem Koeffizienten des

Quadrates der Unbekannten, statt durch diesen Koeffizienten zu

dividieren. Darauf wies uns die bereits besprochene 24. Aufgabe des

VI. Buches. Eine Bestatigung besitzen wir in der 45. Aufgabe des

IY, Buches'): „Man findet, daB 2x'^ groBer als 6,r -k 18 sein muB.

Um nun hier eine Vergleichung anzustellen, so erhebe ich den halben

Koeffizienten von x ins Quadrat und erhalte 9, Nun multiplizieren
wir den Koeffizienten von x" mit der bestimmten Zahl 18, gibt 36.

Dazu addieren wir 9, gibt 45, und davon ist die Wurzel nicht kleiner

als 7. Dazu addieren wir den halben Koeffizienten von x uud dividieren

durch den Koeffizienten von x", so finden wir, daB x nicht kleiner

sein darf als 5."

Hier ist freilich eiue Ungleichung, keine Gleichung zu behandeln,

allein das verandert das anzuwendende Verfahren nur so weit, als

hier eine Grenze der betreffenden irrationalen Quadratwurzel ein

gesetzt werden darf, weil unter Annahme der richtigen Zahl statt 18,

die Ungleichung 2x" > 6x -k 18 in die Gleichung 2x- = 6.r -|- 18 -k A'

d. h. in eine Gleichung der zweiten Form fibergehen wurde, bei

') Diophant (Tannery; pag 304, iWertheim) S. 187,
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welcher z. B. durch k = 2 die In-ationalitat verschwande. Diophant

geht nun folgendermaBen zu Werke. Aus ax^ = bx Y c Y '^ erhalt

y:;+rpf+akY ~

I bY ibY 71
' '\2/' '2

er Utx — A = ae Y (v) Yak, daraus ./; =

-^

)/^'^ir+2
oder endlich x >

Noch eine andere EigentttmUchkeit, welche freilich bei der eben

betrachteten Ungleichung nicht zu Tage treten kann, weil negative

Zahlen als solche fttr Diophant nicht existieren, besteht darin, daB

nirgends zwei Auflosungen einer quadratischen Gleichung

vorkommen, indem die WurzelgroBe sowohl hinzufttgend als ab-

zttgUch mit einer anderen Zahl hoheren Wertes verbunden ist. Man

hat allerdings die Bemerkung gemacht, unter den Beispielen, welche bei

Diophant sich vorfinden, sei kein solches, bei welchem eine zweifache

Moglichkeit positiver Wurzeln auftrete, weil immer noch gewisse
zahlentheoretische Nebenbedingungen zu erffiUen seien, welche sich

der Annahme der Wurzel mit negativer Quadratwurzel widersetzen,

es sei also ein ZufaU, der diese Lficke schuf, und man sei nicht be

rechtigt anzunehmen, Diophant habe wirklich nicht gewuBt, daB es

Aufgaben mit zwei voneinander verschiedenen Auflosungen gebe').
Es scheint indessen doch, daB man die Behauptung des Nichtwissens

rechtfertigen kann. Kommt auch auBer der (S. 473) erwahnten nicht

auflosbaren Gleichung 336 j;- -k 24 = 172.f keine andere von der

Gestalt aY- Y c = l>x bei Diophant, so weit er uns erhalten ist,

vor, so trifft man doch bei dim auf Ungleichungen von der Gestalt

a.r" -\- c Y bx und a.r- -k c > bx, welche je zwei positive Grenz

werte far X liefern, mag man eine in ihnen auftretende Quadrat

wurzel positiv oder negativ wahlen. Im V. Buche begegnen wir den

doppelten Ungleichungen-) ^^
<

-

^ _^ <
-

_^
imd 11 < ^-^— < 12.

Diophant folgert aus ihneu _ < ./■ < beziehungsweise 19 < .>' < 21.

Y^erte, welche der Moglichkeit der negativen neben der positiven

Quadratwurzel Rechnung trfigen, waren
—^ ;'-'—'' < y; < ■_''^AiY\YY'

^

beziehungsweise 11 + ]/61 < a; < 1-2 + "1/84. Man erkennt an beiden

Beispielen die \Vahrheit der Tatsache, daB Diophant die Losungen
mit negativer Quadratwurzel nicht berficksichtigte, auch wo sie be-

') So L. Rodet im Journed Asiatique, 7ieme serie, T, XI (Janvier 1878)

pag. 89—90. h Diophant (Tannery) pag. 340 und 388, -Wertheim) S. 211

und 251.



Die Neuplatoniker, Diophantus von Alexandria, 477

rficksichtignngsfahig ivaren, daB er sie also wahrscheinlich nicht

kannte ').
In diesem Zusammenhange mfissen wir auch von solchen quadra

tischen Gleichungen reden, welche gewohnlich mit Hdfe zweier Un

bekannten gelost bei Diophant nur das Aufsuchen einer einzigen
freilich mit besonderem Geschick ausgesuchten GroBe verlangen. Wenn

Diophant in der 30. Aufgabe des I. Buches^) zwei Zahlen aus ihrer

Summe und ihrem Produkte finden wdl, so nimmt er die halbe

Differenz der beiden Zahlen zur Unbekannten und erhalt beide Zahlen

je nachdem er die Unbekannte zur halben Summe addiert oder von

ihr abzieht; das gegebene Produkt ist daher gleich dem Quadrat der

halben Summe verringert um das Quadrat der Unbekannten, die somit

durch einfache <Quadratwurzelausziehung sich ergibt. Derselben Un-

bekannten bedient er sich in der 31. Aufgabe"), wenn zwei Zahlen aus

ihrer Summe und aus der Summe ihrer Quadrate gefunden werden

sollen. Wieder erh'alt er beide Zahlen, je nachdem er die Unbekannte

zur halben Summe addiert, oder von ihr abzieht, und die Summe der

Quadrate wird gleich dem Doppelten des (Quadrates der halben Summe

und des Quadrates der Unbekannten, die wieder durch einfache

Quadratwurzelausziehung sich ergibt. Nicht anders werden in der

32. Aufgabe*) zwei Zahlen aus ihrer Summe und dem Unterschiede

ihrer Quadrate gewonnen, welche letztere sich als doppeltes Produkt

der Unbekannten in die gegebene Summe erweist, so daB einfache

Division hinreicht die Unbekannte zu finden. Siud in der 33, Auf

gabe^) Diff'erenz und Produkt zweier Zahlen gegeben, so wird die

halbe Summe als -Unbekannte gewahlt, welche die beiden Zahlen

in der Gestalt erscheinen laBt, daB die halbe Differenz zur Un

bekannten addiert, beziehungsweise von ihr subtrahiert wird. Das

gegebene Produkt ist also das Quadrat der Unbekannten vermindert

um das Quadrat der halben Differenz, und die Unbekannte wird

wiederholt durch eine Quadratwurzelausziehung gefunden. Ahnlich

verfahrt Diophant noch in auderen Fallen, die wir nicht alle einzeln

vorfubren dttrfen, um uns nicht zu lange bei dem Gegenstande zu

verweilen.

Eine kubische Gleichung kommt in der 19. Aufgabe des YI. Buches")

vor, aus welcher aber keinerlei gesicherte SchluBfolgerung sieh ziehen

'j Auf diese Ungleichungen und die aus ihneu zu ziehende Folgerung hat

uns Herr C, Buchel brieflich aufmerksam gemacht, -) Diophant (Tannery)

pag, 60—62, I Wertheim) S. 36, =") Ebenda (Tannery) pag, 62—64, iWert

heim) S. 36—37, b Ebenda (Tannery) pag, 64, (Wertheim) S. 37, '''t Ebenda

(Tannery) pag 66, (Wertheim) S. 38, ") Ebenda (Tannery) pag. 434, i^Wert-

heim) S. 282
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laBt Es heiBt bei Diophant nur: „Es ist x^ — S.c- Y '^x — 1 = x^

Y 2x Y 3, hieraus findet man x = 4" ohne die leiseste Andeutung,
wie „man" diesen Wurzelwert finde. Ob man die Gleichung zunachst

in die Form :Y Y x = -Ix"' Y 4 brachte uud dann daraus durch Division

mit .c^ Y 1 den Wert x = -1 erhielt?') Es ist wohl moglich, vielleicht

wahrscheinlich, denn an einer nur wenig spateren SteUe des VI. Buches ^)
heiBt es von dem Ausdrucke -Ix"^ Y ^x Y 2, er sei zusammen

gesetzt (ovvd-Exog), und zwar aus 4a; -k 2 und a; -f 1, und wenn man

ihn durch a; -f 1 teile, so entstehe Ax Y 2. Diophant muBte also

mit Zerlegungen in Faktoren vertraut sein und wissen, daB man

mittels Division einer Gleichung durch einen ihren beiden Gleichungs-
seiten gemeinschaftlichen Faktor deren Grad erniedrigen kann^).

Bis hierhin haben wir mit Diophant in der ersten Bedeutung,
die wir ihm bedegten, uns beschaftigt. Ydr wenden uns zu dem

Gebiete der unbestimmten Aufgaben, auf welchem wir Diophant als

Bahnbrecher, als Pfadfinder zu erkennen haben. Er setzt sich

dabei die gleichen Schranken, welche auch seiner be

stimmten Algebra anhaften, keine anderen. Die Wurzelwerte,
welche er den vorgelegten Gleichungen zu geben sich bemfiht, dfirfen

keine abzfiglichen, keine irrationalen sein, denn sonst waren es keine

Zahlen, aber weiter gehen seine Anforderungen nicht. Insbesondere

verlangt Diophant nicht ganzzahlige Auflosungen, und nur in ein

zelnen Fallen, wo etwa das Y^eglassen eines denjenigen Zahlen, die

gemeinschaftUch die gesteUte Aufgabe erffiUen, insgesamt anhaftenden
Nenners den Ubergang zu ganzzahligen Auflosungen allzunahe legt,
gibt er solche an. In einer ganzen Anzahl von Aufgaben (H, 36.

Ill, 13. IV, 23, 43, 45. V, 12) kommen sogar Brfiche mit gemischt-
zahligen Zahlern vor, wie die Agj'pter sie einst benutzten (S. 71).
Was also heute Diophantische Analytik genannt zu werden pfleo-f,
was man als Diophantische Gleichungen dem Schulunterrichte ein

verleibt hat, das darf man bei Diophant nicht suchen. Diophant,
sagen wir, lost unbestimmte Aufgaben in rationalen Zahlen, und

daraus folgt, daB ffir ihn eine unbestimmte Aufgabe mit aufsuchungs-
bedfirftigen Wurzeln nur dann vorhanden sein kann, wenn der Grad

sich auf den zweiten erhebt, ja in nicht wenigen FaUen weiB er noch

Aufgaben vom dritten und vierten Grade zu bewaltigen.
Unsere Leser werden nun vieUeicht nach den Methoden fragen,

deren Diophant sich bei Auflosung dieser unbestimmten Aufgaben

') So meint Schulz S, 589 in seinen Anmerkungen zu der betreffenden

Aufgabe, ^ Diophant (Tannery) pag, 438, fWertheim) S. 285, ") Auf diese
Verwandtschaft hat uns Herr C, Buchel brieflich hingewiesen.
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bedient, sie werden diese Frage um so sicherer steUen, wenn sie

wissen, daB der Geschichtsschreiber neuerer Zeit, der am eingehendsten
mU Diophant sich beschaftigt hat, einem umfangreichen Kapitel geradezu
die Uberschrift „Diophants Auflosungsmethoden" gegeben hat'). Aber

neben dem Umfange jenes Kapitels selbst sind dessen erste Worte

geeignet die durch die Uberschrift geweckten Erwartungen zurfick-

zudrangen: „Diophants Methoden in ihrer ganzen Mannio-faltio-keit

voUstandig darsteUen hieBe nichts anderes, als sein Buch abschreiben."

Darin liegt das Zugestaudnis, daB Diophant keine einheitliche Me

thode besaB, ja nicht einmal eine Anzahl von Methoden, deren jede
ftir sich zur Bewaltigung einer umgrenzten firuppe von Aufgaben
diente. „Diophant war", wie ein anderer genauer Kenner seiner

Werke sich sehr bezeichnend ausgedrtickt hat^), „ein glanzender
Virtuos in der von ihm erfundenen Kunst der unbestimmten Ana

lytik, die Wissenschaft hat jedoch, wenigstens unmittelbar, diesem

glanzenden Talente ^^•enig Methoden zu verdanken, weil es ihm an

dem spekulativen Sinne fehlte, der in dem Wahren mehr als das

Richtige sieht." Seine Virtuositat zeigt er vornehmlich in der Wahl

der unbekannten GroBe. Was wir oben bei Gelegenheit bestimmter

Aufgaben mit zwei Unbekannten, die er auf die Auffindung einer

einzigen Unbekannten zurfickzuffihren wuBte, ruhmen durften, gilt
auch ffir Diophants unbestimmte Aufgaben. Er greift die zu suchende

GroBe so geschickt heraus, daB verhaltnismaBig geringe Mtthe noch

erforderlich ist, die Aufgabe vollends zu bewaltigen, wahrend andrer

seits die Y'^iUkttrUchkeit der Voraussetzungen, welche er sich gestattet,
in keiner Weise zu rechtfertigen gesucht wird, eine Rechtfertigung
auch nicht gestattet.

Wenn Diophant z. B. in der 7. Aufgabe des III. Buches') drei

Zahlen von der Beschaffenheit sucht, daB sowohl die Summe von aUen

dreien als die Summe von je zweien ein Quadrat sei, und die Ge

samtsumme ,r" "k 2.r "k 1 setzt, so kann dagegen keinerlei Einwand

erhoben werden. Wer aber berechtigt dm die Summe der ersten und

zweiten Zahl als x^ anzunehmen, so daB die dritte Zahl fttr sich

2:(: Y 1 wird? Wer berechtigt ihn vollends die Summe der zweiten

und dritten Zahl als x" — 2,r -k 1 zu setzen, wie er es tut? Unter

dieser Annahme wird allerdings eine Losung gefunden. Die erste

Zahl allein muB namlich erhalten werden, wenn die Summe der

zweiten und dritten von der Gesamtsumme, d. h. wenn Y — 2x Y 1

von .r^ Y 2x Y 1 abgezogen wird, sie muB ix sein, und die zweite

') Nesselmann, Algebra der Griechen S 355—436. ') Hankel S. 165.

^) Diophant (Tannery) pag, 146—14s, (Wertheim) S, 89,
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Zahl allein ist die um die erste Zahl Ax verringerte Summe x"- der

ersten und zweiten Zahl oder x^ — Ax. Es bleibt jetzt nur noch zu

erffiUen, daB die Summe der ersten Ax und der dritten 2x Y 1, d- U.

daB 6.c-k 1 ein Quadrat werde, und dazu setzt Diophant 6a::-k 1 = 121,

mithin x = 20 und die drei Zahlen sind 80, 320, 41. Diophant ver

schweigt uns sogar, warum er 6 a; -k 1 = 121 setzt und nicht eine

kleinere Quadratzahl ahnlicher Form wahlt, wenn auch der Grund

hiervon nachtraglich zu erkennen ist. Die Annahme 6a; -k 1 = 2o

gibt namlich die drei Zahlen 16, 0, 9, unter welchen die 0 vorkommt,
die ihm keine Zahl ist; und die Annahme 6 a; -k 1 =49 gibt die

Zahlen 32, 32, 17, welche er ivohl deshalb vermeidet, weil die beiden

ersten unter sich gleich sind, also streng genommen keine drei Zahlen

darbieten.

Man hat in der 17. Aufgabe des II. Buches und in der 9. Auf

gabe des III. Buches wirkliche Methoden zu erkennen geglaubt, die

auch bei anderen Aufgaben benutzt seien und auf den beiden Satzen

beruhen, daB Y-^-'' Y Bx Y C rationale Zahl werden konne, wenn C

oder wenn A eine positive Quadratzahl sei'), allein wenn wir auch

unseren Lesern diese Yermutung nicht vorenthalten mochten, konnen

wir uns doch nicht entschlieBen dieselbe als berechtigt anzuerkennen
oder gar der Meinung beizustimmen, die erwahnten beiden aUgemeinen
Satze seien von Diophant in seinen Porismen (S. 467) ausgesprochen,
wenn nicht bewiesen worden.

Virtuositat legt Diophant auch darin an den Tag, daB er die zu

losende Aufgabe teilt, daB er gewisse Bedingungen derselben zunachst

wiUkfirlich durch irgend Zahlenannahmen erfttllt, daB er dann diese

Annahmen als falsch erkennt und vermoge anderer Bedinguno-en der

Aufgabe in die richtige umwandelt, ein Weg, der uns unwillkttrUch

an den falschen Ansatz erinnert, dessen Ahmes in seiner schwie-

rigsten Aufgabe von der arithmetischen Reihe (S. 78) sich bedient

hat, ein Weg, den vielleicht, wie wir im 18. Kapitel bei Besprechung
von Herons Vermessungslehre auseinandersetzten, die Griechen zur

Aufsuchung von Quadrat- und Kubikwurzeln in kunstvoUer Weise

gangbar zu machen wuBten, der kttnftig unseren forschenden Blicken

wiederholt erkennbar sein wird, von vielen FuBspuren durchkreuzt,
die den mannigfachsten Betretem angehoren.

Als einfachste Aufgabe dieser Art wird die 22. des IV Buches 2)

') Paul von Schaewen, Zur Losung der Gileichung z ^^Zix- -{- Bx Y C ■

Osterprogramm 1906 des EvangeUschen Gymnasiums zu Glogau [1906 Programm
Nr, 235], Die genannten Aufgaben stehen (Tannery) pag. 109 uud 151, (Wert
heim) S 63 und 90. '') Diophant (Tannery) pag. 234-236, Wertheim)
S. 146—147.
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genannt. Drei proportionate Zahlen von der Beschaffenheit zu suchen,
daB der Unterschied von je zweien ein Quadrat werde. Ist die erste

Zahl X, so setzt Diophant die zweite x Y A, die dritte x Y 13, damit
der Unterschied der ersten und zweiten, sowie der zweiten und dritten

ein Quadrat werde. Die angegebenen Zahlen lassen aber den Unter

schied der ersten und dritten nicht zu einem Quadrat werden. Die

als Summe der Quadrate 4 -k 9 entstandene Zahl 1 3 muB also so

umgewandelt werden, daB sie die selbst quadratische Summe zweier

Quadrate werde. Man wahlt z. B. 25 = 9 -f 16 und setzt x, x Y9,
X Y 2b fttr die drei Zahlen. Jetzt endlich ist die Hauptbedingung
X : (x -k 9) = (ic -k 9) : (a; -k 25) oder x"- Y 18a; -k 81 = x" + 2bx zu

81 Kl

erftiUen, was durch x = -

geschieht, und die drei Zahlen sind
.

,

-_ ,

" — - Es kann auffallen, daB Diophant hier versaumt samtliche

Brttche mit 49 (dem Quadrate ihres Nenners) zu vervielfachen, um

die ganzzahlige Auflosung 567, 1008, 1792 sich zu verschaffen; viel

leicht schienen diese Zahlen ihm zu groB. Noch mehr drangt sich

die Frage auf, warum gerade 9 und 25 als die Unterschiede der ersten

Zahl von der zweiten und dritten gewahlt wurden, warum nicht min

destens gesagt ist 9 -k 16 = 25 sei die kleinste ganzzahlige Auf

losung der vorauszulosenden Gleichung a^ Y b" = c^, so daB man

daraus entnahme, auch andere die gleiche Bedingung erfttUende Zahlen

batten benutzt werden dttrfen.

Auf alle solche Fragen, die wir zu stellen geneigt sind, laBt sich

stets nur dieselbe Antwort erteilen, die namlich, daB fttr Diophant
diese Fragen nicht so nahe lagen, wie wir zu meinen geneigt sind.

Diophant suchte meistens eine Losung, nicht die Losung. Er be-

antwortete Ratselfragen, er hatte es nur in seltenen AusnahmsfaUen

mit folgerungsreichen Theorien zu tun. Er stand damit innerhalb

seiner Zeit, innerhalb seines Yolkes. Seine Genialitat in Erreichung
der vorgesteckten Ziele gehort dim personlich zu, die Beschrankung

dessen, was er zu erreichen suchte, verschuldet mit ihm die gesamte

griechische Arithmetik, wenn von einer Schuld gesprochen werden

kann, wo auch das entfernteste BewuBtsein fehlt, man hatte anders

handeln konnen.

Statt daher bei Diophant Methoden zur Auflosung unbestimmter

Gleichungen vom ersten oder von hoherem Grade zu suchen, werden

wir uns begnttgen mttssen zuzusehen, ob ihm unterwegs bei seinen

kttnstlichen Windungen einzelne zahlentheoretische Wahrheiten be

kannt geworden sind, welche der spateren Zeit zugute kamen.

Solche Y'ahrheiten finden wir nun z. B. in der 22. Aufgabe des

Oantoe, Geschichte der Mathematik I. 3, Aufl. 31
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III. Buches'), wo es zuerst heiBt, daB in jedem rechtwinkligen Drei

ecke das Quadrat der Hypotenuse auch dann noch ein Quadrat bleibt,

wenn man das doppelte Produkt der Katheten davon abzieht oder

hinzuffigt, und spater daB die Zahl 65 sich von selbst auf zweieriei

Art in zwei Quadrate, namUch zuerst in 16 und 49 und dann wieder

in 64 und 1 zerlegen lasse, welches seinen Grund darin habe, daB 65

aus der Multiplikation der Faktoren 5 und 13 entstanden sei, deren

jeder die Summe von zwei Quadraten sei. Das heiBt erstlich, daB

(j2 -|_ 52 _j_ 2ab ein Quadrat gebe und zweitens, daB (a^ Y &^) (c^ Y (P)

auf zwei Arten als Summe zweier Quadrate dargestellt werden

konne. Wenn auch Diophant nicht sagt, daB ihm die Zerlegungen

selbst (ac
—

bd)" Y {ad Y ^cf und (ac Y ^^Y Y (ad — be)"- bekannt

seien, so ist doch wohl nicht daran zu zweifeln, da andernfalls die

zweifache Moglichkeit der Zerlegung ihm nicht so einleuchtend hatte

sein konnen.

DaB jedes Quadrat auf beliebig viele Arten als Summe

zweier Quadrate aufgefaBt werden konne, lehrt Diophant in

der 8. und 9. Aufgabe des IL Buches^) wie folgt. Ist a" die zu

zerlegende Quadratzahl, so denke man x'^ als den einen, (wja; — fl)^

als den anderen Teil, wo m ganz beliebig gewahlt werden kann.

Demnach muB a° == x" Y m-x" — 2amx Y a^, also x =
"

, ,'

m^-(- 1

a{m'-'— 1) .

, ,
, „ / 2to \2

und inx — a = —j,,
-

sem, oder man hat »"=-,-]-—- a]
TO- -|- 1

'

\m^ -\- 1 I

Y (—7-r^ a] unter ganz willkfirlicher Annahme von m. Das ist
\m- -|- 1 /

°

einer von den seltenen Ausnahmefalien, in welchem Diophant sich

zur voUen AUgemeinheit erhebt und wie wir von dem /» fachen, von

„irgend einem Vielfachen" und von „einem beliebigen Vielfachen"

spricht,
Wir nennen ferner die Wahrheit, daB keine Zahl von der

Form An Y 3 die Summe zweier Quadrate sein konne, welche

in der 12. Aufgabe des V. Buches'-') gelegentlich ausgesprochen ist.

Ob Diophant auch wuBte, daB jede Primzahl von der Form An Y 1

als Summe zweier Quadrate aufgefaBt werden kann? Schwerlich! und

noch weniger wird man annehmen dttrfen, falls er wirkUch diese

oder eine ahnUche Umkehrung sich gestattet hatte, er habe einen

voUgiiltigen Beweis dafttr besessen.

Diophant geht vielmehr in Umkehrungen nicht mit der notigen

') Diophant (Tannery) pag. 182—184, (Wertheim) S. 110—111. '") Ebenda

(Tannery) pag. 90—92, (Wertheim) S. 51—53. ==) Ebenda (Tannery) pag, 332
bis 334, (Wertheim; S, 206 und in der tJbersetzung von Schulz die An

merkung S, 518—520.
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Yorsicht zu Werke, wie aus einem seiner Porismen sich ergibt.

Wir haben (S. 467) gesagt, daB Diophant an verschiedenen SteUen

auf seine Porismen verweise. Drei Porismen sind ausdrficklich an

geftthrt in der 3., 5. und 19. Aufgabe des V, Buches.

Das erste derselben lautet 'j: „Wenn man zwei Zahlen hat und

nicht nur jede dieser Zahlen fttr sich, sondem auch das Produkt ein

Quadrat wird, wenn man die namliche vorgeschriebene Zahl dazu

addiert, so sind sie von zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden Qua
draten entstanden", d. h. wenn a; -f r( = nr, y -\- a = rt^, xy Y a = p"
sein soil, so mttssen tti, n aufeinanderfolgende ganze Zahlen sein.

Hier hat man zeigen konnen'), daB Diophant eine falsche Umkehrung
voniahm. Wenn in und n aufeinanderfolgende ganze Zahlen sind,
findet allerdings der ausgesprochene Satz statt, aber derselbe kann

auch stattfinden, ohne daB diese Bedingung erfttllt werde.

Das zweite Porisma lautet*), „daB wenn man zu zwei aufein

anderfolgenden Quadratzahlen noch eine dritte Zahl suche, welche

um 2 groBer ist als die doppelte Summe jener beiden, man dann

drei Zahlen von der Beschaffenheit habe, daB das Produkt von je

zweien, sowohl wenn die Summe der zwei multiplizierten, als auch

wenn die dritte Zahl dazu addiert wird, ein Quadrat werde". Die

drei Zahlen sind a", (a -k 1 1^, Aa" Y Act Y A und daB diese in der

Tat die ausgesprochenen Eigenschaften besitzen, ist leicht erkennbar.

Endlich das dritte Porisma heiBt*'), „daB der Unterschied zweier

Kubikzahlen auch allemal Summe von zwei Kubikzahlen sei" Der

Satz ist wahr, aber einen Beweis gibt Diophant an der Stelle, wo er

das Porisma anwendet, nicht. Das wttrde auch niemand erwarten

dttrfen, denn Verweisungen haben ja gerade den Zweck Beweise zu

ersparen. Dagegen ist es aUerdings einigermaBen auffallend, daB

auch die praktische Ausftthrung jenes als moglich Erklarten fehlt.

Der Satz selbst wird uns erst im XVII, S. wieder begegnen, wo er

den Ausgangspunkt interessanter Untersuchungeu bildete.

Neben den drei besonders genannten Porismen hat man auch

wohl die vorher von uns hervorgehohenen W^ahrheiten als Porismen

des Diophant aufgefaBt, was wenigstens mit dem Charakter der Satze

nicht in AViderspruch steht.

Bei den erhaltenen sechs arithmetischen Bttchern noch einen

Augenblick verwedend mttssen wir eins betonen, welches von ge

schichtlicher Bedeutung sein dttrfte. Y'ir haben arithmetische Unter-

>) Diophant (Tanneryi pag, 316, iWertheimi S, 195. *) Nessel

mann, Algebra der Griechen S, 441—442, ^ Diophant (Tannery) pag, 320,

iWertheim) S. 198. ") Ebenda (Tannery) pag. 368, (Wertheim) S, 226,

31*
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snchungen griechischer SchriftsteUer durch Jahrhunderte verfolgen

konnen und haben deren enge Verbindung mit der Theorie des

rechtwinkligen Dreiecks in den verschiedensten Perioden hervor

treten sehen. Auch Diophant beschaftigt sich mit solchen Zahlen,

welche die LangenmaBe der Seiten eines rechtwinkUgen Dreiecks

sind, und zwar treten diese Aufgaben, abgesehen von einigen wenigen'),

die wohl bei der Zerstorung, welche der ursprttngUche Text unter

aUen Umstanden erlitt, an eine um-echte Stelle gekommen sein mogen,

durchaus im VI. Buche anf. Man gewinnt dadurch die Empfindung,
es seien zuerst arithmetische, dann geometrisch-arithmetische Fragen
behandelt worden. Wir haben uns (S. 467) der Meinung angeschlossen,
es sei nicht wahrscheinlich, daB am Ende der auf uns gekommenen
sechs Bficher vieles fehle. Wir sind nicht gewillt solches gegen

wartig zu widerrufen, aber wenn auch nicht vieles, so konnte ein

Gegenstand hier verloren gegangen sein, den wir nennen mochten.

Die geometrisch-arithmetischen Fragen des YI. Buches beziehen sich

insgesamt auf das rechtwinklige Dreieck. Die Moglichkeit geometrisch-
arithmetischer Fragen vom Rechtecke ist nicht ausgeschlossen.
Solche Aufgaben kennen wir bereits. Sie stehen in dem Buche des

Landbaues (S. 391), wir muBten bei Gelegenheit einer Stelle aus dem

III. Buche der Sammlung des Pappus (S. 454) daran erinnern. Die

Aufgaben verlangen: 1. zwei Rechtecke zu finden, deren Umfange
wie deren Flacheninhalte im Yerhaltnisse wie 1 : 3 stehen; 2. zwei

Rechtecke zu finden, deren Umfange einander gleich seien, deren

Flachen aber im Yerhaltnisse von 1 : 4 stehen. Die Auflosung der

ersten Aufgabe bilden die Rechtecke aus den Seiten 54, 53 und

318,3, die der zweiten die Rechtecke aus den Seiten 3,60 und 15,48.
Eine wenn auch nur geringe Familienahnlichkeit dazu besitzt die

achte Aufgabe des V. Buches^) bei Diophant; „Man soU drei recht

winklige Dreiecke suchen, deren Flachen einauder gleich sind." Hat

Diophant, was wir nicht ffir unmoglich halten, Aufgaben behandelt,
welche naher mit denen im Buche des Landbaues fibereinstimmen,
so wird er es schwerlich in dem gleichen Buche getan haben, in

welchem von den rechtwinkligen Dreiecken die Rede war. Jedes

rechtwinkUge Dreieck ist zwar ffir die arithmetische Betrachtung
nicht minder wie ffir die geometrische die Halfte eines Rechtecks,
d. h. die Katheten eines rationalen rechtwinkligen Dreiecks konnen

auch als Seiten eines rationalen Rechtecks betrachtet werden; aber

das giU nicht umgekehrt. Die Seiten vieler Rechtecke z. B. aUe

") Nesselmann, Algebra der Griechen S. 436 hat dieselben gesammelt,
=•) Diophant (Tannery) pag, 324, (Wertheim) S. 200.
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obigen Paare 54, 53 wie 318,;; wie 3,60 wie 15,48 konnen nicht als

Katheten eines rationalen rechtwinkligen Dreiecks benutzt werden.

Dieser Gegensatz erscheint auch in der Natur der gesteUten Fragen
wieder. Jene Aufgaben von den Rechtecken verlangten sowohl den

Inhalt als den Umfang gewissen Zahlenbedingungen zu unterwerfen.

Die angeffihrte diophantische Aufgabe von Dreiecken schrieb nur ftir

den Inhalt eine Bedingung vor, weil die Rechtwinkligkeit der Drei

ecke den Seitenlangen von selbst gewisse Bedingungen auferlegt, die

nicht erst ausgesprochen zu werden hrauchen.

Wie es nun damit sei, ob Diophant in einem SchluBbucbe seines

Y'erkes Aufgaben tiber Rechtecke behandelte oder nicht, unter alien

Umstanden ist die Form der meisten geometrisch-arithmetischen Auf

gaben des YI. Buches zu beachten, bei welchen, wie in jener Auf

gabe Herons vom Kreise (S. 404), Flachen und Linien so sehr als

Zahlen behandelt werden, daB man Summen und Differenzen aus

ihnen bildet. Wir ftihren als einfaches Beispiel die neunte Aufgabe
des VI. Buches') an: „Man soil ein rechtwinkliges Dreieck von der

Beschaffenheit suchen, daB die Flache desselben einer gegebenen Zahl

gleich wird, wenn man die beiden Katheten davon abzieht" oder in

Zeichen geschrieben
'

_,'
— x —

y
= c.

Y^ir wenden uns zu der kleinen 10 Satze umfassenden Abhand

lung tiber Polygonalzahlen, welche in den Handschriften mit den

arithmetischen Btichern vereinigt ist. Um den Inhalt''') der Abhand

lung richtig zu verstehen mtissen wir uns des Satzes von den Drei

eckszahlen erinnern, die 8fach genommen und um 1 vermehrt stets

zu Quadraten werden. Wir haben diesen Satz bei Plutarch, spater
bei Jamblichus (S. 460) gefunden. Ihn veraUgemeinert Diophant und

behauptet, jede Polygonalzahl werde zu einem Quadrate, wenn man

sie mit einem Zahlenkoeffizienten vervielfache, der von der Anzahl

der Ecken der Polygonalzahl abhange, und das Quadrat einer gleich
falls aus dieser Eckenzahl sich ergebenden Zahl hinzuaddiere. Er

spricht ihn spater dahin aus, daB wenn etwa jY ^^^ Symbol der r'™

»(-Eckszahl, und 2\„ aUgemeiner das Symbol irgend einer m-Eckszahl

darstellt, stets S(ni
—

2)p„, -[- (»*
—

4)^ eine Quadratzahl werde. Er

findet sodann diese Quadratzahl, welche nicht bloB von ni
,
sondem

auch von dem jedesmaligen r abhangt, als [(-«t
—

2)(2r
—

1) -k 2]'-'.
Damit ist zugleich eine Doppelformel gegeben, welche zeigt, wie die

/■*'' jy/-Eckszahl gefunden werden kann, sobald in und r bekannt sind,

') Diophant (Tannervj pag. 409, (AVertheim) S. 266. ^) Eiue sehr klare

iJbersioht bei Nesselmann, Algebra der Griechen S. 463—469. Die Abhand

lung selbst in Diophant (Tannery) pag. 450—480, (Wertheim) S, 297—313.
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wie aber auch die Seite r einer bekannten w(-Eckszahl 2>'n sich be

rechnen laBt. Denn einmal ist

^
^

[(to
—

2) (2 r
- 1) -k 2]-'

- (m — i)'
^^"'

~

8(to — 2)
'

was bei Diophant im 9. Satze folgendermaBen lautet: „Wir nehmen

die Seite (r) der Polygonalzahl doppelt, ziehen davon die Einheit ab;

den Rest vervielfaltigen wir durch die um 2 verkttrzte Zahl der

Ecken (vh.); zu dem Produkte wird 2 gezahlt und die Summe qua

driert; von dem Quadrate ziehen wir ab das Quadrat der um 4 ver-

kleinerten Anzahl der Ecken; den Rest teilen wir durch das 8 fache

der um 2 verktirzten Anzahl der Ecken, so werden wir die Polygonal
zahl finden." Zweitens findet sich aus dieser Formel durch Rttck-

wartsentwicklung

_ J_ rj/8 {m
— 'ij'YY^ lYAYy' — 2

'

' ~

Y\J m — 2

' ""^

"""
_

und Diophant fahrt auch wirklich fort: „l8t diese (i. e. die Polygonal

zahl) gegeben, so finden wir deren Seite auf folgende Art. Wir ver

vielfaltigen sie durch das 8 fache der um 2 verkfirzten Anzahl der

Ecken; zum Produkte zahlen wir das Quadrat der um 4 verkfirzten

Anzahl der Ecken, so werden wir eine Quadratzahl erhalten, wenn

die gegebene wirklich eine Polygonalzahl war. Yon der Seite dieses

Quadrates ziehen wir 2 ab; den Rest teilen wir durch die um 2 ver

kleinerte Anzahl der Winkel, setzen die Einheit hinzu und nehmen

von der Summe die Halfte: so werden wir die Seite der gesuchten

Quadratzahl erhalten." Als Satz 10. schlieBt sich noch die Aufgabe

an, zu erforschen, auf wieviele Arten eine gegebene Zahl

Polygonalzahl sein konne? Der Sinn dieser Frage ist klar. Die

Zahl 36 z. B. ist die achte Dreieckszahl, die sechste Viereckszahl,
die dritte Dreizehneckszahl und die zweite SechsunddreiBigeckszahl,

kann also auf vier Arten Polygonalzahl sein, und diese Anzahl 4

wird eben gesucht. Leider ist die Antwort auf diese Frage nicht so

verstandlich wie die Frage selbst. Sie bricht in der Mitte ab, ohne

daB es bisher gelungen ware, das Bruchstttck dem Sinne entsprechend
zu erganzen.

Wir haben schon frfiher (S. 467) bemerken mttssen, daB die Ab

handlung uber die Polygonalzahlen ein ganz anderes Geprage trage
als die arithmetischen Bticher. Die arithmetischen Bticher, sagten
wir, seien wesentlich analytisch, die Schrift tiber die Polygonalzahlen
wesentUch synthetisch. Letztere lehnt sich, wie wir jetzt erganzend
sagen mochten, vornehmlich an die arithmetischen Bttcher des Euklid

an. Wie dort sind die Satze erst behauptungsweise ausgesprochen.
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dann bewiesen. Wie dort schlieBt der Beweis haufig mit den Worten :

„welches zu zeigen war" Wie dort sind die Beweise an Linien ge

ftthrt, welche aber nichts anderes sind noch sein wollen als Versinn-

lichungen von Zahlen, und geometrische Vorkenntnisse werden nicht

beansprucht'). Das alles sind nur erschwerende Einzelheiten, ge

eignet die Ubersichtlichkeit der Satze fiir den Leser, aber auch fttr

den Erfinder bedeutend zu verringern. Man vergleiche doch die

beiden Hauptformeln mit der Einkleidung derselben in Worte bei

Diophant, welche wir ihnen zur Seite gestellt haben, und man wird

ein Geffihl davon erhalten, wie schwer es bei soh.-her Fassung war

auch nur die zweite Formel aus der ersten herzuleiten.

Was in dieser Abhandlung fiber die Polygonalzahlen dem Dio

phant eigentfimlich ist, was er von Vorgangern entlehnte, ist zweifel

haft. Fehlen uns auch die Schriften des Philippus Opuntius (S. 169),
des Speusippus (S. 249), des Hypsikles (S. 361) fiber diesen Gegen

stand, so wissen wir doch, daB die ersteren die Namen der Vielecks

zahlen fiberhaupt, letzterer eine sachgemaBe Definition derselben

kannte, auf welche gerade Diophant, bei dem allein sie sich erhalten

hat, Rficksicht nimmt. Es ist also jedenfaUs unrichtig, daB Diophant
zuerst von Vieleckszahlen im allgemeinen,,gehandelt habe, wie wohl

gesagt worden ist. Moglich ist es dagegen, daB die Doppelformel,
in welcher Diophants Abhandlung gipfelt, von ihm herrfihre, moglich

auch, wie im 26. Kapitel verstandlich werden wird, daB in dem ver

loren gegangenen Schlusse der Abhandlung noch Satze fiber Pyra
midalzahlen und deren Beziehung zu den Polygonalzahlen enthalten

waren. Ja es ist selbst nicht ausgeschlossen, daB Hypsikles bereits

sich mit Untersuchungen ttber diesen letzteren Gegenstand beschaftigte.
Lassen wir die weniger bedeutenden Schriftsteller, denen die zu-

fallige Zeit ihres Lebens einen Platz in den beiden letzten Kapiteln

anwies, beiseite, so bleiben die beiden Alexandriner: Pajipus, Dio

phantus als reicher Inhalt. Beide hervorragende Geister, Mathe

matiker, welche jedem Yolke, jedem Jahrhunderte zur Zierde gereicht

hatten, welche aber da, wo ihnen zu wirken das Geschick verlieb,
einer nnmittelbaren Wirkung entbehrten, entbehren muBten. Pappus

stand, wie wir gesehen haben, vielleicht an der Spitze einer Schule

(S. 443), und von seiner geometrischen Sammlung ist bei keinem

Griechen die Rede! Diophantus' Name war, wie wir aus den AuBe

rungen von Theon von Alexandria, von Johannes von Jerusalem

(S. 464) wissen, von dem Strahlenglanze algebraischen Ruhmes um-

') Ganz vereinzelt ist auch die Aufgabe V, 13 der arithmetischen Biioher

an einer Linie versinnlicht. Diophant (Tannery) pag. 336, i^Wertheim) S. iutf.
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schlossen, und doch ist kein griechischer Algebraiker nach ihm auf

getreten, der seine Geistesrichtung verfolgte! Vereinzelte Zutaten, Ein

schiebungen von nicht immer zweifellosem Werte in die Sammlung

des Pappus, dttrftige Kommentare zu alten Arithmetikern, zu Dio

phantus selbst, das war alles, wozu griechische SchriftsteUer sich

noch zu erheben vermochten. Pappus und Diophantus muten uns

an, wie riesige erratische Blocke in einer weiten Ebene. Sie bilden

weit sichtbare Punkte, an denen das Auge des Beschauers haften muB,

aber sie durchbrechen nur, sie verandern nicht die aUgemeine Flach-

heit. Die Griechen am Ende des IV. S. waren langst nicht mehr

das Volk, dem Leben gleichbedeutend war mit Fortschreiten in Kunst

und Wissenschaft. Die kommentierende Tatigkeit, welche, wie wir

erortert haben, eine Hauptbeschaftigung der philosophischen Sekten

jener Zeit bildete, schloB den Geist in die engeren Schranken des

bereits VoUendeten, statt ihm Flttgel zum Ausschweifen in unent-

deckte Fernen zu verleihen. Immer tiefer sinkt griechische Mathe

matik herab, und galte es nicht das Gebot der VoUstandigkeit zu

erfttUen, ware es nicht historisch notwendig zu sehen, wie eine

Wissenschaft abstirbt, man schlosse am liebsten mit Diophant die

Besprechung der in griechischer Sprache geschriebenen mathema

tischen Werke.

24. Kapitel.

Die griechische Mathematik in ihrer Entartung.

Wir haben in den SchluBsatzen des vorigen Kapitels wohl hin

langUch entschuldigt, weshalb wir mit Diophant wenigstens ein Ka

pitel abzuschlieBen fttr notig fanden. Es widerstrehte uns auf ihn

noch SchriftsteUer folgen zu lassen, die zwar auch noch dem IV. S.

angehoren, deren einer sogar nicht unbedeutender Beriihmtheit sich

erfreut, die aber doch einen gar zu grellen Abstich gegen Diophant
bieten wttrden.

Wir meinen zunachst Patrikius'), einen Schriftsteller, von

welchem nur in zwei heronische Bttcher, in die Geomeferie und in

die erste stereometrische Sammlung, unbedeutende Uberreste sich

eingeschlichen haben. Die erste SteUe lehrt bei groBerer Lange
eines Grundstttckes dessen Breite an verschiedenen SteUen zu messen,

) Th. H, iVIartin in dem IV, Bande der Memoires presentes par divers

savants a I'academie des inscriptions et bellesAett-res. Serie I. Sujets divers

d'irudition (Paris 1854') pag. 220, Agrimensoren S, 112.
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daraus eine Durchschnittsbreite zu berechnen und die Flache als

Rechteck zwischen dieser Durchschnittsbreite und der Lange zu be

trachten'). Die zweite Stelle gibt eine ahnliche Vorschrift fttr Korper-
raume: eine nach oben sich verjttngende kreisrunde Saule soil als

Zylinder von gleicher Hohe betrachtet werden, fttr dessen Grund

fiache ein Mittelkreis gilt, dessen Durchmesser die halbe Summe des

obersten und untersten Saulendurchmessers ist^). So Patrikius, wenn

die Si'dze wirklich in der Einschiebung in heronische Schriften, aus

der wir sie kennen, auf den richtigen Urheber zurttckgeftthrt sind,
da sie ihrem Charakter nach ebenso gut, ja fast noch besser, nralt

sein konnten. Wer aber dieser Patrikius selbst war, ist zweifelhaft.

Man kennt zwei Manner des Namens, einen der aus Lydien stammend

374 hingerichtet wurde, also in der Tat noch dem Ende des IV. S.

angehort, einen zweiten aus Lykien, der schon in das V. S. hinttber-

reicht und am bekanntesten ist durch seinen Sohn Proklus, von wel

chem wir weiter unten zu reden haben.

Serenus hat sich einige Bertthmtheit zu erwerben gewuBt. Wann

er lebte, ist weder aus seinen uns bekannten Schriften noch aus Er

wahnungen bei anderen SchriftsteUern genau zu ermitteln. Er nennt

einen Kyros und einen Peithon als seine Freunde, die im ttbrigen

ganzlich unbekannt sind. Er sagt im 16. Satze seines Zylinder-

schnittes, er habe Erklarungen zu den Kegelschnitten des ApoUonius

verfaBt, was aber audi nicht weiterhdft, als daB Serenus spater als

zu Anfang des II. vorchristlichen Jahrhunderts schrieb. Er selbst

wird in der Vorrede zu den euklidischen Daten von Marinus, dem

Herausgeber jenes Werkes, genannt''), und dieser Marinus war Nach-

folger des Proklus am Ende des V. oder Anfang des YI. nachchrist

lichen Jahrhunderts. Das sind so weit voneinander abliegende Grenzen,
daB ihnen nichts zu entnehmen ist. Wir kommen dagegen weiter

durch die Kenntnis der Heimat des Serenus. In der altesten Hand

schrift seiner Y'^erke, einem Yatikankodex des XII. bis XIIL Jahr

hunderts, heiBt er (-.vrivtsaag, welches man lange Zeit durch von An-

tissa ttbersetzte, so sehr dem Worte damit Gewalt angetan war.

Statt dessen wurde die sehr einfache Yerbesserung di'Ti,}-oAog vor-

geschlagen*) und sofort allgemein angenommen. Antinoeia, welches

danach die Heimat des Serenus ware, ist im Jahre 122 durch Kaiser

Hadrian, der von 117— 138 regierte, gegrttndet, und Serenus muB also

frtthestens im II. nachchristlichen Jahrhunderte gelebt haben. Sprach-

1) Heron (ed. Hultsch) pag. 136, Vgl. ebenda pag, 207, lin, 16—20,

-) Ebenda pag, 159. '-) Euklid (ed, Gregory) pag, 4.o7, '^ Heiberg in der

Bibliotheca mathematica 1894 pag, 97,
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Uche Grttnde ftthrten, nachdem Serenus jetzt zwischen das II. und

das VI. Jahrhundert eingeschlossen war, zu der Vermutung, er werde

etwa iu der Mitte der ttberhaupt moglichen Zeit im IV. Jahrhundert,

nach Pappus (der Serenus nirgend erwahnt) und vor dem bald von

uns zu nennenden Theon von Alexandria gelebt haben').

Die beiden Abhandlungen des Serenus^) haben zum Inhalte den

Schnitt des ZyUnders und den Schnitt des Kegels. Der Schnitt

des Kegels ist die unbedeutendere von beiden Schriften. Serenus

beschaftigt sich darin mU solchen Schnittebenen, welche durch die

Spitze des Kegels gelegt ein Dreieck auf dem Kegelmantel erzeugen,

wed keiner seiner Vorganger sich um diese Dreiecke gekttmmert habe.

Von einigem Interesse ist hochstens, daB dabei die Frage nach dem

groBtmoglichen Inhalte der so entstehenden Dreiecke auftaucht. Der

Schnitt des Zylinders lehrt zunachst, daB die den Zylinder

schneidende Ebene auf dessen Mantel eine Ellipse hervorbringe und

lost alsdann Aufgaben, wie die in Satz 22. und 23. Zu einem ge

gebenen Kegel (ZyUnder) einen Zylinder (Kegel) zu finden und beide

durch eine und dieselbe Ebene so zu schneiden, daB der Schnitt ahn

liche ElUpsen bilde. Von Satzen, die bewiesen werden, heben wir

hervor: Satz 31. Gerade Linien, welche aus demselben Punkte aus

gehend eine zylindrische Oberflache berfihren, haben samtlich die Be-

rfihrungspunkte in den Seiten eines einzigen ParaUelogramms, und

Satz 34. AUe Geraden, welche aus demselben Punkte als Bertthrungs
linien an einen Kegelmantel gezogen werden, habeii ihre Bertthrungs

punkte in den

Seiten eines ein

zigen Dreiecks.

Endlich sei be

merkt, daB ini

Satz 33. ganz

gelegentlich die

Gmndlage zu dem

mitgeteilt ist, was

mit modernem Namen die Lehre von den Harmonikalen genannt
zu werden pflegt. Es wird namlich behauptet, daB wenn (Fig. 78)

') Heiberg in seiner Ausgabe dea Serenus von Antinoeia mit lateinischer

Ubersetzung. Leipzig 1896. Vorrede pag. XVII in tJbereinstimmuug mit Chasles,

Apergu hist. 47 (deutsch 44) und Tannery im Bulletin des sciences -mathe

matiques et astronomiques 1883, -) Der griechische Test ist als Anhiing zur

Halleyschen Ausgabe der Kegelschnitte des Apollonius gedruckt, Deutsche

Ubersetzungen hat E, Nizze als Programmbeilagen des Stralsunder Gymnasiums
verolFentlicht : Ueber den Schnitt des Cylinders 1860. Ueber den Schnitt des

Is 1861. Die neueste Ausgabe von Heiberg 1896.

Kg. 7,8
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von 8 aus die ds^it zum Schnitte eines Dreiecks afiy gezeichnet und

}j so auf ihr gewahlt wird, daB 8e : 8t = ei] : tjt, und die Gerade aij

gezogen wird, alsdann jede neue von 8 ausgehende Transversale dxXft.

das entsprechende Verhaltnis dx : d^ = xX : lu bieten werde. Eigen
tum des Serenus ist der Satz keinenfaUs, da er, wie wir (S. 414)

sahen, schon zur Zeit, als Menelaus das 111. Buch seiner Spharik

niederschrieb, bekannt gewesen sein muB.

AuBer diesen beiden Abhandlungen hat Serenus noch Hilfssatze

verfaBt, aus welchen ein geometrischer Satz fiber Winkel im Kreise

mit exzentrischem Scheitelpunkte aber auf gleichen Bogen aufstehend

in einer Handschrift des astronomischen Teiles des Y^erkes Theons

von Smyrna aufgefunden worden ist'). Konnte man annehmen,
Theon habe selbst den Serenus benutzt, so wtirde durch die bekannte

Lebenszeit dieses SchriftsteUers eine untere Zeitgrenze mit dem Jahre

130 etwa angegeben sein; doch ware jene Annahme durchaus will

kiirlich. Man hat vielmehr, wie bemerkt worden ist, wohl nur an

eine Vereinigung ahnlicher Dinge in einer Handschrift zu denken,

ohne daB festgestellt ware, wer es gewesen sein mag, der von jenem

Satze aus den Lemmen des Serenus eine astronomische Anwendung

machte.

Der dritte SchriftsteUer, an welchen wir vorher dachten, ist

Theon von Alexandria"). Er lebte, wie wir schon bei Gelegenheit
der Zeitbestimmung des Pappus (S. 441) angeben muBten, wahrend

der Regierung Theodosius des GroBen uud zwar in Alexandria, wo

er, nach der Angabe des Suidas, am Museum lehrte. Y'ir wissen

durch ihn selbst, daB er iu Alexandria im Jahre 365 eine Sonnen

finsternis beobachtete. Seine Bemerkungen zu den chronologischen

Haudtafeln des Ptolemaus erstrecken sich bis auf das Jahr 372. Das

Todesjahr seiner nachher zu erwahnenden Tochter ist 415. Das sind

lauter zusammenstimmende Jahreszahlen, welche an seiner Lebenszeit

einen Zweifel nicht aufkommen lassen.

Den Mathematiker interessieren vorzugsweise zwei Reihen von

Arbeiten, welchen Theon sich unterzog. Zuerst gab er die Ele

mente des Euklid heraus, wie wir bei Besprechung dieses Y'erkes

selbst (S. 277) anffihrten und vermehrte — bereicherte dfirfen wir

kaum sagen
— dieselben durch Zusatze von geringffigigem Werte.

Spater verfaBte er einen Kommentar zu dem ptolemaischen

Almageste, in welchem von der EukUdausgabe die Rede ist'*), wo-

') Theonis Smyrnaei liber de astronomia ed. Th. H. ilartin, Paris 1849,

pag, 340 und Martins Bemerkungen pag. 79—81. =) Fabricius, Bibliotheca

Graeca (ed. HarleB) IX, 176, 178—179. =) Commentaire de Theon sur la com

position mathemcttique de Ptoldmee (ed, Halma, Paris 1821) I, 201.
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durch die Reihenfolge dieser Arbeiten sich feststeUt. Der Kommentar

erstreckte sich, wenigstens soweit er im Drucke und auch hand-

schriftlich bekannt ist, nicht auf samtliche 13 Bficher des Almagestes.

Der Kommentar zu einem Teile des Y., zum XI. und XII. Buche

fehU. Als Anfang der Eriauterungen zum V. Buche enthalten die

Handschriften ein Bruchstfick des Pappusschen Kommentars; an diese

knfipft sich als Fortsetzung bezeichnet eine Erganzung Theons'), daran

wieder ein Stfick aus dem Kommentare des Pappus 2). Man wird

darin eine Bestatigung unserer fruher (S. 442) ausgesprochenen Mei

nung, Theon habe Pappus fleiBig benutzt, erblicken. Jedenfalls aber

muB als Ergebnis dieser Art der Vereinigung der beiden Kommentare

angesehen werden, daB Theon spater als Pappus lebte, wie groB

oder wie klein auch der Zwischenraum zwischen beiden gewesen

sein mag.

Theons Kommentar zum I. Buche des Almagestes ist ffir

uns weitaus am wichtigsten. Nicht als ob Dinge darin enthalten

waren, geeignet unser ziemlich geringschatziges Urteil tiber den Ver

fasser zu entkraften, aber weil er als QueUe mancher geschichtlicher
Angaben dient, die wir durch andere zu ersetzen nicht imstande sind.

Dort steht jenes Zitat des Diophantus, welches die untere Grenze

seiner Lebenszeit bildet, dort der Beweis daftir, daB Theon eine Exdostg,

eine Herausgabe, des EukUd vollzogen hatte, dort eine DarsteUung

des Rechnens mit Sexagesimalbrtichen.
Uber das sexagesimale Rechnen gibt es eine besondere Abhand

lung, welche durch die Handschriften, in welchen sie sich erhalten

hat, dem Pappus oder gar dem Diophantus zugeschrieben wird^).
Wir beabsichtigen keineswegs die Moglichkeit anzuzweifein

,
daB

namentlich Pappus bei der Kommentierung des I. Buches des Alma

gestes, wo er ttber Quadratwurzelausziehungen sich verbreitete, vom

Rechnen mit sechzigteiligen Brttchen ttberhaupt geschrieben haben

mag. Nur ist alsdann, faUs die jetzt bekannte Abhandlung ein

Bruchstttck jenes Kommentars bildete, der interessantere Ted immer

noch verloren, und wir glaubten der Wertschatzung, die man Pappus
und Diophantus schuldet, nur Rechnung zu tragen, wenn wir bei

Erorterung ihrer Y'erke jene elementaren Betrachtungen unberttck-

') Toil Qscovog sig rb j.sltiov to-C IJaTi^ov. '-) Fabricius, Bibliotheca

Graeca (ed, HarleB) IX, 176, ") Vgl, Hultsch iu der Praefatio, welche er dem

III Bande seiner Pappusausgabe vorangeschickt hat, pag, XII und XVI. Dann

die durch C. Henry besorgte Ausgabe des Opusculum dc multipUcatione et divi

sione sexagesimedibus Diopihanto vel Pappo attribuendum. Halle 1879, und die

kritischen Bemerkungen dazu von Hultsch in der Zeitschr. Math. Phys. XXIV,

Histor.-literar. Abtlg. S. 199—203,
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sichtigt UeBen, von wem dieselben auch herrtthren mogen
— ein

LiJwe ist aus dieser Klaue keinesfaUs zu erkennen, und deshalb trao-en

wir auch Scheu das Bruchstttck zu den Moriastica des Diophantus
(S. 467) in Beziehung zu setzen.

Theons Darstellung ist umfangreicher und voUstandiger'). Die

Multiplikation beginnt mit dem groBten Teile des Multiplikators,
genau so wie wir (S. 319) nach Eutokius das Verfahren des Archimed

bei nicht sexagesimal fortschreitenden Zahlen geschddert haben. Um

z. B. 37° 4' 55^^ mit sich selbst zu vervieUachen wird zuerst das

Produkt von 37" in die vorgelegte Zahl als 1369" 148' 2035" an

geschrieben, wobei allerdings das Zeichen fttr Grad ebenso wie fttr

die kleineren Teile nur in dem Sinne von Einheiten und Bruchteilen

der Einheit aufzufassen nijtig ist, und nicht etwa an eine von Theon

nicht beabsichtigte Multiplikation beziehungsweise spater an eine

Division oder Radizierung benannter Zahlen gedacht werden darf.

Dann folgt das durch 4^ hervorgebrachte Produkt lAY U'Y 220'";
endUch das Produkt mittels der 55" oder 2035" 220"^ 3025'^', indem

die Benennung der einzelnen Teilprodukte den Gesetzen diophantischer

Multiplikation aUgemeiner GroBen folgt. Bei dieser Gelegenheit er

scheint eben das Zitat des Diophantus. Theon glaubt eine Unter

sttitzung durch geometrische Beweisftthrung geben zu mttssen, fttr

seiiie Landsleute und Zeitgenossen eine vermutlich nicht tiberfiflssige

Zugabe, bei der wir uns jedoch nicht aufhalten wollen. Nun faBt

Theon erst samtliche Teilprodukte zusammen und voUzieht dabei

durch wiederholte Teilung durch 60 die zur Ubersichtlichkeit not

wendigen Reduktionen: 3025'^' sind 50'" 25'^; nunmehr sind 49* >^"

vorhanden oder 8" 10"'; ferner erscheinen 4094" oder 68'^ 14"; des

weiteren 364' oder 6** 4^; und da endlich 1375° sich ergeben, so ist

das ganze Produkt 1375° 4^ 14" 10™ 25'^, oder unter Vernach-

lassigung der beiden kleinsten Bruchgattungen nahezu 1375° 4'- 14"

Die Division laBt alle bei der Multij^likation getanen Schritte

rfickwarts ausffihren. So voUzieht Theon die Division von 25° 12'

10" in 1515° 20' 15" folgendermaBen. Zunachst ist 25 iu 1515

mehr als 60, weniger als 61 mal enthalten; der erste Tedquotient
ist demnach 60°. Ziebt man 60 mal 25 von 1515 ab und verwandelt

den* Rest 15 in Minuten, mit welchen die vorhandenen 20' vereinigt
werden mttssen, so hat man deren 920. Yon ihnen sind 60 mal 12'

') Commentaire de Theon (ed. Halma) I, 110—119 und 185—186, Durch

falsche Paginierung folgt auf pag, 120 nicht 121, sondern 181, der Z-wischeu-

raum zwischen beiden Stellen, an welchen von unserem Gegenstande die Rede

ist, betragt also nur etwa fiinf Seiten. Vgl. eine Ubersicht bei Nesselmann,

Algebra der Griechen S 138- 147
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abzuziehen, wobei 200^ und, unter Berttcksichtigung der vorhandenen

15", im ganzen 200^ 15" als Rest bleiben. Davon ist wieder 60 mal

10'^ Oder 10^ abzuziehen, und so entsteht 190'^ 15" als Gesamtrest

nach Abziehung des voUen ersten Teilproduktes. Nun sucht Theon

den zweiten Tedquotienten mittels der Division von 25° in 190' und

erhalt ihn als 7^. Wieder wird 7^ mal 25 von 190^ 15" abgezogen;

von dem Reste 15^ 15" oder 915" werden 7^ mal 12^^, von dem Reste

831" endlich 7' mal 10" oder 1" 10"^ abgezogen, so daB als Ge

samtrest 829" 50"'^ ttbrig bleibt. Der letzte Tedquotient durch die

Division von 25° in 829" erhalten ist ungefahr 33", und hier gibt
die Subtraktion der einzelnen Stttcke des Teilproduktes zuerst den

Rest 4" 50^" oder 290"^^, wovon das etwas zu groBe 396"^ abgezogen
werden muBte. Es ist also 1515° 20^ 15" geteUt durch 25° 12^ 10"

gleich 60° 7-' 33" nahezu, ayyioxu.
Die Ausziehung der Quadratwurzel aus 4500 Einheiten

lebrt endlich Theon nach einer Methode, welche wir wohl genugsam

kennzeichnen, wenn wir sie der heute ttblichen genau gleich nennen

abgesehen von dem Gebrauche von Sexagesimalbrttchen statt der

heute ttblicheren Dezimalbrttche. Das nachste rationale Quadrat unter

halb 4500 ist 4489, dessen Wurzel 67 heiBt. Zieht man (Fig. 79)
4489 von 4500 ab, so bleiben die 11 Einheiten oder 660'^ in Gestalt

eines Gnomon, welcher selbst zunachst

aus zwei Rechtecken und einem Quadrate

besteht, dessen Seite gesucht werden

muB. Man dividiert mit dem Doppelten
der 67 Einheiten oder mit L-i4 Ein

heiten in 660^- Das gibt 4^ als Quo

tient. Die beiden neuen Rechtecke

sind also jedes 67 mal A^ oder 268'^,
zusammen 536-', und das neue Quadrat

ist 41 mal 41 d. h. 16". Als Rest

bleibt zunachst 660^^ - 536' = 124^

= 7440", dann 7440" - 16" = 7424",
welches wieder in Gestalt eines Gnomon zu denken ist. Um die

neue Zerlegung in zwei Rechtecke und ein Quadrat zu finden, nimmt

man das Doppelte von 67° 4^ d. h. 134° 8'^ und dividiert damit in

7424", wodurch man den Quotienten 55^^ etwa erhalt, dessen Quadrat
alsdann auBer den beiden Rechtecken noch wegzunehmen sein wird.

Die erste Subtraktion gibt als Rest 7424" - 134° 8' x 55" = 46"

40™, und dieses ist, sagt Theon, nahezu das Quadrat von 55".

Tatsachlich wfirde als Rest 45" 49^" 35^^"^ fibrig bleiben, welcher

als Gnomon gedacht eine noch bessere Annaherung als diejenige

.Ji' —

1

i,'-- 1
1

<J5?
0
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j/450()° = 67° 4' 55" gestatten wfirde, mit welcher Ptolemttus sich

begnfigte.
Die letztere Tatsache ist insofern von geschichtlicher Tragweite,

als sie beweist, daB auch Ptolemaus von dem durch Theon gelehrten

Naherungsverfahren Gebrauch machte gleichwie Heron es haufig
stufenweise anwandte. Es mag immerhin sein, daB je nach dem

Umstande, ob man mit Sexagesimalbrfichen rechnete oder nicht, mit

unter ein Wechsel des Verfahrens eintrat, ein Wechsel, der seine

leichte Begrundung darin findet, daB bei Sexagesimalbrfichen sofort

und ein fttr allemal eine Grenze — etwa die des zweiten Sechzigstels
— festgesetzt werden konnte, bis zu welcher man die Annaherung

treiben wollte, wahrend in gewohnlichen Brttchen eine solche Grenze

sich weder von selbst darbot, noch auch ihre Erreichung im Augen
blicke bekannt werden konnte, mithin eine andere Methode leicht als

vorzuziehende sich erwies.

Theons Tochter Hypatia') war, wie Suidas angibt, selbst eine

Gelehrte von umfassendem Wissen. Die Angabe ebendesselben, sie

sei die Gattin des Philosophen Isidorus geivesen, ist vermutlich

irrtiimliche Einschiebung eines spaten Glossators. Hypatia war viel

mehr stets unverheiratet. Richtig ist wieder die Zeitbestimmung des

Suidas, sie habe ihre Bltttezeit unter der Regierung des Arkadius

gehabt. Ihr Tod erfolgte unter des Arkadius Nachfolger im Marz 415

in tragischster Weise. Die Phdosophenschulen hatten sich, auch

nachdem das Christentum die Religion der romischen Kaiser geworden

war, der neuen Lehre keineswegs in dem MaBe angeschlossen, wie

die sonstige Bevolkerung. Der Schutz, den Kaiser Julianus Apostata
insbesondere ihnen gewahrt hatte, wirkte noch Jahrzehnte nach seinem

Tode fort und \\e^ die Heidin Hypatia in Ansehen selbst bei einem

christlichen Bischofe von Ptolemais, wie Synesius, und bei dem

kaiserlichen Prafekten Orestes in Alexandria stehen, ohne daB eine

besonders auffallende Erscheinung darin zu suchen ware. Aber gerade
das Ansehen, in welchem sie bei Orestes stand, wurde ihr Verderben.

Der Pi-afekt wies hierarchische Ansprttche des Bischofs Gyrillus
zurttck. Hypatias EinfluB wurde als LTrsache verdachtigt, und der

fanatische Pobel der Stadt zerriB die Unglttckliche. V/ar es doch

derselbe Pobel, der 392 schon in dem Zerstorungstaumel religioser
>V'ut ein Verbrechen begangen hatte, welches die Wissenschaft noch

heute schwer empfindet. Theodosius der GroBe erUeB iu dem genannten

Jahre den Befehl zur Vernichtung der heidnischen Tempel, und dieser

b R. Hoche, Hypatia, die Tochter Theons, in der Zeitschrift: Philologus

(1860) XV, 435—474,
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Befehl wurde von der plfinderungssfichtigen Horde so genau aus

geftthrt, daB auch der Serapistempel, die zweite alexandrinische BibUo

thek, wie wir uns erinnern (S. 427j, von Grund auf mit zerstort

wurde. Von da an gibt es eine UniversalbibUothek des AUertums

nicht mehr. Von da an beginnt die SeUenheit alter Originalwerke

zur Unmoglichkeit solche zu beschaffen auszuarten.

Wenn wir der Hypatia hier zu gedenken hatten, so Uegt der

Grund darin, daB ihr auch mathematische Schriften von Suidas nach-

gertthmt werden'j, Werke freiUch, deren Uberschriften ebenso zweifel

haft sind wie ihr Inhalt. Die einen machen daraus einen Kommentar

zum Diophant, eine astronomische Tafel, einen Kommentar zu den

Kegelschnitten des Apollonius. Die anderen ttbersetzen^): „Sie schrieb

einen Kommentar zu der astronomischen Tafel des Diophant und

einen Kommentar zu den Kegelschnitten des Apollonius." Gesichert

ist keine der beiden Auffassungen. Gibt man der zweiten den Vor

zug, so ist Zweifel darttber, ob Diophant, der Verfasser einer astro

nomischen Tafel, und Diophant, der Algebraiker, ein und dieselbe

Personlichkeit gewesen sein mogen. Das Beispiel Hipparchs zeigt

uns, daB die Moglichkeit der Verbindung beider schriftstellerischen

Richtungen mindestens nicht auszuschUeBen ist. Der letzte Heraus

geber des Diophant ist wieder der Uberzeugung^), Hypatia habe die

Arithmetik des Diophant erlautert und Teile dieser Erlauterung seien

als Scholien erhalten.

Hypatia war fttr geraume Zeit eine der letzten, wenn nicht die

letzte durch die Abfassung mathematischer Schriften bekannte Per

sonlichkeit in Alexandria. Frtther bildete die Lokalisation an diesem

Mittelpunkte mathematischer Bilduug die wenn auch nicht ausnahms

lose Regel. Von Archimed bis Jamblichus verband doch immer ein

oder der andere Faden geistiger Zusammengehorigkeit die Schrift

steller, die nicht in Alexandria lebten, mit jenem Zentrum. AUmah

lich wurde umgekehrt die Lostrennung von jenem Boden, der den

Erzeugnissen schriftstellerischer Tatigkeit wie den SchriftsteUern als

gleich gefahrlich sich erwiesen hatte, zur Regel. Der Neuplatonis
mus setzte sich fort, aber hauptsachlich an jenem Orte, wo die

Grundlegung der alten Schule stattgefunden hatte, in Athen, wo

eine Universitat entstand, an Einrichtungen, Sitten und Unsitten, Ge

brauchen und MiBbrauchen deutschen Universitaten vergleichbar*).

) ^yga-ipsv v-TtOfivrj^a sig Aiocpavrov rbv dergovo^ixbv xavova slg rd xcavixd

'ATtollmviov -bitoiivrjfia. ^ Nesselmann, Algebra der Griechen S. 248, dessen

Auseinandersetzungen Hoche in seinerAbhandlung nicht gekannt zu haben scheint.

") Tannery in seiner Diophantausgabe II, pag.VII—VIH und IX. *) ZelIerIII,2,
676flgg. und Hertzberg, Gesch. Griechenlands unt. d. Romern Bd. IIL Halle 1875.
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Der Keim zur neuen athenischen Schule wurde vermutlich nicht

von Alexandria aus, sondern von dem syrischen Ableger der Alexan

driner, von den Nachfolgern des JambUchus gepfianzt. Mit der ort-

lichen Rfickkehr aus dem Oriente nach Hellas streifte der Neuplato
nismus einen Teil seiner Uberschwenglichkeit, seiner Mystik ab. Das

Studium der aristotelischen Schriften und damit verbunden dialektische

Geistesfibungen kamen wieder zu ihrem Recht, und neben und nach

Erklarern platonischer Schriften wurden die Jtinger der athenischen

Schule die emsigsten Scholiasten des Aristoteles. Ffir uns haben

indessen die ersten Schulvorstande in Athen und selbst der berfihmte

Syrianus kaum soviel Bedeutung, daB wir deren Namen anftthren

dttrften.

Erst Proklus'), der Schttler Syrians, verlangt wieder unsere

Aufmerksamkeit. Als Sohn des byzantinischen Anwaltes Patrikius von

Lykien, den wir (S. 488
—

489) vielleicht als Urheber zweier geodati-
scher Naherungsvorschriften kennen gelernt haben, ist Proklus 410

geboren. Sein Tod erfolgte am 17. April 485. Marinus, sein

Schttler und Nachfolger, der eine Biographie des Proklus verfaBt hat,
erzahlt von ihm, er habe als Knabe in der Heimat seiner Eltern,
wohin er denselben bald nach seiner Geburt folgte, die Schule eines

Grammatikers besucht, worauf ihn ein Rhetor Leonas mit sich nach

Alexandria nahm, ivo er Grammatik und Rhetorik studierte. Nach

kurzer Heimkehr in seine Vaterstadt Byzanz lag er neuerdings in

Alexandria philosophischen und mathematischen Studien ob, letzteren

unter der Leitung eines gewissen Heron, von welchem aber ab

gesehen von dieser einen Notiz durchaus nichts bekannt ist. Der

Unterricht der alexandrinischen Lehrer genttgte bald dem strebsamen

Jttnglinge nicht. Sein Wissensdnrst ftthrte ihn nach Athen, wo er

von Syrian an die eigentlichen QueUen menschlichen Denkens hin

geleitet wurde. So ward Proklus der naturgemaBe Erbe Syrians als

Schulvorstand in Athen und erhielt als solcher den Beinamen des

Nachfolgers, dtddoiog, Diadochus, unter welchem er vielfach be

kannt ist. Von den Schriften des Proklus Diadochus kttmmern uns

weder die philosophischen Originalabhandlungen, noch die zahlreichen

Kommentare zu platonischen Schriften. Auch seine Sphilrik, OcpatQc:,

ein bloBer Auszug aus dem astronomischen Y'erke des Geminus, ist
O '

fttr uns ohne jede Bedeutung. Y^ir haben es nur mit dem Kommen

tare des Proklus zu den euklidischen Elementen zu tun, welcher uns

im Yerlaufe unserer bisherigen Untersuchungen so vielfach als tjuelle

') Zeller 1, c, 700 flgg. Hertzberg 1. c. 516 flgg, J. G van Pesch, De

Prodi foidibus. Leiden 1900.

Camtoh, Geschichte der Mathematik I, 3 Aufl. 32
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dienen muBte, daB die Besprechung sich als notwendig erweisen

wttrde, selbst wenn wir gar nichts mathematisch Neues daraus mit-

zuteilen hatten.

Der Kommentar des Proklus zum L Buche der eukli

dischen Elemente ist mehrfach herausgegeben'), und schon dem

Ubersetzer desselben in der zweiten Halfte des XVI. S. legte sich die

Frage vor, ob Proklus nur zum I. Buche der Elemente einen

Kommentar verfaBt habe, verfassen woUte? Die letztere Frage war

sofort zu verneinen, da Proklus selbst am Ende des Kommentars zum

I. Buche einen solchen zu den gesamten Elementen in Aussieht

steUt-) und auch an sonstigen SteUen vorlaufig anktindigt, was er

in dem Kommentare zum IL, zum VI. Buche auseinandersetzen werde.

Ob aber dieser Plan in ErfttUung ging, ob nicht etwa Proklus vor-

hatte, was er nicht ausftthrte, darttber haben erst Entdeckungen

neuer Scholien in griechischen Handschriften AufschluB gegeben,

welche mit einer an Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit dem

Proklus zugeschrieben werden^). Proklus hat also wirkUch zu alien

Bttchern der euklidischen Elemente, wenige ausgenommen,

einen Kommentar verfaBt. Darttber freiUch wird immer einiger

Zweifel ttbrig bleiben, ob auch zu den spateren Bttchem ein so um

fassender Kommentar des Proklus existiert haben mttsse wie zu dem I.,

ob die geringen Bruchstttcke, welche uns davon erhalten sind, nur

Splitter eines groBen Ganzen, ob sie etwa die Hauptsache des einst

Vorhandenen darstellen. Wie man sich zu dieser Frage stellt, hangt

wesentlich von der Meinung ab, welche man von dem Zwecke des

Proklus sich bildet. Wer da glaubt^j, Proklus wollte nicht Geo

metrie lehren, sondern die geometrische Genauigkeit ffir die phdo

sophische Dialektik uutzbar machen, und nur phUosophisches Inter-

'-) Den ersten griechischen Abdruck besorgte Grynaeus in der Easier

Euklidausgabe von 1533. Eine lateinische Ubersetzung gab Barocius 1560.

Auch Commandinus gab die Scholien zum I. Buche und zu den spateren

lateinisch in seiner Euklidausgabe von 1572. Friedleins Textausgabe der

Scholien zum I. Buche (Leipzig 1873) ist jetzt allgemein verbreitet. ') Proklus

(ed. Friedlein) 432, 9 scjq. ") Die Scholien des Proklus zu spateren Biichern

hat G, Wachsmuth entdeckt, Vgl, dessen Aufsatz: „Handschriftliche Notizen

iiber den Commentar des Proklus zu den Elementen des Euklides" im Rhein.

Museum fiir Philologie (1863). Neue Folge XVHI, 132—135. Ebenda (1864)

XIX, 452 einen Aufsatz von Hultsch. Programme von Knoche, Herford 1862

und 1865 und von L. Majer, Tiibingen 1875. '') Dieser Meinung ist Knoche

in seinen beiden Programmen. Vgl. Untersuchungen iiber des Proklus Dia

dochus Commentar zu Euklids Elementen 1862, S. 14 und 21, Untersuchungen
iiber die neu aufgefundenen Scholien des Proklus Diadochus zu Euklids Ele

menten 1865, S, 36 und 45.



Die griechische Mathematik in ihrer Entartung. 499

esse habe seinem ganzen Kommentare als Richtschnur gedient, der

kommt natfirlich zur Vermutung, das vornehmliche Interesse des

Proklus mttsse erschopft gewesen sein, als es sich in dem erlauterten

Werke um wirkUch geometrische Satze und nicht mehr um Er

klarungen, um Forderungen, um Grundsatze und Grundwahrheiten

handelte. Wer dagegen') Proklus als Mathematiker anerkennt, dem

es auf einen Yersuch der Yerbesserung des groBen Meisters ankam,
einen Yersuch, zu welchem er Vorarbeiten alterer Exegeten und selbst-

standiger Geometer, eines Heron, eines Geminus, eines Ptolemaus,
eines Pappus, eines Theon verwerten konnte, ohne darum die pietats-
voUe Bewunderung dessen aus den Augen zu verlieren, den er mit

dem ganzen Altertume vorzugsweise den Elementenschreiber nennt,
wer dieser Meinung huldigt, kann nicht anders als auch fttr die auf

das 1. Buch folgenden Bttcher einen gleich voUstandigen Kommentar

anzunehmen, muB den Verlust schmerzlich bedauern, mit welchem

ihm zugleich die reichste Quelle fttr die Geschichte griechischer Mathe

matik verloren ging. Nicht viel anders wird die Meinung dessen sein,
der in dem Werke des Proklus ein Stttck des Vorlesungsheftes sieht,
nach welchem derselbe in engstem Anschlusse an die von ihm aufs

hochste bewunderten Elemente des Euklid seinen Schttlern Mathematik

vortrug^). Wir selbst mochten in dieser personlichem Dafttrhalten

weiten Spielraum lassenden Frage nicht Partei ergreifen, wenn wir

auch mit der als zweite dargelegten Meinung uns besser als mit der

ersten oder der letzten befreunden konnen. Wir besitzen aber neben

dem fortlaufenden Kommentare des Proklus zum I. Buche der Ele

mente nur kiirzere, teilweise allerdings geschichtlich wertvoUe Scholien

zu einzelnen Satzen spaterer Bttcher und mttssen wohl oder ttbel uns

damit begnttgen.
Was von eigenen Leistungen des Proklus hervorgehoben werden

kann, ist teilweise ziemlich dttrftig'), teilweise laBt sich nicht mit

Bestimmtheit ermessen, ob Proklus der Erfinder oder nur der Be

richterstatter ist. Ersteres dfirfte hochst wahrscheinUch fttr ver

schiedene Einwttrfe gegen die euklidische aber auch gegen die ptole

maische Parallelenleh re der Fall sein*), so wie fttr die Entstehung der

b So L. Majer, Proklus iiber die Petita und Axiomata bei Euklid 187ri,

S. 29. Heiberg, Euklidstudien S. 166 Anmerkung 1 spricht sich dahin aus,

daB Proklus, wenn er den Kommentar fortgesetzt hat, die iibrigen

Bficher eben so ausfiihrlich wie das erste erliiutert haben muB. t'ber die in

dem Zwischensatze als fraglich hingestellte Tatsache IluBert Heiberg keinerlei

bestimmte Meinung, neigt aber jedenfaUs mehr der Ansicht zu, Proklus habe

den Kommentar nicht fortgesetzt Vgl, Heiberg 1, c, S, 166—167, =) G van

Pesch, De Prodi fontibus. '-'') Knoche, Programm von 1862, S, 16 flgg, *) Vgl.

M aj e r s Programm.
32*
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Ellipse als geometrischer Ort eines bestimmten Punktes einer ge

gebenen Strecke von bestandiger Lange, welche aUe Lagen annimmt,

bei denen die beiden Endpunkte die Schenkel eines rechten Wmkels

durchlaufen ').
Zu den Zeitgenossen des Proklus gehorte Domninos aus Larissa,

em SchriftsteUer ttber Arithmetik, der ohne wesentUch Neues zu

bringen sich guter alterer Quellenschriften bediente^).

Nach dem Tode des Proklus ging es auch mU der Universitat

Athen entschieden abwarts. Es ist nicht unsere Aufgabe diesen Satz

allgemein zu begrttnden, aber eine bloBe Nennung der Namen derer,

die als Schulvorstande auf Proklus folgten, und der mathematischen

Leistungen, welche von ihnen berichtet werden, genttgt, die Wahrheit

desselben fttr unsere Wissenschaft festzusteUen. Da erscheint zuerst

Marinus von Neapolis, einer Stadt, die man sich wohl httten muB

mit Neapel zu verwechseln. Die Heimat des Marinus war vielmehr

Flavia Neapolis in Palastina, das alte Sichem. Von Marinus ist uns

als Mathematisches nur eine Vorrede zu den eukUdischen Daten be

kannt. Noch bei Lebzeiten des Marinus und auf dessen eigenen

Wunsch UeB Isidorus von Alexandria sich bestimmen an seine

Stelle zu treten. Isidorus erfreute sich allerdings verhaltnismaBig

groBer Bertthmtheit. Ihm ward ein Beiname zuteil, welcher fiber-

haupt nur zweimal, und, soviel bekannt ist, nur von zwei Schrift

steUern einem griechischen Philosophen beigelegt worden ist'), der

Beiname des GroBen. Der Verfasser des Sophisten, sei es, daB dieser

Dialog von Platon oder von einem anderen herrfihre, spricht von-

Parmenides dem GroBen, und Damascius, von dem wir gleich noch

zu reden haben, gleichfaUs von Parmenides dem GroBen, aber auch

von Isidorus dem GroBen. Den Grund oder Ungrund dieser Aus-

zeichnung zu prfifen haben wir nicht Veranlassung. Mathematische

Schriften des Isidorus kennen wir nicht, wemi auch dem Geiste der

neuplatonischen Schule nach nicht zu zweifeln ist, daB er gleich aUen

anderen Schulhauptern solche von hoherem oder vermutlich von ge-

ringerem Werte verfaBt haben wird.

Neben der Athener Schule bestand auch eine solche in Alexan

dria. Zu ihren Lehrern gehorte Ammonius, Sohn des Hermeias

und der Andesia, und unter seinen Schfilern befanden sich so hervor

ragende Gelehrte wie Simplicius, wie Johannes Philoponus. Ammo

nius (natfirlich nicht mit Ammonius Sakkus zu verwechseln) ttbte

'■) Proklus (ed. Friedlein) pag, 106 lin. 12—15. -) Die Schrift des

Domninos hat J. F. Boissonade herausgegeben. Anecdota Graeca IV, 413 bia

429. ^) Th. H. Martin, Sur I'epoque et I'auteur du preteiidu XV. livre des

elements d'Euclide im Bullettino Boncompagni 1874, pag, 263
—266,
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eine reiche schriftstellerische Tatigkeit aus. Er verfaBte z. B. einen

Kommentar') zu der Einleitung des Porphyrius zu Aristoteles (S. 457).
In diesem ist der Satz ausgesprochen, die Zahl der Kombinationen zu

je zweien aus beliebig vielen Elementen werde gefunden, wenn man

die Halfte des Produktes der Elementenzahl in ihre um 1 verminderfe

Anzahl nehme.

Der Schuler und, wie wir schon sahen, der jedenfaUs dankbar

begeisterte Schiller des Isidorus war Damascius von Damaskus,

der etwa um das Jahr 510 die Schulvorstandschaft in Athen tther

nahm, nachdem Isidorus, miBmutig und verstimmt darttber seine Krafte

einer verlorenen Sache zu widmen, sich nach Alexandria zurttck-

gezogen hatte. Damascius soil, nach einer scharfsinnigen Yermutung,
der Verfasser des sogenannten XV. Buches der euklidischen Elemente

sein, welches man sonst auch als II. Buch des Hypsikles ttber die

regelmaBigen Korper zu bezeichnen pfiegte. Wir haben (S. 358)
dieses Buch mit dem I. Buche des Hypsikles verglichen und sind zu

dem Ergebnisse gekommen, das II. Buch sei viel unbedeutender als

das I., mit welchem es nicht zusammenhange. Im 7. Satze dieses

Buches spricht nun der Verfasser von seinem groBen Lehrer Isi

dorus^) und dieser Ausdruck gab eben die Veranlassung, die ihrer

Sprache nach unbedingt ziemlich spat verfaBte Abhandlung dem

Damascius zuzuschreiben. Ein scharfer Beweis dfirfte allerdings in

dem einen Worte nicht zu finden sein, und gabe es, wie es den An-

scheiii hat, Scholien zu diesem sogenannten XV. Buche des Euklid,
die den gleichen Ursprung mit den sonstigen Scholien zu Euklid ver-

raten, die also auch von Proklus herrfihren mfiBten, so ware umge

kehrt fier Gegenbeweis gegen das Verfasserrecht des Damascius ge

liefert, und die Abhandlung mfiBte von dem Schfiler irgend eines

anderen Isidorus herrfihren, welcher zwischen dem IV. und VI. S.,

weder viel frfiher noch keinenfaUs spater, gelebt haben mochte. Der

Name Isidorus ist ohnedies nichts weniger als seiten, und aus dem

YI. S. selbst ist ein Baumeister Isidorus von Milet berfihmt, der

in Gemeinschaft mit Anthemius von TraUes im Auftrage des

Kaisers Justinian den Prachthau der Sophienkirche in Konstantiuopel
herstellte. Isidor von Milet wird von dem Verfasser') der neuesten

Untersuchungen fiber das sogenannte XV. Buch des Euklid ffir den

im 7. Satze desselben genannten Lehrer gehalten. Das Buch selbst

will er mit schwerwiegenden, aus der Verschiedenheit der Sprache

') Diesen Kommentar hat A. Busse herausgegeben. Comment, in Aristot.

Gr. IV, 1. Berlin 1851 uud IV, 3, Berlin 1891. ^) 'laiScogog 6 i](isrsgog fiiyag

diSdexalog. ^) Ct, Kluge, De Euclidis elemerdorum, libris qui feruntur XIV

d XV. Leipzig- 1891,
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und des InhaUs hergenommenen Grttnden in drei Abteilungen (Satz

1—5, Satz 6, Satz 7) von ebenso vielen Yerfassern gespaUet wissen.

Von Anthemius von TraUes ist ein Bruchstfick erhaUen^), welches

sich md der HersteUung von Brennspiegeln beschaftigt, sowohl mit

solchen, die aus einem Systeme ebener Spiegel zusammengesetzt smd,

als mit parabolisch gekrfimmten. Ein weiteres Fragment dieser

Schrift des Anthemius dfirfte 1881 entdeckt worden sein^). Ihm

entstammt die Angabe (S. 344), daB Apollonius bereUs fiber Brenn

spiegel geschrieben habe.

Schfiler des Isidorus von Milet war Eutokius von Askalon,

der mithin etwa in der zweiten Halfte des YI. S. die Kommentare

zu verschiedenen Schriften des Archimed und zu den Kegelschnitten

des ApoUonius verfaBte, eine Fundgrube ffir den Geschichtsforscher,

aus der wir gleich unseren Vorgangern zahlreiche Aufschlttsse ge

wonnen haben, aber mathematisch unbedeutend. Wir haben ins

besondere (S. 318) von einer SteUe fiber die Methoden der Quadrat

wurzelausziehung bei den altesten Mathematikern Gebrauch gemacht.
Ihr hatten wir auch den Satz entnehmen konnen, daB das Quadrat

einer ganzen Zahl selbst ganzzahlig, das Quadrat eines Bruches selbst

ein Bruch sei, woraus die Irrationalitat der Quadratwurzel aus jeder

ganzen Zahl folgt, die nicht Quadratzahl ist').
Wir kehren zu Damascius von Damaskus zurfick. In ihm war'')

„noch einmal ein Mann des schroffsten antiken Heidentums" an die

Spitze der Schule getreten. Die Rfickwirkung blieb nicht aus. Ge-

sinnungsgenossen eilten noch einmal herbei, unter ihnen Simplicius,
der Erklarer aristotelischer Schriften sowie der euklidischen Elemente

(S. 409), der neben Damascius lehrte und ein keineswegs gering zu

schatzender Mathematiker war, wie insbesondere aus seinem mit wert

voUen eigenen Bemerkungen durchsetzten Berichte fiber frfihe

Quadraturversuche (S. 202) hervorgeht. Aber auch die Feindschaft des

gekronten Theologen, der als Kaiser Justinian 527 den Throu be-

') Abgedruckt in den von Westermann herausgegebenen UagaSo^oygaqiot

(Scriptores rerum mirabilium Graeci). Braunschweig 1839, pag. 149
—158, Ein

alterer Abdruck mit Eriauterungen und franzosischer Ubersetzung von Dupuy
in Histoire de VAcademie des Inscriptions et des Belles-lettres T. 42 pag, 392 bis

451 der Aletnoires und pag, 72—75 der Histoire Paris 1786. '■') Chr. Belger
in der Zeitschrift Hermes Bd. XVI, S. 261—284, M. Cantor und C. 'Wachs

muth ebenda 3. 637—642, Heiberg in der Zeitschr, Math. Phys, XX^IIL

Histor.-literar, Abtlg. S. 121—129, -'') Archimed (ed, Heiberg) III, 268 lin,

22—25, Vgl, Hultsch in den Nachrichten von der konigl. GeseUschaft der

Wissensch. und der Georg-Augusts-Universitat zu Gottingen vom 28 Juni 1893,

S, 370 Note 1. *) Hertzberg, Die Geschichte Griechenlands unter der Herr

schaft der Romer IH, 536—545 iiber die letzte Zeit der L^niversit'at Athen.
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stiegen hatte, war mit den Lehrern der Schule erworben. Scharfere

und scharfere Verordnungen gegen die Bekenner jeder Gattung von

Irrlehren folgten einander. Im Jahre 529 erging endlich ein aU

gemeines Verbot dagegen, daB in Athen noch irgend jemand Phdo

sophie lehrte. Noch einige Jahre fristeten die letzten Lehrer der

geschlossenen Hochschule auf dem Boden von Hellas ein kttmmer-

liches Dasein, dann vollzogen sie eine freiwdUge Selbstverbannung
nach dem Hofe des Perserkonigs Chosrau Anoscharwan.

Der Ruhm des „gerechten" Sassaniden hatte freilich die Y'abr-

heit ttbertroffen. Damascius und seine Freunde fanden eine weit ge

ringere Bildung der Hofkreise, grobere Unsitte des Yolkes als sie

vermutet hatten, und als Chosrau 533 mit Justinian einen Frieden

abschloB, der vorangegangenem dreiBigjahrigem Kriege ein Ziel setzte,
und in den Vertrag die ungehinderte Rttckkehr der athenischen Ge

lehrten mit aufnahm, war niemand froher als diese die Heimat wieder

zu sehen.

Die athenische Schule aber war und blieb dahin. Da und dort

tauchen noch Schttler derselben auf, welche selbst neue Schttler

bilden, Philosophen und Mathematiker, in letzterer Beziehung von

herzlich geringer Bedeutung. Dahin gehort vielleicht der von Eutokius

erwahnte Heronas, welcher einen Kommentar zum Nikomachus ge-

schrieben haben soU (S. 368); dahin mit Kommentaren zu eben dem

selben Schriftsteller die beiden alexandrinischen Gelehrten Asklepius
von Tralles und dessen als Grammatiker vorzugsweise beruhmter

Schttler Johannes Philoponus, der, wie wir wissen (S. 500j, neben

Simplicius auch zu den FttBen des Ammonius von Alexandria ge-

sessen hatte. Der Kommentar des ersteren ist nur handschriftlich,
der des zweiten auch im Drucke vorhanden '), enthalt aber kaum irgend
bemerkenswerte SteUen.

Johannes Philoponus ist vielfach durch die von Abulpharagius
berichtete Geschichte bekannt, er sei es gewesen, der 640 bei der

Einnahme Alexandrias durch die Araber fur den Bestand der dortigen
Bibliothek sich verwandt habe. 'Omar aber habe deren Vernichtung

befohlen, denn „entweder enthalten die Bficher das, was im Koran

steht, dann hrauchen wir sie nicht zu lesen, oder sie enthalten das

Gegenteil dessen, was im Koran steht, dann dfirfen wir sie nicht

lesen", und nun sei wahrend sechs Monaten die Feuerung der Bader

Alexandrias mit den BttcherroUen der BibUothek vollzogen worden.

Die zweimalige Zerstorung der Bibliotheken im Brucheion und im

') Joannes Philoponus in Nicomachi introductionem aritli-m. i)ed. R. Hoche)

Heft 1. Leipzig 1864. Heft 2. Berlin 1867.
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Serapistempel hat aber gewiB nicht eine dritte groBartige Bibliothek

in Alexandria entstehen lassen, am wenigsten eine so umfangreiche,

wie Abulpharagius in der von ihm behaupteten Verwendung der

Bttcher bezeugt, und so wird der ganze Bericht dieses auch unter

dem Namen Barhebraus bekannten den Arabern keineswegs gttnstig

gesmnten syrischen Christen des XIII. S. einigermaBen verdachtig,

wenn auch andererseits nicht verkannt werden soil, daB Antwort

und Handlungsweise mit dem Charakter des zweiten Nachfolgers

Mohammeds wohl vertragUch sind, der in der Tat nach Unterwerfung

der Hauptstadt der Sassaniden die dort vorhandenen Bttcher in den

Tigris werfen UeB und auch sonst sich bUdungsfeindUch erwies'). Die

Erwahnung des Johann Phdoponus gleichzeitig mit 'Omar ist aber

jedenfaUs irrig, indem jener im Jahre 517 einen Kommentar zur

Physik des Aristoteles verfaBte, mithin keinenfaUs 640 noch am

Leben gewesen sein kann.

Hier ist wohl die passendste Stelle, von dem Rechenbuche

von Achniim (S. 59) zu reden, einem in Achmim, in einem kop
tischen Grabe, aufgefundenen griechischen Papyrus, welcher nach der

Meinung des Herausgebers^) innerhalb der Zeit zwischen dem VI.

und IX. Jahrhunderte von einem Christen geschrieben wurde. Die

Angabe laBt moglicherweise die Erganzung zu, der Schreiber be

ziehungsweise Verfasser sei ein griechisch schreibender Riimer ge

wesen. Jedenfalls war er in altagyptischer Rechenkunst erfahren und

zerlegte Brttche in Summen von Stammbrttchen, wie Ahmes es dritt-

halbtausend Jahre frtther getan hatte. Der wesentliche und nicht

hoch genug zu schatzende Unterschied besteht darin, daB der Ver

fasser des Rechenbuches zu Achmim die Yorschriften angibt, nach

welchen jene Zerlegungen vorgenommen wurden. Darunter ist die

Methode der durch Summenteile multiplizierten Faktoren

des Nenners besonders bemerkenswert. Als Formel geschrieben
z 1 1

heiBt sie = -

-|
■— und geht bei 2 = 2 in die Formel

p-q ^AAI- p.
1.-^1

des Ahmes =
-. 1 ^-— fiber (S. 67). Bei der oft auf-

P-'i lY^I pYi
^ '

^2 ■'2

tretenden MogUchkeit verschiedenartiger Zerlegung UeB man sich,
wie der Herausgeber des Papyrus erkannt hat, von dem Gesichts-

') Schcill-Pinder, Griechische Literaturgeschichte III, 8. ^) J. Baillet
in den Memoires publiis par les Membres de la mission archeologicpte frangaise
au Caire T. IX, Fascicule 1, pag. 1—88 und 8 Tafeln. Paris 1892. Vgl, auch
Zeitschr. Math. Phys. XXXVIII. Histor.-literar. Abtlg. S. 81-87 und Tannery
in der Bevue des Etudes Grecques.
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punkte leiten, Stammbrfiche mit solchen Nennern zu wahlen, die

nicht durch gar zu groBe Unterschiede voneinander abwichen. Von

den verschiedenen moglichen Zerlegungen von zog man z. B.

239 111

6460
^

85
"*"

95
"*"

68
^^^^^^ anderen vor, weil 68, 85, 95 ziemlich nahe

beieinander liegen. Die eigentUchen Rechenaufgaben, bei deren Auf

losung die Stammbrfiche in Anwendung treten, gehoren meistens der

Regeldetri an, welche uns hier erstmalig bei einem in griechischer
Sprache schreibenden Verfasser begegnet. Bruchteile sind haufig auf

den Nenner 6000 zurttckgeftthrt, was unzweifelhaft von der Mttnzein-

teilung herrtihrt, welche ein Goldstttck (voptto^ic) 6000 Kupfermttnzen

(XEnr(<) gleichsetzte'). Dieselbe Zurttckftthrung auf Sechstausendstel

hat auch bei einem spatestens dem X. Jahrhunderte angehorenden

byzantinischen Scholiasten nachgewiesen werden konnen und neben

ihr eine gleichfalls auf Mttnzeinteilung sich grttndende Benutzung von

Brttchen mit dem Nenner 288; der Goldsolidus zerfiel namlich in

288 Billonmfinzen mit dem Namev epoXXig^).
Nach Konstantinopel, wie seit 330 das alte B^yzanz hieB,

noch bevor es die Hauptstadt des besonderen Reiches wurde, welches

man nach dem alteren Namen des Kaisersitzes das byzantinische zu

nennen pflegt, hatte Justinian ganz besonders Rechtsgelehrte, der

Zahl wie der Bedeutung nach fiberwiegend, berufen, aus deren Ver

einigung eine Rechtsschule als Mittelpunkt einer dort ansassigen Ge

lehrsamkeit entstand. Auch Mathematiker werden uns hier begegnen,
welche aber nur den Eindruck zu verstarken geeignet sind, den wir

schon erhalten haben, daB es in immer rascheren Spriingen bergab

ging mit der einstmals so hoch emporgedrnngenen griechischen

Wissenschaft, daB dann spater fiir die Mathematik wie ffir benach

barte Kenntnisreihen eine Pause im Niedergange wieder eintrat, daB

aber audi fttr jene spate Zeit — es handelt sich um das XIV. S. —

den Byzantinern nicht mehr nachgertthmt werden kann, als ein neuerer

Yerteidiger ihrer Bildung fttr sie in Anspruch nimmt'), namlich eine

erhaltende Tatigkeit ausgettbt zu haben. Man mochte, insbesondere

fttr die Zeit vom IX. bis zum XI. S., meinen, es seien die geistig
bedeutenderen Leute gewesen, die in der Fremde ihre Kenntnis der

griechischen Sprache und anderer Idiome dazu benutzten, tJber-

setzungen der groBen griechischen Mathematiker anzufertigen ,
die

man zu Hause nicht mehr studierte, jedenfaUs in meist unfruchtbarer

Y^eise studierte.

') Hultsch, Metrologie S. 338 (Berlin 1882i. '-) Ebenda S. 345. ') Deme

trius Bikelas, Die Griechen des Mittelalters und ihr Einfluss auf die euro-

pliische Cultur (deutsch von V. Wagner), Giitersloh 1878.
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Wir verweilen einen AugenbUck bei einer geodatischen Abhand

lung, welche, seit sie 1572 in lateinischer Ubersetzung des Barocius

bekannt wurde, fttr das Werk eines Heron des Jttngeren gait, den

man wohl in das VII. auch in das VIII. S. zu setzen Uebte. Gegen

wartig ist der griechische Text nebst einer franzosischen Ubersetzung

leicht zugangUch'), und ttber Ort und Zeit der Entstehung ist kaum

em Zweifel geblieben''^). Die Ortlichkeit, auf welche die in der Ab

handlung vorgenommenen Messungen sich beziehen, ist als die Renn

bahn von Konstantinopel erkannt worden, jene bertthmte Rennbahn,

welche so oftmals zu groBen politischen Versammlungen diente, von

wo aus meuterische Volkshaufen sich in die StraBen der Hauptstadt

ergossen, Umwalzungen einleitend und voUendend. Vorkommende

Beobachtungen von Stemdistanzen haben ferner zur Zeitbestimmung

ftthren konnen und haben ergeben, daB jene Geodasie in Konstan

tinopel ziemlich genau im Jahre 938 geschrieben worden sein muB.

Wie aber der Verfasser hieB, ob Heron, wie man sonst zu sagen

pflegte, ob anders, darttber ist nicht das Geringste bekannt, und viel

leicht befreundet man sich am ersten damit, ihn mit uns als den

ungenannten Feldmesser von Byzanz zu bezeichnen. Wir haben

seiner Abhandlung (S. 164) ganz im Vorttbergehen gedenken dttrfen,

als in welcher ein sehr spates Zeugnis fttr den Beweis der Winkel

summe des Dreiecks von der Winkelsumme des Vierecks aus vorlag.
Wir mochten jetzt an eben diesen Beweis in dem Sinne erinnem, als

er fttr das Musterwerk des ungenannten Verfassers zur Yermutung

ffihrt, dasselbe habe die Betrachtung des Vierecks ttberhaupt der des

Dreiecks vorangehen lassen. Welches Musterwerk aber dim diente,
ist auf den ersten Anblick klar: kein anderes als das feldmesserische

Werk des Heron von Alexandria, der fibrigens selbst genannt ist'),
und dessen Abhandlung ttber die Dioptra insbesondere man in der

Nachbildung nicht verkennen kann. Damit ist zugleich gesagt, daB

die Schrift des Ungenannten nicht schlecht ist. Y^er so wenig wie

er von einem trefflichen Muster sich entfernte, konnte Unhrauchbares

nicht liefern.

Das gelang viel besser einem Michael Psellus. Dessen letzte

Schrift ist von 1092 datiert, er lebte also bis zum Ende des XI. S.

Er hatte den Beinamen Erster der Philosophen, ein Beiname, der

ihn nicht zu schmttcken vermag, sondern nur den Zeitgenossen zur

') GeocUsie de Heron de Byzanee ed. Vincent. Notices et extraits des

manuscrits de la bibliotheque imperiale. Paris 1858. T. XIX, 2. partie. ") Die

absohliefienden Untersuchungen von Th. H. Martin in seiner haufig angeffihrten

Abhandlung: Becherches sur la vie et les ouvrages d'Heron d'Alexandric. ') Geo

desic de Heron de Byzanee (ed. Vincent) pag. 368.
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Unehre gereicht. Eine auf des Psellus Namen im XVI. S. gedruckte
Schrift iiber die vier mathematischen Disziplinen rtthrt keinen

faUs im ganzen von ihm her, da die Astronomie sich selbst vom

Jahre 1008 datiert, in welchem Psellus, wenn geboren, jedenfalls im

zartesten Kindesalter stand'). ()b die auch einzeln herausgegebene

Arithmetik^) wirklich von Psellus herstammt, bedttrfte noch be

sonderer Untersuchung, aber man kann nicht behaupten, daB diese

Mtthe sich lohnte. Die Einheit ist keine Zahl, sondern Y^urzel und

Quelle der Zahlen. Einmal eine Zahl ist von der Zahl nicht ver

schieden, wohl aber zweimal und dreimal die Zahl. Zwei mal zwei

ist mit zwei und zwei gieichwertig, was bei anderen Zahlen nicht

vorkommt. Die Zahlen sind bald gerad, bald ungerad, bald zusammen

gesetzt, bald einfach. Die Primzahlen konnen mittels einer Sieb

methode erkannt werden. Es gibt voUkommene, mangelhafte und

ttberschieBende Zahlen. Zwischen den Zahlen gibt es Yerhaltnisse.

Zehn Analogien sind zu unterscheiden. Es gibt vieleckige Zahlen

und korperliche Zahlen. Das ist die ganze arithmetische Weisheit

des Psellus oder wer der Verfasser gewesen sein mag. Er wird sie

aus irgend einem Neupythagoraer oder Neuplatoniker geschopft haben.

Vermehrt hat er sie keinesfaUs, audi nicht um den Schatten eines

eigenen Gedankens.

In der geometrischen Abteilung, weuu diese echt sein sollte, sagt
uns Psellus'), es gebe unterschiedene Meinungen, wie des Kreises In

halt zu finden sei. Am meisten Beifall habe die Gleichsetzung des

Kreises mit dem geometrischen Mittel zwischen dem eingeschriebenen

und dem umschriebenen Quadrate, d. h. zwischen 2r^ und AY, ge

funden. Hier ist also jt = ")/8 = 2,82S4271 . gesetzt, und der Bei

fall des Zustimmenden kennzeichnet seine Unwissenheit. Hatte er

wenigstens von dem arithmetischen Mittel jener beiden Quadrate ge

sprochen, so ware darin eine Erinnerung an das uralte jr = 3 ent

halten !

Von groBer geschichtlicher Bedeutung, welche allerdings erst

in unserem II. Bande im 57. Kapitel hervortreten wird, ist ein Bruch

stfick des Psellus'), worin den Namen, deren sich Diophant (S. 470)

fttr die aufeinander folgenden Potenzen der Gleichiingsunbekannteu

bediente, andere gegenttber gestellt sind. In dieser zweiten Reihe

von Ausdrttcken heiBt die 5. und die 7. Potenz der unbekannten

GriiBe dXoyog TtQLoxog und uloyog davxEQOg, irrational weil, wie aus-

') Tannery in Zeitschr. Math. Phys. XXXVII, Histor.-literar. Abtlg. S. 41.

*) Wsllov r&v nsgl dgi»^rjrixf]g avvoyig. Paris 1538, 4", lag uns vor. •■) Kilstner,

Geschichte der Mathematik I, 281-282. ') P. Tannery, Psellus sxir Diophmite

in Zeitschr. Math, Phys, XXXVH, Histor.-literar, Abtlg. S, 41—45.
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drttcklich hinzugesetzt ist, eine solche Potenz weder Quadrat noch

Kubus ist.

Es trat eine geistige Versumpfung ein, die als natfirliche Be-

gleiterin der steten Palastrevolutionen zu betrachten ist, von welchen

die Geschichte des byzantinischen Reiches wimmeU. Auch die Kreuz-

zfige, um 1100 beginnend, brachten diesen inneren Unruhen keinen

Stillstand, brachten ebensowenig neue Bildungselemente, und als 1204

die Unordnung aufs hochste gestiegen war, rfickte das lateinische

Kreuzheer, Franzosen und Venetianer, vor Konstantinopel, eroberte

am 12. AprU die Stadt und hauste fttrchterlich, mit Raub und Brand

ganze Viertel zerstorend. Es entstand unter Teilung des Reiches in

Konstantinopel ein lateinisches Kaisertum, welches bis 1261 dauerte.

Dann kehrte ein eingeborener Fttrst Michael Palaeologos, mit genue-
sischer Hilfe zurttck, bemachtigte sich der Herrschaft, und unter den

Palaeologen kam im ersten Viertel des XIV. S. fttr unsere Wissen

schaft eine neue Anregung zustande').

Georgios Pachymeres (1242 bis um 1310) verfaBte ein Y-^erk

ttber das Quadrivium, dessen zweites Buch (Musik) und Bruchstttcke

des vierten Buches (Astronomie) veroffentlicht sind ^

J.

Nikephoros Gregoras (1295 bis kurz nach 1359) besaB das

Vertrauen des Kaisers Andronikos II. Palaeologos (1282
—

1328), dem
er eine Kalenderreform vorschlug, die der Kaiser jedoch wegen der

Schwierigkeit, die anderen Volker zur Annahme zu bewegen, ablehnen
zu mttssen glaubte.

Im Jahre 1322 wurde von unbekanntem Ubersetzer eine o-rie-

chische Bearbeitung eines persischen astronomischen Y'erkesano-efertigt.
als dessen Verfasser Zap,il; ^7tovxaQi]g genannt ist, eine Verketzerung,
in welcher man Schamsaldin von Bukhara wiedererkaunt hat,
wahrscheinlich denselben Astronomen, der unter dem Namen

Schamsaldin von Samarkand vermutlich im Jahre 1276 ein

Bttchlein ttber die Fixsterne in persischer Sprache geschrieben hat,
und der seinen Aufenthalt wechselnd in Samarkand und Bukhara

gehabt haben mag.

Nun folgten sich ziemlich rasch weitere byzantinische Bearbei-

tungen persischer Schriften, mittelbare Abflttsse des im griechischen
Texte nahezu vergessenen Almagestes, welcher selbst die vorzttg-

') Vgl, Usener, Ad historiam astroncjmiae symbola, Bonner Universitilts-

programm zur Geburtstagsfeier Kaiser Wilhelm I. am 22, Miirz 1876. Krum-

bacher, Geschichte der Byzantinischen Litteraturgeschichte (2. Aufl,, Miinchen

1897) S. 289, 294. ^) Vincent in den Notices d extraits XVI= (Paris 1847).
Martin, Theonis Smyrnaei liber de astronomia (Paris 1849).
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lichste QueUe persischer Gelehrsamkeit bildet. Chioniades von

Konstantinopel, welcher jedenfaUs vor i:J46 lebte, Georg Chry-
sococces im Jahre 1340 selbst, Theodorus Meliteniota, wie es

scheint unter der Regierung des Kaisers Johannes Palaeologos 1361

lebend, der Monch Isaak Argyrus vor 1368, das sind die Haupt-
vertreter persisch-griechischer Astronomie. Der letztgenannte schrieb')
auch eine handschriftlich gehliebeHe Geodasie und Scholien zu den

ersten sechs Bttchern der euklidischen Elemente. Und nun tritt in

der zweiten Halfte des XIV. S. ein neuer Umschlag eiu. Mit Niko-

laus Cabasilas beginnt ein Geschlecht von Gelehrten, welche auf

Ptolemaus selbst zurttckgreifen und so die Wiedergeburt klassischer

Wissenschaft in Europa vorbereiten. Wahrend auf astronomischem

Gebiete die hier kurz geschdderte Bewegung sich voUzog, war es

kaum moglich, daB die Mathematik unbertthrt geblieben ware, und

wirkUch haben wir Isaak Argyrus als mathematischen Schriftsteller

nennen mttssen. Neben ihm treten im XIV S. noch andere auf, zu

welchen wir uns jetzt wenden. Der Hauptsache nach ist ihre Tatig
keit freilich als bloBe Kompdation aufzufassen. Hochstens Einer

konnte eine Ausnahme bilden, fttr welchen die UrqueUe seines Y'issens

wenigstens nicht nachznweisen ist. Ein Vorzug, der ihnen insgesamt

zukommt, besteht darin, daB sie nicht mit breitgetretenen Stoff'en

sich ahmuhen, wie es die frttheren Byzantiner taten, sondern solche

Gegenstande wiihlten, die hier in griechischer Sprache zum ersten

Male erscheinen.

Barlaam^), ein in Calabrien gehorener Monch, der langere Zeit

als Abt in Konstantinopel lebte, dann als Bischof von Geraci im

neapolitanischen Gebiete nach Italien zurttckkehrte und dort 1348

starb, ist hauptsachlich durch die wechselvoUe Stellung bekannt, welche

er in dem Streite zwischen der abendlandischen und der morgeu

landischen Kirche einnahm. Von mathematischen Schriften verfaBte

er in griechischer Sprache arithmetische Eriauterungen zum zweiten

Buche des EukUd, welche mit lateinischer Ubersetzung 1564 in StraB

burg gedruckt sind, und 6 Bttcher Logistik, denen zweimal, 1592 in

StraBburg und 1600 in Paris, die Ehre des Druckes widerfuhr. In

dieser Schrift wurde in mtthseliger Y'eise die Rechenkunst an

^) Nach Montucla, Histoire des mathematiques I, 34.0. -) Montucla,

Histoire des mathematiques I, 344 und v. Jan in Wisowas Enzyklopildie s,

V, Barlaam. Nach Wolfs Mathematischem Lexicon (,\uflage 1716 S, 177, .Auf

lage 1734 S. 1141) hat Jo. (?) Chambers auf Anraten des Savilius Barlaams

Logistik ins Lateinische iibersetzt und 1609 mit Anmerkungen herausgegeben.

Unsere Bemerkung iiber den Inhalt der Logistik stammt aus Montucla. Uns ist

das Werk noch nie zu Augen gekommen.
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ganzen Zahlen, an gewohnlichen Brfichen und an Sexagesimalbrfichen

gelehrt.
Johannes Pediasimus, auch Galenus, yaXrjvog = der Heitere,

genannt, war Siegelbewahrer des Patriarchen von Konstantinopel wah

rend der Regierungszeit von Andronikos III. Palaeologos 1328—1341.

Von ihm sollen handschriftlich, auBer literar-kritischen Schriften,

Bemerkungen zu einigen dunkeln Stellen der Arithmetik und eme

Abhandlung fiber Wfirfelverdoppelung vorhanden sein. Seine Geo

metrie ist im Druck erschienen'). Man kann das Urteil fiber die

selbe kurz dahin fassen, daB Pediasimus sich ganz ahnlich wie jener

unbekannte Byzantiner des X. S. eng an Heron von Alexandria an

schlieBt. Nur daB jener, wie wir gesagt haben, die praktisch-feld-
niesserische Abhandlung fiber die Dioptra als Vorbild benutzte,
wahrend Pediasimus sich an die rechnende Geometrie des Heron halt,
wie sie in den als Geometrie und als Geodasie betitelten heronischen

Schriften vertreten ist. Die Anlehnung ist eine so enge, daB mit

unter Pediasimus dazu dienen kann Stellen des Heron zu erlautern.

Maximus Planudes^) gehort einer etwas frfiheren Zeit an. Er

lebte etwa 1260—1310, wurde jedenfaUs 50 Jahre alt. Ein aus Ni-

komedien stammender Monch und besonders durch seine Kenntnisse

in lateinischer Sprache und Literatur berfihmt, vertrat er 1296 den

Kaiser Andronikos II. als Gesandter in Venedig. Maximus Planudes

hat einen Kommentar zu den ersten Bfichern des Diophant verfaBt,
der uns erhalten ist'), und als Beweis (S. AQl) benutzt wurde, daB

die Gestalt, in welcher ihm diese Bficher vorlagen, in keiner Weise

von der heutigen Gestalt abwich. Maximus Planudes ist in diesem

Kommentar mit weiser Yorsicht allem aus dem Wege gegangen, was

der Erlauterung wirklich bedurft hatte, und hat sich nur bei Selbst-

verstandUchem aufgehalten. Wir haben femer (S. 461) der griechi
schen Anthologie gedacht, welche Maximus Planudes aus frfiheren

Sammlungen auszog, und in welcher auch algebraische Epigramme
sich vorfanden. Wir haben es jetzt mit einer Schrift zu tun, die den

widerspruchsvoUen Namen Markenlegung nach Art der Inder,
i)ri(po(poQia xax' Avdovg, ffihrt und gemeiniglich das Rechenbuch

des Maximus Planudes*) genannt wird. Der Verfasser beginnt

") Die Geometrie des Pediasimus (griechischer Text) herausgegeben von

G, Friedlein als Herbstprogramm der Studienanstalt Ansbach fiir 1866. Die

allgemeinen Notizen iiber den Verfasser entnehmen wir der Friedleinschen Ein

leitung, in -welcher die wiinschenswerten Verweisungen sich finden, '') Krum-

bacher, Gesch, der Byzant. Litteraturgeschichte S, 543 flg. ») Er ist lateinisch

abgedruckt in Xylanders gleichsprachiger Diophantubersetzung, Basel 1571,

griechisch in Tannerys Diophantausgabe H, 125—255. *) Eine griechische
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mit den Worten: „Da die Zahl das Unendliche umschlieBt, aber eine

Erkenntnis des Unendlichen nicht moglich ist, so haben hervorragende
Denker unter den Astronomen eine Methode gefunden, wie man Zahlen

beim Gebrauch ttbersichtUcher und genauer darstellen kann. Solcher

Zeichen gibt es nur neun und zwar folgende ') 1 2 3 4 5 6 7 8 9.

Man fttgt auch ein andres Zeichen hinzu, was Tziphra genannt wird

und bei den Indern das Nichts darstellt. Auch jene neun Zeichen

stammen von den Indern. Die Tziphra wird folgendermaBen ge

schrieben 0." Hier ist also zum ersten Male im XIV. S. das indische

ZifPerrechnen nach Byzanz gedrungen, wie wir spater sehen werden

mindestens 200 Jahre nachdem es auf anderem Wege bereits zur

Kenntnis des westlichen Europas gekommen war, wo die sogenannten

Algorithmiker in Spanien, in England, in Deutschland, in Frankreich

mit den Abacisten ringen, um sie seit Anfang des XIIL S. siegreich
zu verdrangen. Wir konnten in der uns hier gegenttbertretenden
fremdlandischen Kunst eine Hindeutung finden, daB wir mit Unrecht

auch diese spate Zeit in dem der griechischen Mathematik gewid-
meten Abschnitte behandeln, wenn uns nicht umgekehrt gerade das

so spate Auftreten, welches wir soeben betonten, darin bestarkte, daB

wenigstens verhaltnismaBige Abgeschlossenheit der griechisch schrei

benden Mathematiker gegen im beginnenden Mittelalter allerwarts

sich verbreitende Einfifisse stattfand, und daB sie somit hinter ihrer

Zeit stehend und darum ohne Einwirkung auf dieselbe nur als Ver

treter einer selbst sich verspatenden Nationalitat erscheinen. Der In

halt des Rechenbuches des Maximus Planudes bedarf dagegen hier

keiner auf das eigentlich indische Verfahren eingehenden Erorterung.
Die Bemerkung muB uns genfigen, daB Addieren und Subtrahieren,

Multiplizieren und Dividieren an ganzen Zahlen, dann an Sexagesimal
brfichen gelehrt wird nach Methoden und unter Anwendung von

Proben, vou welchen wir an anderem Orte zu reden Gelegenheit
nehmen. Es folgt

'

alsdann noch die Quadratwurzelausziehung und

zwar auf folgende Weise : „Nimm die Quadratwurzel der nachst-

niedrigen wirklichen Quadratzahl und verdoppele dieselbe ; dann

nimm von der Zahl, deren Wurzel du suchst, das gefundene nachst-

niedrige Quadrat weg, und dem Reste gib als Nenner die aus der

Textausgabe hat C J. Gerhardt veraustaltet, Halle 1865, Eine deutsche tJber

setzung von H. ^Vaeschke erschien Halle 1878. Die allgemeinen Notizen iiber

Maximus Planudes entnehmen wir der Gerhardtschen Einleitung. Die deutsche

Fassung einzelner Satze ist bis auf geringe Anderungen, die wir fiir notig hielten,

der Waeschke sehen tlbersetzung entlehnt,

') Die von Maximus Planudes gebrauchteu Zeichen vgl. auf der hinten an-

gehefteten Tafel.
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Verdoppelung der Wurzel gefundene Zahl. Z. B. wenn 8 das DoppeUe

der Wurzel ware, so nenne den Rest Achtel, wenn 10 Zehntel usw.

WiUst du z. B. 18 als Quadrat darsteUen und die Wurzel suchen, so

nimm die Wurzel der nachstniedrigen Quadratzahl also von 16. Sie

ist 4. Yerdopple dieselbe, ist 8. Nimm 16 von 18, bleibt 2. Diese

nenne (nach 8) Achtel und sage so: die Seite des Quadrates 18 ist 4

und 2 Achtel, 2 Achtel ist aber gleich einem Viertel, also ist die

Seite auch 4 und ein Viertel." Nun zeigt der Verfasser, daB

4— , 4— = 18-^ ist, wobei, wie durch den Worflaut unserer Uber-
4 4 16

'

setzung angedeutet worden ist, Brfiche nicht in Zeichen, sondern nur

mit Worten geschrieben werden. Die Methode sei daher nicht ganz

richtig. „Y^elche Methode aber die genauere und der Wahrheit

nahere ist, die ich zugleich als meine mit Gottes Hilfe gemachte Er

findung in Anspruch nehme, das wird in der Folge gesagt werden."

Die vorher gelehrte Methode muB jedenfaUs nach des Verfassers

Meinung die indische sein, denn er spricht nachher von der indischen

Methode, wie von einer bereits vorgetragenen ') , wahrend nur diese

Auseinandersetzung und die geometrische Begrfindung ihrer nicht

genau zutreffenden Richtigkeit vorausgegangen ist, bevor er an die

eigene Methode gelangt, welche er nochmals mit wahren Posaunen-

stoBen anktindigt: ,,Es ist nun an der Zeit, daB wir die Methode,
die wir selbst erfunden haben, und die nur weniges vom wahren

Werte abweicht, vorlegen."
Worin besteht diese eigene Methode? Darin, daB die Zahl,

aus welcher die Wurzel gezogen werden soil, vorher durch Multipli
kation mit 3600 in Sekunden verwandelt wird, worauf die Wurzel

in der Gestalt von Minuten sich zeigt! Damit brtistet sich ein Leser

von Theons Kommentar zum Almagest, der als solcher sich ausdrflck-

lich zu erkennen gibt, indem er zugesteht, seine Methode sei doch

umstandlich, wenn es um recht groBe Zahlen sich handle, wie um

die Zahl 4500, aus welcher Theon die Y^urzel zu ziehen habe. Als

dann konne man aus der indischen Methode, aus der des Theon und

aus seiner eigenen folgende Mischmethode bilden. Zunachst sucht

er jetzt die nachste ganzzahUge Y^irzel 67 und verschafft sich deu

Rest 4500 — 67^ = 11. Diese 11 Ganze werden als Minuten zu 660,
und durch 2 - 67 = 134 getedt entstehen 4' als Quotient. Der neue

Rest 660 — 4 • 134 = 124' wird in Sekunden verwandelt und da

durch zu 7440, wovon 16" d. h. das Quadrat von 4' abgezogen
wird. Der neue Rest besteht aus 7424" In ihn dividiert man md

') 'Ersga (is&oSog fiiy^a ovaa rijg rs 'IvSixfjg xal to-B ©e'coi^oj xal rijg rjlis-

rsgag (ed. Gerhardt) pag. 45 lin. 3.
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dem Doppelten von 67° 4' d. h. mit 60 • 134 -k 2 4 = 8048', nach

dem man ihn selbst in 60 • 7424 = 445 440'" verwandelt hat. So

erscheint der Quotient 55", und mit ihm ist die Wurzel zu 67"^ 4' 55"

erganzt, und zwar, wie der Yergleich mit dem (S. 494; von uns ge

gebenen Auszuge aus Theon zeigt, genau in der von diesem gelehrten

Weise, nur mit dem Umwege tiber die Eselsbrticke eingeschalteter

Multiplikationen mit 60 vor Ausftihrung der die Teilziflfem der

Wurzel liefernden Divisionen, die einzige Beimischung, deren Maximus

Planudes sich ruhmen kann.

Sind aber das die groBen Gedanken eines SchriftsteUers, der

,,sich vorgenommen hat tiber das zu handeln, was zur astronomischen

Rechnung gehort" ■'^), so ist kaum anzunehmen, daB ebendemselben

zwei Aufgaben eigentfimlich sein soUten, mit welchen unmittelbar

nach Auseinandersetzung der letzterwahnten Methode zur Quadrat

wurzelausziehung das Rechenbuch abschlieBt. Die zweite Aufgabe
ist die uns schon bekannte, ein Rechteck zu finden, das einem anderen

Rechtecke am Umfange gleich, an Inhalt ein Vielfaches desselben

sei. Die Auflosung wird in Worten gelehrt, welche in eine Formel

umgesetzt -n — 1 und h' — w als die Seiten des einen, ii- — 1 und

n° — n^ als die Seiten des nmal so groBen Rechtecks bezeichnen,

Bei w = 4 entstehen die Seiten 3 und 60, beziehungsweise 15 und

4Sj welche wir auch im Buche des Landbaues (S. 484) fanden. Die

erste Aufgabe ist eine heute gleichfaUs sehr bekannte, da sie in

ziemlich alien Aufgabensammlungen Platz gefunden hat. Eine Summe

Geldes soil dadurch in lauter gleiche Teile zerlegt werden, daB pier

erste Teilhaber 1 Stttck und den nten Teil des Restes, der zweite

alsdann 2 Stuck und den wten Teil des Restes, der dritte hierauf

3 Stttck und den wten Teil des Restes erhalte, und dieses Gesetz

der Bildung der Teile bis zum letzten festgehalten bleibe. Als

Auflosung wird (n —

ly als die zu teilende Summe, n
— 1 als die

Zahl der Teilhaber erklart. Zunachst ist fredich n = 1 gesetzt,

doch ist ausdrttckUch die AUgemeinheit der Auflosung hervorgehoben,
und als Andeutung wie die Auflosung gefunden werde, der Satz be

merklich gemacht, daB immer a^ — 1 = (a
— 1) - (fl Y 1) sei. Es

wttrde wohl einer besonderen Untersuchung wert sein, Spuren auch

dieser Aufgabe zu verfolgen.

Spater als Maximus Planudes lebte Nikolaus Rhabda von

Smyrna mit dem Bemamen Artabasdes'). Er schrieb 1341 (wie

man aus einer auf dieses Jahr sich beziehenden Osterrechnung zu

') 'E-xsl Sh cog Sv si'Ssi ntsgl r&v avfi§allo!i,svcov sig rbv darsgcov ipfjcpov Sisld-

fionsv (ed. Gerhardt) pag. 29, letzte Zeile, -) Scholl-Pinder, Geschichte der

Cantor, (Iesohichte der Mathematik I 3, Aufl 33
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entnehmen imstande ist) an einen Theodor Tschabuchen von

Klazomena einen Brief tiber Arithmetik i), welcher aus einer Hand

schrift der Pariser BibUothek herausgegeben ist 2). Fast das Be-

merkenswerteste an ihm besteht darin, daB an dessen Schlusse eine

Sammlung von Beispielen das erste uns bekannte Vorkommen der

Wortverbindung politische Arithmetik^) bietet. Es sind Auf

gaben, welche mittels Regeldetri gelost sind. AuBerdem kann noch

hervorgehoben werden, daB ftir die Ausziehung von QuadratwurzeUi

die Naherungsregel Y"^ + ^ = "' + '2a
ausdrticklich ausgesprochen

ist. Wir haben es hier mit einer andern Schrift des Rhabda zu tun,

mit der mehrfach, zuletzt in Gemeinschaft mit dem eben erwahnten

Briefe gedruckten Abhandlung tiber das Fingerrechnen*), Ex(pQa6ig

xov 8axxvXLxov (iexqov. Wir haben gesehen (S. 130), daB bei den

griechischen Zeitgenossen des Lustspieldichters Aristophanes etwa um

420 V. Chr. das Fingerrechnen in Ubung war. Wir haben keinerlei

Grund anzunehmen, es sei jemals ganz in Vergessenheit geraten,

aber doch ist die DarsteUung des Rhabda die einzige in griechischer

Sprache, in welcher formlich gelehrt wird, was meistens durch mtind-

liche "UberUeferung sich forfgesetzt haben mag. Rhabda schddert

aufs ausftihrlichste, wie man durch Beugung der Finger die einzelnen

Zahlen darstellen solle. Die Finger der linken Hand dienen zur Be

zeichnung der Einer und Zehner, die der rechten zur Bezeichnung
der Hunderter und Tausender, und zwar ist die Aufeinanderfolge des

SteUenwertes, wenn wir so sagen dtirfen, von links nach rechts der

art festgehalten, daB der kleine Finger, der Ringfiuger und der

Mittelfinger der Unken Hand fur die Einer, Zeigefinger und Daumen

der Linken ffir die Zehner in Bewegung gesetzt werden, Daumen

und Zeigefinger der Rechten ffir die Hunderter, und endlich die drei

letzten Finger der Rechten ffir die Tausender. Wir brauchen viel-

griechischen Literatur HI, 345 stellt die ungeheuerliche Yermutung auf, Ajta-

basdes sei vielleicht aus abacista entstanden.

^) Gerhardts Einleitung zu seiner Ausgabe des Rechenbuchs des Maxi

mus Planudes S, XII, Anmerkung. '-) Notice sur les deux lettres arithmetiques
de Nicolas Bhabdas (texte grec et traduction) par M. Paul Tannery. Extrait

des Notices et e.etraits des manuscrits de la Bibliothecque nationale etc. Tome

XXXII, V Partie. Paris 1886. ^) ^sS-oSog xoXirix&v loyagiasii&v. ^) Ein
Abdruck z, B. in Nicolai Caussini de eloquentia sacra et humana libri XVI.

Lib, IX, cap. VHI, pag. 565 sq. Ciiln 1681. 'VgL auch Rodiger, Ueber die

im Orient gebrauchliche Pingersprache fiir den Ausdruck der Zahlen, im Jahres-

bericht der deutsch. morgenland. Gesellsch. fiir 1845—46 und H, Stoy, Zur

Geschichte des Rechenunterrichtes I. Theil (Jenaer Inaugural -Dissertation von

1876) S. 36 flgg.
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leicht nicht einmal hervorzuheben, wie sich in dieser Reihenfolge
eine Ubereinstimmung mit frfiheren Bemerkungen unserer Einleitung

(S. 6
—

7) zu erkennen gibt. Es konnen also mittels beider Hande

samtliche Zahlen von 1 bis 9999 bezeichnet werden, voUauf aus

reichend ffir den gewohnlichen Gebrauch und in Ubereinstimmung
mit der Sprachgewohnheit der Griechen, ffir welche 10000 das

auBerste einfache Zahlwort darstellt.

Manuel Moschopulus ist wegen einer Anleitung zur Bil

dung von Quadratzahlen'^) zu nennen. Dieser ungemein vielseitig

gebildete Gelehrte war Schfiler und Freund des Maximus Planudes

und stand in schriftlichem Yerkehr mit Kaiser Andronikos 11. Palae

ologos (1282—1328), wodurch seine Lebenszeit ziemlich genau be

stimmt ist. Manuel Moschopulus hat, sagten wir, die Bildung von

Quadratzahlen gelehrt, d. h. er hat gezeigt, wie man magische
Quadrate herstelle, wie man die Zahlen von 1 bis zu irgend einer

Quadratzahl n" in ebensoviele schachbrettartig geordnete Felder ver-

teile, so daB die Summe der Zahlen in jeder Langsreihe, wie in jeder

Querreihe und auch in den beiden Diagonalreihen stets dieselbe werde,

natfirlich —

"^
,
da die Zahlen

1+2 + 3 + .. . + ;r^('^"^
in n gleichsummige Reihen geordnet sind. Wenn wir sagten, Moscho-

pulus habe die HersteUung des magischen Quadrates fttr irgend eine

Quadratzahl n" gelehrt, so mttssen wir von dieser Behauptung einen

Teil wieder zurttcknehmen. Nur zwei Hauptfaile sind erhalten, der

eines ungeraden n und der eines geradgeraden n, d. h. wenn n von der

Form Am ist. Der dritte noch ttbrige Fall eines geradungeraden n,

d. h. wenn -n von der Form 4;;; +2 ist, fehlt in der uns erhaltenen

Handschrift, es ist aber kaum zweifelhaft, daB Moschopulus auch ihn

in einer verlorenen SchluBbetrachtung behandelt haben wird, wie er

es zum voraus angekttndigt hat'). Er hat dabei einen Gedanken und

ein Wort benutzt, ivelche in der modernen Mathematik eine bedeut

same RoUe spielen, bei Moschopulus aber zuerst aufgefunden worden

sind. Wir meinen den Ausdruck „Herumzahlung im Kreise"^),

') S. Giinther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathe

matischen Wissenschaften. Leipzig 1.S76, Cap IV, Historische Studien iiber die

magischen Quadrate. Der Abdruck des griechischen Textes des Moschopulus

nach einer Miinchener Handschrift des XV. S. findet sich S, 195—203, dessen

Diskussion S. 203—212, Vielfache kritische Bemerkungen zum Texte von

A, Eberhard in der Zeitschrift Hermes XI, 434 figg. Krumbacher S. 546—548,

^) Giinther I. c. pag. 197 lin. 2—5, ') Giinther pag, 198, wo auch in einer

Note auf die Wichtigkeit der in diesem Ausdrucke enthaltenen Anschauung auf

merksam gemacht ist.
33*
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mgnag dvaxvxXovvxag, wo ein Kreis eigentlich gar nicht vorhanden

ist, sondern an das gedacht werden muB, was man gegenwartig zyk-

Usche Anordnung, zykUsche Vertauschung und dergleichen zu nennen

pflegt. Es wdl uns recht zweifelhaft erscheinen, ob wirkUch Moscho

pulus selbst der Erfinder der Methoden zur Auflosung der nichts

weniger als leichten zahlentheoretischen Aufgabe war. Wenn er auf

Andringen des Rhabda die Niederschrift vollzog, so ist damit keines

wegs gesagt, daB er Eigenes niederschrieb, und die GeseUschaft, in

welcher wir Moschopulus zu nennen hatten, gibt keinenfaUs der Ver

mutung Unterstfitzung, einen besonders geistreichen Erfinder mathe

matischer Dinge hier anzutreffen. Dazu kommt, daB uns ein Anfang
fast magischer Quadrate bei Nikomachus (S. 438) begegnet ist, daB

jedenfaUs im X. S. magische Quadrate eine geheimnisvoUe Rolle

innerhalb der arabischen Phdosophensekte der sogenannten laute-

ren Brttder spielten^), daB insbesondere die Quadrate mit 9, 16, 25,

36, 64 und 81 Feldern denselben bekannt waren, daB also sicherlich

damals schon eine Methode vorhanden gewesen sein muB solche zu

bilden.

Die Zeit griechischer Mathematik, wir wiederholen es zum

letzten Male, und man wird uns am Schlusse dieses Kapitels gern

glauben, war vorbei. Wenn im XV. S. die vor dem Osmanentum

fliehenden letzten Byzantiner Handschriften altklassischen Y^ertes mit

sich ftthrten, deren Kenntnis im Abendlande zttndend auf die Geister

wirkte und jene glanzende Flamme entfachte, bei deren Scheine die

Meisterwerke der Renaissance entstanden, so haben die Byzantiner
selbst daran nicht mehr noch weniger teil als Insekten, welche wert

voUen Bltttenstaub mit sich ftthren, wfihrend sie an dem Orte der

Befruchtung sich verkriechen. Wie es aber kam, daB die Griechen

ihre durch Jahrhunderte bewahrte mathematische Kraft verloren, das

ist eine Frage, zu deren Erorterung weitlaufigere Auseinandersetzungen
notig waren, als sie hier im Vorfibergehen moglich und gestattet
sind. Eine Einwirkung politischer Yerhaltnisse wird ebensosehr an

genommen werden mfissen, wie eine weiter und weiter abseits

ffihrende Yerschiebung des wissenschaftlichen Interesses. Theologie
und Jurisprudenz hatten in den Zeiten des VerfaUes unserer Ydssen-

schaft sich vorgedrangt. Die letztere insbesondere war die bevorzugte
Wissenschaft der nfichtern Denkenden geworden, und daB dem so

war, dazu waren wieder politische Yerhaltnisse die Veranlassung.
Die phdosophischen Griechen waren die Untertanen eines fremden

') Dieterici, Die Propadeutik der Araber im X, Jahrhundert S, 42 flgg,
Berlin 1865 und Giinther 1. c, S, 192 flgg.
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Reiches geworden, dessen Geprage sich auch ihnen um so deutlicher

aufdrfickte, je naher ihnen der Mittelpunkt des Reiches rfickte. Die

geistige Aufgabe dieses Reiches war eine andere. Ihm war es be-

schieden, die Rechtswissenschaft zu begrttnden. Seine leitenden Ge

danken gab aber ein anderes Volk als die Griechen an, ein Volk,
welches der Mathematik gegenttber gerade den hochstens erhaltenden

Charakter an den Tag legte, den wir seit den Neuplatonikern
deutlicher und deutlicher sich ofi'enbaren sahen: das Yolk der Romer.





IV. Romer.
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Alteste Rechenkunst nnd Feldmessnng.

Wenn wir die Geschichte der Mathematik, wie sie auf italieni-

schem Boden geworden ist, zum Gegenstande unserer Untersuchung
machen, so mfissen wir fast mehr als bei anderen Schaupiatzen
menschlicher Gesittung uns huten Verschiedenartiges durcheinander

zu mengen. Der Sfiden Italiens ist es gewesen, wo die hellenische

Bildung des Pythagoraismus ihre Blute hatte. Das geographisch
von Italien nicht zu trennende Sizdien hat die machtige Kiistenstadt

Syrakus entstehen sehen, und es ist ein halbwegs berechtigter Na-

tionalstolz italienischer Gelehrter, wenn sie Pythagoras und Archi

medes ihre Landsleute nennen. Aber freilich mehr als nur halb-

berechtigt konnen wir diese Ansprfiche auf den Ruhm der groBten
Mathematiker des Altertums fur die eigene Vergangenheit nicht

nennen, weil unserer Auffassung gemaB das Volk und die Sprache
vor dem Lande die Zugehorigkeit bestimmt, und deshalb waren uns

jene Manner Griechen. Zwischen den von Norden kommenden

Kriegern, unter deren Streichen Archimedes verblutete, nachdem er

seine Vaterstadt gegen sie lange verteidigt hatte, und denen, die im

gleichen Dialekte mit Archimed sprachen und schrieben, muB die

Kulturgeschichte einen Gegensatz erkennen lassen. Wir denken diesen

Gegensatz recht laut zu betonen, wenn wir in diesem Abschnitte

unseres Bandes fiberhaupt nicht von italischer, sondern von romi

scher Mathematik reden. Mag ja auf italischem Boden mancherlei

an mathematischem Wissen vorhanden gewesen sein noch bevor Rom

entstand. Wir leugnen es so wenig, daB wir den Spuren nachzugehen
bemfiht sein werden. Immer aber soil, was wir finden, unter dem

romischen Sammelnamen vereinigt werden.

Uber die iilteste Geschichte der Bevolkerung des Landes von

Nordosten her sind die Akten noch keineswegs abgeschlossen, wenn

man audi gegenwartig der Annahme zuneigt, eine altitalische Nation

habe sich gebildet in der Ebene des Po, nachdem sie vorher von
O /
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den HeUenen, dann von den Kelten sich getrennt hatte ^). Von dort

ging der Zug nach Sfiden und trieb altere Bewohner vor sich her,

vielleicht verwandt mit den Sikulem, den Einwohnem von SiziUen,

deren Name in alten agyptischen Urkunden zu den bekanntesten ge

hort. Warm diese Ereignisse stattfanden, ob mehr als 1000 Jahre

vor unserer Zeitrechnung, wie aus der ZusammensteUung mit Per

sonUchkeiten des trojanischen Krieges, die vieUeicht mehr als eine

Sage ist, hervorgehen konnte, darfiber schwebt wieder tiefes Dunkel,
kaum erhellt seit Auffindung jener alten Totenstadt am Albaner-

see^), deren Graburnen unter einer Aschendecke vulkanischen Ur

sprungs sich erhalten haben, fiber welche Jahrhimderte einen Pflanzen-

wuchs hervomiefen, der selbst wieder in einer einen halben Meter

machtigen Peperinschicht eine zerstorende und zugleich schfitzende

Decke fand. Welche Rolle bei den Wanderungen und Niederlassungen
auf der apenninischen Halbinsel die Etrusker spielten, welchem

Volkerstamme fiberhaupt diese angehorten, ist ein weiterer Gegen
stand wissenschaftlichen Zweifels, und dieser Zweifel erstreckt sich

so weit, daB man nicht einmal darttber einig ist, ob diejenigen
Sitten und Gebrauche tatsachlich als etruskisch gelten dttrfen,
welche romisch-priesterliche Uberlieferung uns als etruskisch be

zeichnet hat.

Wir konnen und mttssen uns genttgen lassen, auf das Vorhanden

sein dieser vielen Ratselfragen von ausgesuchter Schwierigkeit hin

zuweisen, so wichtig deren Losung gerade fttr die Geschichte der

Mathematik ware. Den Etruskern namlich gehoren mutmaBUch die

Zeichen an, welche als Zahlzeichen den Romern dienten, ihnen

wird zugeschrieben, was als praktische Feldmessung der Romer

sich erhalten hat.

Wir wollen mit den Zahlzeichen unsere Erorterungen be

ginnen. Zahlenbezeichnung, wenn auch nicht durch Zahlzeichen, war

es, wenn die Etrusker, wenn ihnen folgend die Romer in dem Heilig-
tume der Minerva alljahrlich einen Nagel einschlugen, um die Zahl

der Jahre vorzustellen^). Zahlzeichen sind diejenigen Gharaktere,

>) H. Nissen, Das Templum, antiquarische Untersuchungen. Berlin 1869.

Vgl. besonders Kapitel IV. ItaHsche Stammsagen, ^ De Rossi in den Annal.

delV Indit. 1867, pag. 36 sqq, s) Livius VH, 3, Vgl, fiir andere Stellen

Friedlein, Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der Griechen und

Romer und des christHcheu Abendlandes vom 7. bis 13. Jahrhundert. Erlangen
1869, S. 19, Noch andere Analoga wie z, B. einzelne Striche, farbige Steinchen
als Zahlenbezeichnung sind mit Beispielen belegt bei Rocco Bombelli, Studi
archeologico-critici circa Vantica -numerazione italica Parte I. Roma 1876,
pag. 31,
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welche allmahlich zu Buchstabenform sich abandernd das bilden, was

gegenwartig als romische ZalUzeichen bekannt ist^). Yde die ganze

Schrift der Romer und der Etrusker bei hervorragender AhnUchkeit

es doch auch an wesentlichen Unterschieden nicht fehlen laBt, die

eine unmittelbare Ableitung der einen aus der anderen zur Unmog-

lichkeit machen, ist seit einem halben Jahrhundert festgestellt. Schon' O

die linkslaufige Schrift der Etrusker gegenttber von der rechtslaufigen
der Romer deutet darauf bin, daB der Ursprung jener in eine Zeit zu

setzen ist, wahrend deren die Griechen noch nicht durch die Uber-

gangsperiode einer in der Richtung von Zeile zu Zeile wechselnden

Schrift hindurchgegangen waren, wogegen die romische Schrift diese

Veranderung bereits voraussetzt. Die Annahme nicht unmittelbarer

Ableitung auseinander findet noch Bestatigung darin, daB im romi

schen Alphabete das altgriechische Koppa als Q erhalten ist, welches

die Etrusker nicht kennen, wahrend umgekehrt manche Buchstaben

dem tuskischen Aljihabet angehoren, die dem riimischen fehlen.

Wann das etruskische Alphabet, welches nach Tacitus^) durch den

Korinther Demaratus nach Italien kam, daselbst zur Einffihrung ge

langte, wissen wir ungefahr. Es wird zwischen 650 und 600 v. Chr.

gewesen sein'). Die Trennung des romischen Alphabetes von dem

grakoitalischen Mutterstamnie
.

ist nicht zeitlich so bestimmt, doch

niuB sie jedenfalls eingetreten sein, bevor die Benutzung der Buch

staben als Zahlzeichen den Griechen bekannt war, also (S, 121) vor

500 V. Chr., denn bei den Romern sind niemals nach griechischem
Muster die aufeinanderfolgenden Buchstaben des Alphabetes als Zahl

zeichen verwertet worden*). Und dennoch sehen die altesten Zahl

zeichen der Romer, sehen die der Etrusker Buchstaben ungemein

gleich und ahneln sich untereinander so sehr (vgl. die hinten an-

geheftete Tafel), daB die vorhandenen Ubereinstimmungen unmoglich
als Zufalligkeiten erklart werden konnen. Zufallig erscheint vielmehr

die Verwandtschaft mit den spateren romischen Zeichen 1 V X L 0 M,

welche aus der Ahnlichkeit mit Buchstaben durch Volksetymologie
sich in diese Buchstabenformen selbst verwandelten, noch ein Zeichen

D fttr 500 zwischen C und M und ein Zeichen C) vielleicht aus YI

entstanden, fttr die 6 sich aneignend und C und M mit den Anfangs-

') Ottfried Miiller, Die Etrusker Bd. II, S, 312—320, Breslau 1828,

Th. Mommsen, Die unteritalischen Dialekte (besonders S. 19— 34). Leipzig

1850. Math. Beitr. Kulturl. S. 161 flgg. Friedlein L c. S, 27 flgg, R. Bom

belli 1. c. pag, 33. =) Tacitus, Annales XI, 14. ") A, Riese, Ein Beitrag

zur Geschichte der Etrusker, Rhein. Museum fiir Philologie il865) XX, 295—298,

■') Ober andere Benutzung von Buchstaben als Zahlzeichen bei Romern in ver

mutlich recht spiiter Zeit vgl. Friedlein 1. c. S. 20—21,
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buchstaben der Worter centum und mille vergleichend. Der Ursprung
der Zeichen fttr 5, 50, 500 ist, wie ziemlich allgemein zugestanden

wird, in der Halbierung der Zeichen ffir 10, 100, 1000 zu finden,

und nur die Entstehung dieser letzteren bleibt strittig. Am glaub-

haftesten dfirfte die mit Belegung durch reiches inschriftliches
O O

Material wahrscheinUch gemachte Vermutung sein ^), daB die Decussatio,

Yerzehnfachung, jeweils durch Hinzutreten einer neuen Kreuzung des

vorhandenen Zeichens mittels eines hinzutretenden geraden oder ge

krfimmten Striches hervorgebracht worden sei.

Neben der alphabetischen Reihenfolge ist auch die Benutzung
der Anfangsbuchstaben von Zahlwortern als Zeichen ffir die Zahlen

begreiflich nachstliegend, und so erscheint die Frage nicht mfiBig,
ob vieUeicht die Buchstabenahnlichkeit der tuskischen Zahlzeichen

so erklart werden konne? Es ist bisher den Gelehrten, welche mit

etruskischen Studien sich beschaftigt haben, nicht moglich gewesen

diese Frage voUgfiltig zu beantworten, doch neigen sie zur Yerneinung
derselben. Wie schwierig ttbrigens die Beantwortung ist, geht schon

daraus hervor, daB der Wortlaut der etruskischen Zahlworter keines

wegs feststeht. Man hat im Jahre 1848 alte etruskische Wttrfel ge

funden, deren sechs Flachen mit Wortern beschrieben sind, welche

man mach, thu, zal, huth, ki, sa liest^). Man hat aUseitig diese

Worter fttr die Namen der sechs ersten Zahlen gehalten, aber man

ist uneinig darttber, welche Zahl jedes einzelne Wort bedeute').
Sei nun der Ursprung der tuskisch- romischen Zeichen welcher

er wolle, eines tritt bei beiden Volkern hervor, was als hochhedeutsam

hervorgehoben werden muB: die subtraktive Bedeutung eines

Zeichens kleineren Wertes, sofern es vor einem Zeichen hoheren

Wertes, also bei den Etruskern rechts, bei den Romern links von

demselben auftritt, wie IV = 4, IIX = 8, IX = 9, XL = 40, XC = 90,
CD = 400, wovon das Zeichen fttr 8 schon zu den Seltenheiten ge

hort*). Die subtraktive Schreibung kann sehr wohl den Zweck der

1) Zangemeister in den Monatsberichteu der Berliner Akademie vom

10. November 1887. '') Bullettino dell' Indituto di correspondeiiza archeologiea.
Roma 1848, pag. 60, 74. ») Vgl, Zeitschr. Mathem. Phys, XXII, Histor.-literar.
Abtlg. S. 55, wo die Ansichten von Isaac Taylor denen der italienischen Ge
lehrten gegeniibergesteUt sind. Vgl, auch C, Pauli, Die etruskischen Zahl
worter in den Etruskischen Forschungen und Studien von Deecke und Pauli,
3. Heft (Stuttgart 188-2), wo die zehn ersten Zahlworter heiBen: 1 = sa, 2 = zal,
3 = thu, 4= huth, 5 = mach, 6 = ki, 7 = men, 8 = cezp, 9 = semp, lo'= nurth.

*) Die subtraktiven Ziffern sollen bei deu Etruskern hiiufiger als bei den Romern
zur Anwendung gekommen sein. Corssen, Ueber die Sprachen der Etrusker I,
39-41 (Leipzig 1874) gibt XIIIXX = 27, fin= 47, auch das zweimal subtra-
hierende | XH

= 50 - 10 - 2 = 38 als etruskisch an.
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Raumersparung gehabt haben. Darum ist IIX statt VHI moglich,
IlIX statt VII unmoglich^). Ein sprachliches Subtrahieren haben

wir (S. 11) auch bei der Bildung der Zahlworter anderer Volker in

Erwagung ziehen dttrfen, nirgend aber als bei den Etruskern und

Romern findet sich die Subtraktion in den Zeichen versinnlicht, und

es gehort zu den weiteren Eigentttmlichkeiten, daB Zeichen und

Sprache bei den Romern sich nicht decken. Schriftlich ist die Sub

traktion nur bis X, nicht bei den spateren Zehnern in Gebrauch, wie

sich auch leicht verstehen laBt, weil z. B. IXXX dem Zweifel Raum

gabe, ob 29 (XXX weniger I) oder 11 fXX weniger IX) genieint sei,

Deutlichkeitsgrttnde waren es auch, welche dafttr den Ausschlag gaben,O 7 O O '

daB auf Schwertklingen Villi statt IX geschrieben wurde, weil dieses, je
nach der Seite, von welcher man die Klinge betrachtete, mit XI ver

wechselt werden konnte^). Dagegen wird sprachlich die Eins wie

die Zwei nie von Zehn, sondern nur von den Zehnern: Zwanzig bis

100 abgezogen. Wir fttgen hinzu, daB die Romer gleichfalls allein

unter alien Volkern subtraktiver Ausdrttcke auch bei Datierungen
ihrer Monatstage sich bedienten.

Was die schriftliche Darstellung von Zahlen ttber Tausend be

trifft, so ist zu verschiedenen Zeiten wahrscheinlich verschiedentlich

verfahren worden. Eine Ubereinstimmung in der Auffassung der

einzelnen Stellen ist indessen nicht vorhanden 'j, nur die vertausend

fachende Wirkung eines ttber Zahlzeichen hinweggezogenen Hori

zontalstriches z. B. XXX = 30 000, C = 100 000, M= 1000 000

scheint auBer Zweifek

Wenden wir uns zu den Zahlen unterhalb der Einheit, zu den

Brttchen, so stehen wir hier vor einem ausgesprochenen Duo-

dezimalsystem. Wir haben es mit einem ahnlichen Gedanken zu

tun, wie bei dem Sexagesimalsystem der Babylonier und der grie
chischen Astronomen. Nur daB dort der jedesmalige Zahler seiiier-

seits angeschrieben wurde, als wenn er als ganze Zahl vorhanden

ware, und der Nenner durch Stellung oder durch ein eigentttmliches
dem Zahler anhaftendes Zeichen, Strichelchen oder dergleichen sich

knnd gab; bei den Romern sind dagegen fttr alle ZwoUtel von -

,
bis

zu 7 besondere Bruchzeichen und Bruchnamen vorhanden. Die

Ahnlichkeit beider Systeme zeigt sich beispielsweise in Ausdrttcken

') Th, Mommsen, Zahl- und Bruchzeichen, Hermes XXII, 596—614, ins

besondere S, 603—605 iiber die subtraktive Bezeichnung, -) Th, Mommsen I.e.

") Math, Beitr. Kulturl. S. 162—165. Th. H. Martin in den Annali di mate-

matica (1863) V, 295—297. Friedlein L c. S, 28—31,
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wie anderthalb Zwolftel. Unseren Begriffen nach ist das weit um-

standlicher gesprochen, als wenn wir ein Achtel sagen; dem Romer

ist offenbar dieses Umstandlichere das Einfachere und FaBUchere,

weil er eben ein Zeichen fttr —

,
sowie fttr die Halfte von

— besitzt,

ein solches fttr
g- dagegen

nicht hat^). Auch der Grieche wttrde

nur von sieben Sechzigsteln und von 30 zweiten Sechzigsteln reden,

wenn er nicht neben und vor den Sexagesimalbrttchen die Stamm

brttche besaBe, die dem Romer fehlen. Eine weitere AhnUchkeU

zwischen den Sexagesimalbrttchen und den romischen DuodezimaL

brttchen dttrfte darin gefunden werden, daB beide von einer ganz

bestimmten Teilung hergenommen sind, also ursprttnglich benannte

Zahlen waren, bis allmahlich der Bruchgedanke ttber den des kleinen

Bogenteiles der Babylonier, des kleinen GewichtsteUes der Romer

die Oberhand gewann. Wie alt freilich die Brachzeichen bei den

Romern gewesen sein mogen, ist nicht genau zu ermitteln. Etrus

kische Inschriften^) von mutmaBUch hohem Alter enthalten das

Zeichen fl = -^
• Andererseits laBt ein Ausspruch von Varro die

Deutung zu, als sei die kleinste Brucheinheit von
-g-

As in der Zeit

vor den punischen Kriegen entstanden^). Die Frage, wie man zu

dem Systeme fortgesetzter Zwolfteilung gekommen sei, laBt sich,

gleich vielen ahnlichen Fragen, leichter steUen als beantworten.

Moglicherweise ist an die von der Natur gegebene, auf den gegen

seitigen Stellungen von Sonne und Mond am Himmel beruhende

Zwolfteilung des Jahres in Monate als Ursprung zu denken. Wenn

auch Romulus in erster Linie ein Jahr von zehn Monaten einsetzte,
so sind doch zwolf Monate von der Sagengeschichte mit dem Namen

des Konigs Numa oder des alteren Tarquinius in Verbindung gebracht,
also vielleicht alter als die romischen Gewichte.

Es erscheint zweckmaBig hier anzuknttpfen, was man ttber

das gewohnliche Rechnen der Romer weiB mit AusschluB eines

denselben vieUeicht bekannten wissenschaftlichen Rechnens,
von welchem unter Boethius die Rede sein muB. Das gewohnliche

Rechnen wird wohl auf dreierlei Art gettbt worden sein: als Finger-

^) Auch noch Volusius Maeoianus, der in der Mitte des H. S. n. Chr.

lebte (vgl. Mommsen in den Abhandlungen der Sachsischen GeseUschaft der

1 '^
Wissensch. HI, 281—285. 1853), setzt in seinen Zeichen — = _" «) VgL

8 12
-^ *

Corssen I. c. ») Varro, De re rustiea I, 10: Habet iugerum scriptula
CCLXXXVIII quantum as antiquus noster ante bellum Punicum pendebat.
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rechnen, als Rechnen auf einem Rechenbrett, als Rechnen unter Be

nutzung vorhandener Tabellen.

Das Fingerrechnen hat die alteste 'Uberlieferung fttr sich,
indem nach Plinius^) schon Konig Numa Zahlendarstellung mittels

der Finger kannte. Er lieSt namlich ein Standbdd des doppelt-
beantlitzten Janus errichten, dessen Finger die Zahl 355 als Zahl

der Jahrestage andeuteten. Ein spaterer romischer SchriftsteUer,

Macrobius^), weiB von derselben Sitte den Janus mit gekrttmmten

Fingern abzubilden, nur nennt er nicht Konig Numa als Urheber

und gibt die dargesteUte Zahl der Jahrestage zu 365 an, off'enbar

dem spateren romischen Jahre diese Zahl entnehmend, ohne daB ein

altes Bildwerk ihm vor Augen gewesen ware. Martianus Capella')
laBt die als Gottin auftretende Arithmetik die Zahl 717 mittels der

Finger darsteUen. Neben diesen Angaben ganz bestimmter durch

Fingerbeugung angedeuteter Zahlen kann man noch viele SteUen

romischer SchriftsteUer aus den verschiedensten Zeiten anftthren,

welche das Fingerrechnen im allgemeinen bestatigen. Die rechte

Hand, sagt Plautus*), bringt die Rechnung zusammen. Mit Wort

nnd Fingern laBt Suetonius^) die Goldstttcke abzahlen. Bei Quin

tilian^) ist von einer Abweichung von der Rechnung durch unsichere

oder unschickliche Bewegung der Finger die Rede, Firmicus Mater-

nus') erinnert daran, daB Anfanger im Rechnen die Finger zu Hilfe

nehmen und ahnlich bei anderen **J. Y'^ir ftthren nur eine Stelle noch

besonders an, weil sie die fortschreitende Reihenfolge von Unks nach

rechts bestatigt, welche wir zuletzt noch bei Nikolaus Rhabda (S. 514)
als Regel kennen gelernt haben. Juvenal'') laBt namlich den mehr

als Hundertjahrigen die Zahl seiner Jahre schon an der rechten Hand

zur DarsteUung bringen. Eine ausftthrliche Beschreibung, wie man

Zahlen durch Fingerbewegungen kenntlich mache, von Beda Venera-

bdis, dem schottischen Monche aus dem VII. und VHI. S., gehort
bereits der Literatur des Mittelalters an, und wird uns im 38. Kapitel

beschaftigen.
Vielleicht mit jener mittelalterlichen Verbreitung des Finger-

') Plinius, Histor. natur. XXXIV, 16. -) Macrobius, Conviv. Saturn

I, 9. ") Martianus Capella, Satura VII init. *) Plautus, 3Iiles cjloriosus

Act. II se. 3; Dextera digitis rationem computed. '*) Suetonius, Claudius

XXI , . ut oblatos au-reos voce digitisque numerctret. ") Quintilian I: si digi-

torum solum incerto aid indecoro gestu a computatione dissentit. ') Firmicus

Maternus I, 5, 14 Vides ut pri-mos discentes computos digitos tarda agitatione

dcflediint'f' **) Eine Zusammenstellung, bei -welcher auch die Kirchenvater be

riicksichtigt sind, bei Rocco Bombelli I, c, pag, 101—107, ^) Juvenalis,

Sat. X, V, 24.S siios jam dextra computat annos.
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rechnens, vieUeicht aber auch schon mit romischen Gewohnheiten

sind Spuren in Verbindung zu setzen, welche bis auf den heutigen

Tag sich erhalten haben. In der Walachei^) bedient man sich der

Finger, um das Produkt zweier einziffriger Zahlen, die groBer als

5 sind, zu finden. Die Finger jeder der beiden Hande erhaUen vom

Daumen zum Kleinenfinger aufsteigend die Werte 6 bis 10. Hat

man nun zwei Zahlen, z. B. 8 mal 9 zu multiplizieren, so streckt man

den Achterfinger (Mittelfinger) der einen und den Neunerfinger

(Ringfiuger) der anderen Hand vor. Die nach dem Kleinenfinger

hin fibrigen Finger beider Hande (2 Finger und 1 Finger) multipU-

ziert man miteinander und hat damit die Einer (2-1 = 2) des Pro

duktes. Die von den Daumen aus vorhandenen Finger mit Ein-

schluB der ausgestreckten Finger (3 Finger und 4 Finger) addiert

man und hat damit die Zehner (3 -k 4 = 7) des Produktes

(8.9 = 72). Die RichtigkeU dieser komplementaren Multipli

kation ist einleuchtend. HeiBen a und b die zu vervielfaltigenden

Zahlen, so sind 10 — a und 10 — b die noch fibrigen Finger zum

Kleinenfinger hin, a
— b und b — b die Finger vom Daumen an.

Die Regel TaBt also (10
- «)

-

(10
-

6) -k 10 («
- 5 -k & - 5)

= 100 - 10a — 10b Y ab Y 10ft Y 10& - 100 = al bilden. Der

Zweck, der erreicht wird, besteht darin, daB hauptsachlich nur der

Anfang des Einmaleins bis zu 4 mal 4 auswendig behalten werden

muB und die Erlernung der Abteilung, die mit 6 mal 6 beginnt,

erspart bleibt.

Wenn wir nun die MutmaBung wagen, es sei hier romisches

Fingerrechnen zu verfolgen, so veranlassen uns dazu die eigentttm
lichen Tatsachen, daB die romischen Zahlzeichen VI, VII, VIII,

oder IIX, Villi oder IX sehr leicht zur Beachtung der Erganzungs-

zahlen, die hier benutzt sind, ftthren konnten; daB ein ganz ahn

liches Verfahren auch bei franzosischen Bauern gefunden worden

ist; daB wir im Mittelalter ahnlichen Regeln begegnen werden, die

im 40. Kapitel zu besprechen sind; daB auch ein komplementares
Divisionsverfahren unsere Aufmerksamkeit mehrfach in Anspruch
nehmen wird, fttr welches ein anderer Ursprung als ein romischer

zunachst nicht zu Gebote steht. Y'ir sagen zunachst, denn es ware

immerhin moglich, daB auch die komplementaren Rechnungsverfahren
bis nach Griechenland verfolgt werden mttBten, wenn die notigen

Voraussetzungen, wir meinen griechische Lehrbttcher der Rechen

kunst, vorhanden waren. Wir erinnern an jenes dem Nikomachus

') D. Pick in Hoffmanns Zeitschr. fiir math, und naturw. Unterricht V,
57 (1874).
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zugeschriebene Verfahren die Quadrate von Zahlen zu finden

(S. 433j, welches zwar mit der komplementaren Multiplikation sich

nicht deckt, aber eine entschiedene Familienahnlichkeit zu derselben

nicht verkennen TaBt.

Nachst dem Fingerrechnen war bei den Romern das Rechnen

auf dem Rechenbrett ttblich und bildete einen Gegenstand des

elementaren Unterrichtes. Auch dafttr ist eine ganze Anzahl von

Stellen gesammelt worden^), welche meistens auf einen mit Staub

ttberdeckten Abacus Bezug nehmen, auf welchem man alsdann geo

metrische Figuren aller Art entwerfen konnte, welche man aber auch

imstande war durch Ziehen gerader Striche in Kolumnen abzu-

teilen, welche mit Steinchen, calculi, belegt zum Rechnen dienten.

Die sogenannte Pariser Gemme, wahrscheinlich etrnskische Arbeit,

zeigt einen Rechner, der in der Linken eine mit Zahlzeichen ko-

lumnenformig (allerdings ohne abteilenden Strich) bedeckte Tafel

halt^), wahrend er mit der Rechten Steinchen auf einen Tiscli legt.
Neben diesem somit fttr romische Ubung gesicherten Kolumnen-

abacus gab es aber auch einen Abacus mit Einschnitten und in diesen

Einschnitten verschiebbaren Knopfchen. Vier solcher Yorrichtungen '^]

haben sich bis in die neuere Zeit erhalten, darunter wenigstens eine,
deren altertttmlicher Ursprung von dem Beschreiber ganz besonders

hervorgehoben worden ist*).
Eine solche romische Rechentafel, eigens zum Rechnen, nicht

zu mehrfachem Gebrauche hergerichtet, war von Metall und hatte

acht langere und acht kttrzere Einschnitte, je einen von jenen mit

einem von diesen in gerader Linie. In den Einschnitten waren be

wegliche Stifte mit Knopfen, in einem der langeren fttnf Stttck, in

den ttbrigen vier, in den kttrzeren je einer. Jeder langere Einschnitt

war oben, also nach der Seite, wo der kttrzere Einschnitt ihn fort

setzte, mit einer Uberschrift versehen. Der Gebrauch der Rechen

tafel ergibt sich von selbst. Sie wurde mit zu dem Rechner senk

rechten Einschnitten auf eine beliebige Unterlage aufgesteUt, zu

welchem Zwecke unten an der Tafel FttBchen angebracht waren,

Dem Rechner am nachsten waren, wie wir schon andeuteten, die

langeren Einschnitte; die kttrzeren waren weiter von ihm entfernt.

Die Marken in den langeren Einschnitten bedeuteten einzelne Ein

heiten ihrer Klasse; die in den kurzeren Einschnitten galten fttnf

') Rocco Bombelli 1. c, pag, 116 3i[q. -) Zangemeister, Monats-

berichte der Berliner Akademie vom 10, November 1887, Die Tafel ist auf

S. 11 des Sonderabzuges abgedruckt. -') Deren Beschreibung bei Becker-

Marquart, Handbuch der romischen Alterthiimer V, 100, "') Claude du Mo

linet, Le cabinet de la bibliotheque de Ste. Genevieve. Paris 1692, pag, 25,

C.4,NT0B, Geschichte der Mathematik I, 3, .Vuti, 34
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solcher Einheiten. Nur der erste kttrzere Einschnitt von rechts

bildete dabei eine Ausnahme, indem dessen einzelne Marke sechs Ein

heiten bedeutete. Dieser auBerste Einschnitt (sofem man die beiden

Emschnitte, den langeren und den kurzeren, nur als Abteilungen

eines einzigen in der Mitte unterbrochenen Einschnittes betrachtet)

war namUch mit G bezeichnet und enthielt die Unzen, deren 12 auf

eine AB gingen. Die ttbrigen fttr die Asse bestimmten Einschnitte
o o o

trugen in nach links dekadisch aufsteigender Reihenfolge die Bezeich

nungen I, X, C usf. bis zu IXI oder einer MiUion. Der erste

Einschnitt von rechts aus konnte danach zur Angabe von 11 Unzen

noch dienen, wenn man die ursprttngUch so weit als moglich von

einander getrennten Knopfchen der beiden Abteilungen samtlich

gegen die Mitte des Brettes vorschob, wo die schriftlichen Bezeich

nungen standen, und so einander naherte. An diesem Orte erhielten

sie den Zahlwert von fttnf einzelnen Unzen und einer Sechsunzen-

marke. Kamen dann noch weitere Unzen hinzu, so ersetzte man ihrer

12 durch eine gegen die Mitte vorgeschobene Marke der nachsten Linie,

d. h. der Einheiten der Asse. In den folgenden sieben Einschnitten

konnte man durch ahnUches Verfahren bis zu je neun Einheiten in

jeder Klasse von den Einern bis zu MiUionen von Assen darsteUen.

So zeigten drei verschobene Knopfe in einem langeren Einschnitte

und der einzelne in dem zugehorigen kttrzeren Einschnitte gleichfaUs
nach der Mitte des Abacus fortgerttckt die Zahl 8 in der entsprechen
den Klasse an. Neben den Einschnitten der Unzen waren noch drei

kleinere Einschnitte, die beiden oberen mit je einer Marke, die

unterste mit zwei Marken versehen. Die Bedeutung dieser Ein

schnitte war den beigeschriebenen Zeichen zufolge von oben nach

unten die halbe Unze semuncia, die viertel Unze siciliquus, die drittel

Unze duella. Das alles ergibt sich aus der Betrachtung der Rechen

tafel selbst mit Ausnahme dessen, was wir ttber die notige Ver-

schiebung der Knopfchen bemerkt haben, und woffir wir eine alter

tttmliche Quelle anzugeben aUerdings nicht imstande sind. Es muB

eben der Natur der Sache nach so oder umgekehrt verfahren

worden sein, und da scheint uns, daB die Ubersicht wesentlich er

leichtert ist, wenn die wirklich zu zahlenden Knopfchen in der Mitte

des Brettes vereinigt waren, dicht bei den Zeichen, die den Wert

des einzelnen Knopfchens angaben, daB also, wo die Nutzlichkeit

den Ausschlag geben durfte, nicht leicht eine andere Y'ahl getroffen
worden sein wird, als die wir andeuteten.

Anf diesem Rechenbrette konnten, wie auf jedem ahnlichen

Apparate mit festen Marken, Additionen und Subtraktionen leicht

vollzogen werden. WoUte man multipUzieren oder dividieren, so war
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es notig die Zahlen, an welchen jene Operationen vorgenommen
werden soUten, besonders, etwa schriftlich, anzumerken, und der Abacus

vermittelte nur die Vereinigung der Tedprodukte, beziehungsweise die

Subtraktionen der aus den Tedquotienten entstandenen Zahlen.

Dabei war ein Kopfrechnen mit Benutzung des Einmaleins

nicht zu umgehen, und bei diesem konnte vielleicht die beschriebene

Fingermultiplikation Anwendung finden. Wir wissen, daB romische

Kuaben in ihren Schulen im Kopfrechnen gefibt wurden, daB dem

Vorfibergehenden die einformigen Tone des 2 mal 2 sind 4, bis bina

quatuor, welches die Knaben gemeinsam herzusingen (decantare)

hatten, entgegenzudringen pfiegten, daB damit noch andere MiBtone

sich haufig genug vereinigten, das Klatschen der Rute oder der

Peitsche und das Heulen der in solcher Weise Unterrichteten.

Kamen freilich Multiplikationen hoher Zahlen, oder gar solche

von Brfichen vor, so nutzte dem ungettbten Rechner nicht Rechen

brett noch gewohnliches Einmaleins, er muBte die Produkte von

einem tabellarisch geordneten Rechenknechte hemehmen, und

das ist es, was wir weiter oben ein Rechnen unter Benutzung vor

handener Tabellen genannt haben. Ein solcher Rechenknecht hat

sich erhalten, dessen freilich sehr spiiter Verfasser ttberdies nicht auf

italischem Boden lebte. Gleichwohl wird ein Zweifel darein nicht

gesetzt werden konnen, daB es Romisches und nur Romisches ist,
was hier vorliegt, mag auch darttber gestritten werden konnen, ob

altere Musterwerke bloB benutzt oder geradezu abgeschrieben sind.

Wir meinen den Calculus des Victorius '^), eines Schrift

steUers, der mitunter aber wahrscheinlich unrichtig auch Victorinus

genannt wird. Seine Personlichkeit bestimmt sich dahin, daB er aus

Aquitanien stammte und im Jahre 457 n. Chr. eine sogenannte Oster

rechnung, d. h. eine Anleitung zur Auffindung des richtigen Oster-

datums verfaBte. Vor oder nach diesem canon paschalis, das eine

ist ebensogut mogUch als das andere, richtete der als eifriger und

gewissenhafter Rechner von seinen Kommentatoren gerfihmte Victorius

diese Tabellen her, aus welchen Vervielfaltigungen sowohl ganzer als

gebrochener Zahlen in groBer Ausdehnung entnommen werden konnen.

Mathematischer Wert ist den Tabellen selbstverstandlich nicht bei

zulegen, Wir mfissen nur bemerken, daB auf ihnen eigentfimliche
Bruchzeichen sich befinden, verschieden von denen der alteren Schrift

steUer, dagegen sich forterbeiid durch das ganze Mittelalter.

') Vgl. Christ in den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie 1863,

S, 100—152, Dann Friedlein in der Zeitschr. Math. Phys. XVI, 42—79 (1871)

und im Bullettino Boncompagni 1871, pag. 443—463, wo der, vtde es scheint, zu-

verlassigste Text aus einer Vatitanhandschrift abgedruckt ist.

34*
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Bevor wir das Rechnen der Romer verlassen, fordert die eigen-

tumUche Anwendung eines gewissen Zahlwortes bei ihnen em Wort

der Besprechung : sexcenti = sechshundert, welches in der Bedeutung

unendlich viele bei SchriftsteUern fast jedes Zeitalters, sowed sie

sich erhalten haben, erstmalig aber bei Plautus um 200 v. Chr. vor

kommt. Wir nehmen keinen Anstand bei einer vor langer Zed ge-

auBerten Vermutung i) zu verharren, dieses sexcenti sei das chaL

daische ner. Wenn (S. 45) Chaldaer 139 v. Chr. aus Rom vertrieben

wurden, so darf man ihren damals erworbenen schadUchen EinfluB

ffir alt genug halten, daB etwa sechzig Jahre frtther ein von ihnen

oftmals unbestimmt gebrauchtes Zahlwort sich in weiteren Kreisen

einbttrgerte.
Wir leiteten diese Erorterungen, welche uns, wie man sieht,

chronologisch aber nicht mathematisch sehr weit geftthrt haben, mit

der Behauptung ein, wie die Zahlzeichen der Romer, so werde auch

deren praktische Feldmessung auf etruskische Ursprttnge zurttck

geftthrt, sei nun die "Uberlieferung eine berechtigte oder nicht. Wir

wenden uns zu diesem zweiten Gegenstande, welcher ebenfalls eine

weitlaufigere Erorterung fordert.

Der alteste uns bekannte romische SchriftsteUer, welcher mit

nicht miBzuverstehenden Worten es ausspricht, die Art, wie die Be-

grenzungen festgestellt werden, rfihre von den Etruskern her^), ist

Varro etwa 50 bis 80 Jahre vor dem Anfange der christlichen Zeit

rechnung, und von ihm aus begeguen wir dieser UberUeferung durch

Jahrhunderte.

Die Begrenzungeu, von denen die Rede ist, sind sehr aUgemeiner
Natur. Demselben Grundgedanken gehorchend finden sie sich fiberall,
wo es um gesetzliche raumUche Absonderung sich handeln kann, bei

der Anlage der Stadt wie des Lagers, bei der Vermessung des an

gebauten Landes, bei dem Grundrisse des bfirgerlichen Hauses wie des

Hauses, als dessen Eigentumer eine Gottheit gilt. Diese letztere, der

Tempel, ffihrt sogar den Namen nach dem Abschneiden (xafivaiv)
aus dem umgebenden Grund und Boden, und ein templum ist bis zu

einem gewissen Grade jedes Grundeigentum^). Wenn auch der Be

griff des Templum in der romischen Religion und alien mit ihr zu-

sammenhangenden Verrichtungen eine maBgebende Rolle spielt, er

hat sich gleichwohl so wenig aus dem des Heiligen, Gottgeweihteu

') Mathem, Beitriige Kulturl, S. 362. ^ Limitum prima origo, sicut Varro

descripsit, a disciplina Etrusca. Romische Feldmesser I, 27. [Unter dem Zitate

,,
Romische Feldmesser" verstehen wir die Schriften der Romischen Feldmesser

herausgegeben und erliiutert von F, Blume, K. Lachmann und A. Rudorff.

Berlin 1848 und 1852.] ») Nissen, Das Templum S. 7, 8, 10, 55 und hiiufiger.
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entwickelt, daB er sich mit diesem nicht einmal deckt. Eines der

hochsten Heiligtfimer in Rom, das der Vesta, war sogar kein Tem-
O '

/ O

plum. Die stadtische Anlage dagegen gehort unter den genannten

Begi-iff'. Die italische Stadt namlich entsteht nicht gleich der mo

dernen und mittelalterlichen im langsamen Yerlaufe der Zeiten von

einzelnen Hausern zum Dorf, vom Dorfe zur Stadt anwachsend. Sie

wird auf einmal geschaff'en durch eine einzige politisch-religiose Hand

lung. Sie weiB ihren Grttnder, ihr Grttndungsjahr, oftmals ihren

Grttndungstag zu nennen, den man dann alljahrlich als stadtisches

Fest feiert.

Die Bedingung, welche nun solcher Absteckung von Grenzen

die GesetzmaBigkeit verleiht, besteht darin ■•), daB der Gesichtskreis

durch zwei senkrecht zueinander stehende Gerade in vier Teile ge

schnitten werde, und daB die Geraden ein fttr allemal die Richtungen
fttr die Seiten der rechteckigen Einzelgebilde abgeben, mogen Hauser

oder Feldstttcke, Zimnier oder Tempelraume diese Einzelgebilde sein.

Die beiden Richtungen werden ttberdies nicht wdlkttrlich angenommen,

sondern sollen mit den Verbindunglinien der einander gegenttber

liegenden Haupthimmelsgegenden ttbereinstimmen.

Wir erinnern uns, daB eine derartige Orientierung religiosen
Zwecken dienender Baulichkeiten uns auch an anderen Orten be

merklich wurde, daB wir (S. 15) zum voraus ankiindigten, wir wttrden

iu der haufig vorkommenden Tatsache selbst keinen Grund erkennen,

eine Ubertragung von einem Yolke zum anderen mit Notwendigkeit
annehmen zu mttssen. Wir finden es angemessen ziisatzlich hier zu

bemerken, daB eine solche Ubertragung ffir die altitalischen Orien

tierungen weniger als irgend sonstwo anzunehmen sein wird. Jeden

falls hat hier und nur hier der Orientierungsgedanke eine Ent

wicklung genommen wie sonst nirgend, hat er die Errichtung fast

jedes Gebaudes, fast jeder Verbindung von Gebauden in so folge-
rich tiger Weise, wie wir es schon andeuteten, beeinfiuBt. Nicht

bloB ein einzelner Tempel, die romischen Gesetzen unterworfene

Y^elt war nach einem einzigen rechtwinkligen Koordinatensysteme

geordnet^), und wir \rerden auf diesen Gedanken noch zurttckzu

greifen haben.

Die Abszissenachse des gemeinsamen Systems war die Ostwest-

linie, dessen Ordinatenachse die Sttdnordlinie oder Mittagslinie.

') Agrimensoren S, 65 flgg. -) Xissen, Das Templum S, 165: „Seit

Augustus war der Culturkreis des ilittelmeeres zu einem einzigen politischen

Ganzen geschlossen worden; das Templum, welches einst auf den palatinischen

Hiigel beschrankt gewesen war, hatte sich ausgedehnt in immer weiteren Kreisen

uud anjetzt war das letzte und grosste Templum constituirt worden,"
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Allerdings zeigen die Trttmmer von Tempebi, von Stadteanlagen und

dergleichen, welche man genauer auf ihre Lage zu prufen noch nicht

gar lange begonnen hat, nicht ganz unerhebliche Abweichungen von

der wahren astronomischen Mittagslinie. Es ist ffir unsere Zwecke

durchaus gleichgfiltig, ob diese Verschiedenheiten unabsichtlich, ob sie

absichtUch entstanden sind; ob sie, wie man frfiher annahm, aus einem

ungeschickten Verfahren derer hervorgingen, welche die Richtungen

bestimmten, oder ob, wie eine jedenfalls geistreiche und genaue

Prfifung verdienende Vermutung es wiU^), die Richtung nach dem

Punkte des Sonnenaufgangs am Grfindungstage des betreffenden

Tempels in der Abszissenachse festgehalten werden sollte, einem Tage,
der selbst keineswegs wiUkfirlich angenommen wurde, sondern der

jedesmalige Hauptfeiertag derjenigen Gottheit sein muBte, welcher

das Heiligtum geweiht werden sollte.

Wir haben ffir die Grundrichtnngen uns der ganz modernen

Namen der Koordinatenachsen bedient. Den Romern hieBen dieselben

Decimanus und Cardo, offenbar sehr altertfimliche Namen, wie man

gewiB mit Recht schon daraus gefolgert hat, daB als Abkfirzung ffir

Cardo stets ein K benutzt worden ist, ein Buchstabe, der der romischen

Schrift im fibrigen schon fi-fihzeitig abhanden kam. Die Bedeutung
von Decimanus dfirfen wir heute wohl nur als unbekannt be

zeichnen^). Wie die antike Ableitung des Y'ortes Decimanus von

einem selbst mehr als zweifelhaften duocere, zweiteilen, weil der

Raum fiberhaupt in zwei Abteilungen zerfallt worden sei, sprachlich
ganz und gar unhaltbar ist, so ruht eine moderne Ableitung, welche

Decimanus einfach aus deceni entstanden wissen wiU, sachlich auf

gar schwachen FfiBen. Die Italiker, sagt man, bedienten sich von

uralters her eines Dezimalsystems. Der Zehnte macht daher die

Reihe voll, und die Linie, welche eine Flacheneinheit begrenzt, er

hielt passend von ihm den Namen, gerade wie diejenige, welche die

Flacheneinheit halbiert, die fttnfte heiBt. Wir vermogen diese

Schlttsse als genttgend nicht anzuerkennen. Zuerst wttrde man uns

nachweisen mttssen, daB die begrenzte Flacheneinheit wenigstens
nach einer Richtung die Seitenlange 10 hatte, und dann mttBte man

uns noch erklaren, wie neben dem Worte via quintalna fttr eme

QuerstraBe auch die Wortverbindung decimaua quintaria entstehen

konnte, bevor wir jene Deutung als gesichert anerkennen. Um so

zweifeUoser ist Cardo, die Angel, um welche das Y^eUall sich dreht,
die Weltachse.

') Diese Theorie ist von X is sen in seinem mehrerwiihnten 'Werke iiber
das Templum aufgesteUt. ^ Vgl. Agrimensoren S, 66 mit Nissen, Das Tem

plum S 12 und 27.
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Jedenfalls zog bei irgend einer Grttndung der Augur^) zuerst

einen Decimanus, dann senkrecht zu ihm einen Cardo, und somit

sind es zwei praktische Tatigkeiten, welche er von Anfang an aus

zuttben verpfiichtet und folgUch auch befahigt sein muBte: die Ost-

westlinie zu bestimmen und zu einer gegebenen Geraden auf dem

Felde eine Senkrechte zu ziehen.

Ffir die Bestimmung der Ostwestlinie sind drei verschiedene

Methoden durch Hyginus, einen Feldmesser etwa aus dem Jahre

100 n. Chr., beschrieben. Die erste Methode^) richtete ein zum Visieren

geeignetes Instrument, von welchem wir noch zu reden haben, nach

dem Punkte des Horizontes, wo wirklich die Sonne aufging. Diese

Richtung wurde als Ostwestlinie, die zu ihr senkrechte als Cardo

bestimmt, und, ffigte der Beschreiber im stolzen Geffihle seiner Uber

legenheit hinzu, um Mittag stimmte diese Mittagslinie nicht mit der

Wirklichkeit fiberein. Die zweite Methode^) befestigte auf geebiieter

Grundlage einen senkrechten Stift als Schattennehmer, sciotherum,
und beschrieb um denselben als Mitteljmnkt eineii Kreis, dessen

Halbmesser kleiner als die groBte Schattenlange des Stifles gewahlt
werden muBte. Sowohl des Morgens als des Nachmittags muBte der

Schatten einmal so lang werden, daB sein Endpunkt genau in dienen

Kreisumfang eintraf, und die beiden Punkte, in welchen solches statt

fand, hatte man zu beobachten und anzumerken, endlich zu verbinden.

Die Yerbindungsgerade war der gewfinschte Decimanus. Die dritte

Methode*) machte von drei ungleichen Schattenlangeii Gebrauch,

welche in kurz aufeinander folgenden Zeitpunkten, aber samtlich

vormittags, auf der Grundebene des Sciotherums verzeichnet worden

waren.

Die letzte Methode, unter deren Yorzflgen wir nur den einen

hervorheben wollen, daB sie unabhangig davon war, ob die Sonne

in einem gewissen Momente unbewolkt am Himmel stand und die

vorausbestimmte Schattenlange wirklich liefern konnte oder nicht,

setzt Kenntnisse der Stereometrie in einem MaBe voraus, daB wir

ihre Entstehung nur bei einem Schriftsteller vermuten dttrfen, dessen

') Der Name Augur wird i,nach Nissen 1. c, S, 5, Anmerkung 1) von

J, Schmidt mit aio
, audor, autumari, svxsB&ai in Verbindung gebracht,

^ Hygini gromatiei de limitibus constituendis in Romische Feldmesser I, 170.

^) Hyginus, Romische Feldmesser I, 188—189, ') Ebenda 189—191. Vgl.

Agrimensoren S, iJS—69, "tJber diese Methode hat schon Cristini geschrieben,

von welchem 1605 in Turin ein Druck-werk herauskam: Methodus inveniendae

meridiunae lineae ex tribus umbris, simul cum paraphrasi in similem methodum

conscriptum ab Hygino Augudo Liberto. Vgl, Carteggio inedito di Ticone Brahe,

Giovanni Keplero etc. con Giovanni Antonio Magini pubblicato ed illustrato da

Antonio Favaro. Bologna 1886, pag, 296, 302 und 304, Note 1.
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wissenschaftliche Bildung eine weit hohere war, als Romer
sie unserer

personUchen Uberzeugung nach je besaBen. Wir meinen, es mfisse

eine griechische Methode aus der Zeit entwickelter Stereometrie sein,

wenn es auch nicht mogUch gewesen ist, sie bei irgend einem der

uns erhaltenen griechischen Astronomen aufzufinden.

Die von uns als zweite bezeichnete Methode dttrfte, wenn auch

nicht der altesten Zeit, doch einem erhebUch frttheren Zeitalter als

dem des Hyginus angehoren. Ebendieselbe beschreibt namlich auch

Vitruvius^) um das Jahr 15 v. Chr. Andererseits kann sie in Rom

nicht frtther als frtthestens 250 v. Chr. etwa bekannt gewesen sein,

wie daraus hervorgeht, daB sie den Gebrauch einer Art von Sonnen

uhr als bekannt annimmt, wahrend eine solche nach einer Angabe
im Jahre 293, nach einer anderen gar erst 263 erstmaUg in Rom

aufgerichtet wurde ^).
So bleibt uns als altestes italisches Verfahren kein anderes ttbrig

als jenes dem Gedanken nach einfachste Hinschauen nach der Gegend,
wo die Sonne zuerst sichtbar wurde, ein Verfahren welches bei aller

Unzuverlassigkeit doch eine ertragUche Orientierung liefem kann,
wenn es zu einer Jahreszeit vorgenommen wurde, welche nicht gar

zu entfernt von der Tagundnachtgleiche lag^).
Ihm war nur ein Apparat unentbehrlich, der womoglich zwei

Zwecken zu dienen hatte: eine Richtung einzuvisieren, eine andere

Richtung senkrecht zur ersteren auf dem Felde zu bestimmen; von

einem solchen altitalischen Instrumente sprechen uns aber die Be

richterstatter unter dem Namen Groma. Auch dieses Y^ort ist nach

Ursprung und Bedeutung keineswegs ttber jeden Zweifel erhaben"*).
Die alte Annahme, groma komme von dem griechischen yvd)jj,c]v her,
ist unhaltbar, weil nicht bloB die beiden unter diesen Namen be

kannten Dinge verschieden sind, sondern auch der griechische
Gnomon, die Sonnenuhr, mit dem Namen in romische SchriftsteUer

Eingang fand. Dagegen ist nicht ausgeschlossen, daB beiden Wortem

ein und dasselbe Stammwort zugrunde liege, ein Stammwort, welches

italisch geschrieben vielleicht gnorma hieB, und ein Senkrechtes im

allgemeinen bedeutet haben mag, wie friiher yva^av. Diese gnorma
konnte sowohl in norma als in gi-oma ttbergehen. Als aber die

Romer viel spater den Gnomon der Griechen herttbernahmen, mochte

die Ableitung der Groma langst aus dem BewuBtsein geschwunden ge

wesen sein, so daB es mogUch wurde, daB beide Bezeichnungen,

') Vitruvius Lib. I, Kap. 6, § 6. ■) Agrimensoren S. 71. ") Roms Ge-

liurtstag wurde durch das Parihenfest am 21. April begangen. Nissen, Das

Templum S. 166. ^) Vgl, Agrimensoren S. 72flgg, mit Hultschs Rezension in

Fleckeisen und Masius, Jahrbucher der PhiloL
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ursprttngUch verwandt, jetzt unbedenkUch zur Benennung zweier ver

schiedener Yorrichtungen gebraucht wurden, nachdem der Heimats-

schem des alteren Wortes, wenn wir so sagen durfen, verloren o-e-

gangen war. Gegen diese im allgemeinen sehr annehmbare Auf

fassung laBt sich, soviel wir sehen, nur der eine nicht unbedenkUche

Einwand erheben, daB alsdann der Name, welchen die Groma (oder
auch crunia, wie es sich wohl findet) bei den Etruskern, welche eines

gleichen Instrumentes sich bedienten, besaB, besessen haben muB, spurlos
verloren gegangen ware, ein etwas miBlicher Umstand gegenuber von

den verschiedenen alteren und jttngeren Namen, die sich erhalten haben.

Solche jttngere Namen sind machinula und stella, und wenn von

groma der Name der Feldmesser, gromatiei, sich hergeledet hat,
eine Art amtlicher Personen, die in altester wie in jttngster Zeit eine

festgegliederte Genossenschaft, fast eine Zunft, bddeteu, wenn Groma

selbst auch den Platz in der Mitte der HauptstraBe eines Lagers
oder einer Stadt bezeichnete, wo bei der Grttndung das Instrument

aufgesteUt worden war, so laBt die Yariante stella uns erkennen,
welcherlei Gestalt jenes Instrument gehabt
haben muB. Es war der Stern, welcher zu

Herons Zeiten bereits durch die Dioptra iiber

holt noch immer bei einzelnen in Gebrauch

war (S. '-^82). Was aber aus diesem Namen

geschlossen werden konnte, erhielt zuerst

Bestatigung in der Abbildung einer Groma

( Fig. 80), die bei Ivrea auf dem Grabsteine eines

romischen Feldmessers aufgefunden worden

ist-'), undwurde vollends sichergesteUt, als eine

wirklicheGroma an den Tag kam ^). DieGroma

war ein Winkelkreuz, gebildet durch zwei in

horizontaler Ebene sich schneidende Lineale

und aufgesteUt auf einem mit Eisen beschlagenen FuBgestelle, dem

ferramentum. An den Enden der Lineale herabhangende Bleisenkel, vier

an der Zahl, wenn auch die Abbildung auf dem Grabsteine nur noch

deren zwei erkennen laBt, verburgten die wagrechte Aufstellung.

') Gazzera hat die betreffende Grabschrift 18r.4 mit 33 anderen im

XIV, Bande der II. Serie der Abhandlungen der Turiner Akademie veroffent

licht. Cavedoni lenkte dann im Bullettino archeologico napoldieno, nitova serin,

anno l'\ die Aufmerksamkeit auf den 11. Stein mit der Abbildung der Groma,

Vgl. Giov, Rossi, Groma e squadro 1877, pag. 43 und Figura 3. -) Eine

Lichtdruckabbildung derbeiLimesgrabungen inBayern ansLicht gebrachtenGroma

findet sich in einem Aufsatze von H. Schone (Jahrbuch des archaolog, Instituts

XVI, 1901) und daraus abgedruckt beiWilh. Schmidt, I'ber die Gestalt der Groma

der romischen Feldmesser. Bibliotheca Mathemrdica 3. Folge IV, 234—237 (1903).



538 26, Kapitel.

MUtels dieses Kreuzes lieBen in der Tat die beiden Handlungen

sich voUziehen, die wir den Auguren bei Absteckung des Templum

zuweisen muBten: es UeB sich das eine Lineal in die Richtung nach

dem Aufgange der Sonne bringen, und das andere Lineal zeigte dann

von selbst die dazu senkrechte Richtung an. Decimanus und Cardo

konnten abgesteckt werden. Koch eine weUere feldmesserische Yer-

richtung haben wir uns als uralt auf italischem Boden zu denken: die

Abmessung von bestimmten Strecken in gegebener Richtung, denn

die Landereien waren in lauter gleiche Rechtecke abgeteilt, deren

Seiten ursprttnglich wohl von gleicher Lange gewesen sein werden,

in spaterer Zeit im Yerhaltnisse von 1 zu 2 standen^).
Die Vereinigung der Groma mit der MeBstange genttgte als

dann bereits zur Auflosung praktisch nicht unwichtiger Aufgaben,
z. B. der Aufgabe: die Breite eines Flusses von einem Ufer

aus zu messen ohne den FluB zu fiberschreiten, eine Aufgabe, fur

welche ein bestimmter Name, fluminis varatio, bekannt ist. Bei

einem allerdings vermutUch ziemUch spaten Schriftsteller hat sich

eine Methode zur Losung dieser Aufgabe erhalten^), die wohl mit

Recht eine altitalische genannt und in Yergleich zu ganz ahnlichen

Verfahrungsweisen gebracht worden ist, zu welchen nordamerika-

nische Naturvolker unbeeinfluBt von europaischer Wissenschaft sich

aufzuschwingen vermocht haben. Das Verfahren ist namlich, wenn

auch zutretfend, ttber die MaBen schwerfaUig. Es zeichnet die nicht

unmittelbar zugangliche Lange selbst auf das Feld mittels kon-

gmenter Dreiecke und laBt sie in dieser getreuen Y^iederholung
messen, statt daB Berechnung eintrate aus Verhaltnissen von Seiten

ahnlicher Dreiecke.

Mit diesen Bemerkungen haben wir aber keinenfaUs zu wenig
der altitalischen Geometrie zugewiesen, welche somit als eine nur

dem taglischen Bedfirfnisse gewidmete eines wissenschaftlichen An-

striches entbehrende sich kennzeichnet.

26. Kapitel.

Die Blutezeit der romisclieii Geometrie. Die Agrimensoren.

Was ist bei den Romern im Laufe der Jahrhunderte aus aU-

italischer Rechenkunst, aus altitalischer Feldmessung o-eworden? Er-

') Stefien dafiir vgl. Agrimensoren Anmerkung 260. -) Romische Feld

messer I, 285—286. Vgl, Agrimensoren S, 108, Giinthers Rezension dieses

Buches in der Befiage zur Allgemeinen Zeitung, 21. Miirz 1876 und Narrative

of the travels and adventures of Monsieur Violet etc. by Capt. Marryat,
Chapter IX (Tauchnitz-Edition, pag. 64—65),
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scheint es doch unmoglich, daB eine Stadt, die als weltbeherrschender

Mittelpunkt bedeutende Manner aus alien Provinzen des groBen
Reiches anzuziehen wuBte, nicht auch von solchen zum Wobnort

gewahlt worden sein soil, welche der Mathematik sich befleiBigten.
Wenn wir nur in Erinnerung bringen, was uns beilaufig begegnete:
in Rom hat im Jahre 98 n. Chr. Menelaus Beobachtungen angestellt

(S. 412), in Rom hat um 241 Plotinus seine vielbesuchte Schule er

offnet (S. 457), in welcher gewiB auch nach damaligem Geschmacke

modernisierte altgriechische Arithmetik einen Gegenstand der Lehre

bildete. So mogen zu verschiedenen Zeitpunkten in Rom Personlich

keiten gelebt und gewirkt haben, die um Mathematik sich kfimmerten

— Spuren davon werden sich deutlich erkennen lassen — aber sie

waren beinahe verstohlenerweise Mathematiker. Y'as wir (S. 517)
schon angedeutet haben, ist jetzt nur starker zu betonen. Die ganze

geistige Anlage des romischen Yolkes war nach anderen Gehieten

gerichtet als der Mathematik, und das Y'ort Ciceros, die Geometrie

sei bei den Griechen in hochsten Ehren gestanden, deshalb sei nichts

glanzender als ihre Mathematiker, bei den Romern aber sei das MaB

jener Kunst durch den Nutzen des Rechnens und Ausmesseus be

grenzt'), hat fast ffir alle Zeiten Gfiltigkeit. Nur eine kurze Spanne
bildet vielleicht eine Ausnahme und gab AnlaB zu Anfangen einer

eigenen mathematischen Literatur, die aber bald ausartete, so daB

nur Ubersetzungen oder handwerksmaBige Yorschriften neben bei-

laufigen Andeutungen das Material liefern, aus welchem wir Be-

lehrung ziehen.

Jene Ausnabmsjieriode eroflhete sich, wahrend ein Maun an der

Spitze des romischen Staates sich befand, der selbst mathematischen

Sinn besaB und als SchriftsteUer in unserem Fache aufgetreten ist:

Julius Casar. Er hat ein Buch de astris verfaBt"), welches in der

Mitte des I. S. n. Chr. dem alteren Plinius vielfach als Quelle ffir

das XVIII. Buch seiner Naturgeschichte gedient hat, und welchem um

das Jahr 400 Macrobius das Beiwort eines nicht ohne Gelehrsamkeit

verfaBten Werkes beilegte. Dasselbe hangt, wie man anzunehmen

berechtigt ist, mit einer Aufgabe zusammen, welche Casar sich als

seiner wfirdig gestellt hatte, mit der Aufgabe der Kalenderver-

hesserung.
Das romische Jahr'), der Sage nach von Konig Romulus zu

304 Tagen angenommen, wurde durch Numa auf 355 Tage verlangert.

') Cicero, Tiiscid. Quaest. Lib. I, Cap. 2, § 5, ^ Agrimensoren S, 78 flgg,

^) Ludw, Ideler, Handbuch der mathematischen und technischen Chronologie.

Berfin 1,S26, Bd. II, S, 67 flgg,, 119— 124 und 130—132.
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womit jenes Janusdenkmal zusammenhangt, dessen gekrfimmte Finger

eben diese Zahl darstellten. Der noch immer mangelhaften Jahres-

lange wurde im Jahre 304 der Stadt durch die Decemvirn, wie es

scheint, mittels eines Schaltmonates nachgeholfeu, der alle zwei Jahre

abwechselnd mit 22 und mit 23 Tagen eingeschoben wurde. Jetzt

war das Jahr wieder zu lang, und zwar nahezu um einen Tag, denn

4 . 355 -k 22 -k 23 = 1465 = 4 366-^ • Es muBte also von Zeit zu
4

Zeit ein Schaltmonat weggelassen werden, erst regeUos, dann im

24jahrigen Schaltzyklus. So trat allmahlich eine heillose Unordnung

ein, so zwar, daB die Chronologie hinter dem wirklichen Jahre um

voile 85 Tage zurfickblieb. Casar war eben siegreich aus dem alexan

drinischen Feldzuge zurfickgekehrt ,
welcher die Jahre 48 und 47 in

Anspruch nahm, als er beraten von Sosigenes die chronologische

Frage ins reine brachte, so daB die Vermutung nahe liegt, Sosi

genes, der von Simplicius ein Agypter, von Plinius ein Peripatetiker

genannt wird'), sei selbst Alexandriner gewesen, und habe noch aus

den Schatzen der alexandrinischen Gelehrsamkeit schopfend von der

Kalenderverbesserung aus dem Jahre 238 unter Konig Ptolemaus

Euergetes I. gewuBt, deren wir (S. 329) gedacht haben. Jedenfalls

war Casars Einrichtung die gleiche, welche damals in Alexandria

getroffen worden war. Das Jahr 46 war das letzte .Jahr der Kon-

fusion, ein Name, welcher ihm geblieben ist. Die 85 fehlenden Tage
wurden in ihm eingeschaltet, und nun sollte jedes Jahr aus 365 Tagen
bestehen, und zur Erganzung alle vier Jahre zwischen dem 23. und

24. Februar oder romisch gesprochen zwischen dem dies Septimus
und sextus ante Calendas Martis ein Tag als bissextus eingeschaltet

werden, woraus der Name des bissextilen Jahres fttr das Schaltjahr
entstand.

Noch ein zweiter groBer Gedanke war in Casars Geiste erwacht

oder erweckt worden, der einer Vermessung des ganzen ronri-

sehen Reiches, wie sie unserer frttheren Bemerkung (S. 533) ge-
mliB schon insofern notig war, als das ganze Reich ein Templum sein

muBte, ein wohlorientiertes Eigentum mit gleichmaBig gerichteten,
gleichmaBig abgesteckten Grenzen. Auch fur diesen Gedanken war

Casar schriftsteUerisch tatig, wenn man einer Aussage trauen darf,
welche den Ursprung romischer FeldmeBkunst niU einem Briefe

Casars in Verbindung setzt-). Doch leider ist von diesem Briefe so

wenig wie von der astronomischen Schrift ein eigentUcher Uberrest

') tiber Sosigenes vgl. den von Baehr verfaBten Artikel in Paulys ReaL

enzyklopadie. ^) Nunc ad epistolam Julii Caesaris veniamus cptod ad huius artis

originem pertind. Romische Feldmesser I, 395,
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auf uns gekommen. War der Gedanke der Reichsvermessuiig durch

andere in Casar angeregt worden, so mttssen offenbar auch hier

Alexandriner mit im Spiele gewesen sein. Wenigstens waren es

Manner mit durchaus griechisch klingenden Namen, welchen ver

schiedenen Quellen nach Casar die Ausfiihrung seines Gedankens an-

zuvertrauen gedachte oder schon ttbertragen hatte, als er am 15. Marz

44 V. Chr. unter Morderhand verblutete.

Augustus UeB das Werk nicht unerfttllt^). Keinen Geringeren
als M. Vipsanius Agrippa betraute er mit der Leitung des ganzen

Unternehmens, und unter diesem scheint ein Oberwegemeister Balbus

tatig gewesen zu sein, der eine wie der andere vieUeicht nur mit

ihrem Namen bei der Angelegenheit beteiligt, um dem Unternehmen

wenigstens einen roniischen Anstrich zu verleihen
,
wenn es von

Romern nicht ins Werk gesetzt werden konnte. Fttblte man auch,
daB Griechen allein fahig waren das Gewttnschte zu leisten, so trug
man doch wohl eine gewisse Scheu sie den Ruhm ihrer Leistung

davontragen zu lassen, und so ist von der Reichsvermessung bald des

Augustus, bald des Agrippa, bald des Balbus die Rede, welche die

Zeit von 37 bis 20 v. Chr. im ganzen in Anspruch genommen haben

dttrfte. Gehorte, wie wir (S. 366) sahen, ein Heron Metricus zu

den tatsachlich au der Arbeit Beschaftigten, was nicht ganz zweifel

los ist, und haben wir, was ebensowenig zweifellos ist, in Heron

Metricus unseren Heron von Alexandria zu erkennen, so niuB

man zugestehen, daB der richtige Mann an den richtigen Platz ge

steUt war. Ergebnis der Reichsvermessung war die verbttrgtermaBen

einst vorhandene groBe Landkarte, welche den Namen des Agrippa

ftthrte, und welche in einer besonders dazu aufgebauteii Saulenhalle

„der Welt die Welt als Schauspiel darbot"^); Ergebnis die geograjihi-
schen Kommentarien des Agrippa, auf welche gauze Bttcher aus der

Naturgeschichte des Plinius sich sttttzen.

Die gleiche Zeit ungefahr dttrfen wir zuversichtlieh als diejenige

betrachten, wahrend welcher die mathematischen Schriften den

Romern einigermaBen bekannt wurden, deren die griechischen Feld

messer sich bei ihren Arbeiten bedienten, und deren Y^ert auch fttr

den Nichtsachverstandigen aus der Trefflichkeit dieser Arbeiten sich

erschlieBen lieB. Was das aber fttr Schriften waren, ist keinem

Zweifel unterworfen. Es war vor alien der „Heron", das feldinesse-

') Die letzte Schrift iiber die grofie Reichsvermessung ist die Breslauer

Habilitationsschrift von J. Partsch, Die Darstellung Europas in dem geogra

phischen Werke des Agrippa, 1875, Altere Literatur vgl, Agrimensoren

S. 82—84. -) Plinius, Histor. natural. Ill, 2: Orbem terrarum orbi spedandiem

propositurits erat.
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rische Handbuch des Alexandriners, welches so auf UaUschem Boden

Eingang fand. Es war aus ihm ebensowohl die FeldmeBkunst als

die FeldmeBwissenschaft zu erlernen, wenn wir diese beiden unter

scheidenden Namen weiter gebrauchen, um durch den ersteren die

eigentlichen praktischen Arbeiten auf dem Felde, durch den zweiten

die daran anknttpfenden Rechnungen zu bezeichnen, welche letztere

wir auch wohl rechnende Geometrie nennen (S. 406). Jetzt ver

drangte die vollkommenere Dioptra die altertttmliche Groma, jetzt

bttrgerten sich Regeln zur Ausrechnung der Felder ein, wahrend man

bisher vieUeicht jede derartige Regel entbehrte, ohne sie zu vermissen,

weil das ausgeniessene Land in gleichmaBigen Rechtecken von be

kannter GroBe bestehend einer Flachenberechnung nicht bedurfte, nicht

ausgemessenes Land aber seinen Besitzer nicht leicht anderte; wenig
stens wurden nur ttber Besitzstttcke mit geradlinigen, zueinander senk

rechten Grenzen Flurkarten offentlichen Glaubens angefertigt.
Um die Zeit, zu welcher unter dem Einflusse des Machthabers

die Veranderung romischen Geschmackes stattfand, welche nur zu

wenig nachhaltig sich erwies, als daB sie der Mathematik zu Fort

schritten hatte verhelfen konnen, schrieb Marcus Terentius Varro,

der Freund des Cicero, des Pompejus, in spaterer Zeit des Casar,
dessen Leben nach der wahrscheinlichsten Annahme die Jahre 116

bis 27 V. Chr. erfttUte. In politischen Kreisen spielte er trotz seiner

Beziehungen eine nur seiten und wenig hervorragende RoUe. Desto

bedeutender war die literarische Tatigkeit, der er sich hingab. Er

gebot ttber fast unerschopfliches Arbeitsmaterial, da er nicht nur Be

sitzer der groBartigsten Privatbibliothek war, sondern auch von Casar

einer offentlichen Bttchersammlung vorgesetzt wurde. Wie er aber

dieses Material zu benutzen verstand, beweist seine eigene AuBerung \i,
nach welcher er am Ende seiner siebziger Jahre 490 Bttcher ge

schrieben hatte, und so kann man wohl dem Urteile des Terentianus

Maurus, eines Grammatikers aus den Zeiten der Kaiser Nerva und

Trajan, beistimmen, der Varro den Gelehrtesteu aUer Gegenden nannte.

Die erhaltenen Schriften des Varro beziehen sich auf Landwirtschaft

und auf Grammatik und nehmen unter den Arbeiten auf diesen

beiden Gehieten einen ehrenvollen Rang ein. Um so mehr bedauern

wir den Verlust gerade der Y'erke, welche uns wichtig sein wttrden^).

') Aui, Gellius, Nodes Attieae III, 10, 17: M. Varro ibi (in primo libro

rum qui inscribuntitr Hebdomades vel De imaginibusj addit se qtioq-ue jam duo-

deciniam annorum hebdomadem ingressum esse et ad eum diem septuaginta hebdo-

madas librorum conscripsisse. -) Gast, Boissier, Etude sur la vie et les

ouvrages de M. T. Varron. Paris 1861. 'Uber die wissenschaftlichen Schi-iften,
welche zu dem letzten zu gehoren scheinen, was Varro schrieb, vgl. pag. 327
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Verloren ist eine Schrift ttber Yermessungen, mensuralia; verloren

ist ein Buch Geometrie, in welchem, nach dem Bericht des Cassiodor,
die Gestalt der Erde als eirund angegeben war, ein insoweit vej--

dienstlicher Gedanke, als damit in origineller Y'eise unter Beibehal

tung der runden Korpergestalt der Erde ihre Abweichung von der

Kugelform gemutmaBt wurde; verloren ist allem Anscheine nach ein

arithmetisches Werk Varros, Atticus sive de numeris, welches Ver-

tranius Maurus, der eine Biographie des Varro geschrieben hat, noch

im Jahre 1564 in Rom gesehen haben wilU); verloren ist auch ein

Werk aus neun Bttchern bestehend, de discipUnis, in welchem, wie

man annimmt, enzyklopadisch ttber die einzelnen Wissenschaften ge

handelt war, und welches somit das Urbild fttr viele ahnliche Sammel-

werke abgab, die uns noch begegnen werden, aber seiten mehr liefem

als einzelne fast nur znfaUig verwertbare Notizen. Die Reihenfolge
der neun Y'isseuschaften bei Varro war: 1. Grammatik, 2. Dialektik,
3. Rhetorik, 4. Geometrie, 5. Arithmetik, 6. Astrologie, 7. Musik,

8. Medizin, 9. Architektur, und es ist zweifelhaft, ob nicht die oben

erwahnte Geometrie als das hier genannte 4. Buch zu betrachten ist.

Wttrde sich eine bei Plinius vorkommende Notiz ^) auf das 8. Buch

beziehen, so hatte Varro dieses Werk in seinem 83. Lebensjahre ver

faBt. Als ganz originell ist ttbrigens auch bei ihm die Zusammen

stellung nicht anzusehen, da die griechische Wissenschaft schon den

Begriff' der freien Kttuste ausgebildet hatte, der jetzt in wechselnder

Zahl (meistens 7 artes liberates anftthrend) und in wechselnder Wahl

der Gegenstande die ganze Folgezeit bis durch das Mittelalter hin

durch beherrscht. Oh freilich Varro, der romisch gesinnte Romer,
seine Abhangigkeit von griechischen Mustern nicht teilweise zu ver

bergen suchte, wird schwerUch mehr zu ermitteln sein. Wir kamen

zu dem Gedanken an diese Moglichkeit von der Erwagung ausgehend,
daB es Varro vorzugsweise ist, der die FeldmeBkunde der Romer auf

etruskische Anfange zurttckgeftthrt hat.

Der nachste romische Schriftsteller, welchem tiefer gehende mathe

matische Kenntnisse nicht bloB in aUgemeiner Weise zuzutrauen sind,
sondern aus dessen Schriften wir Belege dafttr zu schopfen vermogen,

ist Vitruvius, der Verfasser von 10 Bttchern ttber Architektur, die

vermutlich im .Jahre 14 v. Chr. vollendet wurden und dem Augustus

zugeeignet sind. Das ist alles, was ttber die Personlichkeit des Vitru

vius mit Sicherheit gesagt werden kann. Sogar sein Beiname Yitru-

bis 331. Siehe auch Teuffel, Geschichte der romischen Literatur (III. Auf

lage) S. 288.

') Vossius, Dc scientiis mathematicis pag, 39 (Amsterdam 1650), -) Plinius,

Histor. natural. XXIX, 18, 65,
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vius Pollio schwebt einigermaBen in der Luft, indem der Verfasser

eines Auszuges aus der vitruvischen Architektur, welcher uns den

selben fiberUefert hat, eine selbst ratselhafte PersonUchkeU von ganz

unbekanntem ZeitaUer ist, der nur aus sprachlichen Grttnden meistens

fttr dem Zeitalter des Vitruvius ziemUch nahestehend und dem ent

sprechend glaubwttrdig gehalten wird. In den Schriften des Vitru

vius, sagten wir, stecken mancherlei Belege jenes mathematischen

Wissens. In einem Werke ttber Architektur findet sich an und ffir

sich an den verschiedensten Stellen Veranlassung ein solches Wissen

an den Tag zu legen, um wieviel mehr bei Vitruvius, dessen schrift

stellerische EigentttmUchkeit es genannt werden kann, daB er mit

fast possierlicher Geschwatzigkeit Bemerkungen beizufttgen und Ge

schichtchen zu erzahlen Uebt, die zu dem behandelten Gegenstande
nur in entferntester Beziehung stehen, oft aber uns erwttnschte Mit

teilungen enthalten. Uberall verrat sich dabei Vitruvius als das, als was

wir ihn zu finden erwarten muBten, als Schttler der Griechen, wenn

auch als einen solchen, der es mitunter wagt von der Ansicht des

Lehrers sich zu entfernen. Wir nennen als der Mathematik an

gehorig^) eine Auseinandersetzung ttber die GroBenverhaltnisse der

einzelnen Korperteile des Menschen; einen AbriB der arithmetischen

Harmonielehre nach Aristoxenus; eine Schilderung dessen, was nach

Vitrnvs Geschmack die drei groBten mathematischen Entdeckungen
waren: die Irrationalitat der Diagonale eines Quadrates, das pythago
raische Dreieck aus den Seiten 3, 4, 5 und die archimedische Kronen

rechnung. Wir nennen Beschreibungen von feldmesserischen Appa-
raten verschiedener Art und Anweisungen sich derselben zu bedienen.

Da ist der Gnomon mit der Bestimmung der Mittagslinie aus zwei

Beobachtungen gleicher Schattenlangen am Vor- und Nachmittage.
Da sind NivelUerungen mittels der Dioptra und ein Wegemesser. Bei

der Beschreibung des letzteren ist gelegentlich der Umfang eines

Rades von A-- FuB Durchmesser zu 12 . FuB angegeben, was ein

Verhaltnis der Peripherie zum Durchmesser von 3 : 1 bezeugt^). Wir

nennen Berechnungen des Kalibers von Wnrfmaschinen aus dem Ge

wichte der Massen, welche sie zu schleudern bestimmt waren, wobei

■) Vitruvius III, 1; V, 4; VIII, 6; IX, 1, 2, 3, 8; X, 14, 15, 17, 21. VgL
Agrimensoren S. 157 und 86—89, -) In iilteren Ausgaben des Vitruvius war der

Durchmesser des Rades zu 4 FuB angegeben, was einem tt= 12- -

: 4 = 3—

entsprache. Die letzte von V. Rose veranstaltete Ausgabe hat die in unserem

Texte angegebene Zahl 4-— als beglaubigte Lesart.
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Brttche in Menge vorkommen, allerdings nur ziemlich angenaherte
Werte hervorbringend, so daB von der Rechenkunst des Vitruvius

auch hierdurch uns keine ttbermaBig hohe Meinung erweckt wird"-).
Wir haben endlich zu dem (S. 367) zugesagten Nachweise der Ab

hangigkeit des Vitruvius von Heron ttberzugehen, eine Abhangigkeit,

welche auch die Nivellierungsmethoden in hohem Grade wahrschein

lich machten. Wir glauben es dem Auffinder der betreffenden Be-

weisstellen schuldig zu sein, seine SchluBfolgerungen im Wortlaute')

zu wiederholen, indem wir nur zur Bequemliehkeit unserer Leser die

SteUen aus A^itruvius in deutscher Ubersetzung geben und voraus

schicken, daB Vitruvius sich meistens nur auf die Griechen, (i-raeei,

als seine Gewahrsmanner bezieht, ohne Aristoteles und Archimedes

bestimmt zu nennen, wo sie sicherlich als C,>uelle dienten:

„Vitruv'') schreibt: Ist das kurze Ende (line/ula) eines eisernen

Hebels unter eine Last gebracht, und drttckt man dessen langes Ende

(caput) nicht nach abwarts, sondern hebt es vielmehr aufwarts, so be

sitzt das auf den Boden der Erde sich sttttzende kurze Ende diese

als Last, die Ecke der Last aber dient dem Drucke. So wird zwar

nicht so leicht wie beim Abwartsdrttcken, sondern ihm entgegen

gesetzt immerhin das Gewicht der Last in die Hohe geschafft.

Die entsprechende SteUe bei Heron*) lautet: Nehmen wir zuerst

an, er (der Hebel) sei dem Erdboden parallel. Der Hebel sei die

Linie afi und die durch ihn zu bewegende Last, namlich ;-, bei dem

Punkte a, die bewegende Kraft

bei dem Punkte fi (Fig. 81) . . . I J
Y'enn wir nun das bei fi befind-

-^ !

liche Hebelende heben . .

.,
dann ' ' '

beschreibt der Punkt fi einen "' YYYYYt-l

Kreis um den Mittelpunkt 8
j-.g. ,.,1

(d ist die Kante des Korpers y,

gegen welche der Hebel drfickt^)), und der Punkt u um denselben

Mittelpunkt einen kleinen Kreis. Y^enn sich nun die Linie fid zn da

verhalt wie die Last y zur Kraft bei fi, so halt die Last y der

Kraft fi das Gleichgewicht. Ist das Verhaltnis fi8 : da groBer als

das der Last zur Kraft, so hat die Kraft das Uliergewicht fiber die

Last, weil zwei Kreise um denselben Mittelpunkt vorhanden sind und

') Hultsch, Die Bruchzeichen des Vitruvius in Fleckeisen und Masius,

Jahibiicher der Philol. -) Edm, Hoppe, Ein Beitrag zur Zeitbestimmung Herons

von Alexandria S. 4—5 (Hamburg 1902), ') Vitruvius (ed, V, Rose) X, 3, 3

pag, 250, *) Heron (ed. L, Nix) II, 114 Z. 30 flgg. ") Bei Hoppe steht irriger

weise s statt S; iibrigens ist der ganze eingeklammerte Satz eine Erliiuterung

Hoppes und bei Heron nicht vorhanden.

C.-vKTOR, G-oachichte der jMathematik I, 3, Aufl. 35
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die Last sich am Bogen des kleineren Kreises und die bewegende

Kraft sich am Bogen des groBeren Kreises befindet usw.

Zunachst ist zu bemerken, daB beide denselben Fehler machen,

namlich diesen einarmigen Hebel als zweiarmigen zu behandeln. Sollte

die Heronsche DarsteUung richtig werden, mfissen die Radien der

beiden Kreise afi und ad sein, a der gemeinsame Mittelpunkt, Wah

rend man aber bei Heron sehr wohl den Grund des Fehlers einsieht,

ist bei Vitruv gar nicht abzusehen, wie er auf die Verwechslung ge

kommen sein soUte, wenn er sie nicht eben aus den auch an dieser

Stelle angerufenen ,,Graeci", d. h. Heron, abgeschrieben hat. Heron

hat namUch vorher die WeUrader beschrieben und da die Gesetze

mit Hilfe der Kreisbogen abgeleitet, so ftthrt er auch beim Hebel die

Erklarung auf die Welle zurttck. Nun hat er die Beobachtung ge

macht, daB, wenn unter dem zu hebenden Steine y das Erdreich

weich ist, das Ende a unter dem Steine in dem sandigen Erdboden

einen Kreisbogen zu beschreiben scheint, wahrend an der Kante d

scheinbar der Ruhepunkt ist. Diese Beobachtung ist irrig, denn der

Stein y wird nur gehoben, wenn das Ende a schlieBlich in dem Erd

reich doch einen Sttttzpunkt findet; bis dies geschieht, ist in der Tat

das Zusammendrfieken der Erde durch a die Wirkung eines zwei-

armigen Hebels, dagegen sobald die Last y gehoben wird, arbeitet

der Hebel als ein einarmiger. Der Fehler bei Heron ist also ver

standlich, der bei Vitruv ist unerklarlich.

Noch an einer anderen Stelle^) drfickt sich Vitruv sehr zwei-

deutig aus, so daB es mir zweifelhaft ist, ob er Heron verstanden

hat. Vitruv beschreibt nach Heron den Windebaum, vergiBt zu er-

wahnen, was bei Heron^) ausfiihrlich beschrieben ist, daB der Baum

in seinem Unterstfitzungslager drehbar seiu muB, dann sagt er am

Schlusse: eine einzige Aufstellung des Windebaums gewahrt den

Nutzen, daB er durch Neigung die Last soweit man will nach vorn

oder nach rechts oder links zur Seite niederlassen kann. Wenn diese

„Neigung" (proclinare) erfolgt, ehe die Last an den Kopf des Winde

baums gezogen ist, so ist die Yitruvsche Vorrichtung unmoglich,
denn beim Heben der Last wttrde diese sofort nach der Seite hin-

pendeln, wohin der Balken geneigt ist, und gegen die Mauer oder

den Y^agen, auf welchen sie gehoben werden soil, schlagen. Heron

hat das natttrUch gewuBt, er schreibt''): Hierauf ziehen wir die Sede

(der Winden) an, entweder mit den Handen, oder mit sonst einem

Werkzeug, und die Last hebt sich alsdann. Wenn man nun einen

"■) Vitruvius (ed, V, Rose) X, 2 pag. 246. -) Heron (ed. L. Xix) II, 202.

') Ebenda II, 204,
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Stein auf eme Mauer oder an einen beliebigen Ort bringen wdl, so

lost man das SeiP) an einem der fe,sten Sttttzpunkte, welche den

Sttttzbalken, an dem die RoUen befestigt sind, halten und zwar auf

der entgegengesetzten Seite als die, nach welcher man den Stein

bringen wiU, und der Balken neigt sich nach jener Seite, dann laBt

man das Seil mit der Rolle langsam herab bis zu dem Orte, wo

man den Stein einsetzen will. Wenn man aber den Sttttzbalken, an

welchem die Rolle befestigt ist, nicht soviel neigen kann, um die

gehobene Last an den beabsichtigten Ort gelangen zu lassen, so

bringen wir Walzen darunter an, auf denen wir sie laufen lassen,
oder treiben sie mittels Hebels so weit, bis wir sie an die beabsich

tigte SteUe bringen.
Ich habe die Heronsche Beschreibung so ausfiihrlich hier ano-e-

geben, damit sich jeder ttberzeugen kann, daB wir es mit der Arbeit

eines „Erfinders" oder doch jemandes, der die Werkzeuge genau be

obachtet hat, zu tun haben. Es mag sein, daB Vitruv auch meint,
man solle erst die Last heben und dann den Balken neigen, gesagt

hat er es aber nicht, und seine Leser konnten sehr wohl die umge

kehrte Ordnung herauslesen. Die ungenaue Beschreibung macht den

Eindruck, als ob Vitruv die Maschine nicht gesehen hatte, sondern

nach einer Uterarischen (unverstandenen) Yorlage gearbeitet habe.

Das ist typisch fttr das Verhaltnis Yitruvs zu den von ihm genannten

Graeci, d. h. Heron. Und es kann meiner Meinung nach kein Zweifel

bestehen, wie das Abhangigkeitsverhaltnis zu denken ist."

Wir wissen dieser Auseinandersetzung nichts hinzuzufttgen. Hoch

stens mochten wir deren letzte Worte dahin erganzen, daB wer die

Verwandtschaft zwischen Vitruvius und Herons Mechanik zugibt, nur
O 7

annehmen kann, Vitruvius habe die Mechanik benutzt und deren An

gaben abgekttrzt. DaB Heron die undeutliche Schilderung des Vitru

vius zu jener klaren Darstellung in der Mechanik erweitert haben

konnte, ist uns wenigstens undenkbar, und somit scheint uns die zeit-

liche Reihenfolge: Heron frtther als Vitruvius gesichert. Wer da

gegen die erwahnte Verwandtschaft leugnet oder auf gemeinsame

Abhangigkeit von einem unbekannten alteren Schriftsteller deutet,
wird zunachst als untere Lebensgrenze Herons festzuhalten haben,
daB er vor ^Menelaus von Alexandria gesetzt werden niiiB.

L. Junius Moderatus Columella^) aus Gades (Cadix) war

Mditartribun der VI. gepanzerten Legion und lebte als solcher langere
Zeit in Syrien. Yon dort heimgekehrt widmete er sich mit begeisterter

') Der Windebaum wurde durch drei oder vier Sefie aufrechtgestellt.

^ Agrimensoren S. 89—93,

35*
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AnhangUchkeU der Landwirtschaft, welche er in zwei Werken nach

einander verherrlichte. Von der ersteren kttrzeren Ausarbeitung ist

nur ein Bruchstttck erhalten, die zweite ausftthrliche Schrift ist da

gegen voUstandig auf uns gekommen. Die XII Bttcher De re rustiea,

wahrscheinUch 62 n. Chr. geschrieben, sind eine fast unerschopfliche

Fundgrube reichster Art fttr aUe Gebiete, welche zur Landwirtschaft

irgendwie in Beziehung gesetzt werden konnen, da der begabte und

gelehrte Verfasser seinen Gegenstand in weitestem Umfange behan

delt. FreiUch ist damit fttr ihn die UnbequemUchkeit entstanden,

daB man, wie er selbst klagt, ttber alle mogUchen Dinge Auskunft

von ihm begehre. Er hilft sich so gut er kann. Er zieht be-

freundete Fachmanner verschiedener Gattung zu Rate, und so gesteht
er auch zu, daB das 2. Kapitel des V, Buches, in welchem er Feld

messung lehrt, kein Erzeugnis seines eigenen Geistes sei^J. Fttr VoU

standigkeit oder UnvoUstandigkeit, sowie fttr die Richtigkeit der ge

gebenen Yorschriften sind diejenigen verantwortlich, welche ihm hier

mit ihrer Erfahrung beigestanden haben,

Zuerst macht Columella seinen Leser mit den unentbehrlichsten

AckermaBen bekannt, dann lost er neun geometrische Aufgaben je
an einem bestimmten Zahlenbeisjiiele. Allgemeine Yorschriften, wie

bei anderen Zahlenangaben zu verfahren sei, gibt er nicht; diese soil

der Leser sich selbst aus der Musterrechnung entnehmen^). Schon

an dieser EigentttmUchkeit wird man den Schfiler des Heron von

Alexandria vermuten, und die Yermutung wird zur GewiBheit, wenn

man die Aufgaben des Columella selbst ansieht. Es sind samtlich

Aufgaben, welche mit solchen in Herons Vermessungslehre oder

in den Heronischen Sammlungen oder in beiden fibereinstimmen,
wenn wir von der einzigen Verschiedenheit absehen, daB Columellas

Zahlenwerte fttr die Lange einzelner Sti-ecken dort nicht auftreten.

Wir erinnern uns, daB Heron in der Sammlung, welche die Uber

schrift Geometrie ftthrt, die Flache des Sechsecks nach zwei Methoden

berechnet. Zuerst laBt er das Quadrat der Sechsecksseite 13 mal

nehmen und dann durch 5 teden; anders, heiBt es hierauf, in einem

anderen Buche, wo die Vorschrift gegeben sei ^ und ^^ des Seiten-

quadrats 6fach anzusetzen; als Beispiel dient das Sechseck von der

Seite 30. Vergleichen wir damit Columellas 9. Aufgabe, so erkennen

wir in der Rechnung der Ffiiche des Sechsecks von der Seite 30

durch die Zahlen 900, 300, 90 und der Summe 390 dieser beideu

^) Ne dubites id opius geomdrorum magis esse quam rusticorum, clesque
reniecm, si quid in eo fuerit erratum, cuius scientiam mihi non cindico. ^ Cuius-

que generis species suhiciemus, ipiibiis quasi formulis utemur



Die Bliitezeit der romischen Geometrie. Die Agrimensoren. 549

letzten hindurch zum 6 fachen derselben Summe mit 2340 genau den

Gang und die Zahlen Herons. Heronische Formeln bieten nun auch

die anderen Aufgaben Columellas, so die 4. Aufgabe, welche das

gleichseitige Dreieck als
,^^
und

^^
des Seitenquadrats berechnet, die

s, Aufgabe, welche die Flache eines Kreisabschnittes, der kleiner ist

als der Halbkreis, aus der Sehne s und der HiJhe h des Abschnittes

nach der Formel'-
.

- ■ li Y 1 ,
findet usw. Audi die von uns als

2 14

nicht anzuzweifelnd gegebene Zeitbestimmung, Heron musse vor

Menelaus gesetzt werden, erleidet hiichstens eine Yerschiebung um

wenige Jahrzehnte, wenn wir Heron gegenwartig vor das .Jahr

62 n. Chr. hinaufzurttcken Veranlassung finden.

Etwa gleichaltrig mit Columella war M. Fabius Quintilianus,
dessen Lebenszeit ungefahr von 35—95 angesetzt wird. Er ver

faBte XII Bficher Yorschriften fttr Redner, und es ist ein glttcklicher
Zufall zu nennen, daB im I, Buche dieses Werkes eine Stelle von

mathematischer Wichtigkeit sich vorfindet, welche wir um ihrer nach

verschiedenen Seiten wirkenden Bedeutung willen in wortlicher

Ubersetzung folgen lassen'): „Wer wird einem Rechner nicht ver

trauen, wenn er vorbringt, der Raum, der innerhalb gewisser Linien

enthalten sei, mfisse der gleiche sein, sofern jene Umfassungslinien
dasselbe MaB besitzen? Doch ist dieses falsch, denn es kommt

sehr viel darauf an, von welcher Gestalt jene Umfassung ist, und

von den Geometern ist Tadel gegen solche Geschichtsschreiber er-

hoben worden, welche da glaubten, die GroBe von Inseln werde zur
7 iD 7

Geniige durch die Dauer der Unischiffiing gekennzeichnet. Je voU-

kommener eine Gestalt ist, um so mehr Raum schlieBt sie ein.

SteUt daher jene Umfassiingslinie einen Kreis dar, welches die voU

kommenste der Gestatten der Ebene ist, so schlieBt sie melu- Raum

ein, als wenn sie bei gleicher Kttstenstrecke ein Quadrat bildete.

Das Quadrat hinwiederum schlieBt mehr Raum ein als das Dreieck,
das gleichseitige Dreieck mehr als das ungleichseitige. Doch dieses

andere mag vieUeicht zu dunkel sich erweisen; verfolgen wir dagegen
einen auch dem Ungettbten sehr leichten Yersuch. Es wird nicht

ivohl irgend jemandem unbekannt sein, daB das MaB des Jucharts^)

240 FuB in die Lange betragt, wahrend es nach der Breite um die

Halfte sich off'net; was also der Umfang ist, und wieviel Feld er

in sich schlieBt ist bequem zusammenzubringen. Aber ISO FuB an

') Quintilianus, Institutiones arutoriae (ed. Halm, Leipzig ls68i I, 10,

:i9—45 (pag, 62). =^) juijerum ist das romische DoppelfeldmaB ,
welches z, B,

Varro definiert hat: Jugerum didum iundis duobus adibus quadredis.
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jeder Seite bdden dieselbe Ausdehnung der Grenzen, dagegen weit

mehr von den vier Linien eingeschlossenen Flachenraum. Wer wider-

wiUig ist das auszurechnen, kann dasselbe an kleineren Zahlen lernen.

Je 10 FuB ins Quadrat sind 40 FuB ringsum, inwendig 100 FuB.

Sind je 15 FuB seitlich, je 5 in der Fronte, so wird man bei gleichem

Umfange von dem, was eingeschlossen ist, den vierten Ted ab

ziehen mttssen. Wenn aber 19fttBige Seiten nur um je 1 FuB von

einander abstehen, so werden sie nicht mehr QuadratfuBe in sich

fassen, als die Zahl, nach ivelcher die Lange wird gezogen worden

sein. Die Umfassungslinie aber wird von derselben Ausdehnung sein

wie die, welche 100 QuadratfuB enthalt. Y'as man also von der

Quadratgestalt abzieht, das geht auch von der Menge zugrunde. Es

kann folglich auch das erreicht werden, daB mit einem groBeren

Umfange eine geringere Menge Feldes eingeschlossen sei. So in der

Ebene, denn daB bei HttgeUi und Talem die Bodenflache eine

groBere ist als die der darttber befindlichen Himmelsdecke, liegt auch

fur den Unerfahrenen zutage." Y^ir haben diese Stelle wiederholt

frfiher beigezogen. Wir haben (S. 173) mit ihr belegt, daB irrige

Meinungen fast zaher festgehalten werden als richtige. Y^ir mochten

beinahe entschuldigend erganzen, daB Romer, deren Felder, wie wir

gesehen haben, tatsachlich gleiche Gestatten besaBen, leichter dem

gerfigten Irrglauben verfallen konnten. Durften sie doch beinahe

dem Beispiele, durch welches Quintilian sie eines Besseren belehren

wollte, entgegenhalten, solche Felder von 180 FuB ins Quadrat kamen

nicht vor. Zweitens ist, wie uns scheint, durch die Satze tiber den

Flachenraum der verschiedenen, weniger voUkommnen und voU-

kommneren, Figuren der Beweis geliefert (S. 357), daB Zenodorus,
welchen man fttr den Erfinder jener Satze halt, vor Quintilian gelebt
haben niuB, wodurch mindestens eine untere Lebensgrenze ffir den

selben gewonnen wird, die weit hoher hinaufreicht als das Zeitalter

des Pappus. Drittens endlich ist uns Quintilian ein Beispiel fast

heimlicher Beschaftigung mit mathematischen Dingen, wie wir sie

oben (S, 539) angekttndigt haben, er weiB, daB er von seinen Lesern

nicht verstanden werden wird, daB er mit seinem Wissen vereinzelt

dasteht, aber er kann es doch nicht unterlassen wenigstens nebenbei

Satze zu erwahnen, die ftir ihn Interesse besitzen.

Dem Geburts- wie dem Todesjahre nach wieder nahe bei Quin
tilian wird Sextus Julius Frontinus') von 40—103 angesetzt.
Er gehorte dem Staatsdienste an, wahrend Yespasianus, Titus, Do-

mitianus, Nerva und Trajanus als Kaiser aufeinander folgten. Unter

') Agrimensoren S. 93 flgg.
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Doniitianus' Regierung scheint er mit A'orschriften ttber die Feld

meBkunst erstmaUg als SchriftsteUer aufgetreten zu sein. Kriegs-
wissenschaftliche Schriften folgten rasch. Ein uns einzig vollstandig
und unverfalscht durch fremde Zutaten erhaltenes Werk in zwei

Bttchern ttber Wasserleitungeni), unter Nerva begonnen, unter Trajan
etwa im Jahre 98 beendigt, bddet den SchluB seiner schriftsteUe-

rischen TatigkeU. Fttr die Geschichte der Mathematik bietet es

kaum etwas mit Ausnahme von ziemlich zahlreichen Berechnungen
von Umfttngen von Y^asserleitungsrohren aus ihren Durchmessern,

bei welchen die Verhaltniszahl ^ = 3— benutzt ist, sowed die

romischen Duodezimalbrttche, mit denen allein operiert ist, es gestatten
die Verhaltniszahl zu erkennen. Wenn Frontinus in der Vorrede

zu dieser Schrift sagt : nachdem Kaiser Nerva ihn dem samtlichen

Y'asserwesen vorgesetzt habe, schreibe er dies Bttchlein um sich

selbst ttber seine Pfiichten klar zu werden, es konne dann moglicher
weise auch seinen Nachfolgern im Amte sich nfltzlich erweisen; was

er dagegen frtther geschrieben, habe sich stets auf Dinge bezogen,
mit welchen er durch lange Ubung vertraut war, und sei daher der

Hauptsache nach mit Rttcksicht auf die Belehrung seiner Nachfolger

entstanden, so sind diese Bemerkungen reichhch dazu angetan uns

den Verlust des feldmesserischen Werkes bedauern zu lassen. Y'ir

wissen nur aus einer Randbemerkung-) eines Schreibers vermutlich

zu Anfang des XII. S., daB dieser ein Buch des Frontinus gekannt

hat, in welchem Flacheninhalte von Viereckeu berechnet wurden.

Wir wissen ferner von einzelnen Stellen aus jenem feldmesserischen

Werke und von der fast wortUcheu Y^iederkehr solcher Stellen in

einem berfihmten Buche aus dem Anfange des XHI. S. '), welche die

Vermutung erweckt, gewisse dort beschriebene und, wie der Ver

fasser sich ausdrfickt, alten Weisen zu verdankende feldmesserische

Operationen mochten, wiewohl in den Fragmenten des Frontinus selbst

fehlend, ursprttnglich von ihm beschrieben worden sein.

Die uns erhaltenen Bruchstttcke des Frontinus finden sich ver-

euiigt mit anderen ffir die Geschichte der Mathematik hochwichtigen

Fragmenten in einer Sammelhandschrift, welche von 1566—1604 im

Besitze von .J(diannes Arcerius in Groningen war und deshalb von

') Vgl, iiber dieses Werk eine kleine Druckschrift des New Yorker Wasser-

bauingenieurs Clemens Herschel, Ero'ntinus and his two books on the ivater

supply of the city of Birmc, die den Inhalt einer von ihiem Verfasser am 2, Fe

bruar 1894 in der Cornell-Lniversitiit gehaltenen Vorlesung wiedergibt, -j Agri

mensoren S, 94 und Anmerkung 186, ^) Agrimensoren S 179 flgg, iiber Frontinu-i

uud Leonardo von Pisa.
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dem nachfolgenden Eigentfimer Petrus Scriverius iu einer Beschrei-

bung aus dem Jahre 1607 den Namen der arcerianischen Hand-

schrift erhielt, als welche sie heute noch bekannt ist^). Sie ist

eine der altesten groBeren Handschriften, welche man fiberhaupt

besitzt, und nach dem Urtede der Fachgelehrten nicht spater als

im VIL, vielleicht schon im VI. S. niedergeschrieben. Man nimmt

an, es seien um das Jahr 450 aus alteren Schriften, samtlich auf

Gebietseintedung, Agrargesetzgebung und dergleichen bezfiglich, anit-

liche Auszfige veraustaltet worden als rechtswissenschaftlich-statisti-

sclies Nachschlagebuch ffir Verwaltungsbeamte des romischen Kaiser-

reichs, und eine wieder um ein oder anderthalb Jahrhundert jttngere
Abschrift dieser Sammlung sei als Codex Arcerianus auf uns ge

kommen, die sauber und schon geschriebene Arbeit eines vieUeicht als

Beamter sehr brauchbaren Mannes, der aber von Feldmessung wenig
oder gar nichts verstand und daher zu den Fehlern, welche bereits

in seiner Yorlage vorhanden gewesen sein mogen, noch weitere nicht

seltene eigene Versehen und Schreibfehler hinzufttgte. Man sieht, daB

es insofern keine sehr reine Quelle ist, aus welcher wir genotigt sind

unser Wissen zu schopfen. Es steht keineswegs fest, daB die ver

schiedenen Bruchstttcke gerade von den Schriftstellern herrtthren,
welchen sie zugeschrieben sind; es steht keineswegs fest, wie die

Namen, welche mitunter in mehrfachen Schreibformen vorkommen,
wirklich gelautet haben ; es steht keineswegs fest, wann die Trager
dieser Namen gelebt haben, ob, wie man aus ihrer Vereinigung und

aus manchen anderen Umstanden schlieBen mochte, sie alle etwa der

Zeit von 50 bis 150 angehoren, d. h. dem Jahrhundei-te, in dessen

Mitte Kaiser Trajan lebte, unter welchem, wie wir uns wiederholt

erinnern wollen, Menelaus von Alexandria in Rom seinen Aufenthalt

aufgeschlagen hatte, oder ob man fttr sie zum Teil wesentlich spaterer

Datierungen bis um das Jahr 400 sich bedienen muB.

Inmitten dieser Zweifel begnttgen wir uns die Nameu der Feld

messer Frontinus, Hyginus, Balbus, Nipsus, Epaphroditus,
Vitruvius Rufus, die als Verfasser kleinerer oder gi-oBerer Bruch

stttcke") genannt sind, anzugeben, ferner kurz zu berichten, was man

') t'ber den Codex Arecrianus der Wolfenbiittler Bibliothek vgl. Agrimen
soren S, 95, 2) Die Bruchstiicke des Epaphroditus und Vitruvius Rufus vgl.
Agrimensoren und Un nouveau texte des traites eParpentage d de giiomdric d'Epa-
phroditus d dc Vitruvius Bufus jntblic d'apres le Ms. Latin 13084 de la Bibl'io-

thi-cpu- Boyede de Munich par Victor Mortet arec une introdudion de Paul

Tannery. Notices d Extra-its etc. T, XXXV, 2'= Partie (Paris 1896); afie iibrigen
s. Romische Feldmesser L Cbersetzungen wichtiger Teile bei E. Stoeber,
Die romischen Grundvermessungen. Miinchen 1877,



Die Bliitezeit der romischen Geometrie. Die Agrimensoren, .553

von den Personlichkeiten des Hyginus und des Balbus weiB, und

schlieBlich ein Gesamtbild der in jenen Bruchstttcken enthaltenen

mathematischen Kenntnisse zu geben, ohne eine genauere Zeitbestim

mung daran zu knttpfen als diejenige, daB alles vorhanden war, als

der Schreiber des Codex Arcerianus es zu Papier brachte.

Der Name Hyginus tritt mehrfach in der romischen Literatur

auf. Hyginus, ein Zeitgenosse des Augustus, hat ein astronomisches

^Verk verfaBt. Ein Militarschriftsteller Hyginus hat ttber die Anlage
von Lagern mutmaBlich zwisi.-lien 240 und 267 gehandelt M- Von

beideu verschieden ist der Feldmesser Hyginus, der unter Trajan
lebte und ein groBeres feldmesserisches Werk wahrscheinlich im

•lalire 1G3, im Zwischenraume zwischen den beiden dacischen Kriegen

verfaBte^).

Auch der Name Balbus tritt mehrfach auf. Wir haben einen

Oberwegemeister Balbus aus der Zeit des Augustus zu nennen ge

habt, dem die Aufsicht ttber die groBe Reichsvermessung ttbertragen
war. Der Balbus, von welchem uns Bruchstttcke ttberliefert sind, ge
hiirt der trajanischen Zeit an'). Er begieitete den Kaiser auf seinem

dacischen Feldzuge, und nach errungenem Siege, mithin 10.3 oder

wenn der zweite Feldzug gemeint war spatestens 117, nach Hause

zurttckkehrend, richtete er eine feldmesserische Schrift an eineii

(.lelsus, welcher nicht genau bekannt ist, aber den AVorten des

Balbus gemaB eine erste Autoritat des Ingenieurfaches gewesen

sem muB.

Die anderen Namen Marcus Junius Nipsus, Epaphroditus,
Vitruvius Rufus sind auBer iu Verbindung mit den ihnen zuge-

schriebenen Bruchstttcken nicht naher bekannt Den erstgenannten,
wahrscheinlich einen griechischen Freigelassenen eines Riimers aus

dem Hause der Junier, hat man gewichtige Griinde nicht spater als

in das II. S. zu setzen. Um jene Zeit dfirfte namlich das Geschlecht

der Junier erloschen sein, um jene Zeit wurde es auch Sitte vier,

fttnf, sogar sechs Namen nacheinander zu ftthren, wahrend Marcus

Junius Nipsus wie in guter alter Zeit nur Pranomen, Nomen und

Cognomen erkennen laBt.

Fassen wir samtliche Schriftsteller des Codex Arcerianus zu

sammen, so laBt sich unschwer bestiltigen, was wir schon vorher

behaupten durften: auch diese Feldmesser sind als Schttler des Heron

von Alexandria anzusehen, daneben vielleicht noch anderer grie-

') H, Droysen im Rhein. Museum fiir Philologie 1^1875) XXX, 469.

-) Lachmann in Romische Feldmesser II, i:!9 und Hultsch, Serijitarcs "inetro-

Ivgiei ll. Prolegomena pag, 6, ■') Romische Feldmesser I, 91, 93 und II, 146 flgg.

(Mommsen).
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chischer Schriftsteller; auch sie bedienten sich des andern Buches

von Herons Geometrie, sei es im Originale, sei es in emer latei

nischen 'Ubersetzung, deren Vorhandensein fredich nur daraus er

schlossen ist, daB es unwahrscheinUch gefunden wird, daB Feldmesser

untergeordneten Geistes imstande gewesen sein soUten den Urtext zu

verstehen. Andrerseits konnte fredich die Art, wie der Text dieser

Feldmesser mit dem Herons in Ubereinstimmung tritt, eine Uberein

stimmung, die mitunter einem Gegensatz ahnelt, zur Vermutung

ftthren, sie hatten ein in fremder Sprache geschriebenes Buch miB

verstanden, oder aber, wenn sie selbst griechischen Stammes waren,

sie batten sich in der ihnen fremden lateinischen Sprache nur mangel-

haft auszudrttcken gewuBt.
Es lassen sich bei ihnen alien ahnlich wie bei Heron gewisse

Hauptabschnitte erkennen, von welchen freilich bei dem einen Schrift

steller der eine, hei dem anderen der andere bevorzugt wird : sie

werden gebildet durch MaBbestimmungen, durch geometrische De

finitionen, durch praktisch feldmesserische Yorschriften, durch rech

nende Geometrie, wozu noch bei Epaphroditus und Vitruvius Rufus,

ffir welche gemeinschaftUch ein groBeres Bruchstfick durch den

Schreiber des Codex Arcerianus beansjimcht ist, ein Abschnitt fiber

Vieleckszahlen und Pyramidalzahlen kommt, wold einen anderen Ur

sprung verratend als Heron, in dessen Schriften, wenigstens soweit

die uns erhaltenen Sammlungen AufschluB geben, derartiges nicht

vorkam.

MaBbestimmungen und Definitionen waren ffir jeden notwendig,
der ohne Geometer zu sein Geometrisches lesen woUte oder muBte.

Sie hier zu treffen kann uns daher nicht in Erstaunen setzen, und

wir bemerken nur, weil gerade die Gelegenheit sich bietet, daB Pa

rallellinien durch lineae ordinafae fibersetzt sind^), das "Wort, welches

viele Jahrhunderte spater ffir die einer bestimmten Richtung paraUelen
Geraden (Ordinaten) in Anwendung blieb und uns als einem schon

bei den Griechen insbesondere bei ApoUonius (S. 337) vorkommenden

Ausdrucke nachgebildet erscheint. Dem Charakter des Verwaltungs-
handb aches gemaB, welchem es nicht auf die Auffindung von Ent

fernungen, nicht einmal auf die Ausmessung von Grundstficken,
sondern auf die Rechtsverhaltnisse schon ausgemessener Felder and

etwa auf die Berechnung ihres Ranminhaltes aus gegebenen Aus

dehnungen zum Zwecke von Versteuerung und dergleichen ankam,
sind die Stficke fiber das, was wir FeldmeBkunst nennen, am karg-
lichsten vertreten, und wir wissen aus dem Vorhandenen kaum mehr,

') Agrimensoren S, 98.
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als daB Entsprechendes aus der Feder eines Frontinus, eines Balbus,
eines Celsus einstmals vorhanden gewesen sein niuB. Schon um

dieser wichtigen Gemeinsamkeit des Inhaltes wiUen und wegen des

vereinigten Yorkommens der Bruchstucke m dem mehrgenannten
Codex Arcerianus wollen wir fttr die Verfasser derselben un.s eines

haufig benutzten Sammelnameus bedienen nnd sie die Agrimen
soren nennen.

Die Schttler des Heron erkennen wir in ihnen ferner an einer

ziemlichen Anzahl von Wortem, die als genaue Ubersetzungen er

scheinen '^). Die Scheitellinie insbesondere heiBt, ^rie wir uns erinnern,
bei Heron xogvcp^'i, bei den Agrimensoren verte.i- oder coraustiis, letz

teres eine ofi'enbare Verstttmmelung von xoQvQxog (se. yQuuuij)''').
Wird in einem Dreiecke eine Senkrechte aus der Spitze auf die

GruncUinie gefallt, und triift sie dieselbe zwischen ihren Endpunkten,
so bildet sie einen Abschnitt, der bei Heron (':7roro,u);, bei den Agri
mensoren praeeisiira heiBt. Trifft die Senkrechte jenseits des End-

punktes auf die Grundlinie, so entstelit eine Uberragung, bei Heron

ExfiXrj9ai6u, bei den Agrimensoren eieet-nra. W^enn die Aufgabe ge

stellt ist, leitet Hi-ron die Auflosung mitunter durch die AVorte Ttoiai

ovrog, die Agrimensoren durch sie epiaeres ein, haufig abgekttrzt in

S. (,•., wiewohl man auch versucht hat S. Q, als Abkttrzung von .sv-

cpiitnr zu deuten^) und sich daranf sttttzt, daB in einem dem IX, oder

X. S. angehorenden Mttnchner Manuskripte dieses Y^ort an Stelle des

S. Q. mannigfach abgekttrzt erscheint. Y'enn Heron das rechtwinklige

Dreieck 6Q9oyd)viov, die dem rechten AVinkel gegenttberliegende Seite

vxoxalvovOa, einen Schenkel des rechten Y^inkels xdOaxog, den Flachen

inhalt aufiudov, die Ausmessung nach FuBen TiodiO^dg nennt, so schreibt

ein Agrimensor fast die gleichen Y^orter nur mit lateinischen Buch-

staben, so daB sie bei ihm Itiirfngoniuin, hypoteniisa, cliafcfiis, embadttin,

piidisiiius lauten.

Gleichwie bei Heron findet sich die Berechnung der Flache des

Dreiecks aus seinen drei Seiten. Aufgaben fiber Dreiecke. in welchen

eine Hohe gezogen ist, sind geradezu wortlich aus Herons tteoinetrie

fibersetzt. Wie bei Heron sind rationale rechtwinklige Dreiecke an

gegeben, ausgehend von ungeraden sowie von geraden Zahlen. Die

heronische Berechnung des gleichseitigen Dreiecks findet sich zwar

nicht vollstandig, aber doch ist dessen Einwirkung unverkennbar.

') Genauere Beweisfiihrung des hier Behaupteten in unseren „Agi-imen-
Boren'- ^) Die.sc Ableitung wurde 184ii durch Gottfried Hermann gegeben.

Vgl. Zeitschr. .Math, Phys. XX. Histor,-liter, Abtlg S. 68, ") Tannery in einer

FuBnote zu Un -nouveau texte d'arpentage etc. Notices et extraits XXXV, 2' Partie,

pag, 532 (pag. 26 des Sonderabdrucks),
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Das gleichseitige Dreieck von der Sede 30 habe, heiBt es namlich,

als Quadrat der Seite 900, als Quadrat der halben Sede 225, als

Hohe 26 und darin Uegt eingeschlossen, daB nach der Ansicht des

A'erfassers 26 = ]/900"- 225 = l/675 = 15 yS sei, also "[/S = ^g

wie bei Heron. Wir bedttrfen wohl nicht einer noch genaueren Be

weisftthrung fttr die Abhangigkeit der Agrimensoren von Heron von

Alexandria und wollen vielmehr auf einige Dinge aufmerksam machen,

welche in unserem Heron nicht ermittelbar, doch ohne Zweifel griechi-
scheu Ursprungs gewesen sein mttssen.

Unter dem Namen Nipsus ist die Aufgabe ttberliefert, aus der

Flache A und der Hypotenuse li eines rechtwinkligen Dreiecks die

Katheten c^ und e., zu finden. Die Auflosung wendet die Formeln

6-^ + fjj
= y/jS + 4A, q

—

c, = ]/F^- dA an. Dabei ist dem

Schreiber das Versehen begegnet bei dem Satze „der Podismus der

Hypotenuse betragt 25 FuB" das wichtigere Wort Hypotenuse zu ver

gessen und nur zu schreiben „der Podismus betragt 25 FuB" Wir

werden uns diesen interessanten Schreibfehler zu merken haben, welcher

uns im 39. Kapitel dienen wird, im Codex Arcerianus die Quelle eines

Werkes aus dem X. S. zu erkennen.

In dem als von Epaphroditus und Vitruvius Rufus herrfihrend

bezeichneten Bruchstficke ist der Durchmesser des in ein recht

winkliges Dreieck beschriebenen Kreises als der Rest berechnet,
welcher bei Abziehung der Hyjiotenuse von der Summe der beiden

Katheten iibrig bleibt.

Ebenda wird die Oberflache vou Bergen nach einer Niihemngs-

methode berechnet, welche derjenigen nahe verwandt ist, von der

(S, 489) unter dem Namen des Patrikius die Rede war, welche aber,
da sie, wie wir dort bemerkten, fast wahrscheinlicher uralt ist, zur

Datierung des Epaphroditus nichts beitragen kann, auch wenn wir

genau wttBten, welcher Patrikius in der betreff'enden Stelle gemeint
ist. Die Berechnung erfolgt, indem das arithmetische Mittel von drei,
ein andermal von zwei Kreisperipherien als durchschnittlicher Umfang
des Berges das eine Mal mit dessen Hohe, das andere Mal mit der

halben Summe zweier au Abhangen von verschiedener Stedheit zu

messenden Hohen vervielfacht wird.

AVieder in einer anderen Aufgabe ist mit Hilfe eines massiven

gleichschenkUgen rechtwinkUgen Dreiecks, langs dessen Hypotenuse
man bei horizontaler Lage der einen Kathete den Gipfel eines Bauuies

einvisiert, eine der vertikalen Hohe des Baunies gleiche Entfernung
von seinem FuBe bestimmt, die alsdann abgemessen werden kann
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und somit eine Hobenmessung liefert i), welche von der Benutzung
des Schattens absieht; eine Methode, welche sowohl an sich be

merkenswert ist, als auch dadurch, daB sie durch die in einem

Zwischensatze hervorgehobene AusschlieBung der Schattenbeobachtuug

bestatigt, daB die Hobenmessung aus dem Schatten, das A^erfahren

also, welches man bis auf Thales zurttckzuftthren Uebt, die Regel
bildete.

Am merkwfirdigsten sind einige Paragraphe des gleichen Frag

mentes, welche mit arithmetischen Satzen sich beschaftigen, und zwar

merkwttrdig nach zwei Richtungen: erstlich dadurch, daB sie er

kennen lassen, was einzelne in Rom aus off'enbar griechischer QHielle

einmal gewuBt haben, zweitens dadurch, daB sie bezeugen, wie

spatestens zur Zeit der Abfassung der Sammlung, welche uns als

QueUe dient, die Dinge bereits miBverstanden wurden. AA'ir haben

(S. 361) bei Hypsikles um 180 v. Chr. die Definition der rteii niecks-

zahl kennen gelemt als 2^',,, = 1 -k (in — 1) -|- (2 in
— 3) Y

Y (1 Y 'I'
— 1) (nt

—

2)). Wir haben (S. 486) bei Diophant um

3on n. Chr. vielleicht allerdings aus frttherer Quelle die beiden

Gleichungen auftreten sehen «)„ = "-—- - -—-

"^ ^
- -'

'= -'-
b t III — 2

und
Ys [m — 2 , //■ -f [in - 4)- — 2
-Y Y-Y Y._._

+ 1
m — 2

Diese beiden Formeln

nun, welche bei bekannter Ordnung m einmal die Yieleckszahl aus

ihrem oberen Index r, das andere Mal jenen Index r aus der rten

A^ieleckszahl ableitet, kommen in unserem Fragmente vor, zwar nicht

wie bei Diophant als in Y^orte gekleidete aUgemeine Formeln, aber

in ihrer Anwendung auf die Vieleckszahlen aufeinanderfolgender

Ordnung von der Dreieckszahl bis zur ZwoU'eckszahl, mit zwei

Rechenfehlern, wo es um Fttnf- und Sechseckszahlen sich handelt,

Dort ware namlich richtig 71', = -

., , 7)^; =—

o^"-, wahrend die

irrigerweise statt der Subtraktionen in den betreffenden Zahlern

vorgenommenen Additionen die falschen Formeln j^i
= "'^

., >

ji'ii = - -—-" hervorbrachten, nach welchen gerechnet ist. Es ist

gewiB berechtigt, daraus den SchluB zu ziehen-), daB dabei die

allgemeinen A\'ortformeln den Aiisg;iugsjiunkt bddeteu, denn es ist

unendlich viel wahrscheinlicher, daB zwei Fehler mangelhafter Sub

stitution vorkommen, als daB bei der Einzelbetrachtung der aufein

ander folgenden A^ieleckszahlen zwei in Rechenfehler ausartende

^) ut sine iimbriis solis et lunae mensiiris ^Agrimensoren S, 215, lin, 8—9).

-") Agrimensoren S. 126.
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Schreibfehler just bei niedrigem Werte von m sich hatten ein-

schleichen sollen. In der Tat sind in der Mttnchner Handschrift die

richtigen Formeln an dieser Stelle benutzt.-')
Auch eine merkwttrdige Formel ftir Pyramidalzahlen laBt aus

den Einzelfallen sich erkennen, deren Ableitung freilich nirgend ge

geben ist, aber nachtraglich sich leicht erraten laBt, ohne irgend
Kenntnisse in Anspruch zu nehmen, welche nicht bei den Griechen

sich nachweisen lieBen. Nennt man die Summe der r ersten mecks-

zahlen die rte meckige Pyramidalzahl und schreibt daftir P^„, so ist

die Definitionsgleichung P^n = p,„ Y pin Y ■ Y p'm ■ Nun nehmen

wir an, es sei ausgehend von dem bekannten Satze

a}-fi"-=(aYfi) (cc-fi)
die Umformung vorgenommen worden:

[{m
—

2) {2r
—

1) -k 2]
^
—

{m
—

4)
=

8 (m ~

2)

[{m-- 2) (2r — 1) + 2 -f ())!
—

4)] [{m — 2) (2r —- 1) + 2 -

-{m -4)]
8 (to

— 2)

{m — 2 1 2 J- [(to
— 2) 2 r -f 8 — 2 m] m — 2

_^

8 lm — 2)
~~

2
'

m — 4
r

o

Setzt man die entsprechenden Werte in alle Vieleckszahlen vou jhn

bis p[, ein, so erhalt man

■

J':.-"7'(i^ + -" + -- + -)-^(n-2 + -- + o.

Aber spatestens zu Archimeds Zeiten (S. 313—314) war bekannt

1 + 2 + . . + r = '^'^-') nndVY2"-Y--Yr"- =
r(r +

V^2r
Y ^ '

^

wenn auch letzteres noch nicht in der kurzen Form, deren wir uns

bedienen. Diese Werte liefern

_

«j — 2 r(r 4- 1) (2)- -f 1) Hi _ 4 r{r + 1)
2"

'

""6 2 2

beziehungsweise

_ ^-f- 1 r2(m —

2) ., 2(hj — 4) m~2 m — i 1
~

Q

"

L" 'Y^
'"

Y'-
'■ +

-

--Y"
''

2"' 'J

und dieser letzteren Formel bedient sich der romische SchriftsteUer.
Ja er kennt sogar die Summierung der r ersten Kubik-

') Un -nouveau texte d'arpentage dc. Notices d E.vtraits XXXV, 2" Partie,
pag. 540—541 (pag. 34—35 des Sonderabdrucks).
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zahlen: 1^ + ^3 _,_ . _^ ,;.3 _ (^''0'
+

D^- ^^^^^.j^ j^jg^ j^^. jj^ ^^j.

findung des AA'eges, auf welchem ein Grieche zu dieser Formel ge

langen konnte, mag er nun geheiBen und gelebt haben wie und wann

er wolle, nicht aUzuschwierig. Nikomachus, sagten wir (S. 432), habe
um 100 n. Chr. die Beziehung zwischen den Kubikzahlen und auf

einanderfolgenden ungeraden Zahlen erkannt, welche dahin sich aus

spricht, die erste Kubikzahl sei gleich der ersten ungeraden Zahl,
die zweite gleich der Summe der zwei darauf folgenden ungeraden
Zahlen, die dritte gleich der Summe der darauf wieder folgenden
drei ungeraden Zahlen usw. "Uber samtliche r erste Kubikzahlen

ausgedehnt liefert das als deren Gesamtsumme die Summe der
r(r -\- 1)

1 -k 2 -k -k r d. h. der —

^— aufeinanderfolgenden ungeraden

Zahlen von der 1 anfangend. Die alten Pythagoraer wuBten aber

schon (S. 160), daB diese das Quadrat ihrer Anzahl bilden. Die

Gesamtsumme ist mithin 1^ -k 2'^ -k • Y Y = (-- , ) ,
und genau

so rechnet unser Schriftsteller M-

Diese arithmetischen Kenntnisse : eine DarsteUung der A^ielecks-

zahl aus ihrer Seite, der Seite aus der A-^ieleckszahl, der Pyramidal
zahl aus Yieleckszahl und Seite, endlich die Summierung der aufein

anderfolgenden Kubikzahlen einem griechischen Schriftsteller auch

ohne Beweis entnommen zu haben, wttrde schon ein gewisses mathe

matisches Verdienst der Manner voraussetzen, welche es verst'andnis-

voU unternahmen die interessanten Formeln aufzubewahren. Ob wir

aber dem Epaphroditus und Vitruvius Rufus das Beiwort des A^er-

standnisses zuerkennen dttrfen? Eine Figur, welche in den Text liinein-

geraten ist, laBt daran gerechte Zweifel entstehen.

Figuren finden sich auch bei griechischen Arithmetikern, wie

wir wissen, zur A^ersinnlichung der Vieleckszahlen, ja diese Zahlen

selbst haben von Anfang an ihre Namen von dieser VersinnUchung
her bekommen, und so wird die Quelle unserer Romer mit an Ge

wiBheit streifender Wahrscheinlichkeit die Figuren des regelmiiBigen

Fiinfecks, Sechsecks, . Zwolfecks enthalten haben, welche neben

den Formeln fibernommen werden durften, wenn nicht muBten. Aber

bei der Ausrechnung der Achteckszahl ist nicht bloB das regel-

') Herr P, Tannery hat bemerkt, daB diese Formel, von der es lange

zeit uubeachtet geblieben war, dal5 sie den Alten bekannt geivesen, doch im

XVII. S, der Aufmerksamkeit Pascals nicht entging, sonst konnte er zu Anfang

seines Aufsatzes Potestatum. -nuinericarum summit nicht gesagt haben: Datis ab

imitate quotcumqiic numeris coiitinuis invenire summam quadratorum eorum tra-

diderunt veteres; imo etium d summam cidiorum eorumdem. Oeiivres de Pasccd.

Paris 1872. A'ol, III, pag, 303,
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maBige Achteck, es ist auch in einen Kreis eingezeichnet die Figur

zweier sich symmetrisch durchsetzender Quadrate vorhanden, die wir

frfiher um einige vom Kreismittelpunkte gezogene Hilfslinien ver

mehrt und mit einer Buchstabenbezeichnung einiger Punkte ver

sehen kennen gelernt haben (Fig. 66). Diese Figur ist unter keinen

Umstanden arithmetischen Charakters. Sie kann sich nur auf die

geometrische Entstehung des regelmaBigen Achtecks aus dem Qua

drate beziehen, und ihr Vorkommen bei Epaphroditus gewahrt unseren

frfiher (S. 401) ausgesprochenen Vermutungen fiber die Anwendung

jener Figur eine nicht geringffigige Unterstfitzung. Wer aber die

beiden Figuren, das arithmetische und das geometrische Achteck,

wenn wir so sagen dttrfen, um unsere Meinung in recht scharfe

sprachliche Gegensfitze zu kleiden, nebeneinander abbildete, der be

wies damit, daB er die arithmetische Figur nicht verstand, daB er

glaubte beidemal mit geometrischen Dingen zu tun zu haben. Wir

fttrchten, es waren jene Romer, welche dem MiBverstandnisse unter-

lagen, und soUten Epaphroditus und A'itrnvius, oder wenigstens einer

derselben, an der Vermengung dieser Dinge unschuldig sein — die Ver

mutung liegt ja nahe, daB von jenen beiden Mannern der eine eine

geometrische, der andere eine arithmetische Schrift verfaBte, aus

welchen nur ein Auszug vorliegt, dessen Blatter einigermaBen durch-

einandergekommen sind — so hat jedenfaUs der Schreiber des

Codex Arcerianus unter dem Baiine der vermengenden A'^erwechsluiig

gestanden. LaBt sich doch schon zum voraus, und ohne des uns

triftig erscheinenden Beweisgrundes der beiden Achtecke sich zu be

dienen, die Behauptung aussprechen, Arithmetisches als solches habe

in der Sammlung eines A'erwaltungsbeamten keinen Platz gefunden.
Es konnte sich dort ttberhaupt nur einschleichen, wenn man wahnte,
es handle sich um Geometrisches, also nicht um. Vieleckszahlen,
sondern um den Flacheninhalt regelmaBiger A^ielecke, und bei den

Pyramidalzahlen, bei den Kubikzahlen, welche dort vorkommen, mag
der Schreiber sich wohl gar nichts gedacht haben. Diese Behaup
tungen finden auch ihre Besti'digung in den vielen bei den arithme

tischen Satzen auftretenden Schreibfehlern.

Fassen wir also das bisher Gewonnene zusammen, so wird das

Ergebnis sich gestalten wie folgt: Die Romer sind, wenn sie auch eine

uralte FeldmeBkunst besaBen und des Rechnens zum tagUchen Ge

brauche nicht entbehren konnten, zur Mathematik schlecht genug

veranlagt gewesen. Ein bis anderthalb Jahrhunderte lang, von "Casar
bis nach Trajan etwa, war eine verhaltnismaBige BlfitezeU romischer

Geometrie und vielleicht auch romischer Arithmetik, beide auf grie
chische Quellen zurttckgehend, unter welchen sich jedenfaUs Schriften
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des Heron von Alexandria befanden. AllmahUch jedoch verschwand

sogar das Verstandnis des damals ins Lateinische Ubersetzten.

27. Kapitel.

Die spatere matheniatisclie Literatur der Romer.

Die Behauptung, daB die Romer in den Zeiten Casars bis Tra

jans auch arithmetischer und damit bei den Griechen schon enge ver-

bundener algebraischer Leistungen bis zu einem gewissen Grade fahig
waren, ist auBer aus dem Bruchstttcke des Codex Arcerianus, welches

wir zu diesem Zwecke verwandt haben, auch aus den Rechtsquellen
zu bestatigen.

Zinszahlungen, also auch Zinsberechnungen sind bei den

Romern ungemein alt'), so daB von anderen Erleichterungen ttber-

bttrdeter Schuldner abgesehen schon im Jahre 342 v. Chr. die freilich

nicht eingehaltene Lex Genucia gegen jede Zinsverleihung Gesetzes-

kraft gewann. Noch zu Ciceros Zeit war 48 Prozent nichts Un-

erhortes, wenn auch eigentUch nicht gestattet. In der Kaiserzeit gait
ein ZinsfuB von 12, spater von 6 Prozent als gesetzlich. Dichter-

steUen, besonders bei Horaz, beweisen, daB das Zinsrechnen zu den

taglich notwendigen und darum immer gettbten Kenntnissen gehorte "j.
Auch eine entsprechende Verminderung fttr vorzeitigen GenuB eines

erst spater zu erlangenden Besitzes, das sogenannte Interusurium

oder die Reprasentation, wie der Romer sagte, ist alt, wenn audi

die GroBe der Verminderung und die Regeln, nach welchen sie ab-

geschatzt wurde, weit entfernt davon sind, im klaren zu sein.

Ulpian, der am Ende des II. und Anfang des III. S. n. Chr. lebte,
stellte bereits Berechnungen ahnlicher Art unter Voraussetzung
einer wahrscheinlichen Lebensdauer an^), allerdings wieder ohne daB

wir eine Ahnung haben, wie jene wahrscheinliche Lebensdauer ge

wonnen wurde.

Zu anderen Rechnungsaufgahen gab das Erbrecht der Romer,

gaben die vielfach ungemein verzwickten letztwdUgen Verfttgungen

AnlaB, die geradezu Regel bei ihnen waren. Im Jahre 40 v. Chr.

steUte die Lex Falcidia fest, daB dem eigentlichen Erben mindestens

ein Viertel des hinterlassenen Vermogens verbleihen muBte. AVaren

also A^'ermachtnisse im Gesamtbetrage von mehr als Dreiviertel des

') Gustav Billeter, Geschichte des ZinsfuBes im griechisch -romischen

Altertum bis auf Justinian. Leipzig 1898. «) Hultsch im Jahrbuch fiir klas-

sische Philologie 1889. S. 335—343. ") Ad legem Falcidiam XXXV, 2, 68

Cantor, Geschichte der Mathematik I, 3, Aufl, 36
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Vermogens testamentarisch verheiBen, so muBten diese mittels einer

GeseUschaftsrechnung herabgemindert werden, so daB die sogenannte

falcidische Quart nicht angegrifl^en wurde.

Eui fttr die Geschichte der Mathematik in seiner EigentttmUch

keit, welche eine Ubertragung von einem Werke zum andern sichert,

hochst bedeutsamer FaU ist der eines Erblassers, der seine Witwe

in schwangerem Zustande hinterlaBt und Bestimmungen ffir die beiden

MogUchkeiten getroffen hat, daB sie einem Knaben oder einem Mad

chen das Leben schenkt, wahrend der tatsachlich eintretende FaU,
daB Zwillinge, und zwar Zwillinge von verschiedenem Geschlechte,

geboren werden, nicht vorgesehen war. Ein daran sich knfipfender

Rechtsstreit ist durch Salvianus Julianus^), einen Juristen, der

unter den Kaisern Hadrian und Antoninus Pius wirkte, berichtet; ein

zweiter verwandter Fall kommt bei Cficilius Africanus^), ein

dritter bei Julius Paulus'), einem glanzenden Juristen des III. S.,

vor, der unter Kaiser Alexander Severus der romischen Rechtswissen

schaft zur Zierde gereichte. Die alteste Entscheidung des Julianus

lautet folgendermaBen: „Wenn der Erblasser so schrieb: Wenn mir

2
ein Sohn geboren wird, so soil dieser auf ~ meines Vermogens,

meine Fran aber auf die ttbrigen Tede Erbe sein; wird mir aber

eine Tochter geboren werden, so soil diese auf
-—, auf das Ubrige

aber meine Fran Erbe sein, und ihm nun ein Sohn und eine Tochter

geboren wurden, so muB man das Ganze in 7 Teile teilen, so daB

von diesen der Sohn 4, die Fran 2 und die Tochter 1 Ted erhalt

Denn auf diese Weise -nird nach dem AVillen des Erblassers der

Sohn noch einmal soviel erhalten als die Fran, und die Fran noch

einmal soviel als die Tochter. Denn obgleich nach den Bestim

mungen des Rechtes ein solches Testament umgestoBen werden

sollte, so verfiel man doch aus rein vernttnftigen Grttnden auf die

genannte Entscheidung, da ja nach dem WiUen des Erblassers immer

die Fran etwas erhalten soil*), mag dim ein Sohn oder eine Tochter

geboren werden. Auch Juventius Celsus stimmt hiermit voUkommen

ttberein." Dieser letztere Jurist, auf welchen JuUanus sich bezieht,
der die Aufgabe also jedenfaUs kannte, lebte unter Trajan um das

Jahr 100 n. Chr., war also sicherUch ein Zeitgenosse jenes Celsus,

1) Lex 13 principio. Digestorum lib. XXVHI, tit. 2. ^ Lex 47, § 1.

Digestorum lib. XXVHI, tit. 5. ») Lex 81 principio. Digestorum lib. XXVUI,
tit. 5. *) Wiire nilmlich das Testament umgestoBen und somit als nicht vor
handen zu betrachten, ao wiirden nach romischem Rechte die Kinder allein ge-
erbt haben, die AVitwe aber leer ausgegangen sein.



Die spiitere mathematische Literatur der Romer. 563

an welchen, wie wir uns erinnern, Balbus sein feldmesserisches Werk

gerichtet hatte. Unmoglich erscheint es daher nicht, daB diese beiden

PersonUchkeiten mit Namen Celsus in eine verschwimmen mttBten,
daB der gelehrte Jurist (Jelsus auch Ingenieur gewesen, auch in der

Geometrie als Schriftsteller aufgetreten wiire, daB von ihm auch jene

Erbtedungsaufgabe herrtthrte, welche ebensogut in einem mathe

matischen Buche als in einer Sammlung von Rechtsfallen einen Platz

einnehmen konnte.

Zeitgenosse des Julianus um die Mitte des II. S. war ein Schrift

steller, der uns gleichfalls fttr das unter den Antoninen noch vor

handene Interesse an arithmetischen Dingen Biirge ist. Appuleius,
geboren zu Madaura, einer blUhenden Kolonie an der Grenze Numi-

diens gegen Gatulien hin, machte seine Studien vornehmlich zu

Athen, hegab sich aber alsdann zu weiterer Ausbildung auf groBere
Reisen. Von schonschriftstellerischer Seite ist er als Verfasser eines

witzigen Romans bekannt. Aber auch als mathematischer Schrift

steller ist er aufgetreten. Cassiodor') im zweiten Drittel des VL,
Isidor von Sevdla") am Anfang des VIL S. bezeugen ausdrttcklich,
die Arithmetik des Nikomachus sei erstmalig durch Appuleius, dann

zum zweiten Male durch Boethius ins Lateinische ttbertragen worden.

Unmittelbare Uberreste der Bearbeitung durch Appuleius sind nicht

erhalten, so daB ein Urteil darttber nicht gefallt werden kann, in-

wieweit die Behauptung, Appuleius habe auch Rechenbeispiele in

groBerer Anzahl gelehrt, nur auf einem MiBverstandnisse beruht,
indem die betreifenden Gewahrsmanner seine Arithmetik gleichfaUs
nur vom Horensagen kannten und aus dem Titel ihre falschen

Schlttsse zogen, oder aber Wahrheit ist. lm XV. und XVI. S. wurde

mit Sicherheit an die Y^ahrheit geglaubt. Ein Rechenbuch, algo-
rithmus linealis genannt, aus jener Zeit, der Erlanger Universitats-

bibliothek angehorig, beginnt ausdrttcklich mit den Worten: „Um die

vielen Irrtttmer der Kaufleute und die Schwierigkeiten des andern

Teiles der Arithmetik zu vermeiden, ist bei Appuleius, dem in alien

AVissenschaften hocherfahrenen Manne, eine andere Anschauung dieser

Kunst erfunden, welche ebenso viel hertthmter als leichter und den

Geisteskraften eines jeden angepaBter ist als die erste; bei uns heiBt

sie Rechnung auf den Linien''^). Ein 1540 in Paris anonym er-

schienenes Rechenlehrbuch sagt: „Die ganze Kraft dieser Disziplin

ruht in den Beispielen der Addition und Subtraktion; wer das ganze

1) Cassiodor, Opera (ed. Garet). A^enedig 1729, Bd, II, pag, 555, col, 2,

fin. 14 V, u. ^) Isidor Hispalensis, Origines Lib. Ill, Cap. 2, ") Fried

lein, Zahlzeichen und elementares Rechnen usw. S. 48.

36*
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KapUel voUauf kennen lernen wiU, der lese den Appuleius, welcher

zuerst den Romern diese Dinge beleuchtete"'). Es halt so be

stimmten AuBerungen gegenttber schwer, des Glaubens sich zu er

wehren, daB, wer so sprach, die Schrift des Appuleius selbst vor

Augen gehabt habe. Nicht minder schwer fredich fallt die Annahme,

Appuleius habe die Arithmetik des Nikomachus, die wir im Originale

wie in der Bearbeitung des Boethius zur Genttge kennen, so selhst-

standig oder unter Zuziehung anderer QueUenschriften behandelt, daB

er Rechenbeispiele einfttgen konnte. Oder sollen wir annehmen,

Nikomachus habe neben der Arithmetik ein ganz verschoUenes

Rechenbuch verfaBt? Auf dieses beziehe sich der Ausspruch Lucians:

Du rechnest wie Nikomachus? Dieses habe Appuleius ttbersetzt, und

das MiBverstandnis rtthre von Cassiodor und dem ihn ausschreiben-

deii Isidor her, welche die Ubersetzungen zweier verschiedener Werke

des Nikomachus ins Lateinische vermengten? Wir ffihlen wohl, wie

viele Grfinde sich auch dieser Annahme entgegentttrmen, wollten aber

keinesfaUs versaumen, jede der verschiedenen MogUchkeiten jene

AuBerungen spater Zeit zu erklaren anzufuhren. Untersttttzend fttr

unsere Annahme ist jene Berufung des Nikomachus auf eine von ihm

verfaBte Einleitung in die Geometrie (S. 432). Es ist uns wenig
stens gar nicht undenkbar, daB diese einen wesentlich rechnenden

Charakter hatte. War doch seit Herons rechnender Geometrie gerade
eine diese Vorkenntnisse umfassende Einleitung Bedttrfnis geworden,
wahrend zu einer wahrhaft geometrischen Einleitung in die Geometrie

AnlaB kaum vorhanden war.

Auch auf geometrischem Gebiete ist die wenn nicht selbst-

schopferische doch an Ubertragungen griechischer Schriftsteller sich

ttbende Tatigkeit der Romer keineswegs mit den Zeiten Trajans ab

geschlossen. Neben den im Codex Arcerianus vereinigten, wie wir

sahen, um die Mitte des Y S. schon zusammengestellten vielleicht

zum Teil spater als Trajan, sogar spater als Diophant zu datierenden

Stttcken ist uns ein sehr bedeutsames Fragment aus dem IV. S. er

halten, welches zeigt, daB nicht bloB der „Heron" der Praktiker,
sondern auch der „EukUd" der Theoretiker der romischen Sprache
machtige Liebhaber besaB. Dieses Fragment 2), auf welches zuerst

1820 hingewiesen worden ist, und welches seitdem unausgesetzt die

1) Math, Beitr. Kulturl. Anmerkung 351. =^) Vgl, die von Niebuhr 1820

in Rom herausgegebenen Bruchstiicke der Reden Ciceros fiir Fonteius und Ra-

birius pag, 20. Blume, Iter Italicum I, 263. Keil auf pag. XI der Vorrede zu

seiner Ausgabe des Probus. Reifferscheid, Sitzungsber. d. philol. Abtlg. der
Wiener Akademie XLIX, 59. Mommsen, Abhdlg. der Berliner Akademie 1868,
S. 153, 156, 158.
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Aufmerksamkeit philologischer Forscher in Spannung erhielt, gehort
der unteren Schrift eines Palimpsestes an, der in der Kapitelbibliothek
zu Verona frtther unter der Nummer 38, jetzt unter der Nummer 40

aufbewahrt wird. Die jiingere dem IX. S. angehorende Schrift enthalt

einen Teil der „Moralischen Betrachtungen zum Buch Hiob" vom

Papst Gregor dem GroBen (f 604). Die darunter erkennbare altere

Schrift stammt nach dem Dafttrhalten aller neueren Sachkundigen

unter Beachtung aller Merkmale der Schrift wie der Sprache, welche

zur Entscheidung beitragen konnen, aus dem IV. S. Kaum mit

bloBem Auge erkennbar, gab sie mtthevoUster Entzifferung ihren

Inhalt kund. Es sind Bruchstttcke des Vergilius, des Livius und

Geometrisches, welche im IX. S. wttrdig schienen theologisch-mora-
lischen Betrachtungen den Platz zu raumen. Das geometrische Frag
ment '■) gibt sich selbst als dem XIV. und XV. Buche des Euklid

entstammend an. Seine Numerierung ist aber keineswegs mit der

gebrauchlichen gleichlaufend. Als XIV.
,
als XV. Buch der eukli

dischen Elemente bezeichnet man bekanntlich (S. 358 und 5()1) jene
von mindestens zwei verschiedenen Schriftstellern herrtthrenden stereo

metrischen Abhandlungen, welche, man weiB nicht recht wie und

wann, an die dreizehn Bttcher der Elemente angehangt worden sind.

Diesen Abhandlungen gleicht das lateinische Bruchstttck nicht im

geringsten. Ohne Satz fttr Satz und Figur fttr Figur mit dem grie
chischen Euklidtexte zur Deckung gebracht werden zu konnen, ist

es doch unter alien Umstanden den echt euklidischen mit Stereo

metrie sich beschaftigenden Bttchern, dem XU. und XIH. Buche

unserer griechischen Texte entnommen. Es ist entweder Auszug,
oder Ubersetzung eines Auszuges, jedenfalls Arbeitsexemplar des Un

bekannten, von welchem es herrtthrt, wie der Entziiferer mit groBem
Scharfsinne aus der Tatsache geschlossen hat, daB einzelne Worter

durchstrichen und durch anders lautende Synonyma ersetzt sind. Das

kann selbstverstandlich nur auf den SchriftsteUer, beziehungsweise
den Ubersetzer selbst zurttckgeftthrt werden, und zwar in einer Zeit,
in welcher seine Arbeit noch in Vorbereitung, noch nicht abge
schlossen war.

Die andere Seite unserer zum Schlusse des vorigen Kapitels aus

gesprochenen Behauptung, daB das Verstandnis der aus Griechenland

ttherkommenen mathematischen Kenntnisse der Romer mehr und

') Der Entziiferer, Prof. W. Studemund, hat langst eine Herausgabe zu

gesagt. Er ist leider gestorben, ohne seine Zusage erfiillt zu haben. Unser

Bericht entstammt den miindfichen Mitteilungen, welche er so freundlich war,

unter Vorzeigung seines vorbereiteten Materials uns zu machen, und deren Ver

offentlichung er uns gestattet hat.
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mehr schwand, findet gleichfalls Bestatigung, wenn
wir die Magerkeit

uns betrachten, zu welcher im Laufe der Jahrhunderte die romische

Mathematik zusammenschmmpfte.
Theodosius Macrobius, ein vielleicht aus Afrika stammender

SchriftsteUer, von welchem uns Kommentare erhalten sind^), die um

400 entstanden sein dttrften, und in welchen hier und da zerstreut

auch einige mathematische Eriauterungen vorkommen, ist noch bei

weitem der dttrftigste nicht. Wir denken auch nicht an den kurz

vor oder nach 457 entstandenen Calculus des Victorius, dessen

Notwendigkeit wir oben (S. 531) eingesehen haben, begrttndet in der

Schwierigkeit mit den romischen Duodezimalbrttchen Rechnungen

auszuftthren. Wir denken zunachst an Martianus Mineus Felix

Capella. Er war in der ersten Halfte des V. S. in Karthago ge

boren und stieg bis zur Wttrde eines romischen Prokonsuls empor.

Er hat uns ein aus neun Bfichern bestehendes enzyklopadisches Werk,

welches den Gesamtnamen Satira ffihrt, hinterlassen^), dessen Ent

stehung etwa auf das Jahr 470 faUt. Die beiden ersten Bttcher

ftthren den besonderen Titel der Vermahlungsfeier der Philologie mit

Merkur und stellen ein kleines Ganzes dar, eine Art von phdoso

phischem und allegorischem Romane, der als Einleitung dient. Zur

Vermahlung erscheinen alsdann die sieben Jungfrauen, welche Merkur

zu Gesellschafterinnen seiner jungen Frau bestimmt, namlich die

sieben Wissenschaften, welche, um den Ausspruch Quintilianus' zu

benutzen, den Kreis der freien Lehre ausmachen^). Es sind dieselben

freien Kttnste, in derselben Reihenfolge, wie wir sie durch Varros

Werk kennen, dessen Einteilung uns wenigstens erhalten blieb (S. 543),
Jede Wissenschaft bringt ihr Symbol mit. Nach der Grammatik, der

Dialektik und der Rhetorik tritt die Geometrie auf. Sie hat den mit

blauem Sande bestreuten Abacus in Hauden*), auf welchen also dies-

mal die Figuren gezeichnet werden sollen, mit welchen die Geometrie

sich abgibt. Freilich eine sonderbare Geometrie, deren raumlicher

Hauptbestandteil in geographischen Begriffen, in einer Aufzahlung
historisch interessanter Orte, deren Grttnder zugleich genannt werden,

aufgeht. Dann kommen Definitionen von Linien, Figuren, Korpern,
dann die notwendigsten Forderungen, alles nach Euklid und unter

Benutzung der griechischen Benennungen. Sind aber die Vorberei

tungen erst sowed getroffen, daB die Gottin auf dem Abacus eine

gerade Linie zieht und die Frage steUt: Y'ie laBt sich fiber einer ge-

') Macrobius, Opera (ed. v. Jan), Quedlinburg und Leipzig 1848—52,

*) Martiani Capellae De -nuptiis philologiae et Mercurii de septem artibus libera

libus libri IX (ed. Ulr. Kopp), Frankfurt a. M. 1836, ») Quintilianus I,
10, 1, ■•) Hyalini pulveris respersione coloratam mensulam.
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gebenen Strecke ein gleichseitiges Dreieck errichten, da erkennen

sofort die in dichtem Haufen sie umstehenden Phdosophen, sie wolle

den ersten Satz der eukUdischen Elemente bdden, brechen in lautes

Klatschen und Hochrufen auf Euklid aus .^) und das VI. Buch

und mit ihm die Geometrie ist zu Ende. A^on Feldmessung, von

rechnender Geometrie, mit einem Worte von Heronischem ist in

keiner Weise die Rede. Im All. Buche macht die Arithmetik ihre

Aufwartung mit ihren Fingern die Zahl 717 darstellend, durch welche

sie den Gott der Gotter begrflBk Wir haben dieses Zeugnis fttr die
O tD

auch damals bekannte Fingerrechnung (S. 527) anrufen dttrfen. Y^ir

fttgen hinzu, daB PaUas auf die Frage der Philosophie, was jene Zahl

zu bedeuten habe? erwidert: die Arithmetik grttBe Jupiter mit seinem

eigenen Namen. Diese Stelle ist jedenfalls richtig dahin erklart

worden, Jupiter sei der Anfang der Dinge und -rj dQ%)] stelle durch

den Zahlenwert der Buchstaben 8 + 1 -k 100 -f 600 -)- 8 die Zahl 717

vor. Auch Pythagoras ist bei den der Vermahlung wegen ver-

sammelten Gasten und tritt nun naher hinzu, er, der bisher bei den

Zeichnungen auf dem Abacus als Zuschauer gestanden hatte. Der

kundige Leser ist durch die symbolische BegrttBung, durch das jier-

sonliche Auftreten des Pythagoras zur Genttge auf das vorbereitet,
was er im VIL Buche nun entwickelt finden wird: eine wesentUch

pythagoraische Arithmetik nach dem Muster des Nikomachus, wie

sie den Romern, wenn nicht schon seit Appuleius, jedenfalls seit

Plotinus unter ihnen gelebt hatte, geiaufiger geworden war, wie sie

jetzt iu einer Zeit, wahrend welcher mancher von den tonangebenden
vornehmsten Romern zu den FttBen des Proklus in den Vorlesungs-
raumen von Athen gesessen hatte, gewiB auf Verstandnis zahlen

durfte. AVir sind mit der Bemerkung, daB diese Erwartung nicht

getauscht wird, einer genaueren Berichterstattung ttber das VII. Buch

ttberhoben. Wir machen nur auf die negativ eigentttmliche Er

scheinung aufmerksam, daB der vieleckigen Zahlen, die bei Niko

machus eine so wichtige RoUe spielen, kaum gedacht ist. Wohl

heiBt es, die Ebene habe verschiedene Gestaltungen, nach welchen

die Zahlen geordnet werden konnen^), aber nach einer arithmetisch

verniinftigen Ausftthrung dieses Gedankens fahndet man vergehlich.

Es kann unsere Aufgabe nicht sein zu erortern, wie viel oder wie

wenig im VIIL Buche der Astronomie, im IX. Buche der Musik in

den Mund gelegt wird. Wir sind von der Mtthe befreit die Geschichte

') Quo dido cum plures philosophi, epii undiquesecus constipato agmine con-

sistebant, primum Euclidis theorema formare eam velle cognoscerent , confestim

acclamare Euelidi plaudereque coeperunt. ^) Ipsa autem plunities rarias formas

habet, numeris ad similitudinem figurarum ordinntis.
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auch dieser Wissenschaften zu verfolgen, und ohne irgendwelchen

Zwang der Durchforschung wird man die schwtilstigen und zugleich

langweiUgen Auseinandersetzungen des Martianus Capella sich lieber

schenken.

In die Bltttezeit des eben besprochenen SchriftsteUers etwa auf

475 fallt die Geburt eines anderen Mannes, zu welchem wir uns nun

zu wenden haben, Magnus Aurelius Cassiodorius Senator^).
Er war im sttdlichen ItaUen in Bruttien geboren, unweit von Scyl-

lacium, an einer von Naturschonheiten so reich erfttUten SteUe, daB

er sie spater von alien aussuchte, sein Leben dort zu beschlieBen.

Noch in sehr jugendlichem Alter von kaum 20 Jahren trat er in

den Staatsdienst, frfihestens im Herbst 500^), zu einer Zeit, wo Theo-

dorich eben den gotischen Staat in Italien gegrfindet hatte, und zu

diesem Fttrsten trat Cassiodorius in die SteUung eines Geheim-

schreibers, auBerlich genommen Theodorichs Dolmetscher, in Wirk

lichkeit sein einfluBreicher Ratgeber. Die vielseitigen, wenn auch

nicht ttberall tiefen Kenntnisse des Ministers — als solchen dttrfen

wir ihn vielleicht bezeichnen — machten ihn dem Konige unent

behrlich, sowohl in den Geschaften der Regierung, als in den ver

schiedensten Privatbeziehungen, und erst der Tod Theodorichs 526

loste das Band, welches Gewohnheit und gegenseitige Zuneigung um

beide Manner geschlungen hatte. Auch unter den Nachfolgern Theo

dorichs blieb Cassiodorius, so verhaBt ihm Personlichkeiten und

einzelne Handlungen oft sein mochten, der gotischen Sache getreu,
um von dem Staatsbaue seines koniglichen Freundes zu retten, was

noch zu retten war. Man besitzt Staatsschriften von 538, die Cassio

dorius unterzeichnet hat. Am Hofe erlebte er noch den Ausbruch

des Krieges gegen die Byzantiner, und erst 540 etwa, nachdem Ra

venna schon in Belisars Handen war, zog Cassiodorius sich in das

von ihm selbst gestiftete Kloster in seiner Heimat zurttck, dort eine

reiche literarische Tatigkeit zu entfalten. Cassiodorius war einer

der ersten, welche dem Beispiele folgend, das Benedikt von Nursia

in seinem 529 zu Monte Casino bei Neapel ge.stifteten Kloster so

') A. Thorbecke, Cassiodorus Semdejr. (Heidelberger Lyceumsprogramm
von 1867.) V. Mortet, Notes sur le texte des Institutiones de Cassiodore in der

Bevue de Philologie, de Litterature et d'Histoire ancienne XXIV (1900) pag, 103

bis 118 und 272— 281, XXVH (1903) pag. 67
— 78 und 139— 150. Die Lesart

Cassiodorius hat Usener, Anecdoton Holderi (Festschrift zur 32. Philologen-
versammlung. Wiesbaden 1877), S. 16, wie wir glauben, sichergesteUt. ^) Nach
Usener 1. c. S. 70 datiert sich der erste bekannte Brief des Cassiodorius von

501, Dafiir, dafi Cassiodorius damals noch am Anfange der zwanziger Jahre ge
standen haben muB, vgl, Thorbecke S, 7—10, Usener S. 4.
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segensreich aufsteUte, dem klosterlichen Leben einen anderen Inhalt

als den der bloBen Zurttckgezogenheit und Beschaulichkeit gaben.
Eine Bibliothek entstand, lemende und forschende Tatigkeit entfaltete

sich. Ein starkerer Gegensatz als der gegen die Kulturentwicklung
im byzantinischen Reiche ist kaum denkbar. Dort befinden Religion
und Wissenschaft sich in fast fortwahrendem Kampfe, bei welchem

die weltliche Macht meist auf Seite der Kirche steht (S. 503). Hier

ist das Kloster, also eine Grfindung religiosen, wenn nicht kirch-

lichen Ursprunges, Statte der Wissenschaft und bleibt es, so lange
die Regel des heiligen Benedikt allein die Ordensbrttder beherrscht.

Das Theologische stand naturgemaB obenan, aber auch die weltlichen

Wissenschaften, als ntttzliche Vorbereitungsschule zu Hoherem, wurden

keineswegs vernachlassigt. Tag und Nacht wurden von emsigen
Handen in schonen Zttgen Schriften von mitunter zweifelhaftem mit

unter wirklichem Werte zu Pergament gebracht. Preist doch Cas

siodor im 30. Kapitel seines Buches De institutione divi-narum literarum

das Bttcherabschreiben als die verdienstlichste korperliche Arbeit in

begeisterten Worten, hat er doch Dampen eigener Art fur die Nacht-

arbeit erfunden, Sonnen- und Wasseruhren aufgesteUt, um Zeit und

Tatigkeit zu ordnen. DaB er aber im FleiBe sich von keinem seiner

Untergeordneten ttbertreflfen UeB, beweist neben anderen Schriften

eine Abhandlung ttber Orthographic, welche er bereits 93 Jahre alt

noch verfaBt hat. Es ist anzunehmen, daB dies seine letzte Arbeit

war und daB er um 570 gestorben ist. Cassiodorius hat 12 Bttcher

Briefe') hinterlassen, aus welchen auch fur die Geschichte der Mathe

matik unterschiedliche Notizen gewonnen worden sind. Teils sind

es unveranderte Abschriften frttherer staatlicher oder privater

Schreiben, welche Cassiodor fttr Theodorich zu fertigen hatte, teils

neue Redaktionen solcher Schreiben, in wenig angenehmer Weise

durch Schwulst und Uberladung ausgezeiehnet, welche dem VI. S. im

allgemeinen, welche aber vorzugsweise unserem Schriftsteller eigen

tttmUch sind.

Von seinen ttbrigen Werken nennen wir eine kurzgefaBte Enzy

klopadie, De artibus ae discipUnis liberalium literarum, welche in ahn

lichen 7 AbteUungen, wie wir sie bei Martianus CapeUa teilweise

zu schildem hatten, die Wissenschaften behandelt. Die^ Einteilung
in 7 Wissenschaften war fttr Cassiodorius geradezu verftthrerisch.

Er besaB eine im letzten Grunde mutmaBUch den Auslaufern des

Neuplatonismus entstammende A'erehrung fttr heilige Zahlen^). Er

hatte die Zwolfzahl der Bttcher seiner Briefe nur um der zahlreichen

') Variorum (epistolarumj libri XII *) Thorbecke I. c. S, 52.
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Vergleichspuukte wdlen gewahlt; er wUterte, wie sein Psalmenkom-

mentar beweist, hinter der Ordnungszahl eines jeden PsaUnen tiefere

Beziehungen: so war ihm die Zahl der 7 Wissenschaften Symbol
O 7 ,

der Ewigkeit. Die Reihenfolge hat Cassiodorius gegen Varro uud

Martianus CapeUa geandert. Ihm folgen jetzt Grammatik, Rhetorik,

Dialektik, Arithmetik, Musik, Geometrie, Astronomie aufeinander.

Ein weiterer einigermaBen wesentlicher Unterschied gegen Martianus

Capella besteht darin, daB bei diesem die griechischen Wortformen

teilweise sogar in griechischen Schriftzttgen vorherrschen, wahrend

Cassiodorius hier mit mitunter recht ungeschickten Ubersetzungen als

lateinischer Sprachreiniger auftritt. Er beabsichtigt nicht das Aus

ftthrliche dieser Wissenschaften zu lehren. Er will vielmehr die

SchriftsteUer der Griechen und Romer bezeichnen, bei welchen man

sich mit den einleitenden Kenntnissen versehen ausftthrlicher unter-

richten konne ^). So ist es gewissermaBen entschuldigt, wenn Arith

metik und Geometrie, auf die wir wieder allein unser Augenmerk

richten, noch mehr zu einer bloBen Sammlung von Definitionen ge

worden sind. Eine solche Definition wollen wir besonders hervor

heben: Alagnitadines rationales et irraticjnales sunt, rationales eptarum

niensuram scire possumus; irrationales -vero, quarum inensurae quantitets

eognita. non habetur, d. h. GroBen sind rational oder irrational, rational

wenn ihr MaB erkannt werden kann, irrational wenn ihre Messungs-

groBe nicht erkannt werden kann. Es wiU scheinen, als ob hier zum

ersten Male die Kunstausdrficke rational und irrational im Gegen-

satze zueinander gebraucht worden wiiren, deren Erfinder mithin

Cassiodorius gewesen sein dfirfte"). Seinem Versprechen getreu emp-

fiehlt er Pythagoras, Nikomachus und die Ubersetzer des letzteren

Appuleius und Boethius, aus deren Schriften, wie man sage
— ut

ai-unt —

man sich mit den klarsten Anschauungen durchdringen

konne, eine Ausdrucksweise, welche in Zweifel setzt, ob er selbst

diese Schriften kannte und somit dem, was wir fiber eine mogliche

Vermengung verschiedener durch Appuleius und Boethius fibersetzten

Schriften (S. 564) andeuteten, nicht im Wege steht. Dem Abschnitte

fiber Geometrie ffigt er bei, in dieser Wissenschaft seien bei den

Griechen Euklid, ApoUonius, Archim.ed und andere annehmbare Schrift

steUer aufgetreten, von welchen EukUd durch denselben groBartigen
Mann Boethius in die romische Sprache ttbertragen worden sei, ex

quibus Euclidem translatum in Eomanam linguam idem -vir magniftcus

') Nec illud quoque tacebimus quibus auctoribus tam Graecis quam Latinis,

quae dieimus, exposita dnruerunt: ut qui studiose legere voluerit, quibusdam com-

pendiis introdudus
, lucidius Majorum dicta percipiat. ") A^ Mortet in der

Bevue de Philologie etc. XXIV, 280.
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Boetltius dedit. Allerdings haben einige gute Handschriften nicht

translatum sondern ctdlatum, wonach Boethius weniger eine Uber

setzung als eine Bearbeitung des Euklid geUefert haben wttrde, aber

dem steht wieder gegenttber, daB in einem Briefe i) an Boethius die

Y^orte vorkommen: Translationibus tuis .... geometricus Nuclides andi-

uiitur Ausoniis, dem steht besonders der in der Enzyklopttdie un

mittelbar nachfolgende SchluBsatz des Cassiodorius gegenttber: Qut si

diligenti eura -rclegatur etc., d. h. man soUe die Euklidttbersetzung
wieder und wieder lesen. Fttr die Musik wird auf die Griechen

Euklid, Ptolemaus und so weiter, in lateinischer Sprache auf Appu
leius von Madaura verwiesen. Aus dem astronomischen Abschnitt

endlich erwahnen wir der Enipfehlung der Schriften von Ptolemaus.

Der Name des Boethius kommt in diesen beiden letzten Abschnitten

nicht vor, einer lateiniscben Ubersetzung des Ptolemaus ist ttberhaupt
nicht gedacht.

Wir verweilen etwas langer, als der Gegenstand und die enzy-

klopadische Behandlung desselben es eigentlich verdienen, bei Cassio

dorius und seiner Wissenschaftslehre, um zugleich ein Bild monchi-

schen gelehrten Treibens zu entwerfen, wie es von diesem Zeitpunkte
an uns jeden AugenbUck wieder begegnen wird. Diesem Bilde wttrde

ein nicht unwesentlicher Strich fehlen, und uns zugleich die Gelegen-

heit entgehen, hier schon eines regelmiiBigen Arbeitsstofi'es mittel

alterlicher Gelehrten zu gedenken, wenn wir nicht noch ttber einen

ganz kurzen Aufsatz redeten, der unter den Werken des Cassiodorius

abgedruckt worden ist. AA^ir meinen einen Computus pasehctlis vom

Jahre 562.

Man hat Einsprache dagegen erhoben, daB diese Osterrechnung
von Cassiodor herrtthren konne. In der Vorrede zur Abhandlung
ttber Orthographie, ivelche Cassiodorius, wie wir schon sagten, mit

93 Jahren schrieb, sind die Schriften desselben aufgezahlt, und unter

diesen ist kein Computus enthalten. Sollte derselbe daher spater

geschrieben sein, etwa im 94. Lebensjahre, so mttBte durch Rttck-

wartsrechnung Cassiodor im Jahre 500 hei seiner ersten AnsteUung
mindestens 32 Jahre alt gewesen sein im Widersjirucb gegen die

friiher angeftthrte wohlbegriindete Annahme, er habe damals am An

fange der zwanziger Jahre gestanden. Diesen AAdderspruch zu heben

und zugleich den Computus fttr Cassiodor zu retten hat man die

A^ermutung ausgesprochen, dieses Schriftstttck sei bereits mehrere

Jahre vor der Abhandlung ttber Orthogi-aphie entstanden und um

seiner geringfttgigen Ausdehnung willen in dem genannten Verzeich-

') Cassiodorius, Varia I, 45.
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nisse eigener Schriften ausgelassen worden. Sei dem nun, wie da

woUe, sicher ist, daB im Jahre 562 ein Computus paschalis mog

Ucherweise durch Cassiodor verfaBt wurde, wie wir auch schon (S. 531)

gelegentUch gesehen haben, daB Victorius von Aquitanien 457 eine

solche Anleitung zur Auffindung des richtigen Ostertages schrieb i).

Solche theologisch- chronologische Abhandlungen waren wesent

Uch durch das auf dem Concilium von Nicaa, 325, ergangene

Verbot der mit den Juden gleichzeitigen Feier des Osterfestes her

vorgerufen worden. Das Passahfest, d. h, das Fest der Verschonung,

womit die Verschonung von den Plagen in Agypten gemeint war,

fand bei den Juden stets vom 14, bis zum 21. des Monats Nisan

statt, und zwar wurde dieser Monat dem Mondjahre der jttdischen

Zeitrechnung gemaB immer so durch periodisch eingeschobene Schalt-

monate bestimmt, daB der 14. auf die Frtthlingstagundnachtgleiche
fiel. Das christliche Osterfest mit seiner ganz anderen Bedeutung

war zunachst auf dem althergebrachten Datum des 14. Nisan ver-

blieben. Erst das nicaanische Konzil faBte, wie gesagt, diese Zeit

bestimmung als ketzerisch auf, und man verfolgte die, welche bei

den alten Ostertagen blieben, als Quatuordecimani oder Tessareskai-

dekasiten. Ostern solle von den strengglaubigen Bekennern der christ

lichen Religion stets am Sonntage nach dem ersten VoUmonde seit

der FrfihUngstagundnachtgleiche gefeiert werden, niemals an diesem

Tage selbst, auch nicht wenn der VoUmond auf die FrfihUngstag

undnachtgleiche und diese auf einen Sonntag fiel; dann muBte der

folgende Sonntag als Ostersonntag gewahlt werden, damit das Zu

sammentreffen mit dem Passahfest unter alien Umstanden vermieden

blieb. Es kam also darauf an, den Tag der FrfihUngstagundnacht

gleiche im Sonnenjahre, den des nachsten VoUmondes im Mondjahre

genau zu kennen, beziehungsweise eine Ausgleichung zwischen dem

Sonnen- und Mondjahre zu trefi'en, welche auf gewissen Zyklen be-

ruhte, in welchen beide Jahresgattungen genau enthalten waren. Das

nicaanische Konzil nahm an: 19 Sonnenjahre seien genau 235 Monds-

monate. Damit war ein Irrtnm verbunden, da nach strenger Rech-

nung zu den 235 Mondsmonaten noch etwa 1
,^-
Stunden hinzuzufUgen

sind. Die Notwendigkeit anderer genauerer Zyklen wurde eingesehen,
und nach Auffindung solcher Gleichungen zwischen Sonnen- und

Mondzeit die Berechnung des Ostertages fttr jedes Jahr vorzunehmen,
die sogenannte goldene Zahl, die Epakte zu finden 2), zu finden ob

') tiber den Computus des Victorius vgl. L, Ideler, Handbuch der mathe

matischen und technischen Chronologie II, 275—284. ^) Ebenda H, 239 und
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das Jahr Schaltjahr sei oder nicht und dergleichen, das ist der alge
braisch ziemlich dttrftige Inhalt derjenigen Schriften, welche samtlich

den gleichen Titel des Computus pctsehalis ftthren.

Unter den von Cassiodorius zum genaueren Studium empfohlenen
SchriftsteUern ist uns wiederholt der Name des Boethius erschienen.

Anicius Manlius Severinus Boethius^) stammte aus einer der

reichsten und bertthmtesten Patrizierfamilien Roms, deren Mitglieder

langst gewohnt waren, hohe Staatsstellen zu bekleiden, aber auch

den Wechsel der Schicksale durch fttrstliche Ungnade zu empfinden.
Er war zwischen 480 und 4s2 etwa geboren^) und verlor kurz da

rauf seinen Yater, so daB seine Erziehung von Fremden geleitet7 DO

werden muBte. Wahrscheinlich und zum Glfick ffir die geistige

Ausbildung des begabten Junglings wurde er der Sorge des Patriziers

Symmachus") anvertraut, der vollstandig geeignet war A^atersteUe

an ihm zu vertreten. Spater wurden aus den Beziehungen beider

enge Familienbande, indem Boethius die Tochter des Symmachus
heiratete. Boethius war schon Lehrer in dem Alter, wo andere zu

lernen pfiegen*). Konig Theodorich forderte in einem selb.stverstand-

lich durch Cassiodor geschriebenen und in dessen Briefsammlimg uns

aufbewahrten Briefe ihn auf, auch ffir den Burgunderkonig Gundobad

eine AYasser- und Sonnenuhr zu besorgen. lm Jahre 507 entbrannte

Krieg zwischen Theodorich und Gundobad. Jener ein freundlicbes

Verhaltnis beider voraussetzende Brief kann demnach nur vor oder kurz

nach diesem Kriege geschrieben sein^), vor 507 oder etwa um 510,
wahrscheinlicher in der zuletzt genannten Zeit. AVir werden aus

jenem Briefe, den wir schon (S. 571) anffihrten, nachher noch ent

nehmen, welche schriftstellerische Tatigkeit als Ubersetzer aus dem

Griechischen Boethius damals schon entfaltet hatte. Fttrs erste ist

er uns ein Zeugnis fttr das Ansehen, iu welchem Boethius bei dem

Konige stand, und dieses ebenso wie das des Symmachus wuchs be-

standig. AUein mit der steigenden Bedeutung des Boethius stieg

auch sein eifriges Bemtihen die Freiheit und das Ansehen des romischen

Senates wieder herzusteUen, wodurch er den HofIingen, die schon

haufiger, F. J. Brockmann, System der Chronologie (Stuttgart 1883), Kap. IV.

Die christliche Osterrechnung,

') Usener, Anecdoton Holderi pag, 37
—66, Altere Quellen sind benutzt

in Math. Beitr. Kulturl. S. 176—230. Samuel Brandt, Entstehungszeit und

zeitliche Folge der Werke von Boethius im Philologus LXII, 141—154 und 234

bis 275. ^) Usener pag. 40. *) tJber Symmachus vgl, Usener pag. 17—37.

') Ennodius sagt von ihm: Boethius patricius, in quo vix discendi annos respieis

et intelligis peritiam sufficere iam docendi. ^) Usener pag, 39. Brandt 1. c.

146—147 mit Berufung auf Momm sens Ausgabe des Cassiodor.
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lange neidisch auf ihn waren, GelegenheU gab ihn beim Konige zu

verdachtigen. Untergeschobene Briefe muBten die Ansicht begrttnden

helfen, als habe Boethius aus Ehrgeiz sich zum Verrate verleiten

lassen. Schuldig befunden, wed man ihn schuldig woUte, wurde er

seines Vermogens beraubt, seiner Wttrden entsetzt und wahrschein

lich nach Pavia, dem damaUgen Ticinum, verwiesen. Dort wurde er

wenigstens nach langerer Gefangenschaft enthauptet, vermutUch 524,

der Kirchensage nach am 23. Oktober, welcher zu Pavia, Brescia und

an anderen Orten wohl schon seU dem VIII. S. als Tag des heiligen

Boethius gefeiert wurde. Symmachus konnte seinem Schmerze ttber

den gewaltsamen Tod seines Schwiegersohnes nicht gehieten. Seine

AuBerungen darttber, denen es an berechtigter Scharfe nicht gefehlt

haben mag, wurden dem Konige hinterbracht, der sie ebenso ahndete

wie das angenommene Verbrechen dessen, dem die Klagen des Sym

machus galten. Symmachus wurde in Fesseln nach Ravenna gebracht
und im Gefangnisse getotet. Auch dafttr gibt die Sage einen be

stimmten Tag, den 8. Mai. Theodorich folgte seinen Opfern, deren

Geister sein zerrttttetes Nervensystem ihm unaufhorlich vor die Augen

zauberte, noch 526 nach. Wie viel theologische Streitigkeiten zwischen

dem formed rechtgiaubigen Boethius und dem arianischen Hofe Theo

dorichs zu der Entwicklung beigetragen haben mogen, ist unklar.

DaB Boethius die ihm eine Zeitlang abgesprochenen theologischen
Schriften wirklich verfaBt hat, dfirfte nach Auffindung eines Zeug-
nisses des Cassiodor nicht langer zweifelhaft erscheinen^). Ein Y'ider-

sprucli gegen das Werk „fiber die Trostungen der Philosophie", welches

Boethius im Gefangnisse zu seiner eigenen Geistesberuhigung ver

faBte, ist nur scheinbar, keinesfaUs so groB, um Boethius nicht als

moglichen Verfasser auch der theologischen Abhandlungen erkennen

zu lassen. Die Geistesrichtung des Boethius, der an griechischen
Schriftstellern sich durchweg gebddet hatte, war, trotz formaler

Strenggiaubigkeit im Christentum, eine dem Heidnischen nicht ab-

geneigte, und Uberdies lehnt sich jenes AA'erk der Trostungen an

griechische Vorbilder an, an Schriften von Aristoteles verquickt mit

spatplatonischen Kommentatoren. War doch fast die gauze schrift

steUerische Tatigkeit des Boethius gerade diesen Mannern gewidmet.
Sind es doch wesentlich Ubersetzungen von und Erlauteruno-en zu

aristotelischen Schriften und deren Kommentatoren, welche Boethius

zum groBen Manne machten, wahrend daneben auch seine Lebens-

') Usener pag. 48—59 iiber die theologischen Schriften des Boethius,
namentlich auch iiber deren scheinbaren Widerspruch gegen die Biicher De

eonsolatione.
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schicksale ihm den Strahlenkranz des unschuldig Verfolgten ver-

liehen. Man muB sich ganz im allgemeinen wohl davor hfiten bei

Boethius viele eigene Gedanken zu suchen, oder aus der Hochschatzung
der Zeitgenossen und der Nachkommen eine zu groBe Meinung von

der Bedeutung des Mannes sich zu machen, dessen Ubersetzungs-
arbeiten selbst nicht auf die Hohe ihrer Aufgabe gelangt sind, und

der darum noch lange kein Riese war, wenn er Zwerge fiberragte.
Die Regel der Kombinationen zu je zweien aus beliebig vielen Ele

menten, man soil die Halfte des Produktes der Elementenzahl in

ihre um 1 verminderte Anzahl nehmen, wird Boethius vermutlich,
wie vieles sonst, aus Ammonius (S. 501) entlehnt haben. Er hat sie

im ffinften Buche seiner Commenfaritt in Porphijriitrn sowie in seinem

Kategorienkommentare ausgesprochen ').
Uns interessieren namentlich diejenigen Ubersetzungen, welche

Boethius, wie wir gesehen haben, in seinem 2S. Lebensjahre etwa

schon voUendet haben muB. In jenem Briefe des Theodorich an

Boethius^) heiBt es: „ln Deinen Ubertragungen wird die Musik des

Pythagoras, die Astronomie des Ptolemaus lateinisch gelesen. Niko

machus der Arithmetiker, der Geometer Euklid werden von den Auso-

niern gehort. Plato der Forscher gottlicher Dinge, Aristoteles der

Logiker streiten in der Sprache des Quirinals. Auch Archimed den

Mechaniker hast Du lateinisch den Sikulern zurfickgegeben, und

welche Wissenschaften und Kfinste auch das fruchtbare Griechenland

durch irgendwelche Manner erzeugte, Rom empfing sie in vater-

landischer Sprache durch Deine einzige Vermittlung." A^orzugsweise

Wichtigkeit besitzen fttr uns von diesen Ubersetzungen die der Arith

metik und Geometrie; daneben kann die der Musik, der Astronomie,
der Mechanik uns gelegentliche Notizen liefern, die sich vieUeicht

wertvoU erweisen.

Der Musik haben wir uns (S. 165) als Quelle bedienen dttrfen.

A'on den mechanischen Schriften nach Archimed ist uns freilich

auBerhalb der hier angeftthrten Briefstelle keinerlei Erwahnung be

kannt.

Was die Astronomie und Musik betrifft, die Boethius lateinisch

schrieb, so erinnem wir daran, daB von ihnen in der Enzyklopadie
des Cassiodorius keine Rede ist. Doch ist fttr die Astronomie wenig

stens mehr als ein spateres Zeugnis vorhanden. AVir werden spater

sehen, daB Gerbert in einem vermutlich im Sommer 983 in Bobbio

') Heiberg im Philologus XLIII, 475—476. Brandt 1, c, 148 und pri

vate Mitteilungen iiber die Benutzung des Ammonius durch Boethius, Die Stelle

findet sich in der Baseler FoHoausgabe der Werke des Boethius von 1570 auf

pag. 104 und 105. *) Cassiodorius, Varia I, 45,
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geschriebenen Briefe seine Freude darttber kundgibt, daB er acht

Bttcher gefunden habe: Boethius ttber Astronomie, ttber Geometrie

und anderes nicht weniger Bewundernswertes^). In mittelalterlichen

Handschriftenverzeichnissen wird gleichfaUs die Astronomie des Boethius

genannt^), und noch 1515 war die Astronomie nach aUer Wahr

scheinlichkeit vorhanden, wenigstens beruft sich ein in jenem Jahre

zu Augsburg gedrucktes Buch auf deren Benutzung'). Moglicher

weise ist bei jener Berufung ein 1503 in Paris gedruckter von Faher

Stapulensis herausgegebener Band gemeint, der den ausftthrlichen Titel*)

ftthrt: „Boetius Sev. Epitome compendiosaque introductio in libros

arithmeticos Sev. Boetij: adjecto familiari commentaria dilucidata.

Praxis numerandi. Introductio in Geometriam. Liber de quadratura
circuli. Liber de cubicatione sphere. Perspectiva introductio. In-

super Astronomicon." Wenn dem aber so ware, so sttinde die Mei

nung auch das Astronomicon mttsse von Boethius verfaBt gewesen

sein, freilich auf recht schwachen FttBen.

Dafttr daB Boethius eine Arithmetik und eine Geometrie schrieb,
ist das unabwendbarste Zeichen vor aUen Dingen die Enzyklopadie
des Cassiodorius. Dieser konnte m'cht auf beide Werke und am be-

stimmtesten auf die Geometrie verweisen, wenn sie nicht vorhanden

waren. Die Ausflucht, mit welcher man wohl gegen die altere Brief

stelle MiBtrauen zu erregen gesucht hat, Cassiodorius habe Schriften,
die schon verfaBt waren, aber auch solche genannt, welche noch zu

erwarten waren, hat keine Wirksamkeit fttr die Zeit, als Cassiodorius

ins Kloster zurttckgezogen seine Enzyklopadie schrieb. Boethius war

damals langst tot. Von ihm UeB sich nichts mehr erwarten. Von

einem „vermeintlichen" Faktum^) kann aber bei so ausdrttcklicher

Verweisung desjenigen, der sich genauer unterrichten wollte, auf die

genannten Bttcher unmoglich die Rede sein. Ein gewissenhafter,
pttnktUcher Lehrer — und pttnktlich war Cassiodorius durchaus —

verweist nicht auf Schriften, die er nur von Horensagen kennt, ge

schweige denn von deren Vorhandensein er kaum weiB, ohne ein-

schrankende Bemerkung. Wir wttrden daher aUenfaUs begreifen
konnen, wenn man nach den Worten Cassiodors bezweifekn wollte,
daB Boethius wirkUch die Arithmetik des Nikomachus ttbersetzt habe;

1) Reperimus octo volumina Boethii de astrologia praeclarissima quoque
figurarum geometriae aliaque non minus admiranda. «) Brandt 1. c. 236 Note 3

unter Berufung auf Schepss (Festschrift fiir W. v. Christ S. 113). ») M. Curtze
in dem Bullettino Boncompagni 1868, pag. 140. *) Wh verdanken die Kenntnis
des Titels H. Karl Bopp, -welcher ihn einem antiquarischen Kataloge entnahm.
") WeiBenborn, Die Boetiusfrage im Supplementheft zur Histor.-literar. Abtlg.
der Zeitschr. Math. Phys. XXIV, S. 190.
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an das Vorhandensein der Ubersetzung der euklidischen Geometrie

ist ihm . gegenttber jeder Zweifel unstatthaft. Andere Zeugnisse
kommen dazu. Fttr die Arithmetik gilt als sicherstes Zeugnis, daB

nach Briefen welche zwischen Gerbert und Otto 111. o-egen 9',i4 o-e-

wechselt wurden, ersterer dem letzteren ein Exemplar der Arithmetik

des Boethius zugeschickt hat. Ffir die Geometrie wird der vor

erwahnte Brief Gerberts von 983 angerufen, wiihrend andere die Be-

■ rechtigung in Abrede stellen, den Namen des Boethius, der als Ver

fasser der Astronomie bezeichnet ist, auch auf die Geometrie zu be

ziehen. Ferner beruft man sich auch ffir beide AVerke noch auf ein

der Zeit nach frttheres Zeugnis. Der Bibliothekar Regimbertus auf

Reichenau hat namlich S21 einen Katalog der damals unter seiner

Obhut vorhandenen Handschriften hinterlassen, und darin ist von

Boethius die Arithmetik in zwei Bttchern, die Geometrie in drei

Bttchern genannt'), wogegen freilich abermals der Einwand erhoben

worden ist, nur fttr die Arithmetik sei Boethius als Verfasser gemeint,
nicht auch fttr die Geometrie. Man findet endlich in einem um 1025

geschriebenen Briefe die Worte^): Boethius sagt in seinem geome

trischen Werke, in Geontetrieo dicit Boethius, um welche man sich

nicht herumdeuten kann.

Zu diesen verschiedenen mittelbaren Zeugnissen kommt noch,
daB eine ganze Anzahl von Handschriften sich bis auf den heutigen

Tag erhalten hat, in welchen den Titeln nach die Arithmetik, die

Musik, die Geometrie des Boethius aufgezeichnet sind. Die alteste

Handschrift der Arithmetik soil dem IX. bis X. S. entstammen'), die

alteste Handschrift der Musik dem IX. S.'*), endlich die alteste Hand

schrift der Geometrie dem IX. S.^).
Diese Tatsachen fassen sich also dahin zusammen, daB jedenfalls

Boethius fiber die vier genannten Wissensgebiete nach griechischen
Mustern sich verbreitet hat, und daB noch erhaltene Handschriften

der drei ersten Werke mit AusschluB der den SchluB bildenden

') Agrimensoren, Anmerkung 245. ^ Une Correspondance d'ecoldires du

XI. Siecle in den Notices et Extraits XXXVI, 525 lin, 2 (pag. 43 des Sonder

abdrucks). ') Boetius (ed. Friedlein) Leipzig 1867, pag. 2: codex i.

■*) Boetius (ed. Friedlein) pag. 175: codex g. ') 6, Schepss, Zu Boethius

(in den Commentationes Woelfflinianae. Leipzig 1891") pag, 279 nennt drei Pariser

Codices, deren iiltester dem IX, S, angehort, wiihrend die beiden anderen im

X, S. entstanden sein miissen. In ihnen wird ausdriicklich das Ganze als Eigen

tum des Boethius in Anspruch genommen, Dem XL S. entstammt die Erlanger

Handschrift, Boetius (ed. Friedlein) pag, 372: codex e. Friedlein gibt

ferner dem codex n = cod. Vatican. 3123 ein hoheres Alter, indem er ihn in das

X, S, setzt, aber Usener (pag. 47) riickt nach eigener Anschauung diesen Kodex

herunter in das XI.—XII. S,

Cantor, Geschichte der Matheraatik I. 3, Auti. 37



578 27. Kapitel.

Astronomie um das Jahr 900 vorhanden gewesen sind und damals

ffir von Boethius verfaBt galten.
In der Einleitung zur Arithmetik bestatigt Boethi^us gleichfaUs,

was wir aus anderen Quellen erfahren haben, daB er ttber die vier

verwandten Gegenstande schreiben woUe. Er bezieht sich in dem

Widmungsschreiben an Symmachus darauf, daB er von den vier

mathematischen Wissenschaften die Arithmetik, welche die erste sei,

voUendet habe^), und wenn auch die SteUe, in welcher die Reihen

folge, Arithmetik, Musik, Geometrie, Astronomie angedeutet ist, wed

die Menge an und fttr sich betrachtet in der Arithmetik, die Menge

bezogen auf andere in der Musik, die unbewegte GroBe in der Geo

metrie, die bewegte in der Astronomie behandelt werde, sowie eine

andere, in welcher noch naher erklart wird, weshalb von der Arith

metik ausgegangen werden solle, nur freie Ubersetzungen aus dem

Nikomachus sind^), so kann auch darauf fttr die Absicht des Boethius

Bezug genommen werden. Er hatte jene SteUen der Einleitung,

wenn sie nicht seine eigenen Pfane ausdrttckten, unzweifelhaft bei

seite gelassen, denn gerade hier hat sich Boethius mit groBter Un

abhangigkeit seines Stoffes bedient. Bei dieser Gelegenheit findet

sich z. B. zum ersten Male das Wort cjuadruvium benutzt, um den

Kreuzweg der viergetedten mathematischen Wissenschaften zu be

zeichnen, welche von Cassiodorius mit anderem Bilde die vier Pforten

der Wissenschaft genannt wurden^). Wir bemerken, daB das von

Boethius gewahlte Wort als Gemeingut sich forterbte, daB dem

Quadruvium noch das Trivium zugesellt wurde, um die Gesamt-

heit der sieben freien Kfinste in ihren beiden groBen Gruppen zu

benennen. In der Musik hat alsdann Boethius den einmal einge

schlagenen Weg weiter ffir den richtigen erklart. Er gibt namlich

wiederholt den Unterschied der vier Wissenschaften und ihre Reihen

folge in gleicher AVeise an, wie er es nach Nikomachus getan

hatte'''). Eine Widmung ist der Musik nicht vorausgeschickt. Die

Geometrie dagegen beginnt mit der Anrede „mein Patricius", -mi

Patrict, was ohne jede Schwierigkeit auf den Rhetor Patricius ge

deutet werden kann, welchem Boethius audi ein anderes AVerk, seinen

Kommentar zu Ciceros Topik, mit derselben am Anfang des zweiten

^) Cum igitur quattuor matheseos disciplinarum de arithmetica, quae est

prima, perscriberem, tu tantum dignus eo munere videbare. *) Darauf hat Th. H,

Martin aufmerksam gemacht: Les signes -numeraux et I'arithmdique chez les

peuples de I'antiquite d du moyen-acje. Annidi de matematiche Y. Roma 1864,

Cap. XIII, pag, 44 der Separatausgabe, ") Cassiodorius, Varia I, 45: Tu

artem praedidam. ex discipUnis nobilibus natam per quadrifarias Mathesis ianuas

introisti. ") Boetius (ed. Friedlein) Musica Lib. H, Cap. 3, pag, 228—229.
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Buches vorkommenden Anrede mi Patrici gewidmet hat^). In der

Geometrie ist sodann von der Arithmetik des gleichen Verfassers

die Rede^). AVieder in der Geometrie ist von der Arithmetik und

der Musik gesagt, daB dort gewisse Dinge zur Genfige besprochen
seien. ^). Auf die Arithmetik wird fttr den Satz verwiesen, daB die

Einheit keine Zahl sei, sondern QueUe und Ursprung der Zahlen.*)
Das sind lauter Kennzeichen, daB die Geometrie von Boethius her

rtthrt, oder daB wer sie verfaBte fttr Boethius gehalten sein woUte.

Dieser Satz mag mit Recht dem Leser auffallen. Wir bemerken

deshalb einschaltend, auch um die Tragweite der folgenden Unter

suchung zum voraus erkennen zu lassen, daB gegen die Echtheit der

Arithmetik und Musik, wie sie uns handschriftlich als von Boethius

herrtthrend ttberUefert sind, ein Zweifel nie erhoben worden ist, daB

dagegen die Geometrie, deren Echtheit oder Unechtheit eine geschicht
liche Bedeutung ersten Ranges besitzt, von weitaus den meisten fttr

untergeschoben gehalten wird^).
Wir mttssen nun den Inhalt sowohl der Arithmetik als der Geo

metrie prttfen, welcher uns erst die Berechtigung geben soil, die Frage
zu einigem Abschlusse zu bringen. Die Arithmetik ist das, -s\as

sie nach der Erklarung des Cassiodorius, was sie aber auch nach den

eigenen Worten des Boethius^) sein soil, eine Bearbeitung der Arith

metik des Nikomachus, wobei bald Weitlaufigeres zusammengezogen,

bald Dinge, die rascher durchlaufen dem Verstandnis einen aUzuengen

Zugang boten, einigermaBen erweitert wurden. Man wird daher bei

Boethius die auffaUigsten Dinge wiederfinden, welche aus dem

griechischen Texte uns schon bekannt sind, Satze dagegen, die

matbematisch von Wichtigkeit sind, nicht seiten vermissen. Die

Einmaleinstabelle fehlt so wenig''), wie die figurierten Zahlen, deren

hier ausgesprochener Name numeri figurafi^), die wortliche Uber

setzung von dQi.Q-fiol OirjfiaxoyQacpQ-ai'xag , seit Boethius immer aUge
meiner in Gebrauch gekommen ist. Wir bemerken fast ttberflttssiger-

weise, daB sich Boethius auch der Ausdrttcke numeri pjrimi und

') Diese Losung der friiher vorhandenen Schwierigkeit, die Widmung der

Geometrie zu verstehen, riihrt von S, Brandt 1, c, 234 Xote 1 her, ^) Boe

tius (ed. Friedlein) pag, 390, 3—5. ^) Ebenda pag. 396, 3—6. ') Ebenda

pag, 397, 20—39S, 1, ^) So namentlich von Friedlein, von WeiBenborn:

Die Boetiusfrage in dem Supplementheft zur Histor,-literar, Abtlg, der Zeitschr.

Math. Phys. XXIV (1879) und: Zur Boetiusfrage, Osterprogramm 1880 des

Eisenacher Realgymnasiums. Am kraftigsten und vollstiindigsten hat Heiberg

die Griinde gegen die Echtheit der Geometrie zusammengesteUt in der Zeit

schrift Philologus XLHI, 507—519, '^) Boetius (ed. Friedlein) pag, 4, 30

bis 5, 4. ') Ebenda pag. 63. ') Ebenda pag. 101 in der tJberschrift von Arith

metica II, 17,

37*
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numeri compositi bedient. Die Proportionenlehre ist ausfiihrlich ge

lehrt, und damit ist vieUeicht die Sage in Verbindung zu bringen,
welche ttbrigens wohl auch auf Wahrheit beruhen kann, Boethius

habe im Gefangnisse zu seiner Unterhaltung ein Zahlenkampf ge-

nanntes Spiel ausgedacht, welches wesentUch auf Anwendung von

Zahlenverhaltnissen beruht'). Bemerkenswert erscheint dem gegen

ttber, daB unter den weggebliebenen Dingen jener Satz des Niko

machus enthalten ist, der von der Entstehung der Kubikzahlen aus

der Summe ungerader Zahlen handelt, und ebenso der Satz, daB die

n eckszahl von der Seite r und die Dreieckszahl von der Seite r — 1

zusammen die ii Y 1 eckszahl von der Seite r bdden (S. 432). Wir

sehen an solchen Dingen bewahrheitet, was wir ankttndigten, sehen

bestatigt, was wir weiter oben (S. 575) behauptet hatten. Es ist

kein ebenbttrtiger Bearbeiter, der sich an den griechischen Zahlen

theoretiker gewagt hat. Gerade den feinsten arithmetischen Dingen
ist er aus dem Wege gegangen. Sein Griechisch reichte aus zur

Ubersetzung, seine Mathematik nicht, und wenn den Namen Boethius

bis in das spate Mittelalter hin ein gewisser Nimbus umgibt, so ist

dieser Glanz zum Ted der allgemeinen Dunkelheit zuzuschreiben, zum

Teil Wiederstrahl der Martyrerkrone, mit welcher, wie wir schon

sahen, die Kirche ihn bedacht hat.

Wir wenden uns zur Geometrie des Boethius, wie sie von den

Handschriften uns ttberliefert ist. Zwar sind und waren die Hand

schriften weder in bezug auf die Anzahl der Bttcher noch auf den

Text durchweg ttbereinstimmend. Es gibt und gab Geometrien des

Boethius in fttnf Bttchern^), in vier Bttchern^), in drei Bttchern*), in

zwei Bttchern.

Indessen sind diese verschiedenen Gestaltungen wesentUch auf

deren zwei zurttckzuftthren, von denen sich eine aus 5, eine aus

2 Bttchern zusammensetzt. Jene langere wird kaum von irgend jemand
fttr die echte Geometrie des Boethius gehalten werden konnen. Ihre

beiden ersten Bttcher sind zwar in alte Druckausgaben des Boethius

zu einem Buche vereinigt als Geometrie aufgenommen, aber sie ent

halten ein buntes Alleiiei, worunter nicht zum wenigsten Auszttge aus

der Arithmetik des Boethius, die noch obeudrein in Unordnung ge
raten sind. Die beiden folgenden Bttcher enthaUen eine Boethius zu

geschriebene Ubersetzung aus den A ersten Bttchern des Euklid. Im

fttnften Buche, welches im Drucke noch nicht herausgegeben ist, zeigt

') R. Peiper in den Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik HI,
167-227 (1880). «) Math. Beitr. Kulturl,, Anmerkung 399. ») Friedleins
Miinchner Kodex m aus dem XL-XH, S, *) Z, B, das alte Exemplar, welches
im Reichenauer Bibhothekskatalog von 821 beschrieben ist.
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sich neuerdings ein AUerlei, aus welchem sich ein sehr interessantes,
den Begleitstttcken in keiner Weise ahnelndes Fragment AUercatio

duorum geometrieoruin hervorhebt, ein katechetisches Zwiegesprach,
dessen Ursprung in tiefstes Dunkel gehttUt ist. Das Ganze — wir

meinen die fttnf hier geschilderten Bttcher — hat die Benennung als

Pseudoboethius^) erhalten, um sie von den zwei Bttchern zu

unterscheiden, und von dieser Geometrie in zwei Bttchem allein ist

die Rede, wenn Untersuchungen tiber Echtheit oder Gefalschtsein der

Geometrie des Boethius angestellt werden. Die alteste Handschrift

dieser Geometrie ist die Erlanger aus dem XI. S.

Wir wollen jetzt an die Schilderung dieser Geometrie herantreten

und in die Schilderung verweben, was fttr die Echtheit angeftthrt
worden ist, damit unseren Lesern die Moglichkeit einer Meinungs-
verschiedenheit begreiflich werde. Die zwei Bttcher der Geometrie

leiden nun allerdings auch an einer Buntheit, welche auffaUen muB,
und welche keineswegs mit dem fibereinstimmt, was ein moderner

Bearbeiter des EukUd liefem wttrde. Sind wir aber berechtigt, dem

Ahnlicbes zu erwarten? Wir glauben nicht. Griechische Arithmetik

war, wie wir gesehen haben, den Romern nicht gerade neu. Griecbi-

scher Geometrie in irgend gegliederter Aufeinanderfolge, euklidischer

Strenge der Beweise sind wir noch nicht begegnet. Auch jene Be

arbeitung der Stereometrie in dem Veroneser Palimpseste (S, 565)
schlieBt sich vermutlich nur an ein Exzerpt des Euklid, nicht an

den wirklichen Euklid an, und ein Exzerpt muB Boetbius vor sich

gehabt haben, denn wie wollte er sonst die gesamten Elemente in

zwei, drei, vier, fttnf Bttcher fassen, ivenn wir die GUederung zulassen

wollen, welche die meisten Bticher der Geometrie des Boethius an

gibt? Es kann also die Geometrie des Boethius zu der des Euklid

gewiB nicht in dem gleichen A^erhaitnisse gestanden haben, wie die

Arithmetik desselben zu der des Nikomachus. Auch Boethius selbst

in der Einleitung zur Geometrie gestattet uns keineswegs solche

Anspruche zu erheben: „Da ich, mein Patricius, auf Dein Ansuchen,
da Du von den Geometern wohl die meiste Ubung besitzest, auf

mich genommen habe, das, was von EukUd tiber die Figuren der

geometrischen Kunst dunkel vorgetragen wurde, auseinanderzusetzen

und fttr einen leichteren Eingang zuzubereiten, so glaube ich zuerst

den Begriff des Messens erUiutern zu mttssen"^). Die Figuren geo

metrischer Kunst, das ist es, was Boethius auseinandersetzen will.

') Tannery, Notes sur la Pseudo-Gdomdric de Boece in der Bibliotheca

Mathematica. 3. Folge I, 39—50 (1900), ") Boetius (ed, Friedlein) pag. 373,

21—24.
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und ttber die Figuren der Geometrie handelte, was Gerbert ge

meinschaftUch mit der Astronomie des Boethius in Bobbio fand

(S. 575), und was gerade durch diese Benennung die Urheberschaft

des Boethius naher legt. Wenn dann Cassiodorius, der noch weniger
Mathematiker war als Boethius, daraus entnimmt, es sei eine Uber

setzung des Euklid gewesen, die jener verfaBte, wenn ein Abschreiber

in der Uberschrift sagt: „Es beginnt die Geometrie des Euklid von

Boethius einleuchtender ins Lateinische ttbersetzt"^), eine Uberschrift,
die schon ihrem Wortlaute nach nicht von Boethius herrtthrt, wie

ttberhaupt auf eine Uberschrift niemals ein groBeres Gewicht zu

legen ist als nach der Richtung, daB sie die Ansicht der Zeit der

Abschrift uns kundgibt; so ist Boethius uns an beidem unschuldig.
Er woUte nur die Figuren geometrischer Kunst auseinandersetzen.

Er tat es, indem er nach Definitionen den Inhalt des 1. Buches der

Elemente und weniges aus dem III. und IV. Buche aussprach"), ohne

daB der geringste Beweis die Wahrheit des Ausgesprochenen be

statigte. Dann sagt er^), er wolle das bisher wortlich aus Euklid

Ubersetzte teilweise wiederholen, um in der Beleuchtung einzelner

Beispiele dem Leser Freude zu bereiten. Wesentlich aus dieser SteUe

ist der SchluB gezogen worden*), die Vorlage des Boethius sei selbst

schon ein recht dflrftiger griechischer Auszug aus den Elementen ge

wesen, und dieser Meinung schlieBen wir uns an. Was alsdann

Boethius als seine Zusatze liefert, ist fredich eigentfimUcher Art.

Es ist die Auflosung der drei Aufgaben: fiber einer gegebenen Strecke

ein gleichseitiges Dreieck zu beschreiben; von einem gegebenen
Punkte aus eine Gerade von gegebener Lange zu ziehen; von einer

groBeren Strecke eine kleinere abzuschneiden. Das sind die drei

ersten Satze des I. Buches der Elemente, und der Text stimmt fast

wortlich mit dem EukUdischen ttberein. Welcher wirkUchen EukUd

ausgabe Boethius diese Stttcke entnahm, das konnen wir nicht ent

scheiden. Die Annahme^), es sei die Theonsche Ausgabe gewesen,
und Boethius habe den Euklid nur fttr den Erfinder der Satze,
Theon dagegen fttr den der Beweise gehalten, die um so unbedenk-

Ucher zu entnehmen seien, hat jedoch viel fttr sich. JedenfaUs hat

er ohne weiteres sein genannt, was nur aus einer anderen QueUe

stammte, als das unmittelbar vorher Ubersetzte, eine Unbefangenheit,
welche bei Boethius fast als schriftsteUerische EigentttmUchkeU
gelten kann, wie sein Werk ttber die Trostungen beweist^). An

') Indpit geometria Euclidis a Boetio in hitinum lucidius translata (ed.
Friedlein, pag, 373). «) Eine genauere Vergleichung bei WeiBenborn 1, c,
S. 196 und 204, «) Boetius (ed. Friedlein) pag, 389, 18-23. ■>) Von
H. Th, Martin. ") AVeiBenborn L c. S. 206flgg. ^) Usener L c. pag. 51-52,
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die drei Aufgaben schlieBt sich nun die merkwttrdige Stelle an-"^):

„Doch es ist Zeit zur Mitteilung der geometrischen Tafel ttber

zugehen, welche von Architas, einem nicht gemeinen Schriftsteller

dieser Wissenschaft fttr Latium zurecht gemacht wurde, wenn ich

zuerst wieviele Gattungen von Winkeln und Linien es gebe voraus

geschickt und weniges ttber Flachen und Grenzen gesagt haben

werde." Er erfttllt letzteres Versprechen wieder durch einige De

finitionen und kommt dann zu der bertthmt gewordenen Stelle vom

Abacus.

Fingerzahlen, digiti, wurden nach ihm von den Alten alle

Zahlen unterhalb der ersten Grenze, limes, d. h. bis 9 genannt-j,

Gelenkzahlen, articuli, heiBen die Zahlen, welche in der Ordnung
der Zehner und so fort ins Unendliche sich befinden, Zusammen

gesetzte Zahlen sind alle zwischen der ersten Grenzzahl 10 und

der zweiten Grenzzahl 20 gelegenen und die fibrigen der Reihe nach

mit Ausnahme der Grenzzahlen selbst. Diese nebst den Fingerzahlen
heiBen- nichtzusammengesetzt, incompositi^).

Er fahrt dann fort: „Manner von alter Einsicht, welche der

pythagoraischen Schule angehoren, und als Forscher iiber jilatoniscbe
Weisheit mit merkwfirdigen Spekulationen sich besch'aftigen, haben

den Gipfelpunkt der ganzen Philosophie in die Eigenschaften der

Zahlen gesetzt. In der Tat, wer wird die Masse des musikalischen

Einklangs verstehen, wenn er glaubt, sie hingen nicht mit Zahlen

zusammen? Wer wird unbekannt mit der Natur der Zahlen die aus

Sternen zusammengesetzten Stembilder der Himmelsfeste erkennen

oder den Aufgang und Untergang der Thierzeichen erfassen? Was

endlich soil ich von der Arithmetik und Geometrie sagen, die selbst

nicht in nichtnennenswerter Gestalt erscheinen, so wie die Eigen
schaften der Zahlen verloren gehen? Doch davon ist in der Arith-

methik und in der Musik zur Genttge die Rede gewesen, kehren wir

daher zu dem zurttck, was jetzt zur Sprache kommen soil. Die

Pythagoriier haben sich, um bei Multiplikationen, Divisionen und

Messungen nicht in Irrtttmer zu verfallen (wie sie in alien Dingen
voller Feinheiten und EinfaUe waren) einer gewissen gezeichneten

Figur bedient, welche sie ihrem Lehrer zu Ehren die pythagoraische

Tafel, mensa Pythagorea, nannten, wed die ersten Lehren in den so

dai-gestellten Dingen von jenem Meister ausgegangen waren. A^on

den Spateren wurde die Figur Abacus genannt. Sie beabsichtigten

') Boetius (ed, Friedlein) pag, 393, 6—10, -) Die Englander nennen

in ihren Lehrbiichern der Rechenkunst heute noch die Einer digits. ') Boetius

(ed. Friedlein) pag, 395, 3—16,
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damit das, was tiefsinnig erdacht worden war, leichter zur all

gemeinen Kenntnis zu bringen, wenn man es gewissermaBen vor

Augen sahe und gaben der Figur die hier folgende merkwttrdige

GestaU"!).
Wir haben diese ganze Stelle wortlich aufgenommen, um jeden

Zweifel verschwinden zu lassen, wie Boethius, der sich hier wieder

holt auf seine frttheren Schriften bezieht, ttber den Ursprung der

von ihm gezeichneten Figur denkt: es ist eine pythagoraische Erfin

dung, aber freilich keine altpythagoraische, denn sonst wfirde nicht

der Forschungen fiber platonische AA^eisheit jener Angehorigen der

pythagoraischen Schule gedacht sein konnen. Also Neuplatoniker
oder vielleicht Neupythagoraer haben nach der Ansicht unseres

SchriftsteUers die Figur gebildet, welche zuerst Tafel des Pythagoras,
dann Abacus genannt wurde. Sie wurde Abacus genannt, unter

schied sich mithin von dem frfiher als solcher vorhandenen Rechen

brette, und der Unterschied liegt in der Art der Benutzung.

Kolumnen, feste oder gezeichuete, hatten zwar auch die alten

und altesten Rechenbretter, aber deren AusffiUung beim Rechnen

erfolgte mittels Marken, deren jede die Einheit der betreffenden der

Kolumne oder der Kolumnenabtedung angehorenden Rangordnungo o o o

bezeichnete. Jetzt war eine wesentliche Anderung eingetreten.

„Man hatte Apices (Kegelchen?) oder Charaktere von verschiedener

Gestalt" 2).
Jede dieser Marken war mit einer Bezeichnung versehen, welche

ihr den Wert einer der neun Fingerzahlen beilegte, und diese Be

zeichnung wird nun im fortlaufenden Texte genau so abgebildet wie
O o O

es auf dem vorher gezeichneten Abacus der Fall war. Damit ist

also widerspruchslos bewiesen, daB die Zeichen gleichen Alters und

gleichen Ursprunges wie der sie umgebende Text sind, und nicht

erst nachtraglich auf die vorher von derartigen Zeichen freigewesene
Tafel eingeschmuggelt werden konnten. AA'ohl aber ware es mog

lich, daB es sich so mit gewissen eigentfimlichen Wortern ver

hielte, die nicht im Texte, sondern einzig und allein auf der Figur
sich finden.

Wir wfirden der ganzen Untersuchung einen selbst ffir die

Wichtigkeit, welche ihr innewohnt, unverhaltnismaBig groBen Raum

widmen mfissen, wenn wir fortffihren wortlich zu fibersetzen oder

gar zu erlautern. AVir woUen nur kurz berichten, daB Regeln der

Multiplikation und der Division nachfolgen, jene breiter und deut-

') Boetius (ed. Friedlein) pag. 395, 25—396, 16. *) Ebenda pag. 397,
2— 3.
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licher angelegt, diese dunkler, wie der Verfasser selbst ffihlt, wenn

er sagt: „lst es irgendwie dunkel gehalten, so mttssen wir dem

fieiBigen Leser die Einfibung fiberlassen" i). Bei der MuUiplikation
kommen die EinzelfaUe zur Sprache, welches Produkt also entstehe,
wenn Zehner mit Hunderten, mit Tausenden usw. vervielfacht werden.

Bei der Division erscheint die komplementare Divisionsme thode,
von der ankttndigend (S. 528) die Rede war. Das Komplement, die

Differentia des Boethius, ist die Zahl, um welche ein Divisor

kleiner ist als die nachste nichtzusammengesetzte Zahl, letzteres Wort

in dem oben definierten Sinne genommen. Der Divisor 16 z. B. hat

bis zu 20 die Differenz 4, der Divisor 78 bis zu 80 die Diff'erenz 2,
der Divisor 623 hatte bis zur nachsten nichtzusammengesetzten Zahl

700 die Differenz 77. Nun wird mit dem vergroBerten Divisor divi

diert, und jedesmal dem Reste das Produkt des Quotienten in die

Differenz erganzend wieder beigefttgt, bis man fertig ist. Man wird

leicht erkennen, daB diese Methode, wenn auch mehr Teddivisionen

als die gewohnliche erfordernd, weit zuveriassiger ist, weil hier, wo

mit einer einfachen Zahl die Teildivision vorgenommen wird, niemals

der Fall eintreten kann, daB irrtttmlich ein zu groBer Quotient an

gesetzt wttrde. Eine etwas abgeanderte Anordnung der komplemen
taren Division tritt ein, wenn der Divisor aus Hundertern und

Einern besteht. Man soil alsdann die Einer des Divisors zunachst

unberttcksichtigt lassen, dagegen auch vom Dividenden eine Einheit

hochster Ordnung beiseite lassen, damit nachtraglich das Produkt des

Quotienten in die Einer des Divisors bis zu jener Einheit erganzt
uud die Erganzung dem erstgewonnenen Divisionsreste beigefugtOOO O O

werde.

Fragen wir nun wiederholt, woher diese Dinge stammen mogen,

so sollte man vermuten, wir wttrden in erster Linie die auf den

Apices befindlichen Zahlzeichen fiber ihren Ursprung befragen. Wir

werden diese Frage jedoch erst im 33. Kapitel stellen. Jetzt be

merken wir, daB die Apices selbst ungemein an die Pythmenes oder

Stammzahlen des ApoUonius erinnern, und das Multiplizieren der ver

schiedenen Rangordnungen an die von jenem gegebenen Einzelvor-

schriften (S, 347
—

348). Ein Fortschritt ist ja in der Benutzung der

Apices unbedingt enthalten, aber doch ein solcher, den wir spateren

Alexandrinern zutrauen dfirfen. Ob das Divisionsverfahren Erfindung
eines Romers war? Wir wissen es nicht, wenn auch unser Geffihl

sich dagegen striiubt, einen romischen Geist als so erfinderisch in

mathematischen Dingen annehmen zu sollen. AVir konnen nur wieder-

') Boetius (ed. Friedlein) pag. 400, 28—30.
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holt auf die Dinge hinweisen, welche wir zur komplementaren Multi-

pUkation (S. 528) in Beziehung gesetzt haben, daB subtraktive

Zeichen entschieden romisch sind, daB von Nikomachus mutmaBlich

RechnungsvorteUe gelehrt wurden, welche dem komplementaren Ver

fahren ahneln. Boethius selbst, beziehungsweise der unter dem Namen

des Boethius Schreibende, scheint aUes einer und derselben Vorlage

entnommen zu haben, einem lateinisch schreibenden Architas.

Auch von diesem soil erst weiter unten die Rede sein, wenn wir die

Geometrie des Boethius zu Ende besprochen haben.

Jetzt namlich, nachdem das Rechnen d. h. Multiplizieren und

Dividieren gelehrt worden, kommt der Verfasser zum zweiten Buche
O '

und in ihm zur rechnenden Geometrie, zu welcher der Abschnitt

vom Abacus eine Einleitung bildete, vielleicht nach dem entfernten

Muster des Nikomachus (S. 564). Wir finden uns auf voUig be-

kanntem Boden. Wir haben die Geometrie der romischen Feld

messer vor uns, in einigen Dingen wieder etwas tiefer gesunken und

von den wenigst genauen heronischen Yorschriften Gebrauch machend.

So z. B. finden wir die Flachenberechnung des gleichseitigen Drei-

17
ecks ^) durch die nicht verstandene Formel a^ — — a^. Wir finden

Gebrauch gemacht von der schlechten Annaherung zur Flache eines

unregelmaBigen Vierecks^) durch Bildung des Produktes der arith

metischen Mittel vou je zwei einander gegenfiberliegenden Seiten.

Auch die Vieleckszahlen als Vielecksflachenraume kommen hier vor.

Bei dem Achtecke ist nur die aus zwei Quadraten verschrankte

Figur gezeichnet. Bei dem Ffinfeck und Sechseck sind falsche

Formeln angewandt. Dagegen ist hier die deutliche Spur der aU

gemeinen Formel ffir die rte W(. eckszahl vorhanden, welche wir bei

Epaphroditus (S. 557) nur mutmaBten^). Die Vorlage ffir dieses

zweite Buch scheint im allgemeinen Frontinus verfaBt zu haben''').
Als Ausnahme wohl ist der Satz vom Durchmesser des Innenkreises

des rechtwinkligen Dreiecks (S. 556) dem Architas zugeschrieben,
nachdem er vorher durch Euklid hinzuerfunden worden sei®).

Auf eben diesen Architas bezieht sich Boethius noch einmal

zum Schlusse des zweiten Buches, um nach den Regeln der rechnen

den Geometrie die Bruchrechnung zu erortern. Die ganze Stelle
o O

gehort samt der Tabelle, welche ihr beigeffigt ist, noch immer zu

dem Dunkelsten, was man besitzt. Nur eins ist einleuchtend: warum

namlich gerade am Schlusse der Geometrie diese Lehre vorgetragen

') Boetius (ed. Friedlein) pag, 404, 14—405, 10, -) Ebenda pag. 417,

16—28, ») Ebenda pag. 423, 1—7. ") Ebenda pag. 402, 27—403, 2 und 428,
16—19. ^) Ebenda pag. 412, 20—413, 9.
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wird'). Das geschieht und muB geschehen, weil nunmehr die Astro

nomie folgte, in welcher Bruchrechnungen in groBter Menge not

wendig wurden. Wie der Abacus zwischen den beiden Bttchern der

Geometrie den Ubergang von der eigentlichen theoretischen Geo

metrie zur FeldmeBwissenschaft bildete, so bildet jetzt die Bruch

rechnung den weiteren Ubergang zu den uns verloren gegangenen

Bttchern der Astronomie. Es zeigt sich somit, daB die Geometrie

des Boethius nach vorwarts und rttckwarts Beziehungen zu den drei

anderen mathematischen Schriften desselben Verfassers darbietet.

Es ist daher nur eine einzige Wahl gestellt: entweder die ganze

Geometrie des Boethius mit dem Inhalte, ttber welchen wir berichtet

haben, ist echt oder aber sie ist das Y'erk eines Falschers, der

mit vollbewuBter Absicht den Anschein sich gab, als sei er

Boethius. Man hat diese letztere i^leinung zu verteidigen gewuBt^)

und sich dabei auf Einzelheiten gesttttzt. Man hat namlich zu zeigen

gesucht, daB die Redeweise der Arithmetik zu der der Geometrie

in Widerspruch stehe, daB somit wenn erstere von Boethius herrtthre,
letztere nur untergeschoben sein konne. Solche AVidersprttche sind,
wir geben es zu, vorhanden, aber sie sind ganz von der gleichen
Natur wie derjenige, welchen wir (S. 435) bei Theon von Smyrna
nachznweisen imstande waren, der sich in einem und demselben

Werke nicht scheut die Einheit keine Zahl zu nennen und als Zahl

zu benutzen. WiU man Boethius dessen fttr unfiihig halten, so muB

man seine geistige Bedeutung zu einer Hohe hinaufschrauben, auf

welche er nach unserer wiederholt ausgesprochenen Uberzeugung
nie gelangte. AVir geben ferner zu bedenken, daB man zur Moglich
keit einer Falschung, die sptttestens im XL S, vollzogen worden sein

niuBte — denn aus dieser Zeit rtthren unsere altesten Handschriften,
welche die Stelle vom Abacus enthalten, her — anzunehmen ge

zwungen ist, daB damals bereits die echte Geometrie des Boethius

verloren gegangen war, trotz der ttbertriebenen AA'ertschatzung, die

man dem Manne zu zoUen nie aufgehort hatte, oder daB man falls

solches nicht stattfand Wahrscheinlichkeitsgrttnde dafttr geltend zu

machen hatte, warum nur Abschriften der gefalschten Geometrie und

daneben keine der echten sich erhielten,

Wir denken nicht daran, ferner unserer frtther lange festgehal-
tenen Meinung von der Echtheit der Geometrie des Boethius anzu-

haften, nachdem die gewiegtesten Kenner des Mittelalters, die am

') Math, Beitr, Kulturl. S, 228—229, -) Zuletzt und am scharfsinnigsten

WeiBenborn in der schon wiederholt angefiihrten .-^.bhandlung „Die Boetius

frage",
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meisten damit vertraut sein mttssen, was man jener Zeit an

Falschungen zumuten darf, die entgegengesetzte Meinung als einzig

mogliche hingesteUt haben'), aber eines dttrfen wir betonen: das

SchluBergebnis ist und bleibt, daB der Verfasser der sogenannten

Geometrie des Boethius, der Falscher, wie man ihn unter dieser

Voraussetzung zu nennen hat, wesentUch feldmesserische Quellen be

nutzt haben muB, daB er auf dem Boden griechischer Bildung steht,

und somit, wenn auch unter Herabrttckung der Zeit, in welcher seine

Schrift entstanden ist, fttr die Geschichte spaterer romischer Mathe

matik Verwendung finden darf.

Gehen wir nach dieser Zwischenbemerkung noch einmal und mit

vermehrter Sicherheit zum I. Buche der Geometrie des Boethius

zurfick, und zwar zu der Stelle, wo die Ubersetzung des Auszuges
aus den Elementen des Euklid aufhort. Die letzten Satze, die aus

gesprochen sind, lauten^): „Um einen gegebenen Kreis ein gleich

seitiges und gleichwinkliges Fttnfeck zu zeichnen lehren die Geo-

meter. In einen gegebenen Kreis ein Fttnfeck zu zeichnen, welches

gleichseitig und gleichwinklig sei, ist nicht unpassend." Die Fort

setzung wagen wir nicht zu ttbersetzen. Sie begrttndet die unmittel

bar hervorgehende Behauptung mittels gewisser auf das Verhaltnis

von Zahlen herauskommenden Rttcksichten, aus denen wir einen

guten Sinn nicht mit Sicherheit zu entnehmen vermogen. Gleichwohl

ist an der Echtheit der floskelhaften Begrttndung nicht zu zweifeln,
da sie sich wortgetreu in 2S darauf hin untersuchten Handschriften,
die in anderen Punkten Unterschiede gegeneinander zeigen, wieder-

findet^). Dagegen hat keine dieser Handschriften eine Figur damit

verbunden, wahrend die alteren Druckausgaben der Geometrie des

Boethius, wir wissen nicht aus welcher QueUe*), eiu in den Kreis

eingezeichnetes regelmaBiges Fttnfeck mit seinen samtlichen fttnf

Diagonalen beigegeben haben. Zumeist aus dieser nichts weniger
als authentischen Figur hat man einen Sinn jener dunkeln Worte

abgeleitet, als wenn neben dem gewohnUchen Fttnfeck das Stern

fttnfeck beschrieben werden sollte^), welches Boethius danach ge-

1) Wir verweisen fiir ihre Begriindung wiederholt auf Heiberg im Philo

logus XLIII, 507—519. =) Boetius (ed, Friedlein) pag. 389, 8—16: Circum

datum circulum rquinquangulum aequilaterum et accpdangulum designare geometres
praecipiunt. Intra datum cireulu-m quinquangulum, quod est aequilaterum atque

aequiangulum designare non disconvenit. Nam omnia, quaecunque erint , ntime-

rorum ratione sua constant et proportionabiliter alii ex aliis constitmmtur circum-

ferentiae aequalitate multiplicationibus suis quidem excedentes atque alternatim

portionibus suis terminum facientes. ') Boncompagni im Bullettino Boncom

pagni 1873, 341— 356. ^) Etwa aus einem griechischen Euklid IV, 11?

'') Chasles, Apergu hist. 477, deutsch 545—546.
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kannt haben wfirde. Wir sind gegenwartig nicht geneigt diese Mei

nung aufrecht zu halten. Nicht als ob es uns unmoglich schiene, daB

Boethius das schon alte Sternfttnfeck gekannt hatte, aber wir trauen

ihm so «enig Geometrie zu, daB er wohl nicht aus eigenen Gedanken

das Pentagramm mit dem regelmaBigen Sehnenfttnfeck in Yerbindung
brachte und bei Euklid konnte er entschieden keine Anregung dazu

o o

erhalten, weder iu dem Auszuge noch in dem vermeintlichen Kom

mentare des Theon. Dort fand er hochstens, daB die Winkel eines

aus zwei Diagonalen und einer Fttnfecksseite gebildeten Dreiecks sich

wie 1:2:2 verhalten, und das soil moglicherweise in den dunkeln

AA'^orten ausgesprochen sein.

Wir kommen ferner auf ein Anderes zurttck, wovon erst an

deutungsweise die Rede war. Architas, ein nicht gemeiuer Schrift

steller dieser AA'issenschaft, hat nach dem sogenannten Boethius die

geometrische Tafel, d. h. den Kolumnenabacus mit seinen Kegelchen,
fttr Latium zurecht gemacht. Wer war dieser Architas, welcher in

dem Zwischenstiicke zwischen dem 1. und II. Buche und in dem

II. Buche der Geometrie, im ganzen an fttnf SteUen^) genannt ist:

fttr die geometrische Tafel und fttr die Bruchrechnung: fiir den Satz

vom Durchmesser des Innenkreises des rechtwinkligen Dreiecks und

fttr die Bildung rationaler Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks von

der geraden Zahl ausgehend, also fttr die Methode, welche sonst

Platon zugeschrieben wird; endlich fttr eine falsche Berechnung der

Flache eines Dreiecks als dopjieltes Quadrat seiner Hohe? Auch hier

stehen zwei Meinungen einander gegenttber. Die einen halten Archi

tas fttr den alten tarentiner Pythagoraer, auf welchen die Uberliefe

rung gar vieles mit Recht und mit Unrecht zurttckgefiihrt habe, und

welcher auch in der Arithmetik und in der Musik des Boethius mehr

fach vorkam, so daB Boethius oder der seinwollende Boethius ihn

anzuftthren Grttnde hatte. Die anderen meinen Architas, der lateinisch

schrieb, der nach der Stelle vom Kreisdurchmesser spater als Euklid

gelebt habe, konne nicht der Tarentiner sein. Es sei vielmehr ein

romischer SchriftsteUer, ein Feldmesser oder dergleichen gewesen, der

alsdann sicherlich vor Verfassung der Geometrie, in welcher er ge

nannt ist, aber unbestimmt wann gelebt haben muB. Mit dieser

Annahme ist die Geschichte der Mathematik bei den Romern um

einen Namen reicher, um den Architas Latinus, aber die Schriften

des Mannes bleiben auch denen, die an ihn glauben, unbekannt.

AVir selbst zahlten frtther zu den letzteren, sind aber durch eine

neuere Entdeckung zur entgegengesetzten Meinung bekehrt worden.

') Boetius (ed, Friedlein) pag, 393, 7; 408,14; 412, 20; 413,22; 425,23.
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Man hat namlich bemerkt i), daB der so auffaUende Ausdruck non

sordidus aueior, der von Architas gebraucht wird, von Horatius in

seiner Ode auf Archytas von Tarent angewandt wurde ^), daB mithin

nur eine Erinnerung an diesen bekannten Vers in jenem Ausdrucke

zu finden ist, und diese ist undenkbar, wenn nicht die PersonUchkeit,

vou der die Rede ist, die gleiche ware. Die Schwierigkeit, daB Architas

nach Euklid gesetzt wird, lost sich durch die seit der Zeit des

Kaisers Tiberius (S. 261] fibliche Verwechslung des Mathematikers

Euklid mit Euklides von Megara, der ein alterer Zeitgenosse des

Archytas von Tarent wirklich war. Ob endlich die platonische Formel

ffir rationale rechtwinklige Dreiecke nicht wirklich ursprfinglich dem

Archytas angehorte, ist eine Frage, deren Yerneinung nicht durch

zwingende Grfinde gefordert wird. Wenn wir also gegenwartig an

nehmen, ein Architas Latinus als Personlichkeit sei aus der Geschichte

zu streichen, wenn die Meinung, Boethius habe lateinisch zugestutzte
Schriften des Tarentiners vor sich gehabt, als er die Worte Latio

acconi-modatam^) gebrauchte, daran strandet, daB nie und nirgend die

leiseste Spur einer solchen Bearbeitung nachzuweisen ist, so bleibt

die fortgesetzte Berufung auf Architas ffir uns diejenige Klippe, von

der aus wir am leichtesten zur Falschungstheorie gelangen.
Wir haben nun von einigen bekannten Schriften voUig unbe-

kannter Verfasser zu reden. Der alteste von ihnen wird vermutlich

derjenige sein, den wir anderwarts den Anonymus von Chartres

genannt haben*), den man auch wohl fur Julius Frontinus gehalten
hat. Bei ihm tritt die Dreiecksberechnung aus den drei Seiten nach

der sogenannten heronischen Formel auf, bei ihm die Formel fttr

rationale Seiten rechtwinkliger Dreiecke, bei ihm der Satz vom Innen-

kreise des rechtwinkligen Dreiecks, bei ihm die Berechnung der

Kugeloberfiache gleich der vierfachen Flache des groBten Kreises, bei

ihm das Verhaltnis 22 : 7 des Kreisumfangs zum Durchmesser, kurzum

richtige Dinge, welche den Verfasser wohl noch mehr als die bei

ihm gertthmte Latinitat in die Bltttezeit romischer FeldmeBwissen

schaft hinaufrficken, wahrend der Romer an den als Flachenformeln

benutzten Formeln fttr Vieleckszahlen mitten zwischen geometrischen
Betrachtungen kenntlich bleibt.

Ein anderes Stttck, in demselben Sammelbande in Chartres ent

halten, aber wohl nicht von dem Anonymus verfaBt^), hat eine

') AUman, Greek Geometry from Thales to Euclid pag, 110. ') Horatius,
Lib, I, Ode 28: iudiee te non sordidus audor naturae verique. ') Boetius

(ed, Friedlein) pag. 393, 8, ') Agrimensoren S. 132. Vgl. Chasles, Apergu
hid. 457—459, deutsch 517 flgg, ^) Das hatWeiBenborn 1, c. S. 223 gegen uns,

mit Berufung aufChasles, den -wir hierin miBverstanden hatten, mit Recht betont.
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Abhandlung ttber das Abacusrechnen zum Inhalte, welche der des

Boethius sehr ahnlich ist, aber noch weniger als die Geometrie des

Anonymus sich datierungsfahig erweist.

Eine andere geometrische des Namens ihres Verfassers ent

behrende Schrift ist diejenige, welche die Uberschrift ffihrt: Von der

Ausmessung der Jucharte, de iugeribus mt-tiundis. Sie ist in

der sogenannten Gudianischen Handschrift der AA'olfenbttttler BibUo

thek enthalten, mithin im IX, bis X, S. jedenfaUs vorhanden ge

wesen'). Mehr wissen wir nicht zu sagen. Der Verfasser, zu seiner

Zeit vielleicht als groBer Mathematiker anerkannt, hat unverstandene

Bruchstttcke aus den verschiedensten A^orlagen vereinigt, alte Mangel

getreu ttbernehmend, neue hinzufttgend. Wir haben nicht notig auf

dieses bunte AUerlei einzugehen, nur das wollen wir uns bemerken,
daB die Vierecksfiache als Produkt der arithmetischen Mittel gegen-

ID o

ttberstehender Seiten erhalten wird, daB sogar der Kreis quadratisch

gedacht ist, indem dessen Flache sich aus der Vervielfaltigung des

vierten Teiles des Umfanges mit sich selbst bildet. Es ist ja nicht

schwer, in den laienhaften Gedanken sich zurttckzuversetzen, welcher

den Kreis als krummliniges Viereck mit den vier Quadranten als

Seiten auffaBte und weiter annahm, die Flache verandere sich nicht,
t\-enn nur die Seitenlangen dieselben bleiben (S. 549), man habe also

nur eben jene Kreisquadranten als Gerade rechtwinklig aneinander

zu setzen, um die Quadratur des Kreises zu vollziehen. Mathematisch

(2
;t r\ -

^—
-j

= nr- auf ;r = 4

hinaus, oder darauf den Kreisdurchmesser dem vierten Teile des Kreis

umfanges gleich zu setzen. Gerade dieses so ungenaue Verhaltnis

zwischen Kreisumfang und Durchmesser wird uns notigen der das

selbe enthaltenden Schrift noch einmal zu gedenken, wenn wir mit

den mittelalterlichen Schriftstellern uns beschaftigen, zu welchen dieser

weise Anonymus jedenfalls hinttberftthrt, vielleicht gehort.
Fttr jetzt verlassen wir den europaischen Boden. Wir mttssen

unter alien Umstanden zusehen, was in der Heimat alterer Kultur,
in Asien, aus der Mathematik geworden ist, und daB wir gerade diesen

Augenblick dazu wahlen, jene LTmschau zu halten, hat seinen voU-

wichtigen Grund. Wir haben in diesem Kapitel immer deutlicher

den Untergang geometrischen A'erstandnisses bei romischen Schrift

stellern verfolgt. Wir haben zu unserem Erstaunen daneben die

Uberbleibsel einer entwickelteren Rechenkunst erscheinen sehen, ver

bunden mit Zahlzeichen, aus welchen, wie wir jetzt verraten wollen,
die gegenwartig in Europa gebrauchlichen als bloBe Umformungen

') Agrimensoren S. 135—138,
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sich herleiten lassen. Wir haben die Vermutung durchblicken lassen,

jene Rechnungsweisen konnten vieUeicht griechischen Ursprunges sein.

Nach Griechenland, nach dem geistigen Mittelpunkte griechischer
Mathematik in Alexandria wttrden wir daher versuchen mttssen auch

jene Zeichen rttckwarts zu verfolgen, wenn nicht laute Einsprache zu

gewartigen ware.

Die Anfechter der Echtheit der Geometrie des Boethius sind zu

diesem von beiden Seiten hartnackig gefuhrten Streite eigentUch nur

durch die Abacusstelle vermocht. Sie konnen und wollen, von ihrer

Falschungstheorie aus, derselben kein hoheres Alter als etwa bis in

das X., frtthestens IX. S. verstatten. Sie leiten alsdann die Zahlzeichen

und deren Benutzung auf dem Kolumnenabacus aus dem Oriente her:

von den Indern erdacht, durch Araber verbreitet sollen die Zeichen

in Europa sich eingebttrgert haben.

Dieser MogUchkeit gegenttber mttssen wir die Heimat der Null,
durch deren Vorhandensein das Ziffernrechnen sich wesentlich vom

Kolumnenrechnen, auch von dem mit Apices, unterscheidet, aufsuchen.

Wir begeben uns zu diesem Zwecke nach Indien.



V. Inder.

Cantor, Geschichte der Mathematik I. 3. Aufl. 38
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Einleitendes. Elementare Rechenkunst.

Zu einer selbst moglicherweise aus zweierlei A^olkern, deren

eines die krausen Haare der Australneger besaB, gemischten Urein-

wobnerschaft des heutigen Dekkans wanderte vieUeicht 1400 Jahre

V. Chr. der Stamm der Arier ein, die niedriger stehenden Besitzer

des Landes teils vertreibend, teils unterjochend-'). In der spateren

Kasteneintedung des indischen Yolkes sind die Nachkommen der

alten Besiegten als die dienende, verachtete Kaste der (J'udras ttbrig

geblieben, deren Bertthrung schon befleckte, und die streng ausge

schlossen waren von den Segnungen einer Bildung, deren Trager
freilich zumeist in den beiden oberen Kasten der Briihmaiias und

Kshattriyas, der Priester und Krieger, zu suchen sind, wahrend sie

kaum noch auf die A^air-yas, den bttrgerlichen Kern des A-^olkes sich

erstreckte. Die Sprache der Arier, der Trefflichen nach der spateren

Bedeutung des Namens, ist dieselbe, welche man Sanskrit zu nennen

pflegt. Sie wurde die herrschende Sprache von ganz Vorderindien,
vermochte aber in dieser Ausdehnung sich nicht zu erhalten. Das

Sanskrit verblieb nur als Gelehrtensprache in den Priesterschulen der

Brahmanen, wahrend es als Volkssprache ausstarb, beziehungsweise
durch Tochtersprachen verdrangt wurde.

Zwei Momente mogen bei dieser Verdrangung wirksam gewesen

sein. Einmal die SeUenheit schriftlicher Uberlieferung, welche soweit

ging, daB Fremde, welche nur kurze Zeit im Lande verwedten, an

den Mangel jeder schriftlichen Aufzeichnung glauben durften, zweitens

die jene SeUenheit selbst wohl verschuldende mehr und mehr hervor

tretende Zentralisation der Gelehrsamkeit bei den Brahmanen,

b Fiir die allgemeinen Verhaltnisse waren unsere (luellen der Artikel

,Jndien" von Benfey in Ersch und Grubers Encyklopildie 1810, Keinaud,

Jlcmoirc sur finde in den M-moires de l'Academie des Inscriptions et Belles-

lettres XVni, 2, Paris 181',i. Albr. Weber, Vorlesungen iiber indische Lite

raturgeschichte, 2, Auflage. Berlin 1876. Herr E, AA'^in dis ch unterstiitzte uns

bei der Drucklegung der ersten Auflage wesentlich durch Ratschliige fiir die

Rechtschreibung indischer Namen und Worter,
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Das Volk lebte unter einem heftigen Drucke, welchem die Ein

ftthrung einer neuen Religion entsprang, des Buddhismus, etwa

seit der Mitte des VI. S. v. Chr. Rasch um sich greifend nach mtth-

seligen Anfangen wurde der Buddhismus durch den Konig Agoka
am Beginn des III. S. zur Staatsreligion erhoben, und diese herr

schende Stellung besaB er auch noch zur Zeit des Konigs Kauishka

um 50 V. Chr., eines zweiten indischen Fttrsten von in der Erinne

rung der Nachkommen sich fast sagenhaft mehrendem Ruhme. Um

die Zeit von Christi Geburt etwa gelang es dem Brahmanismus in

den Landern westlich vom Ganges wieder die Oberhand zu gewinnen,
wahrend der Buddhismus weiter nach Osten siegreich fortschritt, be

ziehungsweise sich dort erhielt.

Der Buddhismus war ebenso schreibselig wie der alte Brahmanis

mus der schriftlichen Arbeit abgeneigt. Eine reiche buddhistische

Literatur hatte sich erzeugt, aber der neu erwachende Brahmanismus

vertilgte schonungslos, wessen er nur habhaft werden konnte, und

das hot eine neue Veranlassung, die Sanskritsprache in Indien selbst

zur Unverstandlichkeit zu bringen. Sie behielt nur noch das Wesen

und den Charakter einer heiligen Sprache, als solche aUen hoheren

Zwecken dienstbar. Religion und Wissenschaft waren au sie geknttpft,
und auch was wir von der Mathematik der Inder wissen, ist wesent

Uch aus Sanskrittexteu geschopft, wenn nicht aus Schriftstellern

anderer Volker erschlossen.

Ein Yerkehr Indiens mit dem Westen wie mit dem Osten ist

namlich fttr fast aUe Zeiten von den altesten an gesichert. Sind es

insbesondere sprachliche Grttnde, welche fttr die aUeraltesten Zeiten

den Ausschlag gehen mttssen, so treten bestimmte Uberlieferungen
seit dem IV. S. v. Chr. bestatigend hinzu. Nach dem Alexanderzuge
entstanden dicht an den Grenzen Indiens griechische Konigreiche,
welche Verbindungen mit dem Mutterlande ununterbrochen aufrecht

erhielten, und mittels deren herttber und hinttber auch Wissenschaft

und wissenschaftUche Berufstatigkeit in Austausch treten muBten.

Kauishka, den wir vorher erwahnten, schloB ein Bttndnis mit dem

Triumvirn Marcus Antonius, und von seinen Truppen befanden sich

unter den Geschlagenen bei Aktium. Indische Gesandtschaften er

schienen, wie wir in dem griechischer Entwicklung gewidmeten Ab

schnitte (S. 456; zu erwagen gaben, an dem Kaiserhofe in Rom wie

spater in Byzanz. Augustus, Claudius und Trajan, Constantinus und

Julian durften die ans dem fernen Osten kommenden Botschafter

begrttBeii. Und keineswegs weniger gesichert ist der Yerkehr zwischen
Indien und der Ostkttste Agyptens ttber das indische Meer hin. In

den beiden Jahrhunderten, welche zwischen der Regierung Trajans
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und dem Jahre 300 Uegen, scheint insbesondere der Handel auf dieser

durch Passatwinde begttnstigten AVasserstraBe stetig an Ausdehnung
gewonnen zu haben, so daB eine Schwierigkeit die Art und AVeise

der Ubertragung zu erklaren keineswegs besteht fttr den Fall, daB

indische Bildungselemente in griechischen, griechische in indischen

Werken sich nachweisen lieBen. Beides ist aber der Fall.

Philosophie und Theologie der alexandrinischen Neuplatoniker
und Gnostiker haben indische Gedanken sich angeeignet. DaB auch

umgekehrt indische Literatur vielfach von griechischen Quellen zeuge,

ist eine Tatsache, welche gegenwartig wohl von keinem Sanskrito-

logen mehr in schroffe Abrede gestellt wird. Nur ttber den Grad

der Beeinflussung, steUenweise ttber die Richtung derselben findet

ein Zwiespalt statt, da ja an und fttr sich betrachtet Dinge, die an

zwei t)rten gefunden werden, falls man an ein selbstandiges doppeltes
Auftreten aus diesem oder ienem Grunde zu glauben nicht geneigt

ist, eben so leicht von dem ostlichen Fundorte nach dem westlichen

gelangt sein konnen als umgekehrt.
Wir werden nunmehr prttfen mttssen, welcherlei mathematisches

Wissen bei den Indern sich nachweisen laBt, und wie sich dasselbe

zur griechischen Wissenschaft verhalt.

Eins schicken wir voraus: die Form indischer AAdssenschaft darf

uns, wenn sie von der griechischen noch soweit aliweicht, nicht als

Beweis der Selbstandigkeit derer gelten, die sich ihrer bedienten. Ein

arabischer SchriftsteUer, Albiruni, hat am Anfange des XL S, die

Erfahrung gemacht, daB Auszttge aus Euklid und Ptolemaus, welche

er indischen Gelehrten mitteilte, von diesen sofort in Verse so dunkeln

A''erstandnisses umgesetzt wurden, daB er kaum mehr wiedererkannte,
was er selbst sie gelehrt hatte ^). Nicht viel anders scheint das Ver

haltnis der indischen Heilkttnstler des Mittelalters zu Hippokrates

aufzufassen^).

Wir haben von dunkeln Versen gesprochen. Es ist das eine

besondere EigentttmUchkeit indischer Gelehrten, daB sie wissenschaft

liche Y'"erke in A^ersen zu verfassen liebten. Es hangt das oflenbar

mit der brahmanischen Neigung zusammen dem Gedachtnisse zu ver

trauen und Aufzeichnungen zn vermeiden. Nicht univichtige Folgen

ergeben sich aber daraus. Einmal ist die indische Prosodie eine auf

sehr feste Regeln gegrttndete, so daB Irrtumer in einem alten Texte

unter Umstanden auBer aus dem Sinne auch aus holperndem Vers-

inaBe erkannt werden konnen. Zweitens aber hat, wie wir schon

') Reinaud, Memoire sur I'Inde pag. 334, Anmerkung 2, -) E, Haas in

der Zeitschr, der deutschen morgenliindischen (jesellsch, XXXI, 647—666,
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sagten, die Versform haufig Dunkelheit erzeugt uud so die Notigung

zu ausftthrlichen Erklarungen der fttr die Schttler fast unverstand

lichen Schriften mit sich getragen, Erklarungen, die selbst dazu dienen

den alteren Text in unzweifelhafter Reinheit zu bewahren, wed sie

fortlaufende Kommentare bdden, AA'ort fttr Wort des Textes wieder

holen, zur Sache selbst aber meistens recht wenig bieten, indem sie

sich mit bloBen Umschreibungen zu begnttgen pfiegen.

Die indische Prosodie, sagten wir, sei auf sehr feste Regeln ge

grttndet. In der Tat besitzt sie VersmaBe sehr verschiedener Natur,

von denen wir zwei nennen mttssen, das Sloka- und das Arya-

Metrum. Letzteres diente den Mathematikern seit Aryabhatla, dessen

Zeitalter wir gleich angeben werden, ausschlieBlich. Frtther soil man

des Sloka-Metrums sich bedient haben, und dieser Umstand ist zur

Datierung eines arithmetischen Bruchstiickes benutzt worden, welches

im Mai 1881 in Bakhshali, in dem nordwestlichsten Indien, in der

Erde vergraben aufgefunden worden ist. Es wird angenommen, das

Rechenbuch von Bakhshali^), wie wir es nennen wollen, sei im

dritten oder vierten nachchristlichen Jahrhundert verfaBt, wenn auch

die aufgefundene Niederschrift auf Birkenrinde erst zwischen den

Jahren 700 und 900 entstanden sein dttrfte. Von dem Inhalte des

Rechenbuches von Bakhshali reden wir am Anfange des 29. Kapitels.

Eigentlich mathematische Schriftsteller scheint es nach der gegen

wartigen Kenntnis, die wir von der Sanskritliteratur besitzen, in Indien

nicht gegeben zu haben. Astronomie und Astrologie fanden dagegen
ihre berufsmaBigen Vertreter, und da diese genotigt waren mathe

matische Vorkenntnisse vorauszusetzen, so entwickelten sie das, was

ihnen unentbehrlich war, in Einleitungskapiteln oder in gelegentlichen

Abschweifungen. So hielten es wenigstens die drei vorwiegend mathe

matischen Astronomen, deren Werke wir besitzen.

Aryabhatta geboren 476 n. Chr. in Pataliputra am oberen

Gangeslaufe schrieb ein Werk Aryabhattiyam betitelt, dessen dritter

Abschnitt der Mathematik gewidmet ist^).
Brahmagupta geboren 598 schrieb „das verbesserte System

des Brahma", Bri'tlnna-spli-uta-siddhdnta, aus welchem das 12. uud

18. Kapitel der Mathematik angehoren.
Bhaskara Acarya, d. h. Bhaskara der Gelehrte, schrieb

„die Kronung des Systems" Siddh'tntetgiromam, dessen zwei fttr uns

wichtige KapUel mit besonderer Uberschrift LiMvati (die Reizende)

0 The Bakshali Manuscript von Rudolf Hoernle im Indian Antiquary
XVII, 33—48 und 275-279 (Bombay 1888), ^) Eine Ubersetzung von L. Rodet

im Journed Asiatique von 1879, (Serie 7, T, XIIL)
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und Vijaganita (AA'nrzelrechnung) genannt sind^). Bhaskara ist 1114

geboren.
Die Geburtsdaten dieser drei Schriftsteller sind vollstandig sicher,

da sie aus eigenen Angaben der betreffenden Manner, welche in ihren

Werken aufgefunden worden sind, hergestellt werden konnten^). Wir

fttgen dem hinzu, daB andere Astronomen oder Mathematiker, welche

wir noch nennen werden, insgesamt viel jttngeren Datums als Ary
abhatta sind, daB ein astronomisches Werk, von dem wir sogieich

reden ivoUen, auch nicht alter als frtthestens aus dem IV. oder V. S.

nachchristlicher Zeitrechnung ist.

Wir meinen den Surya Siddhanta oder das AA'issen der

Sonne ^), indem Surya (die Sonne) ihre Siddhanta (Erkenntnis,

Wissenschaft, System) dem Asura Maya d. h. dem Damon Maya

offenbart, der es niederschreibt. Wer dieser damonische Schriftsteller

selbst sei, wann er gelebt hat, ist nur durch eine ziemlieh ktthne

Vermutung erschlieBbar. In dem Werke selb,st kommen namlich

unzweifelhaft griechische Ausdrttcke vor, welche in der indischen Ver-

kleidung leicht erkannt worden sind. Y^enn Kendra die Entfernung

eines Planeten von einem Stomngsmittelpunkte bedeutet, so ist das

eben das griechische i; ax xevxqov, wenn Jiptd oder liptih't die Winkel-

minute heiBt, so ist das XaTxxov das Geschabte, der Bruchted, Ab-

leitungen, die trotz der Stammverwandtschaft indischer und griechi-

scher Sprache angenommen werden mttssen, indem fttr li-ndra und

lipitii eine unmittelbar indische Herkunft nicht zu ermitteln ist. Dazu

kommt, daB einzelne Lehren des Surya Siddhanta griechisches Ge

prage tragen. Die Ostwestlinie fttr einen Punkt wird mittels der

zwei Schattenbeobachtungen gleicher Lange am Vormittage und am

Nachmittage gewonnen, welche wir bei Vitruvius und Hyginus

(S. 535
—

536) kennzeichnen muBten. Anderes scheint auf den ptole
maischen Almagest hinzuweisen. Gerade diese Annahme vereinigt sich

sodann mit einer hiicbst merkwttrdigen Tatsache: daB namlich agyptische

Konige aus der Ptolemaerfamilie in indischen Inschriften als Tura-

niaya vorkommen mit eigentttmlicher Verketzerung des Namens. Man

'; Die mathematischen Kapitel von Brahmagupta uud von Bhaskara sind

iu einer englischen "Ubersetzung vorhanden, welche wh als Colebrooke zitieren:

Algebra with arithmetic and mensiircdion from the Sanscrit of Bredimcgxipta and

Bhascara translated by H. Th. ("olebrooke. London 1817. ^ Bhaii Daji,

On the age and autheiitieity of the works of Vardlaimihira, Brahmcgupta, Bhat-

tutjuda and Bhaslardchdrya in dem Journal of the Asiatic society 1865 (^iew

Series I, pag. 292—418). ") Herausgegeben mit englischer tJbersetzung von

Burgess und Anmerkungen von Whitney in dem Journal of the American

Oriented Society Xo\. VI iXew Haven 1860).
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hat deshalb vermutet i), auch der Astronom Ptolemaus sei zu einem

Turamaya geworden, der volkstttmlich sich weiter in einen Asura

Maya verketzerte. Zu einer solchen sagenhaften Personenverandemng

bedarf es einiger Zeit und so kann der Surya Siddhanta nicht allzu-

rasch nach Ptolemaus' Leben d. h. nach dem IL S. n. Chr. verfaBt

sein. Andererseits hat Varahamihira von dem Surya Siddhanta

Gebrauch gemacht und dessen Blutezeit fallt nach der Aussage eines

noch spateren Astronomen Bhatta Utpala nach 505, dessen Tod

einem anderen Berichterstatter Amaraja zufolge auf 587. Beide

Daten vereint lassen uns im Varahamihira einen jttngeren Zeitgenossen
von Aryabhatta finden, und der Surya Siddhanta muB dem entsprechend
zwischen Ptolemaus und Varahamihiras Lebzeiten d. i. etwa im IV.

oder V. S. entstanden sein.

Varahamihira^) gibt ttbrigens den Ursprung mancher seiner

Kenntnisse mit ehrlicherer Gewissenhaftigkeit an, als es sonst bei

Indern der Fall zu seiu pflegt. Er bezieht sich fttr die Namen der

Stembilder, welche er benutzt, geradezu auf den A'avane9varacarya,
d. h. auf den ionischen oder gi-iechischen Meister, indem die Yavana

sicherlich Griechen bedeuten. Bei ihm und anderen Astronomen und

'Astrologen ist sodann von Roinaka Pur a, d. h. von Rom und von

Yavana Pura, d. h. der Stadt der lonier namlich von Alexandria

die Rede, lauter Momente, welche den alexandrinisch-indischen Be

ziehungen entstammen und die Abhangigkeit indischer Astronomie

auch von alexandrinischem Wissen bestatigen, wie andernteils ein Zu

sammenhang altester indischer Sternkunde mit Babylon (S. 39j nicht

abzuweisen sein durfte.

Wir haben auBerordentlich wenig fttr uns Brauchbares dem

Surya Siddhanta entnehmen konnen, eigentUch nichts weiter, als daB

ein griechischer EinfluB auf indische Wissenschaft damals schon,
mithin vor Aryabhatta feststeht. Wir haben daneben einige weitere

Namen indischer Astronomen kennen gelernt. AVir lassen hier andere

folgen. Von einiger Bedeutung dttrften Qridhara und Padmanabha

gewesen sein. Beide sind bei Bhaskara erwahnt, bei Brahmagupta
noch nicht, haben daher vermutlich in der Zwischenzeit zwischen

diesen beiden gelebt, Es kommt dazu Paramadievara, der Kom

mentator Aryabhattas, welcher spater als Bhaskara gelebt hat, welchen
er kennt. Ferner kommen Bhaskaras Kommentatoren hinzu, wie

Gangadhara, der 1420 lebte, Suryadasa um 1540, Gane^a um

') Albr. AVeber, Zur Geschichte der indischen Astrologie in den Indischen

Studien II, 243. ') The Panchasiddhdntikd of Vardha Mihira ed. by G. Thi

baut and IVIahamahopadhyaya Sudhakara Dvivedi. Benares 1889.
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1545, Ranganatha um 1<;40, Rama Krishna vielleicht um dieselbe

Zeit, jedenfaUs nicht viel alter, und andere. Sie alle lassen uns rat

ios in der wichtigsten Frage, welche wir ihnen so gern vorlegen
wttrden, in der Frage: Und was war vor Aryabhatta?

SoUen die Inder mit mathematischen Kenntnissen erst zu einer

Zeit vertraut geworden sein, welche spater liegt als diejenige, in

welcher die Nachblttte alexandrinischer AVissenschaft unter Pappus
und Diophant bereits zu Grabe getragen war? Es genttgt. die o-e-

stellte Frage von der Hohe der allgemeinen Bddungsstufe aus, welche

das Volk der Inder erreicht hat, sich wiederholt zu vergegenwartio-en,
um zur A^erneinung zu gelangen. Aber worin die alteren Kenntnisse

bestanden haben, davon ivissen wir ungemein wenig. Sogar wo uns

in nicht-mathematischen Schriften Aufgaben berichtet werden, deren

Altertum kaum bezweifelbar ist, zwingt die Jugend des Berichtes

zum Eingestandnis, daB die Methoden der Auflosung jener Aufgaben

moglicherweise um viele Jahrhunderte spater entstanden oder ein

geftthrt sein konnen als die Aufgaben selbst. AVir haben in Rom

es gesehen, daB die Festlegung der Ostwestlinie, eine altertttmliche

Aufgabe, ein geradezu priesterliches Geschaft, bald so, bald so vor

genommen wurde; wir haben durch einen gttnstigen Zufall, das Be

streben eines SchriftsteUers Hyginus nach A'oUstandigkeit ,
von drei

Methoden ofi'enbar aus verschiedenen Zeiten stammend Kenntnis ge

wonnen; wir haben eine Datierung der drei Methoden versucht, ver

suchen konnen. Wie aber, wenn Hyginus uns nur das jttngste Ver

fahren mitgeteilt hatte, wenn Vitruvius ganz darttber schwiege,
wttrden wir die berichtete Methode als die der altesten Zeiten aner

kennen mttssen? A^ergegenwartigen wir uns nun noch die schon be

rtthrte Fahigkeit der Inder, Fremdhindisches rasch in die einheimische

Form zu gieBen, so kommen wir notgedrungen zu der Uberzeugung,

es werde in vielen Fallen nur spat Eingeftthrtes oder mindestens

durch Einftthrungen wesentlich Yerandertes sein, wovon uns berichtet

wird, soweit wir auch in Aufsuchung inathematischen Stoffes zu

greifen geneigt sind.

Daraus folgt aber die Unmoglichkeit eine chronologische Uber-

sieht der indischen Mathematik zu geben, und wir werden in jeder

Beziehung uns besser stehen, wenn wir versuchen eine Gruppenein-

teilung des indischen mathematischen Wissens nach dem Inhalte vor

zunehmen. Es wird dabei in ein heUeres Licht treten, was als Leit-

faden durch diesen ganzen Abschnitt benutzt werden kann: ein ge

wisser Gegensatz zwischen griechischer und indischer Denkungsart
und schopferiseher Kraft.

Die Griechen waren das vorzugsweise geometrische A^olk,
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sie waren es in solchem MaBe, daB wir den einengenden Zusatz: des

Altertums uns fttgUch erlassen dttrfen. An den Indern werden wir

die vorzugsweise rechnerische Begabung zu bewundem haben. Bei

ihnen ist dem entsprechend mutmaBUch die Heimat einer staunen-

erregenden Entwicklung der Rechenkunst zu suchen. Und umge

kehrt trUt uns mit der einzigen Ausnahme einer selbst auf Rechnung

gegrttndeten Trigonometrie wenige vorlaufig ratselhafte indische Geo-

metrie gegenttber, deren Spuren wir nicht mit Leichtigkeit nach

Alexandria zurttckverfolgen konnten. Mit der Algebra endUch wird

sich uns ein Gebiet eroffnen, das beiden Begabungen zugangUch

war. Die Griechen gingen von einer geometrisch eingekleideten

Algebra aus, welche sie bis zur Aufl6,sung unreiner quadratischer

Gleichungen fortftthrten, nur allmahlich des geometrischen Gewandes

sich entauBernd. Spuren griechischer Algebra mussen mit gi-iechi-
scher Geometrie nach Indien gedrungen sein und werden sich dort

nachweisen lassen. Aber entweder stieB die griechische Algebra in

Indien auf eine einheimische oder vieUeicht aus Babylon frtthzeitig

eingedrungene Schwesterwissenschaft, mit der sie sich vereinigte, oder

sie entwickelte sich dort rechnerisch, also recht eigentlich algebraisch
bis zu einer Hohe, die sie in Griechenland niemals zu erreichen

vermocht hat.

Bei der nunmehr zu beginnenden Besprechung indischer Rechen

kunst tritt uns vor allem das Zifferrechnen gegenttber, welches

nach vielfach verbreiteter Uberlieferung indischen Ursprungs ist. Ein

arabischer Schriftsteller des X. S., Mas'udi, erzahlt "■), unter Brahmas,
des ersten indischen Konigs, Regierung habe die AA'issenschaft ihre

groBten Fortschritte gemacht. Man habe damals in den Tempeln

Himmelskugeln abgebildet; die Regeln der Astrologie, des Einflusses

der Sterne auf Menschen und Tiere seien festgestellt worden; die

vereinigten Gelehrten verfaBten den Sindhind (d. h. den Siddhanta),
das Buch der Zeit der Zeiten; astronomische Tafeln wurden zusammen

gesteUt; endlich erfand man die neun Zeichen, mit welchen die Inder

rechnen. In diesem Berichte spukt offenbar indischer Nationalstolz,
welcher deu Surya Siddhanta wie alles was mit Sternkunde in engerer

oder weiterer Verbindung steht als einheimisch betrachtet wissen und

darum in ein graues Altertum hinaufrttcken will. Noch deutUcher

zeigt sich die gleiche Eigenschaft in der Fortsetzung des Berichtes,
der Mas'udi von indischer Seite zugetragen wurde, so daB er nur

als Sprachrohr uns erscheint. Die Inder, heiBt es namlich weiter,
hatten nach Aryabhatta einen Almagest verfaBt, aus welchem Ptole-

') Reinaud, Memoire sur I'Inde pag, 324.
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maus sein Y'^erk gleichen Titels entnommen habe, eine Umkehrung
der Tatsachen, die ihresgleichen sucht. Gegenwartig haben wir es

indessen mit den Ziff'ern zu tun, und da scheint gegen das, was man

Mas'udi erzahlt hat, kein Widerspruch sich zu erheben. AhnUch

lauten auch andere Berichte. So heiBt es in einer um 950 an der

Nordkttste von Afrika entstandenen rabbinischen Abhandlung'): die

Inder haben neun Zeichen erfunden um die Einheiten anzuschreiben.

AA'eitere Bestatigung finden wir bei dem Byzantiner Maximus Pla

nudes, dessen bezttgliche AuBerungen (S. 511) mitgeteilt worden sind,
in welchen auch der Erfindung der Null besonders gedacht ist.

Ob freilich die Null gleichen Alters ist mit den anderen Zahl

zeichen, diese Frage mochte eher zu verneinen als zu bejahen sein.

Es scheint fast nachweisbar, daB die altere indische Zahlenscbreibung
der Null noch entbehrte, welche erst spater hinzuerfunden wurde.

Das erste bekannte Vorkommen der NuU in einer Urkunde ist erst

aus dem Jahre 738 bekannt^). AVir wollen nicht versaumen hier in

Erinnerung zu bringen, daB in Babylon ein SteUungswert von Zahl

zeichen bestand, und daB in einer verhaltnismaBig spaten Zeit (S. 31),
welche aber immer noch ein Jahrtausend vor der urkundlich nach-

geiviesenen indischen NuU liegt, dort ein Zeichen vorhanden war,

welches eine Lttcke ausfttUen sollte.

Die Insel Ceylon hat ihre Kultur von Indien her erhalten, sei

es schon im A^. S. v. Chr., sei es im III. S., als Konig Aeoka den

Buddhismus auch dorthin ttber das Meer trug. Auf Ceylon ivurde

aber im Gegensatze zum Festlande, wo ein Fortschritt wenigstens
in manchen Jahrhunderten mit groBter Deutlichkeit hervortritt, die

Bildung vollstandig stationar, und eine am Anfange des XIX, Jahr

hunderts noch auf Ceylon bei den Gelehrten ttbliche Zahlenschreibart

kann sehr wohl altesten indischen Ursprungs sein '). Wahrend das

Volk sich der gewohnhchen europaischen Ziffern bedient, welche mit

den Kolonisten der letzten Jahrhunderte eingewandert in der ver

anderten Gestalt, welche sie durch diese erhalten hatten, sich unweit

der alten Heimat vie fremd neu einbiirgerten, haben die Gelehrten

') Es ist ein Kommentar von Abu Sahl ben Tamim in hebriiischer

Sprache zu der bekannten kabbalistischen Schrift Sepher Yeeira und handschrift

lich in Paris vorhanden, Reinaud, Memoire sur I'Inde pag, 565. -) E, Clive

Bayley, On the genealogy of modern numerids in dem Journal of the rciyal

asuttie society. New series XIA', 335—376 (1882) und XY 1—72 (1S83\ Uber

die Urkunde von 73s vgl, XA^, 27, ") Die Untersuchungen des diinischen Ge

lehrten Rask iiber diesen Gegenstand stammen aus dem Jahre 1821. A"gl,

Brockhaus, Zur Geschichte des indischen Zahlensystems in der Zeitschrift fiir

die Kunde des Morgeulandes IV, 74—83.
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folgendes Verfahren aufbewahrt. Sie besitzen neun Zeichen fttr die

verschiedenen Einer, ebensoviele fttr die Zehner, ein Zeichen fttr

Hundert, eins fttr Tausend und schreiben mittels dieser 20 Zeichen

samtUche Zahlen von 1 bis 9999, indem die Hunderter und Tausender

dadurch ausgedrttckt werden, daB man die Anzahl derselben verviel-

fachend den Zeichen fttr 100 und 1000 vorsetzt. So schreibt man

z. B. 7248 mit sechs Zeichen, namUch 7, 1000, 2, 100, 40, 8. Vier

Zeichen namlich 7000, 200, 40, 8 wttrden genttgen, wenn man auch

fttr die einzelnen Hunderter und fttr die einzelnen Tausender wie fttr

die Zehner besondere Zeichen, im ganzen demnach 36 Zeichen be

saBe, und das wird auch den allergelehrtesten Einwohnem nach

gertthmt. Das ist freilich ein Verfahren, welches dem, was man

indische Rechenkunst zu nennen pflegt, weit weniger gleicht, als

z. B. altagyptischer hieratischer Zahlenbezeichnung.
Eine Ahnlichkeit gibt sich nur darin zu erkennen, daB jene sin-

ghalesischen Zeichen nichts anderes sein sollen als ahgekttrzte Zahl-

worter. Auch die alten indischen Ziffern, d. h. die Zeichen von eins

bis neun, wie sie ursprttnglich aussahen und nicht wie sie in der

spateren indischen Schrift sich verandert haben, soUen nichts anderes

gewesen sein als die Anfangsbuchstaben der betreffenden neun Zahl-

worter, wobei wohl zu beachten ist, daB im Sanskrit eine Ver

schiedenheit der neun Anfange obwaltet, wie sie in anderen indo-

germanischen Sprachen nicht stattfindet, so daB in diesen ein einfacher

Anfangsbuchstabe nicht genttgen wttrde, das Zahlwort unzweideutig
zu bestimmen. Man denke nur an die deutschen Zahlworter sechs

und sieben; an die lateinischen sex und sepjtem, aber auch an quatuor
und quinepte; an die griechischen e^ und aitxd. Allerdings wechselten

im Laufe der Jahrhunderte auch die Buchstaben ihre Formen, und

es scheint'), als ob Buchstaben des II. S. n. Chr. vorzttglich zur

Ziffernbildung gedient hatten. Aus ihnen leiten sich am unge-

zwungensten die Zeichen ab, welche fttr uns (S. 584) Apices heiBen,
welche auch bei den Westarabern uns noch begegnen werden. (Siehe
die lithographierte Tafel am Ende des Bandes.) Fredich ist diese

Meinung nicht die allgemeine, und wir dttrfen nicht verschweigen,
daB andere Forscher von hoher Glaubwttrdigkeit") nicht viel von jener
Buchstabenableitung halten. Die Apices seien allerdings indischen

Ursprungs, stammten aber von nichtalphabetischen Zahlzeichen aus

Hohleninschriften des II. S. n. Chr. Fttr uns geht mithin als ge-

'-) So hat AVoepcke im Journal Asiaticque von 1863, pag. 75 bemerkt.

^) Burnell, Elements of South -Indian Palaeography. Mangalore 1874, pag, 47

bis 48,
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sichert hervor, was beiden widersprechenden Annahmen gemein
schaftUch ist: daB im 11. S. Zahlzeichen, gleichviel welcher ursprttng
lichen Entstehung, in Indien vorhanden waren, und von da nach

Alexandria gekommen sein konnen, welche zur Ableitung der Apices
voUkommen genttgen.

Die Inder bedienten sich sehr verschiedener Bezeichnmigsarten
der Zahlen, von denen wir reden mttssen. Eine solche wird von

Aryabhatta berichtet, der sich ihrer im ersten Kapitel, und nur im

ersten Kapitel des Aryabhattiyam bediente'). Zu deren Verstandnis,
wie ttberhaupt fttr das Folgende sind wir genotigt, weniges ttber das

Alphabet der Sanskritgrammatik einzuschalten.

Es besteht aus 25 Konsonanten in fttnf Abteilungen, deren jede
als ein A'arga bezeichnet zu werden pflegt. Es sind das die Kehl-

laute, die Gaumenlaute, die Zungenlaute, die Zahnlaute, die Lippen-
laute. Die fttnf Buchstaben, aus welchen jeder A'arga besteht, sind

der harte und der weicbe, jeder von beiden ohne und mit Aspiration
sich unmittelbar folgend, und der Nasenlaut, Unterschiede, die dem

europaischen Ohre fast unmerklich sind, insbesondere was die Nasen-

laute betrifft, da wir den Lippennasenlaut aUerdings als m zu unter

scheiden wissen, die Nasenlaute der vier ersten Vargas dagegen samt

lich als n horen. Nach den 25 Konsonanten kommen vier Halb-

vokale //, r, I, v. Als 30. bis 32. Buchstabe erscheinen drei Zischlaute,

das Gaumen-f, das Zuugen-s/i, das Zahn-s. Als 33. Buchstabe wird

das h gezahlt. Dazu treten 14 Yokale uud Diphthongen gleichfalls
von unseren europaischen Gewohnheiten weit abweichend. A'okale

sind namlich ct, i, tt, li, li, ein jeder in kurzer und in gedehnter Aus

sprache vorhanden. Diphthonge sind e, ai, o, au. Von diesen Buch

staben werden die Yokale und Diphthongen nur dann durch den

anderen Lauten gleichberechtigte Zeichen geschrieben, wenn sie fttr

sich allein eine Silbe ausmachen, also in der Regel nur am Anfange
eines AVortes oder gar einer Zede. Folgt hingegen der Vokal auf

einen Konsonanten, so wird er durch kleinere Nebenzeichen aus

gedrttckt, welche ttber oder unter dem Konsonanten angebracht werden,
etwa wie in den semitischen Sprachen. Das kurze ct, bedarf jedoch
keines Zeichens, indem es ein fttr allemal inhiiriert, d. h. indem jeder
der Buchstaben von I- bis /;, wenn kein anderer A^okal ihm folgt, er

aber der letzte Konsonant einer Silbe ist, als mit kurzem a behaftet

ausgesprochen wird. Stehen zwischen zwei Vokalen, die einem oder

auch zivei Wortern angehoren konnen, mehrere Konsonanten, so werden

') Lassen in der Zeitschr. f. d, Kunde des Morgeulandes II, 419—427,

Rodet, Lcgons de cedcul d'Aryabhatta {Journed Asiatique 1879) pag, 8,
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diese in zusammengesetzter Form geschrieben, indem Teile eines jeden

einzelnen Konsonanten zu einem oft sehr fremdartig aussehenden

Buchstaben vereinigt werden.

Aryabhatta gibt nun den Konsonanten durch ihre fttnf Vargas

hindurch die Zahlenwerte 1 bis 25. Ihm ist also A: = 1
,
Ich = 2,

</ = 3, -m = 25. Die Halbvokale, die Zischlaute und das li

bedeuten die hier sich ansehlieBenden Zehner, also y
= 30, r = 40,

. . . /j = 100. Diese Bedeutungen finden statt, wenn der betreifende

Buchstabe mit nachfolgendem kurzen oder langen a verbunden aus

gesprochen wird. Die weiteren A^okale des Alphabets, ohne Rttcksicht

auf Lange und Kttrze, und dann noch die vier Diphthonge verviel

fachen den Konsonanten, welchem sie angehangt sind, mit aufeinander

folgenden Potenzen von 100. So ist also ga
= 3, gi = 300,

gu
= 30000, ge ist eine 3 mit 10 NuUen, gau eine 3 mit 16 NuUen.

Zwei verbundene Konsonanten sind als mit demselben Yokale begabt

anzusehen, und ihr Wert ist zu addieren. So ist hvi z. B. aufzulosen

in la. -k ?;i = 1 • 100 -k 60 100 = 6100.

Die Ahnlichkeit mit dem Systeme der singhalesischen Gelehrten

ist nicht zu verkennen. Die Yokale und Diphthonge stellen hier die

Zeichen fttr Einheiten hoheren Ranges vor, welche durch voraus-

gehende Konsonanten gewissermaBen als Koeffizienten vervielfacht

werden. Positionsarithnietik dagegen ist diese Bezeichnung nicht,
und wenn wir bei unserer Schilderung von NuUen sprachen, so ge

schah dieses, um uns unseren Lesern in kttrzester Form verstandlich

zu machen, nicht aber weil die Methode selbst es verlangte. Es ware

ttbrigens falsch, wenn man die Folgerung ziehen wollte, Aryabhatta
habe ttberhaupt die Positionsarithnietik nicht gekannt. Das Gegenteil

geht vielmehr, wie wir sehen werden, aus seinen im zweiten Kapitel
des Aryabhattiyam enthaltenen Yorschriften fttr die Ausziehung der

Quadrat- und Kubikwurzeln hervor').
Positionsarithmetik ist auch die Grundlage zweier anderer Systeme.

Das eine soil den Mathematikern des sttdlichen Indiens an

gehoren, ein Erfinder wird jedoch nicht angegeben"). Die einzelnen

Ziffern werden hier durch Buchstaben ausgedrttckt, und zwar jede
einzelne nach Belieben durch verschiedene Buchstaben. Die Ziffern

1 bis 9 entsprechen namlich der Reihe nach erstens den neun ersten,

Konsonanten, also dem Varga der Kehllaute und den vier ersten

Gaumenlauten; zweitens dem 11. bis 19. Konsonanten, also dem Varga
der Zungenlaute und den vier ersten Zahnlauten; drittens den vier

Halbvokalen, den drei Zischlauten, dem h und einem in Sttdindien

') Rodet 1. c. pag, 19. =) Math. Beitr. Kulturl. S. 68,
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noch vorkommenden konsonantischen lr. Der Varga der Lippenlaute
bedeutet die Ziff'ern 1 bis 5. Endlich die noch ttbrigen Buchstaben,
namlich der Nasenton der Gaumenlaute und der Zahnlaute, sowie

alle initiate A^okale und Diphthonge sind NuUen. VoUig bedeutungs-
los dagegen sind durch Nebenzeichen geschriebene oder inharierende

Yokale und Diphthonge, ebenso wie die zuerst auszusprechenden
Teile zusammengesetzter Konsonanten, deren letzter allein als wert-

gehend in Geltung tritt. Die so geschriebenen Zahlen werden alsdann

gemaB der hier wirklich vorkommenden NuUen nach den Regeln des

Stellungswertes gelesen. Die Moglichkeit, eine und dieselbe Zahl nach

dieser Methode auf verschiedene AVeise darzustellen, ist eine fast un-

begrenzte und gewahrt durch den Sinn der jedesmal gewahlten Worte

nicht bloB eine wahre Gedachtnishilfe, sondern auch die Benutzbar

keit im fortlaufenden VersmaB unter Einhaltung der strengen Regeln
indischer Prosodie.

Noch geeigneter zu solcher Benutzung in A'^ersen erscheint die

zweite hier zu erwahnende Methode einer symbolischen Positions

arithmetik'), die ziemlich weite A^erbreitung erlangt hat, da sie

bei den Indern, wie in Tibet, wie bei den Eingeborenen der Insel

Java vorkommt. Es werden dabei fttr die Einer und auch fttr manche

zweiziffrige Zahlen gewisse symbolische AA^orter gewahlt, welche als

dann mit Positionswert zusammengesetzt werden. Die Reihenfolge
ist die der Sprache in den Zahlen unter Hundert, nicht die der Schrift.

Das Zahlenschreiben befolgt, wie wir wissen, das Gesetz der GroBen

folge. Die Sprache ist nicht immer so folgerichtig, und so laBt sie

im Sanskrit wie im Deutschen, wie im Arabischen, in dem Gebiete

unterhalb von Hundert das kleinere Element dem groBeren voraus-

gehen z. B. dreiundsiebzig, trisaptati. Ebenso macht es diese sym

bolische Bezeichnung, welche wir um dieser EigentttmUchkeit willen

lieber eine Aussprache der Zahlen mit Stellungswert, als eine Schreib

weise nennen mochten. So heiBt abdhi (der Ozean, deren es vier

gibt) die Zahl 4, surya (die Sonne mit ihren zwolf Wohnungen) die

Zahl 12, c/fym (die beiden Sohne des Surya) die Zahl 2 und

abdhis{tryde;vinas in seiner Zusammensetzung 2124. Da mehr als ein

Wort fttr jede einzelne Zahl zur Verfttgung steht, fttr 4 z. B. auch

Icrita (die erste der vier Weltperioden), auBerdem die mehrziffrigen
Zahlen auch nach verschiedenen Gruppen geteilt werden konnen

(z. B. 2124 = 2 • 12 • 4 = 2 1 24 = 2 1 2 • 4) so ist hier die

Kombinationsfahigkeit eine gleichfalls auBerordentliche, und die Ein-

') Nouveau Journal Asiatique XYl, 12, 25 und 34—40, sowie .lourual

Asiatique 6. sdrie, I, 284—290 und 446.
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fttgung in das VersmaB ist damit so erleichtert, daB man es begreif-

Uch findet, daB Astronomen wie Brahmagupta mit A^orUebe gerade

der symbolischen Zahlenbenennung in ihren didaktischen Gedichten

sich bedienten.

Ein derartiges bewuBtes Spielen mit den Begriffen der SteUungs-

arithmetik mit EinschluB der NuU erkkart sich am leichtesten in der

Heimat dieser Begriffe, fttr welche uns Indien gilt und gelten darf,

selbst wenn es sich um eine zweite Heimat handelt, wir meinen,

wenn beide Begriffe, was groBe AVahrscheinlichkeit besitzt, in Babylon

geboren waren und noch wenig ausgebildet nach Indien einwanderten.

Als mit der SteUungsarithmetik in offenharem Zusammenhange stoBen

wir in Indien auf eine Reihe eigentttmlicher Zahlennamen, wie keine

andere Sprache der Erde sie besitzt, die westlicher als Indien sich

entwickelte. Bei den Griechen waren Namen fttr 1, 10, 100, 1000,

10000 vorhanden, aus denen die der hoheren Einheiten sich zu

sammensetzten. Bei den Romern war die Anzahl selbstandiger Namen

noch beschrankter, da 10000 bereits zur Zusammensetzung notigte.
Das Gleiche findet, wie wir vorausschickend bemerken, im Arabischen

statt. Das Sanskrit besitzt dagegen von 100 MiUionen an die Ge

wohnheit durch Beiftigung des Wortes maltd (gi'oB) eine Yerzehn

fachung vorzunehmen, z. B. arbuda = 100 MiUionen, mahdrbuda

= 1000 MiUionen; padma = 10000 MiUionen, mahdpatlma = 100000

MiUionen usw., aber sonstige wirkliche multiplikative Zusammen

setzungen wie decern inillia, axaxovxaxtgeevQioi kommen nicht vor,

und die eigentttmUch gebildeten Worier erstrecken sich^) bis zur

Bezeichnung der 1 mit 20 NuUen al'shauhiid und der 1 mit 21 NuUen

mahdhshauhiifi . Es ist mit Recht bemerkt worden, daB diese Aus-

sprechbarkeit jeder einzelnen Rangordnung deren Gleichberechtigung
ganz anders zu BewuBtsein bringe, als die griechischen und romi

schen Zusammenfassungen in Tetraden und Triaden es gestatten, daB

hier eine Wurzel der SteUungsarithmetik zutage trete ^). Aber fredich

mttBte man, um ein voUgttltiges Urteil fallen zu konnen, genau wissen,
wie alt jene Sanskritworter sind, wie alt dann wiederum die Kenntnis

der NuU, und beides wissen wir nicht. Was die Worter betrifft, so

erstreckt sich Zweifel ttber ihre Anzahl wie ttber ihren Klang, da

Bhaskara z. B. in der Lilavati ganz andere Zahlworter als die obigen
angibt, die sich bis zur 1 mit 17 NuUen erstrecken, und auch andere

Formen noch berichtet werden^). Noch zweifelhafter stehen wir der

') Pihan, Expose des signes de numeration usites chez les peuples orientaux
anciens et modernes. Paris 1860, pag. 59. ^ Woepcke im Journal Asiatique
fiir 1863, pag. 443, Anmerkung 1, ») Colebrooke pag. 4, Note 4 und Albr.
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zweiten Frage gegenttber, wann die NuU erfunden worden sei. In

Indien selbst haben wir keinen Beleg fttr das Vorhandensein der Null,
der hoher hinaufreichte als der Surya Siddhanta. Fremde Quellen
reichen gleichfalls nicht sehr viel hoher hinauf, da eine babylonische
Null nicht vor dem dritten vorchristlichen Jahrhundert bekannt ist

(S. 31) und die Zed ihres Eindringens in Indien, vorausgesetzt daB

wir nicht an selbstandige Nacherfindung zu denken hatten, nun gar
in tiefstem Dunkel liegt. Eine negative Erscheinung laBt uns an

viel alterem Vorkommen ttberhaupt zweifeln. Wenn die indischen

Zahlzeichen es waren, wie wir annehmen, die um das II. S. n. Chr.

durch indisch- alexandrinischen Yerkehr nach Westen drangen, um

dort zu Apices zu werden, so ist undenkbar, daB die Null und mit

ihii die Positionsarithmetik nicht auch zugleich herttbergekommen

waren, falls sie vorhanden waren. Das Kolumnenrechnen mit den

Apices setzt alsdann notwendig voraus, daB in Indien selbst die NuU

erst nach dem II. S. landiaufiger Besitz war. Ist aber dieser SchluB

richtig, dann ist es auch wahr, daB die der frtthesten religiosen
Literatur, den sogenannten vedischen Schriften bereits angehorenden
hohen Zahlworter alter als Null und Stellungswert sind und vielleicht

wenn nicht zu deren Erfindung so doch zu deren leichter Einbttro-e-

rung hinttberleiteten. Gesichert freilich, und damit schlieBen wir diese

Bemerkungen, ist nur das A'^orkommen der Null etwa seit 400 n. Chr.

Eine athiopische Inschrift aus dem II. oder III. S. n. Chr., in welcher

man die Zahlen 6383 und 11103 erkannt haben will'), ist zu un-

deutlich, um als sicheres Beweismittel fttr ein so altes Yorkommen

der Null gelten zu konnen.

Wie die Inder rechneten, betor das Stellensystem
ihnen bekannt war, wttrde in mancher Beziehung sich als von

geschichtlicher Bedeutung erweisen konnen. Leider befinden wir uns

hier im dichtesten Dunkel. Nicht die leiseste Andeutung ist zu

unserer Kenntnis gelangt, daB bei den Indern vor Zeiten ein Finger
rechnen oder ein instrumentales Rechnen stattgefunden hatte. SoUen

wir daraus den SchluB ziehen, daB ahnliche Hilfsmittel dem Inder

fremd waren? daB die Inder vielmehr, untersttttzt durch die bequemen

Zahlennamen, und ihrer Natur nach zu in sich gekehrtem, von der

AuBenwelt abgewandtem Grttbeln geneigt, wesentlich Kopfrechnen

ttbten, welches naturgemaB sich nicht zu verandern brauchte, als die

dem gesprochenen Worte abgelauschte Positionsarithmetik erfunden

AVeber, A'edische Angaben fiber Zeittheilung und hohe Zahlen in der Zeitschr.

der deutsch. morgenliind. Gesellsch. XA'^, 132— 140.

') Corpus Inseripitioniim Graeearum 111, 5108.

Cantor, Gesciiichte der M;itlieraatik I. 3. Aufl, 39
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ward? Das ist nicht unmogUch und findet vieUeicht Unterstutzung

in gewissen Verfahren, von welchen wir noch zu reden haben, und

welche an das Zahlengedachtnis ziemlich hohe Anforderungen steUen.

Es ist aber auch ein Anderes moglich, worauf wir weiter oben be

reits einmal hingewiesen haben. UnvoUkommeneres kann bis zur

Vergessenheit durch VoUkommeneres verdrangt werden, und bei den

Indern fand vielleicht diese A^'erdrangung bezttglich der Rechnungs
verfahren statt, so zabe die "UberUeferung auch die Aufgaben fest

gehalten haben mag, deren Ausftthrung verlangt wurde.

Das Rechnen der Inder seit Einftthrung des Stellen

wertes ist teils aus indischen Werken selbst bekannt, teils und zwar

hauptsachlich aus dem Rechenbuche des Maximus Planudes, welches

ausdrttcklicher Angabe des Verfassers gemaB nach indischen Quellen

bearbeitet ist. Wir kommen jetzt auf die Dinge zu reden, an welchen

wir bei unserer ersten Besprechung jenes Werkes (S. 511) rascher

vortibergehen durften. Wir heben in erster Linie die Ausftthrung
der Subtraktion hervor, welche unter der Voraussetzung, daB eine

Stelle des Subtrahenden einen hoheren Wert als die entsprechende
Stelle des Minuenden besitzt, nach zwei Regeln gelehrt wird. Man

borgt entweder die zur Erganzung des Minuenden notwendigen
10 Einheiten des betreffenden Ranges von der nachsthoheren Stelle,
oder man gleicht die VergroBerung des Minuenden dadurch aus, daB

man auch den Subtrahenden, und zwar in der nachsthoheren Stelle

um 1 vergroBert. Um also 821 — 348 zu finden sagt man entweder:

8 von 11 laBt 3, 4 von 11 laBt 7, 3 von 7 laBt 4, also Rest 473

oder aber: '8 von 11 laBt 3, 5 von 12 laBt 1, 4 von 8 laBt 4 mit

demselben Ergebnis wie vorher.

Die Multiplikation wird in sehr unterschiedenen Verfahren

gelehrt. Wir erwahnen nur beilaufig der Zerlegimg des MultipU-
kators in Faktoren, mit welchen nacheinander multipliziert wird, der

Auffassung des Multiplikators als Summe aber auch als Differenz

von Zahlen, die eine im Yerhaltnisse leichtere Vervielfaltigung zu

lassen, Methoden also, welche dem Kopfrechnen vorzugsweise dienen.

Beim schriftUchen Rechnen ist darauf Rttcksicht genommen, daB der

Inder vielfach mit einem Griffel auf einer mit Sand bestreuten Tafel

rechnete und rechnet, daB also das Wegloschen einer Zahl und ihr

Ersetzen durch eine andere nicht dem ganzen Exempel ein unrein-

liches, haBUches Aussehen verschafft. Die einzelnen Teilprodukte
konnen demzufolge beginnend mit der hochsten SteUe des MultipU
kandus, ttber welche das erste und hauptsachUchste Teilprodukt ge
schrieben wird, gebddet werden. Jedes hinzutretende folgende Ted-

produkt vereinigt sich mit dem schon dastehenden Ergebnis zu einem
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neuen, dessen Ziffern an die Stelle der rasch verwischten frttheren

Ziffern treten, bis schlieBlich das Produkt ttber dem MultipUkandus,
oder gar statt dessen erscheint, da man auch wohl so weit geht, die

Ziff'ern des MultipUkandus selbst wegzuloschen, sobald jede derselben

so weit in Betracht gezogen wurde, als es fttr das Gesamtergebnis
notweudig ist. Eine die nachtragUche KontroUe nicht zur Unmog
lichkeit machende Multiplikation wurde wahrscheinlich gerade so

ausgeftthrt, wie wir noch heute in Eurojia verfahren. Meistens jedoch
wurden dabei alle Zwischenoperationen dem Gedachtnisse ttberlassen.

Das gab dasjenige Verfahren, welches Tatstha (es bleibt stehen)
oder Vajriibhyasa (blitzbildend d. h. zickzackformig) genannt wurde').
An einem Beispiele mit aUgemeinen Buchstabensymbolen erlautert

sich dieses Verfahren wie folgt. Es ist

(do + 10 a,Y 100 ■

fflj
• ■) X (^0 + 10 •

6i -k 100 -b^Y---)
= a^b^ Y 10(ao&i + "i?>o) + 100(a^b.;^ Y aj)^ + a.,b^) Y

Nach dem so zutage tretenden Gesetze verschafl'te man sich jede

Rangziffer sogieich vollstandig genau und mit Zurechnung dessen,
was von frttheren Ziff'ern hinzutreten muBte, also ohne irgend weitere

Yerbesserung notig zu machen. Eine andere Methode mochten wir

das gerade Gegenteil der eben geschilderten nennen, insofern sie dem

Gedachtnisse auch gar nichts auBer dem gewohnlichen Einmaleins

zumutet. Die Vorbereitung besteht in der Herstellung einer schach-

brettartigen Figur ^), deren einzelne Felder durch gleichlaufende von

rechts oben nach links unten geneigte Diagonalen nochmals in je
zwei Dreiecke abgeteilt sind, in welche dann die Einer beziehungs
weise Zehner jedes Einzelproduktes zu stehen kommen. Die Addi

tionen erfolgen nach den durch jene Diagonalen gebildeten schrag-

liegenden Kolumnen. Die Multiplikation 12 X 735 = 8820 sieht mit

hin folgendermaBen aus:

7 3 6

1 3 5

1 - 1

-4 c 0

8 8 2 0

Bei der Addition, der Subtraktion und der Multiplikation findet

die sogenannte Neunerprobe statt, welche in dem zahlentheore

tischen Satze begrttndet ist, daB die Ziffernsumme einer Zahl durch

9 geteilt den gleichen Rest wie die Zahl selbst Uefert. Wir sind

ihr neben der Siebenerprobe bei einem Griechen des III. S, be-

') Colebrooke pag. 6, Xote 1 und pag. 171, Note 5. -) Ebenda pag. 7,

Note 1.

39*
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gegnet (S. 461), wir kommen im 35. und im 37. KapUel auf beide

zurttck.

Die Division ist wenigstens in den uns ttherkommenen QueUen

sehr stiefmtttterUch behandeU. Bei dem Abziehen der den einzeUien

Quotientenziffern entsprechenden Teilprodukte wird vom Wegwischen

vorhandener Ziffern, vom Ersetzen derselben durch andere Gebrauch

gemacht. Am wichtigsten erscheint die freilich nur negative also

nicht unzweifelhaft feststehende durch neue Entdeckungen moglicher
weise umzuwerfende Tatsache, daB noch keine Spur eines Verfahrens

angetroffen worden ist, welches den komplementaren Operationen der

Romer zu vergleichen ware.

Ist schon an und fttr sich zu vermuten, daB das Rechnen mit

ganzen Zahlen historisch weit hinaufreiche, so ist es sagenmaBig,
und zwar an sehr groBen Zahlen gettbt, bis in die Jugendzeit des

Reformators der indischen Religion zurttckzuverfolgen. Der Lalita-

vistara, dessen Abfassungszeit freilich durchaus unbekannt ist, be

schaftigt sich mit der Jugend des Bodhisattva. Er bewirbt sich bei

Dandapani um dessen Tochter Gopa, deren Hand ihm aber nur unter

der Bedingung zugesagt wird, daB er einer Prttfung in den wich

tigsten Kttnsten sich unterziehe. Die Schrift, der Ringkampf, das

BogenschieBen, der Sprung, die Schwimmkunst, der Wettlauf, vor

alleni aber die Rechenkunst liefert den Inhalt dieser von dem Jttng

linge mit gianzendem Erfolge bestandenen Prttfung. In der Arith

metik erweist er sich sogar geschickter als der weise Arjuna und

gibt Zahlennamen an bis zu tallakshana d. i. eine 1 mit 53 NuUen.

Das sei aber nur ein System, und ttber dieses System gehen noch

fttnf oder sechs andere hinaus, deren Namen er gleichfaUs angibt.
Jetzt fragt man ihn, ob er die Zahl der ersten Elementar-

teilchen berechnen konne, welche aneinandergelegt die Lange
eines Yojana erfttUen, und er berechnet die Zahl mittels folgender
Verhaltniszahlen : 7 Elementarteilchen geben ein sehr feines Stauh-

chen, 7 davon ein feines Staubchen, 7 davon ein vom Winde auf-

gewirbeltes Staubchen, 7 davon ein Staubchen von der FuBspur des

Hasen, 7 davon ein Staubchen von der FuBspur des Widders,
7 davon ein Staubchen von der FuBspur des Stieres, deren 7 auf

eiuen Mohnsamen gehen; 7 Mohnsamen geben einen Senfsamen,
7 Senfsamen ein Gerstenkorn, 7 Gerstenkomer ein Fingergelenk ;

12 von diesen bilden eine Spanne, 2 Spanuen eine Elle, 4 EUen

einen Bogen, 1000 Bogen einen Kro^a, deren endUch 4 auf einen

Yojana gehen. Letzterer besteht also in unserer modernen

Schreibweise aus 7'° • 32 12000 Elementarteilchen, d. h. aus

108470495616000 solchen Teilchen. AVenn nun auch die im Lalita-
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vistara angegebene Zahl von dieser richtigen abweicht, so hat doch

nachgewiesen werden konnen'), daB eine Entstehung der falschen

Zahl aus der richtigen wahrscheinlich sei, und es ist auch die stoff-

liche Verwandtschaft der Aufgabe zur Sandrechnung des Archimed

gebtthrend hervorgehoben worden. AVare also gesichert, was freilich

nicht der Fall ist, daB der Lalitavistara vor 300 v. Chr. entstand,
so bekanie damit die (S. 322) angedeutete weitere Annahme Wahr

scheinlichkeit, Archimed sei mit seiner Aufgabe als einer schon

alteren bekannt geworden, die er dann aber immerhin nicht uii-

wesentlich veranderte.

Nachst den ganzen Zahlen kommen Brttche in den Rechnungen
vor. Wir begegnen bei den Indem Brttchen mit beliebigen ganz

zahligen Zahlern und Nennern. Die Schreibweise besteht darin, daB

der Zahler ttber dem Nenner steht, ohne daB sich ein horizontaler

Bruchstrich dazwischen befande. Bei dem Rechnen mit Brtichen

kommt es hauptsachlich auf die Einftthrung eines gemeinsamen Nenners

an, bei dessen Auffindung mancherlei A^orteile zur Ubung kommen.

NatttrUch fallt die Notwendigkeit der Zurttckftthrung auf gemeinsamen
Nenner bei den Sexagesimalbrttchen weg, welche vorzugsweise den

indischen Astronomen gedient haben und ihnen wohl nicht minder

als den Griechen unmittelbar aus der babylonischen Heimat zugeflossen
sein dttrften, so daB ein griiko-indischer EinfluB hier nicht notwendig
anzunehmen ist.

29. Kapitel.

Hohere Reclieiikunst. Algebra.

AVir haben im vorigen Kapitel uns mit dem Inhalte des gewohn-

lichsten, allgemeinst bekannten Rechnens der Inder beschaftigt. Wenn

wir zu ihren hoheren Kenntnissen uns wenden, haben wir zuerst das

(S. 598) gegebene Versjirechen einzulosen nnd von dem Rechen

buche von Bakhshali zu reden. Leider ist es in jeder Beziehung
Bruchstttck. Es fehlen, man weiB nicht wieviele, aber vermutlich

zahlreiche Rindentafeln am Anfang wie am Ende, auch einige solche

in der Mitte, und die vorhandenen Tafeln sind auch nichts weniger
als wohlerhalten, so daB nur Mangelhaftes mitzuteUen ist, ein so

glanzendes Zeugnis es auch fttr den Ordner des Fundes bildet, daB

es ihm ttberhaupt gelang, einen gewissen Zusammenhang herzu

steUen. Der Name des A'erfassers fehlt. Die Aufgaben sind Text-

') Woepcke im Journed Asiatique fiir 1863, pag. 260—266.
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aufgaben. Das Zahlenrechnen ist bei ihrer Behandlung als bekannt

vorausgesetzt. Brttche werden so geschrieben, daB der Zahler fiber

dem Nenner ohne treunenden Bruchstrich steht, wie es auch bei

anderen, spateren SchriftsteUern (s, oben) der FaU bUeb. Ganze

Zahlen werden als Brttche mit dem Nenner 1 geschrieben. Bei ge

mischten Zahlen tritt die ganze Zahl als solche ttber den Bruch, also

1 = 1-- . Die Zahlen, welche zu einer Operation vereinigt werden,

3

sind meistens durch gerade Linien eingerahmt; dann folgt das unserem

Gleichheitszeichen entsprechende AVort plialam oder abgekttrzt pha

und dann das Ergebnis.
Beim Addieren steht yuta, abgekttrzt yu, hinter den Summanden

z, B. y^ pha 12 heiBt \y\ = 12 •

Beim Subtrahieren steht das Subtraktionszeichen hinter dem

Subtrahenden, und zwar in Gestalt eiues Kreuzes Y- Fs ist als alte

Form von lai gedeutet worden, der Abkttrzung von Icanita = ver

mindert.

Multiplikation wird nicht bezeichnet. Das Nebeneinanderstehen

von Zahlen zeigt an, daB ihr Produkt gemeint ist; z. B.

5 32

8 1
pha 20 heiBt A x ^ = 20.

Ferner heiBt

111

111

3-f 3+ 3 +

die Zahl 1 -— oder -^ solle dreimal
3 .'>

als Faktor auftreten und —

hervorbringen.

Die Division fordert das dem Divisor nachgesetzte Wort bhdga
= Teil abgekttrzt blici.

Die Einheit heiBt immer ri'ipa, die unbekannte Zahl su-nya, und

letztere wird durch einen ziemlich starken Punkt • bezeichnet. Das

gehort zum Merkwttrdigsten im ganzen Rechenbuche. Sunya bedeutet

namlich wortlich leer und wird auch fttr die gleichfalls durch einen

Punkt dargestellte Null gesagt. Der der doppelten Anwendung von

Wort und Zeichen zugrunde liegende Gedanke ist offenbar richtig in

folgendem erkannt worden'): Eine Stelle muB ein fttr aUemal leer

bleiben, wenn ihre AusfttUung nicht vorhanden ist; sie muB also

auch zunachst leer bleiben, wenn und so lange ihre Ausfiillung noch

unbekannt ist, so lange es sich noch um eine Lttcke handelt. Wir

') Hoernle im Indian Antiquary XVII, pag. 35.
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gebrauchen dieses AA'ort absichtUch um auch hier an die Lttcken-

zeiger der Babylonier zu erinnem.

Die Auflosungen der gestellten Aufgaben erfolgen mitunt€r durch

Zurttckftthrung auf die Einheit. AA'ir ftthren ein Beispiel an').
B gibt 2 mal so viel als A, C 3 mal so viel als B, D A mal so

viel als C; sie geben zusammen 132; was gab ^4? Man setze 1

(rupaj fttr die Unbekannte (sunya). Nun ini A = 1
, B=2, C = Q,

D = 24, ihre Summe = 33. Durch diese angenommene Summe 33

wird die wirkliche Summe 132 dividiert; der Quotient 4 laBt er

kennen, was A gab. Man konnte die Behandlung auch als durch

falschen Ansatz vermittelt bezeichnen, ebenso den falschen Ansatz

im Rechenbuche des Ahmes (S. 70) eine Zurttckftthrung auf die

Einheit nennen. Ein EinfiuB altagyptischer Methoden ist in Indien

nicht viel weniger moglich als der babylonische, wenn er auch nicht

mit gleicher Sicherheit behauptet werden will.

Arithmetische Reihen und deren Summierung sind bekannt. Ein

Reisender"j legt am ersten Tage 2 Wegeinheiten zurttck, jeden folgen
den Tag 3 mehr. Ein zweiter Reisender legt am ersten Tage ."> Weg-

einheiten zurttck, jeden folgenden Tag 2 mehr. Wann treffen sie zu

gleich an einem Punkte ein? Seien a^, d.^ fttr den ersten, a^, d., fttr

den zweiten Reisenden Anfangsgeschwindigkeit und tagliche A^ermeh-

rung derselben, x die Zahl der Tage his zur Begegnung, Die Forde

rung der Aufgabe lautet:

«i + ("i + (Q + • • • + (a, Y Y
-

l,d,)
= a., Y (f's + (I2) Y Y («2 + (*' — '^'(^-2 '

oder

[2 a, Y U -

1) ^1] I- = I2a., + (x
-

l)d,] -l ,

woraus sofort x=''Y—

^' + 1 folgt, und so scheint auch die ohne

vorhergegangene Herleitung ausgesprochene Regel des Rechenbuches

es vorzuschreiben.

Neben bestimmten Aufgaben sind unbestinimte vorhanden.

AVir fiihren wieder ein Beispiel an'). Man sucht eine Zahl, welche

um 5 vermehrt oder um 7 vermindert jeweils ein Quadrat gebe.
Aus .r -k 5 = y^ und x

— 1 = Y folgt 12 = tf-
— Y = ()/

— .z){y Y ^)-

Fttr y
—

-^ und v + ■s' werden nun irgend zwei Faktoren des Pro-

12

duktes 12 gesetzt, z. B. y
— z = 2 und ?/ -k ^ =

„

= ^- Varans

folgt y = 4, 0=2, a; = 11, wie es im Rechenbuche unter Andeutung

der voUzogenen Rechnung auch herauskommt.

') Hoernle im Indian Antiquary XYU, pag. 45, '-) Ebenda pag, 42,

^) Ebenda pag, 44,
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Wir wenden uns nun zu dem hoheren arithmetischen Wissen

derjenigen SchriftsteUer, deren Namen und Zeitalter wir genau zu

bestimmen imstande waren. Etwas hoher steht schon das Erheben

einer Zahl zur zweiten und dritten Potenz, sowie die Ausziehung von

Quadrat- und Kubikwurzeln. Den Indem gehorte freilich Potenz-

erhehung und Wurzelausziehung noch zu den elementaren Opera

tionen, deren sie demzufolge 6 zahlten, sliadviilham die sechs Rech

nungsverfahren'). Die zugrunde liegenden Formeln waren, wie nicht

anders zu erwarten steht, die der Binomialentwicklungen

(a + &)2 = a^ + 2ab + b% (a + bf = a^ Y oa-b + 3ab'' + ¥,

Aryabhatta weiB schon von den zwei-, beziehungsweise dreistelligen
Abschnitten zu reden, in welche man die Zahlen zum Zwecke der

beiden Wurzelausziehungen zu teilen habe^), was uns gestattete zu

behaupten (S. 606), er mttsse die eigentliche Stellungsarithmetik ge

kannt haben. Wurzel ttberhaupt, auch in der Bedeutung der AYurzel

einer Pflanze, heiBt ntula oder pada; varga bedeutet eine Reihe

gleicher Gegenstande, dann ein Quadrat im geometrischen wie im

arithmetischen Sinne des Wortes; ghana ist ein Korper; und durch

Zusammensetzung dieser Ausdrttcke gewann man die Namen Quadrat

wurzel, varga miila, und Kubikwurzel, gltana mulu°).
Ist nach unserem Dafttrhalten die Erfindung der Null eine baby

lonische, die Vertiefung des Begriffes eine indische, so ist das

Rechnen mit der Null schon zu Brahmaguptas Zeit Gegenstand
besonderer Yorschriften gewesen*). Null geteilt durch NuU ist nichts.

Zahlen geteilt durch Null geben Brttche mit Null als Nenner. Das

sind freilich dttrftige Bestimmungen, mit welchen nicht viel zu

machen ist Ganz anders weiB Bhaskara Bescheid, wenn er sagt:
Diese GroBe, namlich der Bruch, dessen Nenner Null ist, laBt keine

Anderung zu, mag auch vieles hinzugesetzt oder weggenommen werden.

Findet doch gleichermaBen in der unendlichen und unveranderlichen

Gottheit kein Wechsel statt zur Zeit wo Weiten zerstort oder ge
schaffen werden, wenn auch zahlreiche Ordnungen von Wesen auf

genommen oder hervorgebracht werden^). Der Kommentator Krishna

erlautert den Gegenstand mit den Worten: Je mehr der Divisor ver

mindert wird, um so mehr wird der Quotient vergroBert. Wird der

Divisor aufs auBerste vermindert, so vergroBert sich der Quotient

>) Vgl. L. Rodet in der Abhandlung: L'algebre d'Al- Khdrizmi d les

mdJiodes indienne et grecque. Journal Asiatique. 1 Verne s&ie XI, 21 (1878).
^ L. Rodet, Lccons de calcid d'Aryabhata pag. 9 und 18 flgg. «) Cole
brooke pag. 9, Note 3 und pag. 12, Note 1. ^) Ebenda pag. 339-340.

") Ebenda pag. 138.
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aufs auBerste. Aber so lange er noch angegeben werden kann, er

sei so uud so groB, ist er nicht aufs auBerste vergroBert; denn man

kann alsdann eine noch groBere Zahl angeben. Der Quotient ist

also von unbestimmbarer GroBe und wird mit Recht unendlich ge

nannt'). Es ist auffaUend genug, daB bei so verstandiger Auffassung
Bhaskara an anderer SteUe ^) das Rechnen mit der Null in haar-

straubender AA'eise miBbraucht und daB auch seine Erklarer nichts

dabei zu erinnern wissen. Eine Zahl soU namlich aus folgenden An

gaben gefunden werden: Ihr Quotient durch Null vermehrt um die

Zahl selbst und vermindert um 9 wird zum Quadrat erhoben, alsdann

die Wurzel dieses Quadrates hinzugefttgt und die Summe mit Null

vervielfacht, so soil 90 herauskommen. Die Rechnung ist folgende:

',,- Y X — 9 ist immer noch
-,

das Quadrat -z Dazu — addiert

gibt ^ + TJ
und nach Vervielfaltigung mit der NuU .Y -k a' = 90,

woraus x = 9 folgt!
Wir sind mit diesem Beispiele schon zur Algebra der Inder

ttbergegangen, welche trotz des wenig bestechenden Einganges, den

wir gewahlt haben, sich uns in ttberraschender Entfaltung vorstellen

wird. Doch bevor wir uns mit ihr beschaftigen, habeii wir zu be

merken, daB die Inder Rechnungsaufgahen mitunter auch in nicht

algebraischer Weise losten, und daB fttr einzelne Regeln besondere

Namen ttblich waren, teils auf das Verfahren, teds aber audi weit

weniger folgerichtig auf den Inhalt der Aufgaben sich beziehend.

Unter den ersteren nennen wir die Umkehrung, viluina Irtyd,
bei welcher die Reihenfolge der Operationen, welche vorzunehmen

waren um zur gegebenen Zahl zu gelangen, geradezu umgekehrt wird.

Aryabhatta gibt in der 28. Strophe seines mathematischen Kapitels')
die Regel in seiner lakonischen Weise: „Multiplikationen werden

Divisionen, Divisionen werden Multiplikationen; was Gewinn war

wird Verlust, was Verlust Gewinn; Umkehrung." Um dieser Kiirze

die poetisch anmutende Form gegenttberzusteUen, welche Bhaskara

namentlich in dem Lilavati ttberschriebeiien Kapitel anzuwenden Uebt,
lassen wir ein Beispiel aus diesem Kapitel folgen''): „Sch6nes Mad

chen mit den glitzernden Augen sage mir, so du die richtige Methode

der Umkehrung verstehst, welches ist die Zahl, die mit 3 ver

vielfacht, sodann um ,- des Produktes vermehrt, durch 7 geteilt, um

.- des Quotienten vermindert, mit sich selbst vervielfacht, um 52 ver-

') Colebrooke pag. 137, Note 2, =) Ebenda pag, 213, '-') L. Rodet,

Lccons de calcid d'Aryabhata pag. 14 und 37—38, *) Colebrooke pag, 21.
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mindert, durch Ausziehung der Quadratwurzel, Addition vou 8 und

Division durch 10 die Zahl 2 hervorbringt." Die Rechnung nimmt

hier den Gang

(2 10 - 8)2 + 52 = 196
, yi96 = 14 und 14 • 1-^ • 7 ■

y
: 3 = 28

als Anfangszahl.
Eine zweite Regel ist das Verfahren mit der angenommenen

Zahl, ishia Icannan; es ist genau dasselbe Verfahren, welches wir

(S. 76 und 79) als Methode des falschen Ansatzes bei den Agyptern
kennen gelernt haben, mit dem einzigen Unterschiede, daB jetzt als

bewuBte Methode auftritt, was ehedem fast instinktiv gettbt wurde.

So soUen') 68 erhalten werden, indem man eine Zahl verfttuffacht,

— des Produktes abzieht, den Rest durch 10 dividiert und —

,

-— und
3 o w

— der ursprttnglichen Zahl addiert. Im Rechenbuche von Bakhshali

ware versuchsweise 1 fttr die ursprttngliche Zahl gesetzt worden,
Bhaskara wahlt versuchsweise 3 und erhalt so 15, 10, 1 und

^3^2^4 4

17 .

Man muB also mit — in 68 dividieren und den Quotient 16 mit 3

multiplizieren um die Zahl 48 zu finden. Der Kommentator Ganefa
bemerkt dazu ganz richtig, daB bei dieser Methode nur Multiplika

tionen, Divisionen und Additionen oder Subtraktionen von Bruch

teilen der Ergebnisse vorkommen dttrfen.

Die Regeldetri kommt bei Aryabhatta vor^), dann in mehreren

Regeln direkten und indirekten Ansatzes zerspaltet und zur Regel
mit mehreren Verhaltnissen erweitert bei Brahmagupta, bei Cridhara,
bei Bhaskara. Wir geben wieder einige Beispiele. „Eine weiBe

Ameise bewegt sich in einem Tage um die Lange von 8 Gersten-

kornern weniger
-- eines solchen vorwarts; sie kriecht in 3 Tagen

um —

Finger zurttck; in welcher Zeit wird sie unter diesen Ver

haltnissen ein Yojana weit vorrttcken"^)? Die Verhaltniszahlen sind

8 Gerstenkomer = 1 Finger, 24 Finger = 1 Elle, 4 EUen = 1 Stab,
8000 Stab = 1 Yojana und so findet man 98042553 Tage. Die

Aufgabe: „Eine lOjahrige Sklavin kostet 32 Nishkas, was wird eine

20jahrige kosten"*)? wird nach umgekehrter Proportion behandelt,
wed „der Wert lebender Geschopfe (Sklaven und Vieh) sich nach

deren Alter regelt" Das altere ist das biUigere.

') Colebrooke pag. 23. -') L. Rodet, Legons de calcul d'Aryabhata
pag, 14 und 37. ^) Colebrooke pag. 283, Note 2. *) Ebenda pag. 34.
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Von den Regeln, deren Name an die behandelten Gegenstande
erinnert, nennen wir die Zinsrechnung, bei welcher ebensowohl

die Anrechnung von Zinseszinsen') als der ZinsfuB von 5 Prozent

monatlich^) auffallen mag.

Wir nennen ferner die Mischungsrechnung von EBwaren'),
wo um eine gegebene Summe etwa Reis und Bohnen im Verhaltnisse

von 2 zu 1 MaBteilen gekauft werden will, wahrend der Preis dieser

Gegenstande einzeln bekannt ist. Dem Gedanken nach konnen wir

eben dazu auch die Aufgaben rechnen, welche wir Brunnenauf

gaben genannt haben (S. 391), die aber bei den Indern keinen ahn

lichen Namen ftthren*).
Hierher sind auch die Aufgaben ttber Reihen zu zahlen^).

Aryabhatta, Brahmagujita und Bhaskara lehren die Summierung der

arithmetischen Reihe sowie auch der von 1 an aufeinander folgenden
Quadratzahlen und Kubikzahlen. Mit geometrischen Progressionen
hat Bhaskara, hat auch Prithudaka, ein Erklarer des Brahmagupta,
sich beschaftigt^). Die Ergebnisse gehen in keiner Beziehung uber

diejenigen hinaus, welche wir bei den Griechen teils genau nach

weisen konnten, teils voraussetzen muBten, weil wir sie bei Epa

phroditus in offenbar erst nachgeahmter Form wiederfanden, wahrend

kein Zweifel obwalten kann, daB schon Epaphroditus mehr als ein

Jahrhundert frtther als Aryabhatta gelebt haben muB.

Eine besondere Gruppe von Aufgaben bilden endlich die Ver

setzungen. AVenn man nicht als alteste Spur derselben bei den

Indem die 24 Namen gelten lassen will, welche den Abbildungen des

A^ischnu je nach der Ordnung, gemaB welcher er in seinen vier Handen

die Keule, die Scheibe, die Lotosblume und die Muschel halt, bei

gelegt wurden''), so muB man jedenfalls jene Kapitel der indischen

Prosodie hierher rechnen^), in welchen die verschiedenen MogUch
keiten gezahlt werden, welche bei Versen von gegebener Silbenmenge
in bezug auf Lange und Kttrze der einzelnen Silben auftreten, eine

Aufgabe, welche auf Versetzungen teilweise untereinander gleicher
Elemente ftthrt. Formeln der Kombinatorik ohne Beweise zusammen

gesteUt finden sich bei Bhaskara^). Dort ist die Zahl der Kombi

nationen ohne Wiederholung zu bestimmter Klasse angegeben, dort

') L. Rodet, Legons de calcid d'Aryedihata pag. 14 und 36—37, -) Cole

brooke pag, 39. ') Ebenda pag. 43. *) Ebenda pag. 42 und 282, N^ote 1.

") L. Rodet, Legons de cedcul d'Aryabhata pag, 12—13 und 32—36, Cole

brooke pag, 290 flgg. und 51 flgg, ") Ebenda pag. 55 und 291, Note.

') Ebenda pag. 124, Note 1. «) Albr. Weber, Leber die Metrik der Inder.

Indische Studien VIII, besonders S, 326—328 und 425 flgg, ^) Colebrooke

pag, 49 und 123— 127,
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die Zahl der Permutationen mit lauter ungleichen oder teilweise

gleichen Elementen, dort die Summe, welche entsteht, wenn man

alle Permutationsformen als dekadisch geschriebene Zahlen betrachtet

und zueinander addiert, lauter Dinge, welche in dieser VoUkommen-

heit gewiB keinem Griechen jemals bekannt waren, wenn auch, wie

wir gezeigt haben, die Meinung aufzugeben ist, als sei den Griechen

die Kombinatorik ttberhaupt durchaus fremd gewesen.

Gehen wir nun zu der eigentlichen Algebra der Inder ttber, so

haben wir erstens von ihren Bezeichnungen und Benennungen, zwei

tens von ihrer Auflosung bestimmter Gleichungen, drittens von ihren

zahlentheoretischen Kenntnissen zu reden.

In den Bezeichnungen und Benennungen ist bei den Indern

selbst ein Fortschritt zu erkennen, welcher sie von unvollkommenen

Anfangen zu einer Hohe ftthrt, welche die Entwicklung, zu welcher

Diophant diese Dinge brachte, ziemlich tief unter sich laBt. Aryab

hatta') nennt die unbekannte GroBe einer Aufgabe: Kttgelchen, gulilcd,
die bekannte GroBe : mit Zeichen versehene Mttnzen, riipalcd. Das

letztere Wort ist ohne die Anhangsilbe M, welche im Sanskrit sehr

haufig wiederkehrt, als ri'ipa gebUeben, das gleiche Wort, welches im

Rechenbuche von Bakhshali die Einheit bedeutete; fttr die Unbekannte

tritt bei Brahmagupta schon das allgemeinere Wort : so viel als

(quantum tantum), ydvattdvat ein. Einen Yergleich mit dem agyp

tischen liau, dem Diophantischen dQi9fi6g unterlassen wir, als zu un

bestimmter Natur. Die Inder besaBen ftir beide Gattungen von

GroBen, ftir die bekannte wie fttr die unbekannte, Zeichen, die in

den Anfangssdben jener Worter ru und yd bestanden, mithin erst

eingeftthrt worden sein dttrften, als gidilY zugunsten von -ydvattdvat

abgangig geworden war. SoUten derartige GroBen addiert werden,
so wurden die zu vereinigenden Ausdrttcke ohne weiteres einander

nachgesetzt, wie es von Diophant auch geschah. Bei der Subtraktion

ist ein Unterschied zwischen der griechischen und der indischen

Bezeichnung, welcher zugunsten der letzteren ausschlagen mochte.

Wir wissen, daB Diophant das Subtraktionszeichen i/i dem Abzu-

ziehenden versetzte, daB bei ihm nur von Differenzen, von abzttg
lichen aber keineswegs von negativen GroBen die Rede war (S. 471).
Anders die Inder. Bei der Subtraktion wird ttber den Zahlenkoeffi-

zient des Abzuziehenden, seien es ru oder yd um die es sich handelt,
ein Pttnktchen gemacht. Das ist ein so wesentUcher Fortschritt

gegen das Kreuz der Subtraktion, von welchem (S. 614) die Rede

war, daB er nicht genug hervorgehoben werden kann. Das jttngere

') L. Rodet, Leegons de calcid d'Aryabhata pag. 15 und 39—40.
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Pttnktchen ist kein Zeichen der Operation, sondem der Zahlenart.

Es verwandelt die Subtraktion in eine Addition anders gearteter,

entgegengesetzter GroBen. Es sind wirklich positive und negative

Zahlen, mit denen man operiert. Die positiven Zahlen heiBen dhana

oder sva, die negativen ririet oder hshaya, erstere mit der Bedeutung

Vermogen, letztere Schulden bedeutend'). Ja die Errauterung
des Gegensatzes positiver und negativer Zahlen durch den Gegen
satz der Richtung einer Strecke ist dem Inder nicht fremd^')-

Diophant blieb bei der Bezeichnung der ersten Potenz der Unbe

kannten nicht stehen. Ebensowenig tut es der Inder. Allein auch

hier ist eine sehr wesentliche Verschiedenheit zwischen beiden Be

zeichnungen. Diophant addiert (S. 470) seine Exponenten; die Inder

multiplizieren sie, wenn nicht das Wort gltatd besonders anzeigt,
daB eine Addition vorgenommen werden soil. Die zweite Potenz

wird durch varga abgekttrzt in va, die dritte durch ghana abgekttrzt
zu gha bezeichnet, AA^'orter, die uns oben bei der Wurzelausziehung
schon bekannt geworden sind. Dann heiBt der angedeuteten Regel

gemaB va- va, va gha, va va ra. gha gha, die 2 2 = 4te, 2 3 = 6te.

2 • 2 • 2 = Ste, 3 ■ 3 = 9te Potenz, und die zwischenliegenden 5. und

7. Potenz der Unbekannten ftthren die Namen und Zeichen va gha

ghttta, va ra gha gltcda. Vher diese Potenzbezeichnung hinaus hat

sich aber der Inder auch noch zu einer Bezeichnung der irratio

nalen Quadratwurzel einer Zahl mit Hilfe des Wortes Icaratta,

geschrieben lea, emporzuschwingen gewuBt. Die Bedeutung dieses

Wortes, welches mit dem Zeitwort machen in Verbindung steht,
deutet allerdings darauf hin, daB hier das indische Zeichen einem

griechischen Begriffe nachgebildet sei, daB man die Lange sucht,
welche eine gewisse Oberfiache als ihr Quadrat macht; denn wenn

der Grieche hier auch konnen zu sagen Uebt, so steht dem doch

der Ausdruck 6 dnb xijg afi d. h. das von der Strecke afi gemachte
Quadrat zur Seite'). Der Inder hat ferner ein Zeichen der Multipli
kation in dem den Faktoren nachzusetzenden Worte bhcivita, das Her

vorgebrachte, geschrieben bhd. Dieselbe Silbe war (S. 614), als An

fang eines anderen Wortes, Divisionszeichen. Er hat endlich eine

unterscheidende Bezeichnung fttr mehrere Unbekannte, indem nur die

erste, haufig alleinige Unbekannte ydvcdtilvat heiBt, wahrend die

ttbrigen nach Farben unterschieden werden"*') : die schwarze ladalca.

die blaue mlalca, die gelbe pitalca, die rote lohitalca, die grttne Itari-

talca regelmaBig durch die Anfangssdbe bezeichnet, eine Bezeichnungs-

') Colebrooke pag, 131, Note 1, ») Ebenda pag, 71, § 166. «) L. Rodet,

Lccons de calcul d'Aryabhcda pag, 31. •■) Colebrooke pag. 139 und 348 flgg.
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weise, deren ganz allgemeine Ubung zu dem Rttckschlusse geftthrt

hat, es mttBten auch die indischen Zahlzeichen ursprttngUch Anfangs-

silben der betreffenden Zahlworter gewesen sein. Als Beispiel der

eben erwahnten mehrere Unbekannte umfassenden Schreibweise mag

yd Id bild gelten d. h. die Unbekannte mit der Schwarzen in A"er-

vielfachung oder x mal y. Die Gleichsetzung zweier Zahlen voUzog

Diophant durch das Wort idot,, mitunter zu t abgekttrzt. Auch dem

Inder fehlt nicht ein Wort dieser Bedeutung: in Gleichgewicht,

tidyau, heiBen die beiden GUeder, pxtlcshau^), aber sie bedttrfen dessen

beim Schreiben nicht. Sie setzen die einander gleichen Ausdrttcke

unmittelbar untereinander ohne jedes vermittelnde Wort, allerdings
auch ohne Gleichheitszeichen. Sie scheuen es dabei nicht eine nega

tive Zahl allein die eine Seite einer Gleichung bilden zu sehen, wenn

sie auch freilich rein sinnlich genommen dieselbe seiten allein sehen,
indem meistens die nicht vorkommenden Glieder mit dem Koeffi

zienten 0 behaftet angeschrieben werden. Soil also bei Brahmagupta
aus 10a; — 8 = a;^ -k 1 die Folgerung

— 9 = .r- — 10a; gezogen

werden^), so schreibt er Ox'^ + lOiC — 8 = laj^ -k Ox Y 1 und dann

erst — 9 = a;^ — 10 a; oder in indischer Weise

yd vet 0 yd 10 ru 8 und dann ru, 9

yd va 1 yd 0 ru 1 yd va 1 yd 10.

Negative Wurzeln einer Gleichung waren, wenn auch nicht

streng verpont, doch auch nicht gestattet; man darf vieUeicht sagen,

sie wurden mit BewuBtsein ihres Yorkommens beseitigt : „Absolute

negative Zahlen werden von den Lenten nicht gebUligt"').
Damit sind wir aber schon bei der Auflosung bestimmter

Gleichungen angelangt. Die Inder behandelten solche von ver

schiedenen Graden. Eine Grundoperatipn ging immer voraus. Nach

dem namlich der Ansatz vollzogen war, zog man entsprechende Teile

voneinander ab; Vielfache des Quadrats der Unbekannten, Vielfache

der Unbekannten, Bekanntes wurden bei der dafttr ungemein be

quemen indischen Anordnung voneinander subtrahiert, und man

nannte dieses sdma godhanctin d. h. Abziehung des Ahnlichen. Mit

Fug und Recht hat man diesen Ausdruck neben das diophantische
„Gleichartiges von Gleichartigem" (S. 472) gesteUt''). Es ist gewiB
nicht zu weit gegangen, wenn man behauptet von den Wortem sCt-ma

godhanam und dnb b^okov oftota sei das eine die Ubersetzung des

andern, und warum wir geneigt sind Diophant als selbstandigen

•) L. Rodet, L'edgebre d'Al-Klidrizmi pag. 17. -) Colebrooke pag, 346'

bis 347, § 49. ') Ebenda pag. 217, § 140. ') L. ^oAet, L'alg'ebre d'Al-EJidrismi

pag. 49.
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Schriftsteller zu betrachten, haben wir frtther (S. 405) erortert. Hier

ware somit schon eine von den verheiBenen Spuren griechischer

Algebra auf indischem Boden, hier eine Spur indischen Fortschrittes

in Gestalt ihrer Anordnung. Aryabhatta hat in seiner 31. Strophe
ein merkwttrdiges Beispiel aufge.stellt ') : „Teile bei entgegengesetzter

Bewegung die Entfernung durch die Summe der Geschwindigkeiten,
bei ttbereinstimmender Bewegung teile die Entfernung durch die

Differenz der Geschwindigkeiten ; die zwei Quotienten sind die Be-

gegnungszeiten der beiden in der Vergangenheit oder Zukunft", das

ist die aUgemein gesteUte Aufgabe der beiden Kuriere, wie

richtig erkannt worden ist. Hat aber Aryabhatta diese Aufgabe

gleichungsweise gelost in der Weise, wie wir soeben zu erortern an-

gefangen haben, oder hat er nur eine von auswarts erhaltene Regel
wiederholt? Eine bestimmte Antwort laBt sich noch nicht geben.
Jedenfalls ist bei Brahmagupta die Gleichung als solche vorhanden.

A^iermal der zwolfte Teil einer um 1 vermehrten Zahl wird

um 8 vergToBert, um die um 1 vermehrte Zahl zu finden^). Die

Zahl yd wird um 1 vermehrt zu yet 1 rd 1. Dann teilt man

durch 12 und vervielfacht mit 4 zu
^^ —

,
vermehrt um 8 zu

——,'"' Das soU aber dem yd 1 ru 1 gleich sein, niithin ist:

yd 1 ru 25

yd 3 ru 3 .

Der Ansatz ist soweit vollendet und nun heiBt es weiter: Der Unter

schied der Unbekannten ist yd 2; hierdurch der Unterschied der be

kannten Zahlen namlich 22 getedt gibt die Zahl 11. Bhaskara hat

mit Yorliebe Textaufgaben behandelt, deren Form dem poetischen

Gewande, in welchem das Ganze erscheint, sich trefflich anpaBt. Wie

er das Kapitel der Rechenkunst Lilavati, die Reizende, genannt hat,

und von den glitzernden Augen der Schonen (S. 617) im Zusammen

hang mit dem Umkehrungsverfahren zu reden wuBte, so stellt er

audi folgende auf eine Gleichung ersten Grades ftthrende Frage'):

„Von einem Schwarm Bienen laBt ~ sich auf einer Kadambablttte,"
o

TT auf der Silindhablume nieder. Der dreifache Unterschied der
o

beiden Zahlen flog nach den Blttten eines Kutaja, eine Biene blieb

ttbrig, welche in der Luft hin und herschwebte gleichzeitig angezogen

durch den Ueblichen Duft einer Jasmine und eines Pandanius. Sage

') L. Rodet, Legons de calcul d'Aryabhata pag. 15 und 41—42, *) Cole

brooke pag. 344, §'45. ') Ebenda pag. 24—25, § 54,
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mir, reizendes Weib, die Anzahl der Bienen." Er ahmt ttbrigens

selbst nur Qridhara darin nach, auf welchen folgende Aufgabe

ihrer wesentUchen Form nach zurttckzuftthren ist'): „Bei ver-

liebtem Ringen brach eine Perlenschnur ; -^-
der Perlen fiel zu Boden,

-^ blieb auf dem Lager liegen,
-~ rettete die Dime, ^^

nahm der

Buhle an sich, 6 Perlen blieben aufgereiht; sage, wie viele Perlen hat

die Schnur enthalten?"

Bisher trat nur eine Unbekannte auf. Eine Aufgabe, welche

mehrere Unbekannte bestimmt wissen wiU, ist diejenige, welche

Aryabhatta in seiner 29. Strophe uns erhalten hat 2): „Die Summe

einer gewissen Anzahl von GroBen je um eine derselben vermindert,

alle vereinigt, man teilt durch die um 1 verringerte Anzahl der

GroBen, man hat die Summe." Wir fttrchten keinen Widerspruch,

wenn wir in dieser Aufgabe und in dem Epantheme des Thymaridas

(S. 158) so nahe Verwandte erkennen, daB an einen ZufaU nicht zu

denken ist. VoUkommen ist zwar die Ubereinstimmung nicht.

Nennen wir s wieder die Summe der n Unbekannten x^, X^,
• •

a"„

und die Differenzen s
—

Xj^
= d^, s

—

x.2
= d^,

■ s — x„
= d„, so

behauptet Aryabhatta, es sei s =
^

_ i

—

"

^^^ ^^^^ hinzu,

daB durch einzigweise Subtraktion von d,^, d.2,
■ ■ £?,„ von dem so

gefundenen s die Unbekannten x^, x^,
• ■ ■

x„ erhalten werden konnen;

aber nur um so wahrscheinlicher wird dadurch, was auch durch die

selbst nur mangelhaft bekannte, jedenfalls aber sehr frtthe (S. 158)
anzusetzende Lebenszeit des Thymaridas an die Hand gegeben wird,
daB dieser Pythagoraer der Erfinder war, als welchen Jamblichus

ihn ausdrttcTilich nannte, daB Aryabhatta in echt indischer Weise,

genau so wie Albiruni es uns schddert (S. 597), das Erlernte un

kenntlich zu machen wuBte. Ist aber diese Folgerung gerecht

fertigt, so ist eine neue Spur griechischer Algebra in Indien auf

gedeckt, und damit immer groBere Sicherheit gewonnen, daB wirk

lich auf diesem Gebiete die Inder von den Griechen lernten, keines

wegs aber umgekehrt, und daB die Inder alsdann nur, wie wir

wiederholt erklaren, in dem ihrer Geistesrichtung besonders zusagen-
den Gedankenkreise tiberraschende Fortschritte auf eigenen FttBen

machten.

So glauben wir auch deutUch die griechische Auflosung der

quadratischen Gleichung, wie Heron (S. 405), wie Diophant

0 Colebrooke pag. 25, Note 5. '^) L. Rodet, Legons de calcul d'Aryab
hata pag. 14—15 und 38—39.
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(S. 474) sie ttbte, in der mit ihr nicht bloB zufaUig ttbereinstimmen

den Regel des Brahmagupta zu erkennen'): „Zu der mit dem Koeffi

zienten des Quadrates vervielfachten absoluten Zahl fttge das Quadrat
des halben Koeffizienten der Unbekannten. Die Quadratwurzel dieser

Summe weniger dem halben Koeffizienten der Unbekannten ge
tedt durch den Koeffizienten des Quadrates ist die Unbekannte."

D. h. aus

]/at.
ax- Y i>x = c folgt x =

b
y_ b_
2) 2

Bei Aryabhatta ist die gleiche Auflosungsmethode wenigstens

vorausgesetzt^), da die in seiner 20. Strophe gelehrte Auffindung der

Gliederzahl einer arithmetischen Reihe aus Summe, Differenz und An

fangsglied die vorhergehende Moglichkeit eine unreine quadratische

Gleichung auflosen zu konnen in sich schlieBt.

Qridhara hat Brahmaguptas Regel verbessert'), indem er die ge

gebene Gleichung statt mit a sogieich mit Aa vervielfachen laBt, wo

durch die Moglichkeit Brttche unter dem Wurzelzeichen zu erhalten

verschwindet; aus ax^ Y bx = c erhalt er nttmUch

AaYr" Y Aabx = Aac oder (2aYf Y 2b ■

(2ax) = Aac,

also auch {2ax Y b)- = Aae Y b" und x = ^ '^ . Die Er-
•^ 2 a

ganzung des quadi-atischen Teiles, welche in Y^irklichkeit dahin ftthrt

statt eines quadratischen Gliedes und eines Gliedes mit der ersten

Potenz der Unbekannten nur das Quadrat eines Binoms ersten Grades

als unbekannt aber bestimmungsfahig zu erhalten, wird seit Brahma

gupta „Wegschaffung des mittleren Gliedes", -inadhyama hara-

-iiain, genannt'').
Der wichtigste Fortschritt, welchen die Lehre von den unreinen

quadratischen Gleichungen schon bei Brahmagupta voUzogen hat, be

steht aber darin, daB die drei verschiedenen Formen (S. 473)

ax^ Y bx = c, bx Y c = ax^, ax" Y c = bx

verschwunden sind, wie es vermoge der Gewohnheit mit negativen
Zahlen zu rechnen gestattet war.

Nun ist Bhaskara noch wesentlich ttber Brahmagupta hinaus

gegangen. Er kennt die bei den Quadratwurzeln sich ergebenden

Doppelsinnigkeiten und Unmoglichkeiten. Er faBt sie in die

Regel °):^ „Das Quadrat einer positiven wie einer negativen Zahl ist

') Colebrooke pag. 346, § 48. "-) L, Rodet, Legons de cedcul d'Arya

bhata pag, 13 und 33, ^) L. Rodet, L'algebre d'Al-Klicirizmi pag. 71. *) Ebenda

pag, 76, '^) Colebrooke pag, 135.

Cantor, Geschichto der Mathematik I, 3, Aufl, 40
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positiv, und die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl ist zwiefach,

positiv und negativ. Es gibt keine Quadratwurzel aus einer negativen

Zahl, denn diese ist kein Quadrat." Dementsprechend kennt er die

paarweise auftretenden Wurzeln einer quadratischen Gleichung, gibt
sie aber aus dem oben angegebenen Grund, daB „absolute negative

Zahlen von den Leuten nicht gebilligt werden", nur dann an, wenn

beide Wurzelwerte positiv ausfallen und keinen Durchgang durch

ein Negatives voraussetzen; er folge dabei Padmanabha-'). Folgende

Beispiele mogen die Meinung der einschrankeuden Klausel erlautern^).

„Der 8. Teil einer Herde Aff'eii ins Quadrat erhoben hupfte in einem

Haine herum und erfreute sich an dem Spiele, die 12
'

ubrigen sah

man auf einem Htigel miteinander schwatzen. Wie stark war die

Herde?" Hier gibt es zwei Auflosungen: 48 und 16. „Das Quadrat

des um 3 verminderten 5. Teiles einer Herde Affen war in einer

Grotte verborgen, 1 Aff'e war sichtbar, der auf einen Baum geklettert
war. Wieviele waren es im ganzen?" Bhaskara sagt 50 oder 5,
aber der zweite Wurzelwert dtirfe nicht genommen werden. Ein

Kommentar erklart uns, wie das gemeint sei. Man konne den

5. Teil von 5, oder 1, nicht um 3 vermindern, ohne daB, wenn

auch nur voriibergehenderweise ,
die absolute negative Zahl — 2

auftrete.

Bhaskara hat auch an anderer SteUe') gezeigt, wie mit Hilfe

der Formel

Y^^y^_ ya YYa^^b
^ yg-Ya^b

Quadratwurzeln aus Summen rationaler und irrationaler Zahlen ge

zogen werden konnen, und hat die Wurzelausziehung auf noch ver

wickelter zusammengesetzte GroBen wie

yiO + ]/24 + 1/40 + 1/60 = 1/2 + 1/3 + 1/5

ausgedehnt. Er erklart diese Darstellung ausdrticklich ftir seine Er

findung, welche aber einer sehr behutsamen Benutzung bedttrfe,
widrigenfaUs man zu falschen Ergebnissen geftthrt werde; die Er-

zielung eines solchen beweise alsdann, daB eine Wurzelausziehung
eben nicht gelinge, und alsdann mttsse man sich damit begnttgen
statt der einzelnen vorkommenden Irrationalitaten deren Naherungs
werte in Rechnung zu haben.

Das Rechnen mit IrrationalgroBen ftthrt Bhaskara ferner zu der

Aufgabe, Brttche rational zu machen*). Man soil Zahler und Nenner

') Colebrooke pag. 218, § 142. ^ Ebenda pag. 215-217. ») Ebenda
pag. 149—155. Die Bemerkung iiber falsche Ergebnisse pag. 155, § 51. ") Ebenda
pag. 147, § 34—35.
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mit einem dem Nenner ahnlichen Ausdrucke vervielfachen, hei welchem
nur das A'orzeichen einer Irrationalzahl entgegengesetzt gewahlt wird,
und soil dieses Verfahren so lange fortsetzen, bis man wirklich im

stande sei die noch geforderte Division zu vollziehen.

Endlich ist hei Bhaskara noch ein letzter groBer Fortschritt vor
handen. Er hat auch Gleichungen von hoherem als dem zweiten

Grade in Angriff' genommen'). So z. B. .i--' Y 12a- = 6a;- + 35. Er

zieht 6a^^- Y 8 auf beiden Seiten ab und gewinnt so

,r'-6.'r-k 12a'- 8 = 27,

wo beiderseits vollstandige dritte Potenzen erscheinen, namlich

(x
—

2)' = 3'. Die Kubikwurzelausziehung gibt ihm a; — 2 = 3,
woraus endlich x = 5 folgt. Ahnlich behandelt er

a;*-2(a;2 + 200a,'j = 9999.

Er addiert auf beiden Seiten 4a;^ -k 400a' Y 1 und gewinnt dadurch

nach voUzogener LTmformung {x^ Y 1)^ = (2 a; -f 100 1- Quadrat

wurzelausziehung ftthrt zu der selbet noch quadratischen Gleichung
.(■" -k 1 = 2x Y 100, aus welcher x =11 folgt. „In diesem Falle

bedarf es des Scharfsinnes" sagt Bhaskara, und man kann ihm diese

kleine Ruhmredigkeit nicht verargen. Es ist nicht unmoglich, daB

Diophant, welcher gleichfalls eine kubische Aufgabe gelost hat

(S. 47.S)j den AnstoB auch zu diesen Untersuchungen gab, aber

wieder ist ein ungehcures Mehr auf seiten Bhaskaras zu verzeichnen.

Er hat einen Kunstgriff' erdacht, den er uns ausdrttcklich kennen

lehrt, und der richtig gehandhabt zu einer Methode der Gleichungs

auflosung werden konnte.

So ist wohl nach beiden Seiten hin gerechtfertigt, was wir ttber

die Algebra bestimmter Gleichungen angekttndigt haben: daB manches

davon griechischer Herkunft zu sein scheint, daB die Inder mit dem

ihnen fremd Zugetragenen staunenswerte eigene Leistungen zu ver

binden wuBten.

Noch bedeutender ist es, was die Inder in der Zahlentheorie

leisteten, in welcher sie uns zum ersten Male Gelegenheit geben

werden, wirkUche allgemeine Methoden kennen zu lernen. Zwei Be-

merkungeu mttssen wir vorausschicken. In den indischen Schriften,

welche uns bekannt sind, kommen die altpythagoraischen Zahlen-

betrachtungen nicht vor. Den vermutlich spateren Begriff voUkom

mener oder befreundeter Zahlen aufzustellen, ist, soviel wir wissen,

keinem Inder in den Sinn gekommen. Auch figurierte Zahlen kommen

') Colebrooke pag. 214—215.

40*
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als solche kaum vor, jedenfalls nicht in der Ausdehnung, in welcher

Diophant sich mit ihnen beschaftigte. Nur die Summierung

1 _L ^ 1 6 . I 'l(!L+i) _
n{nY-l)i'^Y^)

_
(n + l)^-(n-f 1)

J-t-'J-t-o-t----i-2 6 6

als Anzahl der Kugeln in einem dreieckigen Haufen ist seit Arya
bhattas 21. Strophe') bekannt, aber von Fttnfeckszahlen oder gar

wteckszahlen ist nirgend die Rede. Einen Griechen und Indern ge

meinschaftlichen Gegenstand der Untersuchung bildet nur die Auf

findung rationaler rechtwinkliger Dreiecke^). Das ist das eine, was

wir uns merken wollten. Zweitens aber ist ein noch viel grundsatz-
licherer Widerstreit zwischen indischer und griechischer Zahlentheorie

vorhanden. Fttr die unbestimmte Analytik ist namlich die Bedingung
ganzzahliger Auflosungen maBgebend, eine Forderung, welche

Diophant (S. 478) niemals stellt und nur ausnahmsweise erfttllt.

Das sind so wesentliche Gegens'atze, daB wir auf diesem Gebiete

fast nur selbstandige Leistungen im Westen wie im Osten zu erwarten

haben.

Gehen wir jetzt darauf aus, einen UberbUck ttber die indischen

Leistungen in der unbestimmten Analytik zu gewinnen, und beginnen
wir mit den unbestimmten Gleichungen ersten Grades. Schon

Aryabhatta hat sich in der 32. und 33. Strophe seines mathema

tischen Kapitels mit solchen Gleichungen beschaftigt') und dabei

eine Methode in Anwendung gebracht, der Brahmagupta wahrschein

lich den Namen Zerstaubung, huttalca, beigelegt hat, unter welchem
sie sich auch bei Bhaskara auseinandergesetzt findet*). Bhaskara

beginnt ihre DarsteUung mit der Aufgabe, das gemeinschaftliche MaB

zweier Zahlen zu finden. Diese lost er, wie sie eben gelost werden

muB, wie Euklid verfuhr, wie auch Bhaskara sehr wohl selbstandig
erdacht haben oder von selbstandigen indischen Vormannern ttber

nommen haben kann. Er voUzieht fortlaufende Divisionen des frttheren

Divisors durch den bei Teilung mittels desselben verbUebenen Rest,
und der letzte dieser Reste ist der gesuchte groBte gemeinsame
Divisor der beiden gegebenen Zahlen. Durch ihn verkleinert werden

sie feste Zahlen, drkllta, oder teilerfremd, ein Begriff, den Brahma

gupta durch die Namen nicelieda oder nirapavarta dem deutschen

Worte entsprechender bezeichnet 5). SoU nun eine Zerstaubungsauf-
gabe gelost werden, so muB vor alien Dingen Dividend, Divisor

1) L, Rodet, Legons de calcul d'Aryabhata pag. 13 und 35 «) Cole
brooke pag. 306, § 35 und pag. 340, § 38. ^) L, Rodet, Legons de calcul

d'Aryabhata pag, 15 und 42-46, ^) Colebrooke pag, 112 flgg ^) Ebenda
pag, 330, Note 3.

i:- o =.s ;
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und Additive durch dieselbe Zahl verkleinert werden konnen. „Mi6t
die Zahl, welche fttr Dividend und Divisor das MaB ist, die Additive

nicht, so ist die Aufgabe schlecht gestellt." Die Meinung dieses

Satzes, von welchem ttbrigens so wenig wie von der eigentlichen
Methode ein Beweis gegeben ist, besteht darin, daB wenn ax Yb = cy

in ganzen Zahlen losbar sein soil, jeder Teiler des Dividenden a und

des Divisors c auch in der Additiven b enthalten sein muB, daB es

also moglich sein muB, durch Yerkleinerung der vorgelegten Glei

chung mittels des groBten gemeinsamen Tellers von a und e diese

beiden Koeffizienten teilerfremd zu machen. Denkt man sich diese

Vorbereitung getroffen, so muB bei der nunmehr erfolgenden Auf

suchung des groBten gemeinsamen Tellers der ueuen a und c nach

dem eukUdischen Kettenhruchverfahren schlieBlich der Rest 1 auf

treten. Die einzelnen Quotienten der aufeinanderfolgenden Divisionen

seien g'j, q^, . g^, die entsprechenden Reste r^, r^, . . r,^, wo also

r^
= 1 sein muB. Man schreibt die Quotienten in ihrer Reihenfolge

in eine Zeile und fttgt am Schlusse noch die Additive b und eine

Null bei, so daB diese letztere eingeschlossen n Y 2 ZahlengroBen in

einer Zeile nebeneinander stehen. Nun vervielfacht man das dritt-

letzte Glied mit dem vorletzten und addiert das letzte, streicht das

letzte ganz und ersetzt das drittletzte durch die eben gefundene
Zahl. Man hat mithin jetzt eine Zeile von n Y 1 ZahlengroBen
vor sich, an welcher man das eben erlauterte Verfahren, welches

die Anzahl wieder um eins verringert, wiederholt. Das setzt

man so fort bis schlieBlich nur zwei Zahlen in der Zeile sich be

finden, und nun hat man zwei Falle zu unterscheiden. War n

gerad, so ist von beiden Zahlen die erste y, die zweite x. War

n ungerad, so muB man die erhaltenen Werte von a und von c

abzahlen, um die richtigen y und x zu finden. Eine Verminderung
des gefundenen y um den Betrag eines Vielfachen von a, wahrend

von X das Gleichvielfache von c abgezogen wird, ist in beiden Fallen

gestattet.

Ein Beispiel, welches zu einem geraden n fiihrt, ist')

100 .r-1- 90 = 63//,

Die Division 100 : 63 gibt den Quotienten q^
= 1 und den Rest

fj
= 37. Die folgenden Quotienten imd Reste sind q.^

= l, r^
= 26;

^3
= 1, r3

= ll; cu
= 2, r^

= A; q,
= 2, r^

= 3; cj,
= 1

, r,
= l,

mithin n = 6. Die zu bildenden Zahlenreihen sind:

') Colebrooke pag. 115, § 255,
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1, 1, 1, 2, 2, 1, 90, 0. 1 ■

1> 1, 1, 2, 2, 90, 90. 2

1, 1, 1, 2, 270, 90. 2

1, 1, 1, 630, 270. 1 •

1, 1, 900, 630. 1-

630

90 + 0 = 90

90+ 90= 270

270 -k 90= 630

630 + 270 = 900

900 -f 630 = 1530

1,1530,900. 1.1530 + 900 = 2430

2430, 1530. X = 1530 y
= 2430.

Nun zieht man 24 • 100 von y, 24-63 von x ab und erhaU die

kleineren Y^erte a; = 18, y = ?>0.

Zu einem ungeraden n ftthrt'): 60a; + 16 = 13?/. Hier ist

namlich ffi
= 4, r^

= 8; q«
= l, »3

= 5; ^g
= 1, »3

= 3; Qi='^,

r^
= 2; 25

= 1, r^= 1 und n = 5. Die Rechnung stellt sich daher

folgendermaBen :

4, 1, 1, 1, 1, 16, 0. 1.16+0= 16

4, 1, 1, 1, 16, 16. 1-16 + 16= 32

4, 1, 1, 32, 16. 1 32 + 16= 48

4, 1, 48, 32. 1 . 48 + 32 = 80

4, 80, 48. 4 • 80 + 48 = 368

368, 80. 13 - 80 = - 67 = a; 60 - 368 = - 308 = y

Diesmal addiert man 6 • 60 zu ^Z, 6 - 13 zu a; und erhalt die Werte

•'■= ii> y= 'Y2-

Die Zerstaubungsmethode stimmt, wie vieUach bemerkt worden

ist, in ihrem ganzen Gauge mit der Methode der Auflosung unbe

stimmter Gleichungen ersten Grades durch Kettenbrttche ttberein,

wie sie in jedem Lehrbuche der Zahlentheorie erortert ist; wir konnen

den Nachweis ihrer Richtigkeit fttgUch ttbergehen. Wir ttbergehen
auch die unbestimmten Gleichungen ersten Grades mit mehr als zwei

Unbekannten, welche Aryabhatta wie Brahmagupta schon kannten^)
und in wesentlich der gleichen Art behandelten, wie die Zerstaubungs
methode es fttr zwei Unbekannte vorschreibt.

AVir gehen zu den unbestimmten Gleichungen zweiten

Grades uber. Brahmagupta behandelt hier zuerst solche Gleichungen,
welche nur das Produkt der beiden Unbekannten unter sich als qua-

dratisches Glied enthalten und dann erst solche, in welchen die

Quadrate der Unbekannten vorkommen^). Bhaskara schlagt den ent-

') Colebrooke pag. 116, § 257. ^) L. Rodet, Legons de calcul d'Arya
bhata pag. 15 und 43. Colebrooke pag. 348—360; Equation of several colours.

') Ebenda pag. 361—362 : Equation involving a factum und 363—372 : Sqtiare
affected by coefficient.
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gegengesetzten AVeg ein, indem er zuerst mit Aufgaben von der

Form ax^ Y b = cy^, dann erst mit solchen wie xy
= ax + &// + '"

sich beschaftigt'). Bei der Auflosung dieser letzteren bedient er sich

entweder des Verfahrens die eine Unbekannte, etwa )/, ganz wiUkttr-

lich anzunehmen und alsdann a; =
'

—

zu setzen, wobei freilich
rt — 1/

ganzzahlige Losungen nur infolge gttu- ^

stigen Zufalles auftreten
,
oder aber er |

^^

I
^ —j \_f'

geht von einer auffaUigen Verbindung [

geometrischer uud algebraischer An- '

schauungen aus, die zugleich Methode j'
nnd Beweis derselben enthalten (Fig. 81).^ '^ ^

Fig, sl.

In dem Rechtecke ABCD sei die

Basis AB = x, die Hohe BC = y, so ist die Flache xy. Ist nun

DE = a, AG
= b, so ist GDEF = ax, AGHD

= by und ax + by
= Gnomon CFIGADC Y DEIH, oder da DEIH=ctb, so ist

Gnomon CFIGADC = axYby~ab. Zieht man diesen Gnomon

von dem ursprttnglichen Rechtecke ABCD =

xy ab, so bleibt das

Rechteck BFIG =

xy
— ax —

by Y ab, welches als aus den Seiten

X
— b und y

— a bestehend auch die Flache (x
—

b) ■

iy
—

a) besitzt.

Nach dem Wortlaute der Aufgabe ist aber xy
~

ax — by Y nb = e

+ ab, mithin ist auch (,/■
— 5) -

(?/
—

a) = c + ab. Man hat also nur

notig c Y ab in zwei Faktoren, etwa in und -Y— zu zerlegen und
a I '

II,,
o

den eineii mit x — b, den anderen mit y
— a zu identifizieren. So

entsteht entweder x
— b =

,
w —

ffl = nt oder y
— a =

,

m
' •' --

m

X — b = in: beziehungsiveise entAveder a- ==

, ;/ ^ a + );/
' " m

' ■'

oder

c Y f^ib Y '")
X = b Ym, y

m

und die Losungen werden ganzzahUg, wenn in ein ganzzahliger Faktor

von e Y ab ist,

Wir haben bei dieser Auseinandersetzung des griechischen Wortes

Gnomon uns bedient. Bei Bhaskara entspricht demselben kein eigen

tttmlicher indischer Ausdruck. Er spricht vielmehr nur von dem

Unterschiede der Rechtecke ABCD und BFIG. AVir haben die

nicht unbedeutende Abweichung von dem Urtexte uns gestattet, um

damit unsere Auffassung kund zu geben, daB wir nicht unihin konnen.

") Colebrooke pag, 170—184; Affected square, 245—267; Varieties of

quadratics, 268—274; Equation involving a factum of unl-noivn quantities.
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in diesem nichts weniger als indischen Verfahren griechische Erinne

rungen zu vermuten.

Die indische Auflosung der Gleichungen von der Form

ax'^Yb = cy'^ hier ausftthrlieh mitzuteUen, wttrde uns viel zu weit

ftthren. Wir begnttgen uns mit wenigen Andeutungen. Bhaskara

kennt das, was wir quadratische Reste') uud das, was wil- ku

bische Reste ^) nennen, insofern als er weiB, daB es Zahlen von

gCAvissen Formen gibt, die Quadrate und Kuben sein konnen, und

andere, bei welchen das Entgegengesetzte stattfindet. Er lehrt in
7 o O o

der zyklischen Methode^), wie die Gleichung ax" Y 1 = if' ge

lost werde, ausgehend von einer beliebigen empirisch gegebenen

Gleichung a J,^ + i? = G^, welche nur so gewahlt worden ist, daB

die keinen quadratischen Faktor enthaltende Zahl B so klein als

moglich ausfallt, ein Verlangen, zu dessen ErfttUung es genttgte, l/a
C

naherungsweise in Bruchgestalt etwa als
-j

zu suchen, und Zahler

und Nenner dieses Bruches in der versuchsweise aufzustellenden Glei

chung ihren Platz anzuweisen, Aus der fttr B ausgesprochenen Be

dingung folgt von selbst ihre Teilerfremdheit gegen A. BesaBen

namlich A und B eineii gemeinsamen Teiler d, so mttBte derselbe

wegen aA^ Y D = G" auch in G enthalten sein. In A^ ware <5'^,
ebendasselbe auch in G^ und schlieBlich auch in B enthalten. Nun

Az -\- C
setzt man —

Y^
— = ^j, wobei durch Zerstaubung s^ nebst A^^ ganz

zahlig gefunden werden, und zwar wahlt man von den unendUch

vielen mogUchen AVerten von s^ einen solchen, der s^-
—

a kleinst-

moglich macht, Setzt man hierauf -J—

^
— = ^u so ist B^ eine

ganze Zahl. Der indische Schriftsteller gibt allerdings dafttr so

wenig wie fttr die vorhergehende Teilerfremdheit zwischen A uud B

eiuen Beweis, aber die Sache ist richtig. Aus —-^^
— = A^ folgt

namlich

BA,-C ,
^ B^-A'i -~2BCA,Y C - nA''

A > -' --

^V'

^^B_.n^2CYYiy^_
B'-A\

-

2BCA, + B
_ (B^Al

- 2 CA, + 1

A'-

Nun ist s'l
—

a eine ganze Zahl, also niuB das Gleiche fur den zu

letzt erhaltenen Ausdruck gelten, und das kann, weil, wie wir sahen.

') Colebrooke pag. 262—263, § 202—204. •) Ebenda pag. 265, § 206.

") Ebenda pag, 175 flgg, H, Konen, Geschichte der Gleichung t^ — Du'- = l

(Leipzig 1901).
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B gegen A teilerfremd ist, nur dann der Fall sein, wenn A^ in

BA'j
—

2GA^ Y 1 ganzzahlig enthalten ist. D. h.

e±— a
_ R __

BA-i
—

2CA, -\- 1

B ^1- --^T,

ist eine ganze Zahl. Ersetzt man rechts B wieder durch G"- — aA^,
so zeigt sich

p _
C-A^ -

aA'A^i - 2CA, + 1 /CA,
- 1\2

,.,
-Ol Jl =( J -j ~aA-,

oder

aA- Y B, = (^^^ = Cl
(I^ ]^

Auch 6\ =
'

—

-v-- niuB als rationale Quadratwurzel der ganzen

Zahl aY-^ + B^ selbst ganzzahlig sein. Somit ist aus der lauter

ganze Zahlen enthaltenden Gleichung fl^4"+J?=C" eine neue tilei-

chung aA\ + i?^ = C\ hervorgegangen, in der wieder nur ganze

Zahlen vorkommen. Man kann nun in gleicher Weise andere und

andere ahnlich geformte Gleichungen ableiten, man kann aber auch

gewonnene Gleichungen nach einem anderen Satz vereinigen. Dieser

Satz lautet'), daB au'\ Y b^ = v\ und aY-, + b^ = v\ die Folge

rung ctu\ + &3 = «3 gestatten, wo ».. = iiyV^ + it^v^, b.^ = b^b^,

■Cg
=

ayqtfj + ^1^2- Durch solche Yeranderungen und Divisionen,
wo immer sie moglich sind, kann man bis auf eine Gleichung
a.ir + 1 = //' geftthrt werden und hat alsdann die Aufgabe gelost.

Allerdings wird dieses indische Verfahren nicht stets zum Ziele

fuhren, namentlich nicht nach ganz vorschriftsmaBigen Regeln die

Wurzeln der Gleichung et.c- + 1 = y" finden lassen. Alleles bleibt

dem Takte des Auflosenden iiberlassen, Mit Recht sagt auch Bhas

kara an einer auderen Stelle^): „Die Regeldetri ist Arithmetik, die

Algebra aber ist makelloser Verstand. Was ware dem Scharfsinnigen
unbekannt?" Wird ttbrigens bei der Gleichung ax" + 1 = ?/- kein

Gewicht auf die Ganzzahligkeit der Losungen gelegt, so kann immer

ohne weiteres ein geuttgendes Wurzelpaar angeschrieben werden^).
Aus aA^YD=G^ in Verbindung mit der noch einmal gesetzten
unveranderten Gleichung ergibt sich namlich nach der erwahnten

A^'ereinigungsregel: a ■ (2AG)" Y B" = (aA^ + C'-)^ und daraus

/2ACY , , /aA-+ Cy
" Kb) +^

=

[--b'^)
Uberblicken ivir aUe diese Untersuchungen, welche natttrUch, so

algebraisch begabt wir die Inder uns denken mogen, die Kraft der

bedeutendsten Geister in um Jahrhunderte weit auseinander Uegenden

b Colebrooke pag. 171, § 77—78. ^) Ebenda pag. 276. ^) Ebenda

pag. 172, § 80—81.
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Zeiten in Anspruch genommen haben konnen, so ist ein nicht un-

bedeutendes Interesse mit der Frage verknttpft, wo denn die Wurzel

aUer zahlentheoretischen Untersuchungen fttr die Inder lag')? Die

unbestimmten Gleichungen zweiten und hoheren Grades sind wohl

nichts weiteres gewesen als siegreiche Erfolge einer Spekulation,

welche wachgerufen war durch Aufgaben, die nur auf unbestimmte

Gleichungen vom ersten Grade geftthrt hatten. Diese aber waren

vermutlich astrologisch
- chronologischer Natur.

Die Astronomen, welche, wie wir uns erinnern, alle diese Gegen
stande iu eingeschalteten Kapiteln ihrer Astronomien zu behandeln

pfiegten, haben wenigstens, je weiter wir im Datum zurttckgehen

konnen, um so ausschlieBlicher die Zerstaubungsrechnung auf um

gekehrte Kalenderaufgaben angewandt, auf die Frage, wann gewisse
Konstellationen am Himmel eintreten, wann also bedeutuugsvoUe

Ubereinstimmung verschiedener Zyklen erreicht wird? Das sind, wie

man leicht einsieht, Fragen, bei denen es darauf ankommt, aus ge

gebenen Resten, welche eine unbekannte ganze Zahl bei Division

durch bekannte ganze Zahlen gibt, jene Zahl selbst zu erkennen.

Ist aber diese ganze Klasse von Aufgaben indisch? Wir konnen

die Frage weder bejahen noch verneinen. Zu beidem fehlt die notige

Reichhaltigkeit gesicherter altertttmlicher Quellen. Wir konnen nur

darauf hinweisen, daB die Beantwortung dieser Frage nicht frtther

wird gegeben werden konnen, als bis man entschieden haben wird,
ob die altindische Sternkunde lange bevor griechische Einfifisse sich

geltend machen konnten landesursprttnglich oder fremden Ursprunges,
oh sie, wenn letzteres der Wahrheit entsprechen sollte, chinesischer

oder babylonischer Herkunft war. Wir ftthlen uns nicht befugt in

dieser hochwichtigen Streitfrage das Urteilsrecht uns anzumaBen.

Nur auf einige wenige Punkte sei aufmerksam gemacht, die unter

den Entscheidungsgrttnden keinenfaUs fehlen dttrfen. Fehlen darf nicht

die Berttcksichtigung der Sexagesimalbrttche, welche mit Wahr

scheinlichkeit unmittelbar aus Babylon nach Indien hertiberkamen

(S. 613). Verschwiegen darf nicht werden, daB astrologische Deu-

tungen, daB Amulette und Talismane gerade in Babylon zu Hause

waren, daB andererseits Zahlenspielereien den Babyloniern ebenso an

gehorten. Und dieser letzte Gedanke wird auch nicht in den Hinter-

grund gedrangt werden durfen, wenn wir ankntipfend an diese Be

merkungen jetzt noch einige Worte tiber eine Spielerei zu sagen ge

denken, welcher immerhin einiger mathematische Wert innewohnt.

') Mit dieser Prage hat sich Hankel S. 197 beschaftigt, wenn auch nicht
unter Ziehung aller Folgerungen, die sich ergeben konnen.
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Wir meinen die magischen Quadrate, bhadra gaiiita. tJber

diesen Gegenstand') schrieb Narayana, ein von Gaiie^a zitierter

Schriftsteller; Gane^a selbst verfaBte 1545 seinen Kommentar zu

Bhaskara. Das sind freiUch recht spate Daten, aus welchen auch

nur Vermutungen auf eine altere Zeit sich nicht sttitzen lassen,

Solchen liegt nur die Tatsache zugrunde, daB in Indien das Schacb-

spiel erfunden worden ist^), wahrend die Zerlegung in schachbrett-

artige Felder der Bildung magischer Quadrate, deren Y'^esen wir

(S. 515) erortert haben, notwendig vorausgehen muBte. Die einzige
ausftihrliche Mitteilung ist um anderthalb Jahrhunderte jttnger als

selbst Ganeea. Sie findet sich in einem 1691 gedruckten Berichte

ttber das Konigreich Siam ^), Allerdings ist sie in ihrer Ausftthrlich

keit von groBer Zuverlassigkeit, indem sie die Methode kennen lehrt,
nach welcher die Inder ein magisches Quadrat von ungerader Felder-

zahl anzufertigen wuBten, DaB sie auch magische Quadrate von ge

rader ZeUenzahl zu bilden verstanden, behauptet Laloubere, der Ver

fasser jenes Reiseberichtes, ebenfaUs, gibt aber die betreffende Methode

nicht an*), Bei der mathematisch nicht gar hoch anzuschlagenden

Tragweite des Gegenstandes verzichten wir, wie schon frtther, auf

nahere Darlegung.

30. Kapitel.

(jeometrie und Trigonometrie.

Als Quellen fttr indische Geometrie dienen nicht bloB die wieder

holt von uns benutzten Zwis'chenkapitel der astronomischen Schriften

des Aryabhatta, des Brahmagupta und Bhaskara, sondern auch Schriften

von geometrisch- theologischem Charakter, wie sie, abgesehen von

einigen agyptischen Inschriften, in keiner Literatur sich wiederfinden.

Wir meinen die Qulvasutras. Der indische Gottesdienst, peinlich

genauen Yorschriften folgend, kann der geometrischen Regeln nicht

entbehren. Wenn der Altar nicht genau in der anbefohlenen Gestalt

erbaut ist, wenn eine Kante nicht rechtwinklig zur anderen steht,

wenn in der Orientierung nach den Himmelsgegenden ein Fehler statt

fand, so nimmt die Gottheit das ihr dargebrachte Opfer nicht an,

ein dem Inder schreckUcher Gedanke, da fttr ihn jedes Opfer ein

') Colebrooke pag. 113, Kote *, «) Lassen, Indische Alterthumskunde

IV, 905. Bonn 1862, ") La Loubere, Du royaume de Siam, Tom, U, pag, 237,

266 sqq,, 273, Amsterdam 1691, '') S, Giinther, Vermischte Untersuchungen

z. Geschichte d. mathemat. AVissenschaften Kap. IA', S, 188—191, Leipzig 1876,
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formlicher Vertrag mit der betreffenden Gottheit, eine Art von

Tauschgeschaft ist, und er somit auf ErfttUung seines bei dem Opfer

gehegten Wunsches sich nicht die geringste Rechnung machen kann,

sofern seine Gabe verschmaht wttrde. Die rituellen Yorschriften,

soweit sie auf die Opfer ttberhaupt sich beziehen, sind in den soge

nannten Kalpasutras enthalten, und zu jedem Kalpasutra scheint als

Unterabteilung ein ^ulvasutra gehort zu haben, welches eben jene

geometrischen Yorschriften lehrte, und deren zwei in auszugsweiser,

eines in voUstandiger 'Ubersetzung zuganglich gemacht sind').
Die Verfasser derselben heiBen Baudhayana, Apastamba und

Katyayana. Leider ist deren Lebenszeit noch ziemlich im Dunkeln.

Es scheint zwar, daB die Reihenfolge, iu welcher wir sie nannten,

der Zeitfolge ihres Lebens entspricht, aber ob z. B. Baudhayana zwei

Jahrhunderte frtther als Apastamba zu setzen ist, ob die Zeit-

bestimmimg des IV. oder V. S. v. Chr. auf Apastamba zu deuten

ist oder auf die Niederschrift des altesten (^ulvasutra, darttber suchen

wir vergebens nach einer unzweideutig ausgesprochenen Meinung.
Nur einer bestimmten Behauptung^) begegnen wir: daB der Satz

vom Quadrate der Hypotenuse spatestens im VHI. S. vor Chr.

in Indien bekannt gewesen sein mttsse, eine Behauptung, welche die

jenigen zu vertreten haben, die sich berufsmaBig mit indischer Sprache
und Geschichte beschaftigen, und welche wir zum Ausgangspunkte
unserer weiteren Untersuchungen machen mttssen.

Unter den auf die Errichtung von Altaren bezttgUchen Aufgaben
handelt es sich, wie wir schon andeuteten, zunachst um deren Orien

tierung und deren genau rechtwinklige HersteUung. Die ostwestliche

Linie, welche dabei abgesteckt werdeq muB^), ftthrt den Namen

prdei, und wir haben (S. 599) schon bertthrt, daB deren Richtung
im Surya Siddhanta*) genau nach der Methode gefunden wUd, welche

wohl aus griechischer Quelle zu Vitruvius und zu den romischen

') The Sulvasutras by G. Thibaut. Beprinted from the Journed of the

Asiatic Society of Bengal, Part I for 1875, Calcutta 1876. AuBer auf diese

(als Thibaut zu zitierende Schrift) verweisen wir auf unsere daran ankniipfende
Abhandlung; Grakoindische Studien, Zeitschr. Math, Phys. XXII, Histor.-literar.

Abteilung (1877), Ferner vgl. L, v. Schroeder, Pythagoras und die Inder

(Leipzig 1884), Albert Biirk, Das Apastamba — Sulba — Sutra herausgegeben,
ubersetzt und mit einer Einleitung versehen. Zeitschr. d. Deutsch, MorgenL
Gesellsch, LV, 543—591 (Einleitung und Urtext) und LVI, 327—391 (deutsche
tJbersetzung 1901), unsere Abhandlung; tJber die alteste indische Mathematik.

Archiv d. Math, u. Phys. 3, Reihe, VHI, 63—72 (1904), Zeuthen, Theoreme de

Pythagore. Comptes Bendus du II. Congres internat. de Philosophie a Geneve,

Septembre 1904, pag. 833-854 (1905). H. Vogt, Biblioth. Mathem. 3. Polge VII,
6—23(1906), 2) Biirk I, cLV, 556, »)Thibaut S, 9—10. •') Surya Siddhanta S, 239.
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Feldmessern gelangte. Selbstver.standlich ist diese spate Angabe ohne

jede ttberzeugende Kraft fttr die Zeit der ersten A'orschriften zur

Herstellung richtig orientierter Altare. Wie damals die Praci abo-e-

steckt wurde ist uns unbekannt. Die Qulvasutras schweigen darttber.

Ist die Praci gefnnden, so werden rechte AVinkel abgesteckt, und

zwar mit Hilfe eines Seiles. Die Lange dieser ostwestUch gezogenen
Strecke sei 36 Padas. An ihren beiden Endpunkten wird je ein

Pflock in den Boden eingeschlagen'). An diese Pflocke befestig-f man
die Enden eines Seiles von 54 Padas Lange, in welches zuvor,

15 Padas von einem Ende entfernt, ein Knoten geschlungen wurde.

Spannt man nun (Fig. 82) das Seil auf

dem Erdboden, indem man den Knoten

festhait, so entsteht ein rechter Winkel

am Ende der Praci. DaB das Verfahren

richtig ist, und auf dem rechtwinkligen
Dreiecke von den Seiten 15, 36, 39,' ' ' Tig. SJ

oder in kleinsten Zahlen ausgedrttckt

5, 12, 13 beruht, ist einleuchtend. Einleuchtend ist aber auch,
daB es in der Kenntnis des pythagoraischen Lehrsatzes wurzelt, daB

es die Seilspannung genau in der gleichen Weise anwendet, wie Heron

dieselbe benutzte (S. 384 Fig. 64), wie wahrsoheinlich die altagyptischen

Harpedonapten bei Losung der gleichen Aufgaben verfuhren (S. 106).
Nachst der richtigen Orientierung und Scharfkantigkeit des Altars

hat seine Gestalt eine hohe Wichtigkeit. Sie hat allerdings im Laufe

der Zeiten gewechselt, Formen annehmend, welche fttr jeden nicht-

indischen Geist an das Lacherliche streifen. Welcher Europaer kann

sich hineindenken, einen Altar in der Figur eines Falken oder irgend
eines anderen Vogels, eines Wagenrades usw. zu errichten? Dabei

treten jedoch zwei mathematische Gesetze auf^), jedes eine besondere

Gruppe von Aufgaben erzeugend.
AV^ird ein Altar von gegebener Gestalt vergroBert, so muB die

Gestalt selbst in alien ihren Verhaltnissen dieselbe bleiben. Man

muB also erstens verstehen eine geometrische Figur zu bilden,
einer gegebenen ahnlich und zu derselben in gegebenem GroBen

verhaltnisse stehend.

Die Flache des Altars von normaler GroBe ist ferner ohne Rttck

sicht auf seine Gestalt stets dieselbe. Man muB also zweitens ver

stehen eine geometrische Figur in eine andere ihr flachengleiche zu

verwandeln.

') Albr, Weber, Indische Studien X, 364 und XIII, 233 flgg. und Apa

stamba Kap, I, 32, vgl, Btirk 1. c. LVI, 327, ^) Thibaut S. 5,
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Gleich das erste Gesetz mahnt uns mit Entschiedenheit an die

Wtirfelgestalt, welche das Grabmal fttr Glaukos besitzen soUte, wah

rend es auf GeheiB des Konigs Minos in doppelter GroBe aufzuftthren

war (S. 211). Eurijiides hat, wie wir uns erinnern, das vielleicht

sagenhafte GeheiB in einer Tragodie verwertet, und Euripides lebte

485—406, mehr als 70 Jahre bevor der Alexanderzug geregeltere
indisch -griechische Beziehungen hervorrief. Wir fttgen hinzu, daB

eine indische astronomische Handschrift den Ursprung ihrer Wissen

schaft nicht bloB auf einen ionischen Meister Yavane^varacarya zu

rttckftthrt (S. 600), sondern neben diesem eine Personlichkeit des

Namens Minaraja anftthrt') ein Name, der tauschend an den Konig
Minos zu erinnern geeignet ist.

Ein Avesentlicher Unterschied besteht aUerdings zwischen der

Aufgabe, welche Konig Minos seinem Architekten stellte, und der

Aufgabe, welche bei der Inhaltsveranderung indischer Altare vor

kommt. Jener sollte den Kubikraum verdoppeln, hier kommt es nur

auf die Oberflache an, soweit die Qulvasutras uns Auskunft geben.
Es gait also nur eine Yervielfachung einer ebenen Figur zu voU

ziehen, oder mit anderen Worten eine Quadratwurzel zu finden, was

bei Griechen wie bei Indern ebensowohl geometrisch als arithmetisch

geschah. Die Wttrfelvervielfaitigung batten die Inder arithmetisch

gleichfaUs vollziehen konnen, da, wie wir gesehen haben, Aryabhatta
Kubikwurzeln auszuziehen wuBte; geometrisch dagegen ttberstieg diese

Aufgabe indische Krafte bei weitem, indem die Kurven, mittels welcher
die Wttrfelvervielfachung geleistet werden kann, die Kegelschnitte, die
Konchoide und wie sie aUe heiBen, den Indern durchaus unbekannt

geblieben zu sein scheinen.

Fttr die geometrische Ausziehung der Quadratwurzel gibt Baudh

ayana folgende Regeln^): Das SeU, quer ttber das gleichseitige Recht

eck gespannt, bringt ein Quadrat von doppelter Flache hervor. Das

Seil, quer ttber ein langliches Rechteck gespannt, bringt beide Flachen

hervor, welche die Sede langs der groBeren und kleineren SeUe ge
spannt hervorbringen. Diesen zweiten FaU erkenne man an den

Rechtecken, deren Seiten aus 3 und 4, aus 12 nnd 5, aus 15 und 8,
aus 7 und 24, aus 12 und 35, aus 15 und 36 Langeneinheiten be
stehen.

Das ist nun ofi'enbar der pythagoraische Lehrsatz, eriautert an

Zahlenbeispielen. Das zuletzt genannte Dreieck mit den Katheten 15

undJ5tMst^ vorher schon einmal in den kleineren Zahlen 12 und 5

') Brockhaus in den Verhandlungen der konigl. sacks. GeseUschaft der
Wissenschaften zu Leipzig, Phdolog.-histor. Klasse IV, 18-19 (185-'i ') Thi
baut S. 7, 8, 9. Bilrk LVI, 340—341
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genannt, offenbar ohne daB Baudhayana dieser AAdedeiholung sich

bewuBt war, ein Zeugnis dafttr, daB er den Gegenstand seiner Dar

steUung nicht durchaus beherrschte, sondern mindestens teilweise Her-

gehrachtes vortrug, welches er nicht verstand. Der pythagoraische
Lehrsatz ist aber nicht als einheitlicher Satz vorgetragen, sondern in

zwei Unterfallen, je nachdem die beiden Katheten gleicher Lange sind

oder nicht. Es ist wahrscheinlich (S. 185), daB Pythagoras bei dem

Beweise seines Satzes ebenso verfuhr.

Die Anwendung dieser Satze in den C^Iulvasutras ist der doppelten

Gattung von Aufgaben entsprechend, welche bei HersteUung eines

Altars sich darbieten, eine doppelte. E.s kann eine Strecke verandert

werden sollen, so daB ihr Quadrat sich im Verhaltnisse 1 : it ver

groBert, es kann audi eine Figur in eine andere gleichen Inhaltes

umgewandelt iverden sollen. Die Auffindung der Seite eines 2, 3,

10, 40 mal so groBen Quadrates, als ein gegebenes ist, geschieht
durch allmahliche, sich wiederholende Anwendung des pythagoraischen

Lehrsatzes, indem von dem gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke

ausgegangen und die Hypotenuse eines Dreiecks immer als die eine

Kathete eines folgenden Dreiecks benutzt wird, dessen andere Kathete

der des zuerst betrachteten Dreiecks gleich ist. Dabei erscheinen

Namen fiir ]/2, ]/3 usw., gebildet durch Zusammensetzung der

Zahlworter mit dem von uns frtther (S. 621) erorterten Worte

hiraita^), also dvilcaraiii =-Y'-^ >
trilaranl = Y'i , dat-aharani = YlO ,

catvarini^afhararti = 1/40 usw.

Bei den Verwandlungen von Figuren ineinander ist die Auf

findung des einem Rechtecke gleichen Quadrates ^) sehr interessant,
weil sie nur des pythagoraischen Lehrsatzes sich bedient, dagegen
vonAnwendung des Hdfsmittels, welches im 14, Satze

des II. Buches der euklidischen Elemente geboten

ist, d. h. von der Fallung einer Senkrechten aus

einem Punkte einer Kreisperipherie auf den Durch-
g,

messer, absieht (Fig. 83). Von dem Rechtecke

ABCD wird zunachst vermittels AE ^ AD ein

Quadrat ADFE abgeschnitten. Der Rest EFCB e

wird durch GIL halbiert und die obere Halfte
-/' '.ff

GEGB unten rechts als DFIK angesetzt. So ist
'

J>

ABCD in einen Gnomon AGHFIKA verwandelt,
^'^' ''^'

oder, wie Baudhayana sagt, der des AVortes Gnomon sich so wenig

bedient wie Bhaskara, bei welchem wir (S, 631) die gleiche Figur

c

ff

F

') Thibaut S, 16, '^ Ebenda S, 19. Apastamba Kap. H, § 7, vgL

Burk LVI, 333.
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nachwiesen, in den Unterschied der beiden Quadrate AKLG und

FILE, und dieser Unterschied ist mit Hilfe des pythagoraischen

Lehrsatzes leicht in die GestaU eines Quadrates zu bringen.

Die Quadratwurzelausziehung, welche geometrisch genau erfolgt,

muB arithmetisch sich mU einer Annaherung begnttgen, und zwar

wird, wenn die Quadratwurzel zum Zwecke praktischer Ausmessungen

gezogen worden ist, eine solche Annaherung gentigen, welche auf

dem Felde keinen bemerklichen Unterschied gegen die strenge Wahr-

heU mehr hervorbringt. So benutzten Baudhayana und Apastamba

j/ 9 — 1 -I-Y _L _i
^
—

. Erinnern wir uns hier an die hei
f'-"~-^^3^3-43-4-34

Theon von Smyrna (S. 436) angegebenen Naherungswerte ftir ]/2.

Sie heiBen der Reihe nach
y, l , \-, \^, und dieser letztere Wert

kommt uns hier in der Form 1 + y + y-j
also durch eine Summe

von Stammbrtichen dargesteUt wieder zu Gesicht. Wir sagten damals,

er habe auf auBergriechischem Boden eine RoUe gespielt, und wir

erkennen diese RoUe nunmehr darin, daB er Veranlassung gab, eine

von ihm als Voraussetzung ausgehende groBere Annaherung zu er

zielen. Die Quadrierung (^ =2— laBt namUch erkennen, daB
.^

zu groB ist. SoU aber das Quadrat um ^^
kleiner werden, so muB

-- das doppelte Produkt des gefundenen TeUes - der Quadrat

wurzel aus 2 in die negative Erganzung sein, falls man von dem

Quadrate jener Erganzung absehen zu konnen glaubt, und nun ist —

17 1

geteilt durch 2 mal --- nichts anderes als
yyv^ ?

welches Baudh

ayana wirklich abzieht, so daB hiermit die Entstehung des Wertes

Y2 = 1 +^ + ;; s
—

r^ hinliinglich erklart sein dttrfte').
3 3-4 3 ■ 4 ■ 34 ^

Arithmetisch und zugleich geometrisch interessant sind die Auf-

losungsversuche der (J!ulvasutras fttr die Aufgabe, Flachengleichheit
zwischen cjuadratischen und kreisrunden Figuren hervorzubringen^),
eine Aufgabe, die noch mehr als andere geeignet erscheint, geschicht
liche Zusammenhange nachweisen zu lassen, weil eben hier vermoge

der Natur der Aufgabe von vornherein auf voile Genauigkeit ver

zichtet werden muB, und bei bloBen Annaherungen
—

mogen die Er-

') Dem Grundgedanken nach stimmt diese Darstellung ziemlich genau

mit der von Thibaut zuerst versuchten Wiederherstellung iiberein. Thibaut

S. 13—16, 2) Ebenda S. 26—28,
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finder sie als Annaherungen oder als genau richtige Werte betrachtet

haben — eine Notivendigkeit gerade dieses oder jenes bestimmte Er

gebnis zu erhaUen nicht vorhanden ist. In den ()uivasutras ist eben

sowohl die Quadratur des Kreises gelehrt als auch unmittelbar vorher

umgekehrt die Aufgabe gestellt, ein gegebenes Quadrat in einen Kreis

zu verwandeln, eine Aufgabe, welche

man fttgUch Zirkulatur des Qua

drates wird nennen konnen. Die Losung

ist folgende') (Fig. •'-id). Die Diagonalen

AG, BD des Quadrates ABCD werden

gezogen und durch ihren Durchschnitts

punkt E die Gerade KI parallel zu

den Seiten AD nnd BC des tjnadrates.

Von E als Mittelpunkt aus wird mit der

halben Diagonale EA als Halbmesser

ein Bogen beschrieben, der die ttber I
D

^
'^

G

-'■ \
.

/

Y
f

B

\K

hinaus verlangerte KI in F schneidet.

Nun wird das Stttck IF in G und E

in drei gleiche Teile zerlegt und EE als Halbmesser des gesuchten
Kreises betrachtet. Es lohnt sich zuzusehen, ob es nicht moglich

ware, diese Konstruktion in ein Rechnungsresultat umzusetzen.

Wir gehen davon aus, daB, indem FI in drei gleiche Teile zer

legt wird, dadurch die AA'ahrscheinlichkeit entsteht, es sei FI='d

angenommen worden, oder es sei EA = EI + 3 gesetzt, d. h.

EI 1 2 = iJi + 3 und daraus EF - (JEI = 9
,
EI = o Y ")/l8 .

Das ist annahernd FI = 7 und EA = 1(.» oder } 2 = ----

,
ein in

der Tat gar nicht ttbler AVert, wenn es auch noch nicht gelungen

ist, ihn bei irgend einer anderen Gelegenheit, sei es bei Indern, sei

es bei Griechen, nachweisen oder auch nur mutmaBen zu konnen.

Ist aber diese Meinung richtig, dann ist die Seite des Quadrates 14,

seine Diagonale 20, der Durchmesser des gleichfiachigen Kreises 16,
o / ^ 16\2

und die Kreisflache demnach 14^ = (16
— 2)- = (16 ~-\ Darin

ist alier eine doppelte Regel enthalten. Erstens: Die Zirkidatur

des Quadrates benutzt als Kreisdurchmesser
^^

der Diagonale des

Quadrates 2). Zweitens: Die Quadratur des Kreises benutzt als

Quadratseite
'

des Kreisdurchmessers. FreiUch stehen diese aus der

') Thibaut S, 20-28. Apastaml>a Kap III, § 2 und 3 vgl. Bilrk

LVI, 335. -') Genau diese Regel wird uns bei Albrecht Diirer- wieder be

gegnen.

C-.KTOK, Gesciiichte (Icr Mathematik I, 3, Aufl, 41
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Zirkulatur des Quadrates hergeleUeten Werte, wie wU uns sehr bald

ttberzeugen werden, nicht im Einklang mU dem, was bezttglich der

Quadratur des Kreises gelehrt wird, doch zunachst verweilen wir noch

einen Augenblick bei unseren gegenwartigen Folgerungen. Deren erste

8.2

heiBt zur Ausrechnung von tc benutzt: 2r =
-q Diagonale, ^' =

y

Diagonale, r- = j,y Diagonalenquadrat
=

./^ Quadrat, Quadrat = -^ r^,

/7 \2 /7 \2 4.9

mithin jr = 3y Die zweite heiBt: Kreis = \-^aj =(t'') ""le''^'

mithin ^ = 0—,, also im Widerspruch zu der eben gezogenen ersten
16 '

Folgerung, ein Widerspruch, der darauf beruht, daB wir bei unserer

Rechnung vermeiden konnten, mit dem nur naherungsweise bekannten

Y2 uns abfinden zu mttssen.

Wir erinnern daran, daB schon das altagyptische Handbuch des

Ahmes eine ahnliche Vorschrift, aUerdings, was man gewiB nicht

auBer Augen lassen darf, mit anderen Zahlen enthalt, indem dort

g

als Seite des dem Kreise flachengieichen Quadrates -r- des Kreisdurch

messers gilt. Wir erinnern uns um so mehr daran, als der Yersuch

nahe liegt durch andere Annahme des Naherungswertes ftir ')/2 die

indische Konstruktion mit der agyptischen Zahl in Einklang zu

bringen. Diese Ubereinstimmung laBt sich aber nur mittels

"|/2 = — erzielen, eine uns sehr nnwahrscheinliche Annahme. Unsere

Hypothese, die Quadratseite sei bei den Indern -— des Kreisdurch

messers gewesen, gewinnt aber selbst eine Bestatigung in einer arith

metischen Kreisquadratur, welche Baudhayana lehrt, aUerdings mit

7 . .

der Zahl -— sich nicht begnttgend, sondern ihr eine Korrektur bei-

fttgend.

Baudhayana schreibt namlich vor, den Kreisdurchmesser mit

7 11 1

Y ~^ 8^~29
~

8 ■ 29 ■ 6
'^
^~^YY i

^^ vervielfachen, um die Seite des

dem Kreise gleichfiachigen Quadrates zu erhalten. Die Korrektur

g—29

~

g . 29 . e
+

8Y2<U'(r^
stammt daher, daB Baudhayana ofi'enbar

nicht von j/ 2 = y
= 1 + -^ + yy + ^- ^.

seinen Ausgangspunkt

zur Umsetzung der Konstruktion in eiue Formel nahm, sondern von

dem oben erorterten Werte l/2 = 1 -k —

' ^
3

Es war EA = EI-Y2, FI= EI (Y2 -

Y
1

3~- 4
~

1

3^4~34 408

Y, EI-= EI ■^-.
— 1
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EE = EIY IE = EI J^--+ '
,
EI =— -- ■ EE, und fttr die

3 '

2 + 1/2

doppelten Strecken d. h. Quadratseite und Kreisdurchmesser gilt der-
3 - •''i 7 7

selbe Zahlenfaktor —

. Mit Hilfe von 1/2 =
'

o-eht derselbe
2 + j/ 2 lO.'i '='

aber ttber in

1224
_

7 1
_

1
^

1
^

41

1393
~

8 '^8 • 29 8 • 29 ■ 6
'^

8 '29 ■ 6^8
~

8^^ 29^(r s rT3~93 '

dessen letzter Teil als nahezu
., ,

des ihm vorangehenden selbst schon
34

~

sehr kleinen Bruches vernachlassigt ist').
Eine andere Zahlenregel fur die Quadratur des Krei.ses findet

sich ttbereinstimmend bei Baudhayana, Apastamba und Katyayana:

„Teile [den Durchmesser] in 15 Teile und nimm 2 ^veg, das [was

ttbrig bleibt] ist ungefahr die Seite des Quadrates", oder mit Apastamba
zu reden „ist genau die Seite des Quadrates" Setzen wir diese A'or-

schrift in Zahlen um. Sei wieder d der Kreisdurchmesser, r der

Kreishalbmesser, so ist (y (^l =(tt'') = '^
t^-

''" die Quadratur des

Kreises. Darin liegt die Annahme it = 3^,,^-, welche nahezu mit jr = 3

ttbereinstimmt und genau damit ttbereinstimmen wttrde, wenn -t = l/3

gesetzt werden muBte. Beide hier hervorgehohenen Werte sind uns

/-- 26
aber keineswegs unbekannt. J'3 = .

ist uns auf griechischem und

auf romischem Boden begegnet. ti = 3 ist in Indien selbst aus sehr

altertttmlichen Schriften bestatigt worden"), gehort ttberdies alien von

uns der Besprechung unterzogenen Kulturstatten an mit Ausnahme

des alten Agypten, wo wir ihm nicht begegnet sind. Wir haben

wahrscheinlich zu machen gesucht, jt = 3 habe ursprttnglich den

Babyloniern angehort.
Mit diesen Werten haben wir eine neue Frage angeschnitten, die

Frage nach dem Ursprunge der in den Qulvasutras aufbewahrten

altesten indischen Geometrie. Die Meinung, welche wir selbst ehedem

fttr die wahrscheinUcbste hielten, Heronisches sei seit dem ersten vor

christlichen Jahrhunderte den oftbetretenen Pfaden des Handels-

verkehrs folgend von Alexandria aus nach Indien vorgedrungen, ist

natiirlich von dem Augenblicke an unhaltbar geworden, in welchem

das einstimmio-e Urteil der Indologen den Gulvasutras ein so

') Der Gedanke, die Konstruktionsregel mit der Zahlenformel in Einklang

zn bringen, riihrt von Thibaut her. -) Thibaut, On the S'uryiqirajnapti.

Journed of the Asiatic Socidy of Benged ,
A'ol, XLIX, Part, I, pag. 120 Note

•=

U880V
41*



(344 30. Kapitel,

hohes AUer beilegte als wir (S. 636) berichtet haben. Nicht halt-

barer schemt uns, beilaufig bemerkt, die Meinung Pythagoras sei

Schttler aUindischer Weisheit, und insbesondere der Satz vom Quadrate

der Hypotenuse, die Lehre von den rationalen rechtwinkligen Drei

ecken, die Lehre vom Irrationalen usw. sei ihm aus Indien bekannt

geworden. Es ist wahr, daB manche Bestandteile der pythagoraischen

Lehren, die Seelenwandemng, das Verbot des Bohnenessens, sich nach

der Aussage von Indologen leicht aus indischen, schwer oder gar

nicht aus agyptischen Einfittssen erklaren lassen. Es ist nicht minder

wahr, daB ein Bericht') ttber die Wanderungen des Pythagoras zu

erzahlen weiB, er habe vou den Brahmanen gelernt, ein Bericht,

welchen wir im 6. Kapitel gleich demjenigen, der Pythagoras zu den

Galliern ftthrte (S. 176) vernachlassigten, weil wir seiner zum Nach

weis eines einheitlichen Ursprunges des mathematischen Wissens des

Pythagoras
— und zu einem Urteile tiber seine sonstigen Lehren

fehlt uns jede personliche Berechtigung
— nicht bedurften noch be-

dtirfen. Der Aufenthalt des Pythagoras in Agypten kann keinem

Zweifel unterworfen sein, und er genttgt, um die Entstehung der

pythagoraischen Mathematik zu verstehen, deren Grundbestandtede

(wir erinnern nur an das Dreieck aus den Seiten 3, 4, 5) sich in

Agypten um viele Jahrhunderte frtther nachweisen lassen als die Zeit

ist, welche als weitest entlegene Ursprungszeit der in den (gulvasutras

vorgetragenen Lehren in Anspruch genommen wird. Aber verhalte

es sich mit dem indischen Einflusse auf Pythagoras wie es wolle, so

lohnt es sich an und fttr sich ttber die Kenntnisse der gulvasutras
von rationalen rechtwinkligen Dreiecken zu berichten.

Apastamba sagt ^) : „Es folgt nun eine allgemeine Regel fttr die

VergroBerung eines gegebenen Quadrates. Man fttgt das, welches

man mit der jedesmaligen Verlangerung umzieht, an zwei Seiten hinzu

und an der Ecke das Quadrat, welches durch die betreffende A^er-

langerung hervorgebracht wird" Unter Beiziehung von spaten Kom

mentaren ist es gelungen, die an nnd fttr sich recht dunkle Vorschrift

zu verstehen. Sie wiU ein Quadrat a^ zu einem groBeren Quadrate

(a Y l>)" werden lassen, indem man an zwei aneinanderstoBenden

Quadratseiten je ein Rechteck ab und an der Ecke das Quadrat b^

hinzufttgt, wieder ein Gnomon, wie es (S. 639 Fig. 83) schon aufge
treten war.

Es ist nun ganz richtig, daB, wenn 2ab Yb" = c" eine Quadrat
zahl ist, die Gleichung a^ Yc^ =(a Y bf entsteht und zur Auffindung

^■) Alexander Polyhistor in seiner Schrift iiber die Pythagoraeischen
Symbole. Vgl, L. v. Schroeder, Pythagoras und die Inder S, 24 Xote 1.

') Apastamba Kap, III, 39. Biirk LA^, 336.
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der Seiten eines rationalen rechtwinkligen Dreiecks ftthren kann. Man

konnte mit modernem Denken aus 2abYb^=c" zu « =
—

.,,- ge

langen, von da zu V
^^ -j +

c" = K "t
'

j ,
aber so dachten, so

rechneten weder die uralten Inder noch Pythagoras, wenn auch von

dem letzteren ebenso wie von Plato Formeln ftir ganzzahlige recht-

winklige Dreiecke berichtet werden, die uns (S. 186 und 224) be

kannt geworden sind, und an die wir noch in diesem Kapitel zu er

innern haben werden.

Aber wenn man sogar, was wir nicht mittuu, zugibt, Pythagoras
sei Schttler der Inder, wessen Schttler waren die Inder? Haben sie

alles selbst erdacht? Wir hegen daran den groBten Zweifel, Er

innern wir uns, wie vieles an Babylon mahnt! Babylon als mutmaB-

liche Heimat der NuU, als mutmaBliche Heimat der (Quadrat- und

Kubikwurzeln aus Zahlen, welche zwischen ganzen Quadrat- und

Kubikzahlen Uegen, als bekannt mit dem zu Messungszwecken be

nutzten Seil fi-m, als Ort, an welchem der langste Tag die Dauer

wirkUch besaB, welche die Inder ihm zuschrieben, als wahrscheinliche

Heimat von jr = 3, das alles drangt dazu mit doppelter AVachsam-

keit auf kttnftige Entdeckungen zu warten, welche das Zweistromland

uns noch bieten kann. Einige Punkte mochten wir ttberdies noch

hervortreten lassen. Gidva bedeutet Seil, kommt aber in den ('ul-

vasutras nicht vor. Dort ist fttr das Seil ein anderes AVort im Ge

brauch I'a.jja, gleichsam als wenn in einer •Sedvorschrift nur von

einem Strick die Rede ware. Das mutet fast an, als wenn Titel und

Text nicht gleichzeitig entstanden waren, als wenn der Text eine

spatere Umarbeitung erlitten hatte. Ferner kommen in den Yor

schriften fttr rechnerische Ausziehung von ]/2 und fttr die Kreis

quadratur Stammbrttche vor, wie sie in anderen indischen Schriften

allerdings wesentlich jttngeren Ursprunges uns nicht bekannt ge

worden sind. Endlich zeugt die spatere indische Geometrie, mit Aus

nahme der Trigonometrie, keineswegs fiir besondere geometrische Be

gabung.
Sehen wir uns doch Aryabhattas geometrisches Wissen an. Der

Korper mit sechs Kanten, d. h. die dreieckige Pyramide, ist bei ihm

dat< halbe Produkt aus der Grundflache in die Hohe'). Wir vermuten

als Ursprung dieser grundfalschen Formel, der A'erfasser habe das

arithmetische Mittel zwischen der Grundfiache und der als NuUdreieck

betrachteten Spitze als ein Mitteldreieck betrachtet, iiber welchem

ein Prisma gleicher Hohe mit der Pyramide gebildet den gewttnschten

') L. Rodet, Legons de calcid d'Aryabhata pag, 10 und 20,
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Korperinhalt darsteUte, eine Anschauung, welche der agyptischen

Dreiecksfiachenberechnung ahneU. Der KugeUnhalt ist bei ihm Pro

dukt der Flache des groBten Kreises in die Quadratwurzel derselben'),

wieder ein Unsinn, welcher in der kaum halbgeometrischen Auffassung

wurzelt, der Wttrfel derselben Seite, welche als Quadrat die Kreis

flache darstellt, mttsse den Inhalt der korperUchen gleichmaBigen

Rundung, das ist eben der Kugel liefem. Daneben weiB aber

Aryabhatta, daB 62 832:20000 das A^'erhaltnis des Kreisumfanges
zum Durchmesser ist^), oder er kennt tt = 3,1416. Ist es denkbar,
daB derartige Anschauungen mit einem Naherungswerte, der den

archimedischen an Genauigkeit tthertrifft, zugleich vorkommen und

samtlich einheimisch sein sollen? Die Berechnung des ParaUel-

trapezes wird gelehrt, dessen paraUele Seiten genau so wie im Hand

buche des Ahmes (S. 97) zur Rechten und Linken, nicht oben und

unten gezeichnet sind'''), und unmittelbar anschlieBend wird in aller

dings etwas dunklem von dem indischen Kommentator iiiiBverstan-

denem*) Wortlaute verlangt, jede auszumessende Figur der Ebene

solle in Trapeze zerlegt werden, ein A^erfahren, welches Ahmes,
welches die Tempelpriester von Edfu ttbten (S. 110). Wir denken,
das sind wieder einige Bausteine zur HersteUung dessen, was von aus-

wartiger Geometrie nach Indien gelangt war, Bausteine, denen ihr

Ursprung deutlich anzusehen ist.

Wir kommen zur weit umfangreicheren Geometrie Brahmaguptas^).
Sie ist eine rechnende^ Geometrie, eine Sammlung von Yorschriften,

Raumgebilde zu berechnen wie bei Heron von Alexandria. Zu Anfang
heiBt es, die Flache des Dreiecks und Vierecks werde in rohem

Uberschlag gewonnen als Produkt der Halften von je zwei Gegen-
seiten. Das ist die alte agyptisch-heronische Formel, ist zugleich die

Auffassung des Dreiecks als Viereck mit einer verschwundenen Seite

und geht nur in einer allerdings wesentUchen Beziehung weiter

darin, daB die Ungenauigkeit des Verfahrens ausdrttcklich betont

wird, welche Heron ohne alien Zweifel auch erkannte, aber in dem

uns erhaltenen Texte nicht hervorgehoben hat. Damit man ja au

dem Ursprung nicht zweifle, gibt der gleiche Paragrajdi die genaue
Flache des Dreiecks aus den drei Seiten nach der heronischen Formel.

Als genau gilt auch die Formel fttr das Viereck, wenn von den Fak

toren unter dem AVurzelzeichen jeder die um eine Seite verminderte

halbe Seitensumme darsteUt, wenn also "]/(§ — a) -(s
—

b)- (s
—

c)
■ (s

— (/)

') L. Rodet, Legons de calcul d'Aryabhata pag. 10 und 20—21. ') Ebenda

pag, 11 und 23, ») Ebenda pag, 10 und 21. ') Ebenda pag, 22. '') Cole
brooke pag, 295

—318,
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gebddet wird, wo ,s' =
" "*"

2

~^ bedeutet und a, b, c, d die A'ler-

ecksseiten sind. Im folgenden ParagTaphen lehrt Brahmagupta aus

den Seiten eines Dreiecks die Abschnitte finden, welche eine ge

zogene Hiihe auf der Grundlinie bildet. Genau so lehrt Heron das

selbe. Wir konnen unmoglich so fortfahrend alle einzelnen Para

graphe der Reihe nach durchgehen. Wir begnttgen uns mit einzelnen

Bemerkungen.
Eine Rechtecksseite wird Seite, die andere Aufrechtstehende ge

nannt, die Diagonale vollendet mit beiden ein rechtwinkliges Dreieck,
auf welches der pythagoraische Lehrsatz Anwendung findet; das ist

heronisch. Die obere Seite eines A''ierec]is wird als Scheitellinie mit

besonderem Namen belegt'); das ist wieder agyptiscb-beronisch. Der

Name selbst nttifha oder vailaita bedeutet Offnung, Mund. Der

Durchmesser des Umkreises eines Dreiecks ist der Quotient des Pro

duktes zweier Seiten geteilt durch die auf der dritten Seite errichtete

Hohe; das stimmt wieder mit Heron ^). Die Figuren sind nicht an

den Ecken mit Buchstaben bezeichnet, sondern mit den die Langen
angehenden Zahlen an den Seiten selbst. Ahnliches finden wir zivar

nicht in Herons Vermessungslehre, aber in den sogenannten Hero

nischen Sammlungen im Gegensatze zu alien anderen griechischen
Geometrien. Der Kreisdurchmesser beziehungsweise das Quadrat des

Halbmessers mit 3 vervielfacht sind fttr die Praxis Umfang und In

halt des Kreises ; die genauen Werte werden durch die Quadratwurzel

aus den 10 fachen zweiten Potenzen jener Zahlen gefunden'). Das

will sagen, in rober AA'eise ist jt = 3 und genau n = ]/lO .

Den ersteren Wert haben wir oben (S. 643) besprochen. Der

zweite kommt uns hier zum ersten Male vor. Es ist der Yersuch

gemacht worden, zu ermitteln, wie man auf diesen Naherungswert

gekommen sein mag*). Die Seite des regelmaBigen Sechsecks in

dem Kreise von dem Durchmesser 10 war von alters her als 5, der

ganze Umfang somit als '-Y bekannt. Nun ivird behauptet, der Um

fang des demselben Ivreise einbeschriebenen Zwolfecks sei als |/9()5,

der des 24ecks als ]/9Sl, der des 4S-, des 96ecks als j/98(3, als

■[/987 gefunden worden, und so habe man sich veranlaBt gefuhlt, die

Grenze l/it>(X) = 10 • l/lO als nach unendUch oft wiederholter A'er-

doppeluug der Seitenzahl erreichbar anzusehen, Diese AViederher-

stellung ware eine ungemein gUickUche zu nennen, wenn es gelange

ebenso, wie in den Kommentaren zu Brahmagupta an dieser Stelle

') Colebrooke pag, 72, Note 4 und pag, 307, g 36, -) Ebenda pag, 229,

§ 27 = Heron Liber Geoponieus cap. 58 (ed, Hultsch) pag, 214, ') Ebenda

pag, 308, § 40. O Hankel S, 216—217,
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der Kreisdurchmesser mehrfach als 10 angenommen ist, auch jene

WurzelgroBen, von denen behauptet wird, sie seien fttr die Umfange

der Vielecke von immer verdoppelter Seitenzahl gesetzt worden, in

indischen Schriften nachzuweisen. Solange aber dieses nicht ge

schieht, bleibt jener Wert n = "[/lO so ratselhaft wie er aUen Ge-

schichtsforschern zu erscheinen pflegte, und wir teilen zur Bestati

gung dieser Behauptung noch drei Erklarungsversuche mit. Da ist

behauptet worden'), entsprechend dem Naherungswerte

j/a^-q: & = a +
__*__ sei j/IO = 3| ,

bei Archimed aber sei 7i-= 3--
,
und so sei % = ]/lO zustande ge

kommen. Das heiBt doch: man ersetzte 3y durch l/lO, einen ratio

nalen Wert durch einen irrationalen, und das kommt in der ganzen

Geschichte der Mathematik nirgends vor. Die zweite Erklarung-)

geht davon aus, daB Brahmagupta wuBte'), daB der Pfeil /*„, welcher

zwischen der Seite s^ und dem Kreisumfang sich befindet, durch

die Formel li„= \-,\d—Y'^' ~ -^l\ gegeben ist. Im Sechsecke ins

besondere ist

^d-yd^-^-]=-'^\2-Y5
und hatte man das Recht, ~ als Naherungswert ftir j/3 anzunehmen,

so ware ha = t^ ■ Da ferner allgemein sY = h^ -\—,- s^ ,
so ware

" 1 ^i ^ 2 '/t '/( i 7? /

auch s^^ = /i| +
—

s| = ^^
und (12si^y = lOd^. Aber 125^3 = 1(^3

ist der Umfang des Sehnenzwolfecks, und so hatte man erhalten

((-^3
= dYlO ,

d, h. jr = "|/10 bedeutet, man habe den Kreis als mit

dem Sehnenzwolfeck zusammenfaUend angesehen. Sehr sinnreich,
/— 5

wenn nur V 3 =
„ irgendwo Beglaubigung fande. Die dritte A^er-

niutung ist folgende*). Bei Heron kommt der Naherungswert
/n 22 22

y54 = — vor. Da nun bei Archimed ;r = - -

so kann
.-5 J

7

3 22 3 ,^ -, /4^6

Y^-Vi"^-7 3
-

7 ''-^
-

y 49

*) L. Rodet, Sur les methodes eVapproximation diez les anciens in dem

Bulletin de la Socide mathematique de France T, VII (1879). ^) Hunrath, Uber
das Auszieheu der Quadratwurzel bei Griechen und Indern. Hadersleben 1883,
S, 25. 3) Colebrooke pag. 310, § 42, ^) Briefhche Mitteilung von Mas

Curtze.
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gesetzt worden sein und, weil - -

nur wenig von 10 abweicht, auch

3r=]/lO. Diese Vermutung ahnelt in ihrem Grundgedanken der Er

setzung eines rationalen Wertes durch eine Iri-ationalzahl der ersten

der drei hier geschilderten Vermutungen, dttrfte also von der gleichen

Einwendung wie jene bedroht sein.

Heronisch ist es wieder, wenn unter Anwendung von Propor
tionen Hohen mit Hilfe von Schattenlangen gemessen werden'). Von

Interesse ist uns dann noch die stereometrische Aufgabe, den Kaum-

inhalt einer abgestumpften quadratischen Pyramide zu finden, fttr

welche Brahmagupta drei Losungen angibt, eine fur Praktiker, eine

fur annahernde, eine fttr genaue Rechnung"). Der Praktiker begnuge
sich mit dem Produkte der Hohe in das Quadrat des Mittels zwischen

den Seiten an der unteren und oberen Flache des Stumpfes. An

nahernd richtig, fahrt Brahmagupta fort, sei das Produkt der Hohe

in das Mittel der Grundflachen. Wir gehen wohl nicht fehl, wenn

wir darin eine Bestatigung unserer oben ausgesprochenen Vermutung
ttber die Entstehung der falschen Formel fttr den Rauminhalt der

dreieckigen .Pyramide bei Aryabhatta erkennen. Richtig sei, wenn

man den Inhalt des Praktikers um den dritten Teil des Unter

schiedes der Inhalte des Praktikers und des annahernd Rechnenden

vergroBere. Dieser letzte Ausspruch ist voUkommen wahr. HeiBen

flj und ftg die Seiten der beiden quadratischen Grundflachen und

ist h die Hohe des Pyramidenstumpfes, so ist richtig dessen In-

J^alt = h ■

"i "k "i "a ~r "a jjgj. praktiker rechnet aber nach Brahma-

gupta h ■

(- „
'^'a ; annahernd richtig sei h ■ —

'

v—
- und nun ist

h ■ ^i+ "f"^^ = h ■ (AYiY^ + ![/, . "k+/'i _ u ■ (^-"f]•
Wir sind oben mit sehr kurzen Worten ttber die Fladienformel

Brahmaguptas fur das Viereck hinweggegangen, welche als beson

deren Fall die heronische Dreiecksformel einschlieBt. DaB die A^ier-

ecksformel als eine allgemeine nicht gelten kann, ist ersichtlich.

Gleichwohl hat Brahmagupta in jenem ersten Paragraphen seiner

geometrischen Lehren in keiner Weise ausgesprochen, daB er der

Formel nur bedingte Zulassigkeit fttr gewisse Yierecke, eaturagra,

zuschreibe. Man hat in verschiedener AVeise sich dieser Schwierig

keit gegeniiber einen Ausweg zu babnen gesucht. Man hat ange

nommen, Brahmagupta, ein hervorragend geometrischer Geist, habe

1) Colebrooke pag. 317, Section IX, Mcu.iure by shadow. *) Ebenda

pag, 312—313, § 45—46,
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eio-entlich nur vom Sehnenviereck reden wollen; auf dieses bezogen

sich auch einige andere Satze, deren ivir hier Erwahnung zu tun

unterlassen, und Brahmagupta sei nur aus Kttrze dunkel geblieben').

Man hat im schroffen Gegensatze dazu und an dem Wortlaute der

Regel bei Brahmagupta festhaltend ihn beschuldigt, er habe die

Regel, die er an einem besonderen Yierecke entdeckt habe, wirklich

auf alle bezogen^). Man hat dagegen wieder von anderer Seite in

Brahmaguptas Text alles finde'n wollen, was zum Verstandnis notig

sei. Im 26. Paragraphen lehre namlich Brahmagujita die Berechnung

des Durchmessers des Umkreises, und darin Uege ausgesprochen,

daB die gemeinten A^ierecke einen Umkreis besaBen: im 38. Para-

graphen definiere er „die Aufgerichteten und die Seiten zweier recht

winkliger Dreiecke wechselweise mit der Diagonale vervieUacht sind

vier unahnUche Seiten eines Trapezes; die groBte ist die Grundlinie,

die kleinste die Scheitellinie, die beiden anderen sind die Seiten", und

diese Definition, der man trotz ihrer Dunkelheit einen guten Sinn

ahzugewinnen wuBte, bdde einen zweiten Kern der ganzen Unter

suchung, welche aber nur fttr Yierecke von den Gattungen stichhaltig

sei, wie sie hier naher bestimmt wurden^). Auch dieser Meinung
ist man entgegengetreten: Brahmagupta werde doch nicht in § 38

erst definieren, was er seit § 21 benutze; er werde den Gang seiner

Untersuchung doch nicht so eingerichtet haben, daB man besser

daran tue, sie von hinten nach vorn als in der Folge zu lesen, wie

er sie niederschrieb; er werde doch endlich nicht als Formel fttr das

Tetragon, das Viereck also, aussprechen, was er vom Trapeze meinte;

und nach diesen freilich nicht ungewichtigeu Einwttrfen hat man ver

sucht zu zeigen, wie Brahmagupta rechnend und durch Induktion von

der ihm bekannten Dreiecksformel aus zu der entsprechenden Vier

ecksformel gelangte, deren bedingte Gttltigkeit ihm nur nach und

nach klar wurde*), Diese sehr verschiedenen Auffassungen konnen

uns nur bestimmen, die Dunkelheit des ganzen Kapitels bei Brahma

gupta von § 21 bis § 38 als eine bisher noch nicht vollstandig ver-

nichtete zn erklaren. Wir glauben dabei noch immer an die Richtig
keit einiger aus der Formel von § 26 und der Definition von § 38

gezogenen Schlttsse, mochten aber doch nicht so zuverlassig be

haupten, jede Schwierigkeit sei damit verschwunden.

Wir meinen freiUch, ein Ted der Schwierigkeiten sei durch un-

glttckUche Ubersetzung entstanden, welche das Wort Trapez anwandte,

1) Chasles, Apjcrgu hist. pag. 420 sqq., deutsch 465 flgg, ") Arneth,
Geschichte der reinen Mathematik S, 145 flgg, (Stuttgart 1852j, ^) Hankel
S. 210—215, •>) AVeiBenbom, Das Trapez bei Euklid, Heron und Brahmagupta
in Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik II, 169—184 (1879).
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wo es nach dem Sinne, welchen man diesem A\'orte beizulegen ge

wohnt ist, nicht angewandt werden durfte. Gaturveda Prithudakas-

vamin, ein Scholiast des Brahmagupta, der selbst vor Bhaskara lebte,
der ihn anftthrt'), gibt zu dem die Flachenformel enthaltenden § 21

eine wichtige zu wenig berttcksichtigte Erlauterung- 1: Dreierlei Drei-

seite gebe es, fnnferlei A'ierecke und als neunte ebene Figur den

Kreis; die Dreiseite seien gleichseitig, gleich fttr zwei Seiten und

uiigleichseitig; die Yierecke seien gleiche, paariveis gleiche, mit zweien

gleiche, mit dreien gleiche und ungleiche Yierecke. Man sieht wohl:

von ParaUeUsmus, von Trapez und dergleichen ist dabei ausdriick

lich wenigstens nicht die Rede, und wenn man die fttnf Gattungen
von A^ierecken aus den Beispielen, die derselbe Prithudakasvamin

beifttgt, zu bestimmen sucht, so findet man, daB das gleiche Viereck

das Quadrat, das paarweise gleiche das Rechteck ist; daB unter dem

mit zweien gleichen und mit dreien gleichen gleichschenklige ParaUel-

trapeze zu verstehen sind, deren kleinere Parallelseite in dem zweiten

Falle auch noch den beiden gleichen Scheiikeln gleich sein soil. Die

fttnfte Gattung von A'ierecken, namlich die unter gewissen anderen

zu erfiillenden Bedingungen ungleichen A^ierecke sind im § 38 definiert.

Nun sieht man, welche heillose A'erwirrung entstehen muBte, sobald

man die Yierecke letzter Gattung Trapeze nannte, statt irgend ein

anderes AVort, z. B. unser ungleiches Viereck zu wahlen. Man sieht

aber noch mehr. Man sieht, daB die fttnf Gattungen von Yierecken

keineswegs richtig gewahlt sind. Sie erschopfen den Begriff des

Vierecks durchaus nicht. Aber darin sehen wir nur einen weiteren

Beweis fttr den auslandischen Ursprung der indischen Geometrie. Die

Fttnfzahl der Aderecke ist vielleicht selbst auf griechische Erinnerung

zuruckzuftihren, da Euklid in der 30. bis 34. Definition des I. Buches

seiner Elemente ebensoviele Gattungen unterscheidet: Quadrat, Recht

eck, Rhombus und Rhomboid, unregelmaBiges Viereck, in seinen

Gattungen freilich jeder Moglichkeit einen Platz zuweisend. Nun

waren den Indern nur Satze ttber die fttnf unberechtigten Vierecks-

arten, welche Prithudakasvamin uns nennt, bekannt geivorden; nur

mit ihnen also hatte man sich zu beschaftigen. Es waren

das in den vier ersten Gattungen gerade die Yierecke, welche Heron

mit A^orliebe behandelt hat, das Quadrat und das Rechteck und das

gleichschenklige Trapez, die Lieblingsfigur schon der alten Agypter.

AVas die ZerfaUung der Trapeze in solche mU zwei und mit drei

gleichen Seiten betrifft, so kann man verschiedener Meinung sein.

Man kann meinen, da bei Heron verschiedene Gattungen von Parallel-

') Colebrooke pag, 245, § 174 und Note 5, =,) Ebeuda pag. 295, Xote 1.



652 30. Kapitel.

trapezen gefunden worden waren, deren Unterscheidungsgrundlage
man nicht verstand, so habe man auf eigene Faust neue Gruppen ge

bildet; man kann aber auch an einen griechischen Ursprung denken,

da beispielsweise Hippokrates von Chios (S. 208) sich mit Parallel

trapezen mit drei gleichen Seiten vielfach abqualte und es daher

wohl moglich ist, daB Spatere auch noch um diese Figur sich kfim

merten, ohne daB wir unmittelbar davon wissen. Kehren wir jetzt
zu § 26 Brahmaguptas zurttck. Wenn darin von dem Halbmesser

des Umkreises zuerst jedes Vierecks mit ausdrttcklicher Aus

nahme des ungleichen Vierecks die Rede ist, so sind eben nur

die vier ersten Gattungen gemeint, und diese vier sind zweifellos

Sehnenvierecke, und wenn in demselben Paragraphen fortfahrend auch

die Berechnung des Halbmessers des Umkreises der fttnften

Vierecksgattung gelehrt wird, so ist wieder zweifeUos auch fttr

diese Gattung die Eigenschaft als Sehnenviereck damit in Anspruch

genommen.

Jene ungleichen Vierecke der fttnften Gattung entstehen aber

gemaB § 38 auf folgende Weise. Man denke (Fig. 85) zwei rationale

rechtwinklige Dreiecke aus den Seiten q, e^,, It und G^^, G^, E ge

bildet. Man vervielfache die Seiten des

ersteren zuerst mit 6j, dann mit Q, so

sind auch fjCi, CgCj, /iCj und e^^C^, c=^G^,

liC^ Seiten zweier rechtwinkliger Dreiecke.

Diese beiden setzt man mit den rechten

Winkeln als Scheitelwinkeln aneinander,
so daB q Cj als Fortsetzung von c^ Cg und

c^G^ als Fortsetzung von CjO^ erscheint,

beziehungsweise daB q C^ + c^ C^ und

q C, + Cj Cj zwei sich senkrecht durch-

kreuzende Gerade bUden, welche als Diago-
nalen eines leicht zu voUendenden Vierecks auftreten. GegenseUen
dieses Vierecks sind, wie wir schon wissen, hC^ und ItC.,; das andere

Paar GegenseUen heiBt leicht ersichtlich Ec^ und Ec^. Alle vier

Vierecksseiten sind voneinander verschieden, siud ungleich; das A^ier-

eck ist aber aus vier rationalen rechtwinkligen Dreiecken zusammen

gesetzt, und je zwei ScheUeldreiecke sind einander ahnUch. Diese

ungleichen Vierecke sind unter denen der fttnften Gattung verstanden,
und die Gleichheit der Summe je zwei gegenttberstehender Winkel

kennzeichnet sie als Sehnenvierecke. Zu ihrer Bddung sind also Zu

sammensetzungen rechtwinkliger Dreiecke notwendig, welche Heron

gekannt hat (S. 399), und fttr welche er in seiner Geometrie des

eigenen Kunstausdruckes zusammenhangender rechtwinkUger Dreiecke,

rig, 85
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xQt^yoiva oQOoyddvia rivcoy,ava, sich bediente. Durch ahnliche Zusammen

setzung ist aus den beiden rechtivinldigen Dreiecken 5, 12, 13 und

9, 12, 15 an der Kathete 12 das in alien Beziehungen rationale be

rtthmte Dreieck 13, 14, 15 entstanden, welches Heron kannte, welches

auch den Indern vielfach als Beispiel diente.

Vor der Zusammensetzung rationaler rechtwinkliger Dreiecke

mttssen wir aber auch die Kenntnis rationaler rechtwinkliger Drei

ecke selbst als vorausgehend vertreten finden. Heron hat sich mit

solchen beschiiftigt; auch bei Brahmagupta fehlen sie nicht, der, wie

wir schon (S. G28J andeuteten, zweimal darauf zurttckkommt, zuerst

in seinem geometrischen Kapitel und dann eingeschaltet zwischen

dem Rechnen mit irrationalen Quadratwurzeln, i\o die Regel am

1 / c
'"^

\
deutlichsten ausgesprochen ist'). Man solle e. -..,- Y bj und

-

( 7 + 'O ^-Is Seiten wahlen, wobei c und b ganz beliebige Werte

haben. Diese Formel, welche die unter dem Namen des Pythagoras
und des Platon bekannten SonderfaUe durch & = 1 und b = 2 in

sich schlieBt, ist genau so bei keinem Griechen uns begegnet, stimmt

aber zu der ( S. 645) erorterten Entstehungsweise rationaler recht

winkliger Dreiecke. Dieser Umstand ebenso wie die Stelle, wo die

Kegel sich ausgesprochen findet, geben ihr ein, wenn auch nicht alt-

indisches, immerhin indisches Gejirage, aber die Aufgabe, welche

durch sie ihre Losung fand, dttrfte griechisch sein, dttrfte, wenn man

den Ausdruck gestatten will, in Indien nur noch mehr algehraisiert
worden sein, als sie es schon war.

AVir denken nicht, daB aUe diese kleineren und groBeren Uber

einstimmungen zwischen Heron und Brahmagupta der Annahme unseres

Grundgedankens entgegenwirken konnen, und fragen nun, was aus

einer so aus der Fremde eingeftthrten Lehre im Lauf der Zeiten

werden muBte? Wesentliche Fortschritte dttrfen und konnen wir bei

einem nicht geometrisch angelegten Volksgeiste nicht erwarten. Im

Gegenteil, manches anfanglich Verstandene muB verloren gegangen

sein. Nur Aufgaben einer algebraischen Geometrie werden den indi

schen Geist ansprechend weitere Pflege erfahren und sich vielleicht

in einem Umfange erhalten haben, der das hei Brahmagupta Vor

handene iiberragt. Die Geometrie des Bhaskara^) erfttllt diese unsere

Erwartung.
Bis zu Bhaskara ist vor alien Dingen der Rest des A-'erstand-

nisses der Formel fttr die Vierecksflache verloren gegangen. In einem

Vierecke mit denselben SeUen, sagt er, gibt es verschiedene Diago-

') Colebrooke pag, 340, § 38, ^) Ebenda pag 58—111,
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nalen. „Wie kann jemand, der weder eine Senkrechte noch eine der

Diagonalen angibt, nach dem "Ubrigen fragen? oder wie kann er

nach der bestimmten Flache fragen, wenn jene unbestimmt sind?

Ein solcher Fragesteller ist eiu tolpelhafter boser Geist. Noch mehr

ist es aber der, welcher die Frage beantwortet, denn er berttcksichtigt

nicht die unbestimmte Natur der Linien in einer vierseitigen Figur"').
22

Hinzugekommen ist die Kreisverhaitniszahl a = ", welche als fttr

:i 'J 2 7

Praktiker genttgend erklart wird, wahrend der feinere Unifang --^ mal

dem Durchmesser sei"). Hier ist aUerdings etwas ratselhaft. Das

erste Verhaltnis ist das archimedische, das zweite das von Aryabhatta

in der Form ^yA. benutzte, wahrend diesem die archimedische Zahl

nicht bekannt oder, was noch auffaUender ware, nicht mitteilens-

wert gewesen zu sein scheint, und doch soil es die Methode Archi

meds gewesen sein, welche zn dem genaueren Werte geftthrt hat.

Archimed, erinnem wir uns, UeB vom Sechsecke ausgehend die

Seitenzahl des eingeschriebenen Yielecks sich immer verdoppeln, bis

er zum 96 eck gelangte (S. 303). Gaiie^a, der Kommentator Bhaskaras,
berichtet uns, man sei vom Sechsecke durch stete Verdoppelung der

n
■ ■ • 3927

Seitenzahl bis zum 384 eck vorgeschritten und habe so n; =
--^

gefunden. Bhaskara bedient sich ttbrigens auch noch einer anderen

Annaherung''), namlich it = ''- = 3,141666 . . . Hinzugekommen sind

femer einige Aufgaben ttber rechtwinklige Dreiecke, welche unsere

Aufmerksamkeit verdienen. Sie finden sich nicht, wie die bisher

angeftthrten Dinge, in der Lilavati, sondern in dem Vija Gaiiita ge

nannten algebraischen Kapitel. Es wird verlangt, die Seiten eines

rechtwinkligen Dreiecks zu finden, wenn neben der Summe derselben

erstens das Produkt der beiden Katheten oder zweitens das Produkt

der drei Seiten gegeben ist*). Die erstere Aufgabe ahnelt namUch

ebensowohl der heronischen Aufgabe vom Kreise, bei welcher Summen
von Stttcken verschiedener Dimensionen gegeben sind (^S. 404), als

der des Nipsus aus Hypotenuse und Flache, d. h. also halbem Pro

dukte der Katheten die DreiecksseUen selbst zu finden (S. 556).
Bhaskara lost die erste Aufgabe wie folgt Ist qfj =p, so ist

2p=2e,c,^ (e,Yc,)- - (q+ c| i = (e,Y c.:;)'-h'= (c,Yc,Yli){c,Yc:,-h).

Da nun q + Cg + A = s gegeben ist, so folgt q + q
— A = "^- und

s

') Colebrooke pag. 73, ^ Ebenda pag, 87, ") Ebenda pag. 95, § 214.

') Ebenda pag. 225—226, § 151—152.
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0 7 „
-I' 7 s'-'—2p S-+2«2^' = S

-

,
,

/* = --

._.,-- , q + c, = ^^-
^- ■

Die Katheten findet man noch einzeln, indem von (e^^ Y ('sY'' = (—~l~-)
der Wert Ae^c.^ = Ap abgezogen wird; so entsteht namlich

und daraus c^
—

e^, welches in Gemeinschaft mit Cj + (■„ die Katheten

liefert. In der zweiten Aufgabe ist Cj Co h = p und q + Cj + It = s

gegeben. Aus s — h = C-^ Y e., erhalt man

s"- - 2sh + A^ = r; YclY 2e,c, = /^' + ^,
, 2«

mithin ist .s" — 2.S-7/ =
-j-

und 2sli^ — s'^h = —

2p. Daraus findet

man //, daraus s — It = e^ Y <'-2 und
-^
= 4cjC2, und nun ist es wieder

leicht e^
—

c^ und endUch die Katheten zu finden. Das sind Methoden,
welche der von Nipsus angewandten entschieden ahneln, so wenig in

Abrede gestellt werden soU, daB Bhaskaras Aufgaben die bei weitem

verwickelteren sind. Hinzugekommen sind endlich einige Beweise

geometrischer Satze durch Rechnung, und einige auf Anschauung

beruhende, wenn man letztere als Beweise gelten lassen darf. Ein

Beispiel beider Auffassungen bildet der Beweis des pythagoraischen

Lehrsatzes, der sich in dem Vija Gaiiita vor

findet'). Das eine Mal wahlt man die Hypo
tenuse zur Grundlinie, auf welche (Fig. 86)
von der Spitze des rechten Winkels aus eine

Senkrechte gefaUt wird, und weist auf die

Eigenschaft der zwei so entstehenden recht

winkligen Dreiecke hin, mit dem ursprttnglichen Proportionalitaten
zu bilden. So kommen, wenn \ und h^ die Stttcke der Hypotenuse
// heiBen, die je an q und Cg anstoBen, die Verhaltnisse heraus

'; =^-^- und "f AY^h c, h Cj

und daraus folgt

^K^'i + ^2) = ^''^ = ''? + i ■

Bei Euklid (VI, 8 der Elemente) findet sich zwar nicht dieser

rechnende Beweis selbst, aber doch dessen Grundlage, daB die Senk

rechte aus der Spitze des rechten AA^inkels auf die Hypotenuse zwei

dem ganzen Dreiecke ahnliche Teddreiecke herrorbrUigk

') Colebrooke pag, 220-222, § 146.
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Der andere Beweis, welcher, wie im 34. Kapitel sich zeigen

wird, mehr als 200 Jahre vor Bhaskara schon bekannt war, kon

struiert (Fig. 87) ttber jede SeUe des Quadrates der Hypotenuse nach

innen zu das rechtwinkUge Dreieck. „Sehet!" Da

mit begnttgt sich Bhaskara und erwahnt nicht ein-

mak daB die Anschauung

A" = 4 X + (c^
_ c,)' = cK

Fig. 87.

liefere. Ganz ahnlicher Natur sind Beweise, welche

der Kommentator Gane9a zu Satzen Bhaskaras

beigebracht hat'). Die Dreiecksflache wUd er

halten als Rechteck der halben Hohe und der Grundlinie (Fig. 88).
Sehet! Die Kreisflache wird erhalten als Rechteck des halben

Durchmessers in den halben Kreisumfang (Fig. 89j. Sehet!

rig. 89,

Diese Beweisform, welche bei Brahmagupta nirgend auftritt, muB

wohl als indisch betrachtet werden. Sie ist mit der algebraischen
Beweisform verbunden ungemein charakteristisch fttr die DarsteUungs-
weise jener Geometer. Rechnen in nahezu unbegrenzter Moglichkeit
oder Anschauen, darttber kommen sie nicht hinaus. Das eine wie

das andere ist zum Beweise schon bekannter Satze gleich gut anzu

wenden, die Rechnung ist strenger, die Berufung auf unmittelbare

Anschauung vielfach ttberzeugender. Aber kann letztere zur Erflndung
neuer Satze ftihren? Kann es erstere, wenn nicht eine gewisse
Summe geometrischer Satze als Ausgangspunkt vorhanden ist, unter

welchen der pythagoraische Lehrsatz einer der wichtigsten ist? Kann

der pythagoraische Lehrsatz gefunden worden seiu von einem Beweise

ausgehend, wie die beiden durch Bhaskara uns uberlieferten? Wir

wissen, daB diese Fragen bald verneinend bald bejahend beantwortet

worden sind, daB man gerade den auf Fig. 87 beruhenden Beweis

des Satzes von dem Quadrate der Hypotenuse bis zu einem gewissen
Grade ftir die Entstehung des Satzes in Anspruch genommen hat.

Wir personlich konnen diese Ansicht nicht teilen. AA^ir kommen,
wie wir es in unserer seitherigen Schilderung indischer Geometrie

') Colebrooke pag. 70, Note 4 und pag SS, Note 3,
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ttberall haben durchklingen lassen, immer wieder zur Uberzeugung,

es sei far die Inder nach einer frtthen Periode geometrischer Beein-

flussung von Norden her eine solche eingetreten, in welcher von Sttd-

westen her Fremdes eindrang, Fremdes, welches der indischen Denk

weise entspracb, also weniger der ..Euklid" mit seinen streng geome

trischen Folgerungen, als der „Heron" mit seinen Rechnungen. Eine

solche Ubertragung schlieBt keineswegs aus, daB indische Mathematiker

des ttberkommenen Stoffes sich in ihrer Weise bemachtigten, ihn

miBhandelten oder behandelten, wie sie es eben verstanden, bald einen

Riickgang, bald einen Fortschritt zuwge bringend.
O O? O O

Am unzweifelhaftesten sind die Fortschritte, welche der der

Rechnung am meisten bedttrftige Teil der alten Geometrie bei den

Indem gemacht hat, die Trigonometrie'). Hier ist zwar von

22
Griechenland aus sicherlich die archimedische Verhaltniszahl "„" der

Kreisjieripherie zum Durchmesser nach Indien gedrungen (S. 654).

A^ielleicht mag auch griechischen Ursprunges

sein, wie die Hohe h eines Kreisabschnittes, sein

■uflramajyd nach indischem Sjiracbgebraucbe,
mit der Sehne s und dem Kreishalbmesser r in

A^erbindung steht, wir meinen (Fig. 90) die

leicht abzuleitende Gleichung

■2],j- „ /i2 = '^ Oder s = 2 ]/7; (2 r -It).

Aber ihre ganze weitere Rechnungsweise be

ginnend von dem MaBe der Linien im Kreise

ist so ungriechisch wie moglich, also vermutlich indischen Ursprunges.

Allerdings zerlegt der Inder, wie wir schon frtther betont haben,

gleich dem Griechen und wahrscheinlich babylonischer Sitte folgend
den ganzen Kreisumfang in 360 Grade oder in 21600 Minuten, da

jeder Grad gleich 60 Alinuten ist ; aber wenn dann der Grieche den

Halbmesser gleichfalls in 60 Teile mit sexagesimal fortschreitenden

Unterabteilungen zerlegt, so fragt der Inder, wie groB der Kreis

bogen in Minuten sei, zu welchem der Halbmesser sich zusammen-

biegen laBt. Er voUzieht eine Arkufikation der geraden Linie und

niuB dazu des schon bei Aryabhatta vorkommenden Wertes ;r = 3,1416

sich bedient haben, denn nur dann folgt aus 2 st r = 21600 Minuten,

') A'gl. auBer Colebrooke den Siirya Siddhanta und das von Rodet

iibersetiite Kapitel des Aryabhatta, Ferner Asiatic researches (Calcutta) II, 225:

daraus Arneth, Geschichte der reinen Mathematik S. 171—174. Woepcke,

Sur le mot kurdaga et sur une mdhode indienne pour cedealer les sinus in den

X ann. math. (lS54j XIII, 386—394, A, \. Braunmiihl, Vorlesungen fiber Ge

schichte der Trigouometrie I, 31—42.

Oastok, GescMchte der Mathematik I, 3, Aufl, 42
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r = = 3437,7 . in ganzen Zahlen am nachsten r = 3438 Mi-
6,2832

' "

nuten, wie der Inder rechnet. Es ist nicht unmoglich, daB der Ge

danke der Arkufikation darin wurzelt, daB die Trigonometrie der

Inder wie der Griechen in astronomischen Aufgaben ihren Ursprung

hat, also zunachst eine spharische Trigonometrie war, in welcher nur

Bogen vorkommen, wenn auch im ttbrigen, wie wir noch bemerken

werden, von spharisch-trigonometrischen Aufgaben keine Rede ist.

Von r = 3438 Minuten als erster Tatsache ausgehend wurde nun

die ahnlicherweise in Minuten umgebogene Lange anderer Geraden

im Kreise gesucht. Die Sehne, welche einen Bogen bespannt, wurde

jyd oder jivct genannt, welche Worter auch die Sehne eines zum

SchieBen bestimmten Bogens bezeichnen. Die halbe Sehne hieB dann

jydrdha oder ardhajyd und -svurde unter letzterem Namen auch zum

halben Bogen in Beziehung gesetzt. Sie war nichts anderes als was

die spatere Trigonometrie den Sinus jenes Bogens genannt hat.

Auch den Sinus versus unterschied man, wie schon bemerkt, als

uthrainajyd, sowie den Kosinus als lotijyd. Man wuBte zugleich aus

dem aus Sinus, Kosinus und Halbmesser bestehenden rechtwinkligen
Dreiecke, daB (sin af + (cos a)"- = r'^ = (3438)- Da

nun die Sehne von 60" dem Halbmesser oder 3438

Minuten gleich ist, so muBte ihre Halfte oder in

moderner Schreibweise sin 30" =
.,
= 1719 Minuten

sein. Man war nun imstande, aus dem Sinus eines

Bogens den des halb so groBen Bogens zu finden,

da (Fig. 91) 2 sin ^ die Hypotenuse eines recht

winkligen Dreiecks bildet, dessen beide Katheten

sin a und sin vers a sind. Folglich niuBte

(2 sin -^A = (sin «)^ + (sin vers a)^
sein. Aber sin vers a = r — cos a und sin a" + cos a^ =r^ in Be

rttcksichtigung gezogen, wird auch (2 sin-^] = 2r"- ~ 2 r ■ cos a und

Fig. 91,

cc 1 / r
COS a) = 1/1719 (3438 — cos ,

So verscbaff'te man sich vieUeicht die Zahlen, welche im Surya
Siddhanta unter anderen angegeben sind : sin 15" = 890 Minuten,
sin 7" 30' = 449 Minuten, sin 3" 45' = 225 Minuten. Aber 3" 45' sind

selbst 225 Minuten, also bei soweit fortgesetzter Bogenhalbierung
fiel der Sinus mit dem Bogen zusammen, war ihm an Lange
gleich, sofern man es hei der Genauigkeit von einer Minute bewenden

UeB, und um so mehr muBte diese GleichheU ftir noch kleinere
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Bogen und deren Sinus stattfinden d. h. es iiiuBte sin « = « sein,
wofern a ^ 225' war. Damit war dem Bogen von 225' oder, wie

wir auch sagen konnen, dem 06. Tede des Kreisumfanges eine be

sondere Wichtigkeit beigelegt, welche ihn wtirdig machte durch einen

besonderen Namen ausgezeiehnet zn werden. Man nannte seinen Sinus

und ihn selbst den geraden Sinus, l.ramajyd.
Wenn wir uns ausdrtickten, man habe vieUeicht von sin Yf aus

gehend durch Bogenhalbierung sin 225' = 225' gefunden, so gebrauchteu
wir dieses einschrankende Wort, weil moglicherweise auch der um

gekehrte Weg eingeschlagen wurde. Die archimedische Verhaltnis-

22
zahl

Y
war gefunden worden, indem man das 91) eck als mit dem

umschriebenen Kreise nahezu zusammenfallend sich dachte; daraus

konnte man V^eranlassung genommen haben, auch sin - - - = - --

zu

setzen und zum voraus diese Annaherung als genttgend zu be

trachten.

Sei dem nun, wie da wolle, jedenfaUs spielte von nun an der

Bogen von 225' wie dessen Vielfache und die Sinus derselben in der

indischen Trigonometrie eine Rolle, deren Wichtigkeit zur Genttge
hervortreten wird, wenn wir sagen, dieser Bogen bildete die Bogen
einheit einer Sinustabelle, die sich von 3" 45' bis 90" in 24

Werten erstreckte. Die Auffindung der Sinusse der durch Zusammen

setzung von Bogen gebildeten groBeren Bogen erfolgte nach ahnlichen

Methoden, wie Ptolemaus sie im Almageste gelehrt hat. Nachdem

die Tabelle gebildet war, erkannte man vermutUch empirisch das

Zahlengesetz, daB

sin {(11 + 1) 225') — sin (n ■ 225') = sin (n 225')
— sin ({n

— 1) 225' )

sin (it • 225')
225

war, und benutzte nunmehr diese Interpolationsformel, um die TabeUe

selbst jeden Augenblick herstellen zu konnen. Bhaskara ist sogar

bei dieser TabeUe nicht stehen geblieben. Er hat die Sinusse und

Kosinusse in Bruchteilen des Halbmessers des Kreises angegeben:
•

.1.,-'
100

.,.,-,
466 .

,, 0
10

,,
„ 6568

^'^ --' =

1529
'

'"' -^ =

467 5 '™ 1 =

573 '
COS 1 " =

-^-^- ,

WO jedesmal die betreffenden Teile des Halbmessers gemeint sind;

er hat die Berechnung einer Sinustabelle gelehrt, deren Bogen von

Grad zu Grad fortschreiten. Damit steht vielleicht eine in der Lila

vati') mito-eteiUe Formel in A'erbindung, welche die Sehne s aus

') Colebrooke pag, 94, § 213,

42*
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dem Kreisumfange P, dem Durchmesser d und dem Bogen B finden

lehrt: s = -r^ —^^—-—

,
eine Formel, deren Ableitung noch nicht

°

p^— B{P—B)

entratselt ist, welche aber eine ziemlich genttgende Annaherung

Uefert').

Trigonometrie als Berechnung von Dreiecksstttcken eines be

liebigen Dreiecks mit Hilfe von Winkelfunktionen scheinen die Inder

nicht gekannt zu haben. Sie ftthren vielmehr fast alle Aufgaben auf

ebene und zwar auf rechtwinklige Dreiecke zurttck und konnten so

mit ihren planimetrischen Kenntnissen ausreichend die verschiedenen

vorkommenden Fragen beantworten.

Als wesentlicher Fortschritt, den die Trigonometrie in Indien

machte, bleibt danach das ttbrig, was wir oben besprachen: die

Sinustabelle. Die Sehnen waren verdrangt durch ihre Halften. Was

im Analemma des Ptolemaeus angedeutet war (S. 423), aber bei dem

Griechen nicht seine in Zahlen umgesetzte Ausbildung fand, dessen

Wichtigkeit ahnte wenigstens der rechnungsgettbte Inder. In dem

Surya Siddhanta findet sich bereits eine SinustabeUe. Die ganze

Tragweite der damit voUzogenen Abanderiing ergab sich aUerdings
auch den Indern noch nicht, sondei-n erst ihren Nachfolgern, den

Arabern.

') Ein Herleitungsversuch der Formel von Suter in den Verhandlungen
des III. internationalen Mathematikerkongresses in Heidelberg 1904 S. 556—558

scheint uns zu kiihn, um ihn aufzunehmen.
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Die Mathematik der Chinesen.

„Wissen, daB man es weiB, von dem was man weiB, und

wissen, daB man es nicht weiB, von dem was man nicht weiB,
das ist wahre Wissenschafk'" So soil Confucius, der chinesische

AA^eise, dessen Lebensdauer von 551 bis 479 angesetzt wird, zu seinen

Schttlern gesagt haben'). Von China selbst dttrfte nach dieser

Definition kaum eine Wissenschaft moglich sein, denn weder was

wir ttber dieses Reich wissen, noch was wir nicht wissen, ist vou

Zweifel befreit.

Europaischer Nachforschung hat man mit geringen Ausnahmen,
welche sich auf Alanner bezogen, die keineswegs mit der kritischen

A'orbereitung eines Gelehrten von Fach ausgerttstet waren, zu alien

Zeiten Hindernisse in den Weg zu legen gewuBt. Was uns ttber

Chinas Vergangenheit erzahlt wird, stammt ausschlieBlich von der

Benutzung chinesischer QueUen durch Chinesen her. Der Chinese

aber Uebt das Alte. Seine Ajihanglichkeit an dasselbe geht so weit,

daB er Neuerungen, wo moglich, als Rttckkehr zu AUem und

Altestem darstellt, und wenn ein anderer Ausspruch des Confucius,
er habe neue Schriften nicht verfaBt, er habe nur die alten geliebt,
erlautert und verbreitet^), vieUeicht der personUchen Bescheidenheit

des Redners entstammt, so ist jedenfalls von anderen diese Auf

fassung dahin ttberboten worden, daB sie fttr alt ausgaben, was

durchaus neuen und neuesten Datums war.

So gibt es kaum eine Erfindung, welche nicht mit dankbarer,

vielleicht haufig ganz unbegrttndeter Erinnerung an bestimmte Per-

s/'inlichkeiteu eines langst entschwundenen Altertums geknttpft wird.

Die Schrift, nach der Ansicht einer Gelehrtenschule in namenlose

A^orzeit hinaufreichend, soil nach der Ansicht einer zweiten Schule

von Kaiser Fu hi um 2852 v. Chr. herrtthren, und ein furstUcher

') Paul Perny, Grammaire de la langiie diinoi.sc orale et eeritc. Paris

T. I, 1873, T, II. 1876. Der hier zitierte Ausspruch II, 243, Note 1 "i Perny

II, 263



664 31, KapiteL

Gelehrter Prinz Huay nan tse gibt ^189 v. Chr.) gar an, die Schrift

sei durch Tsang kie, den Minister des Kaisers Huang ti 2637 v. Chr.

auf Befehl des Kaisers erfunden worden'). Auf Fu hi wird auch

das dekadische Zahlensystem zurttckgeftthrt^), welches er abgebildet
auf dem Rttcken eines aus den Fluten des Gelben Stromes auf-

tauchenden Drachenpferdes sah und dessen Bedeutung erkannte. Die

chinesische Tusche soil unter Kaiser Ou wang 1120 v. Chr. schon

bereitet worden sein^). Confucius soil sich zum Schreiben damit

eines Pinsels aus Antdopenhaar bedient haben, wahrend Pinsel aus

Hasenhaar durch Mong tien 246 v. Chr. erfunden wurden, einen

General, welcher auch eine Art von Papierbereitung lehrte und zu

gleich die Aufsicht uber die Erbauung der chinesischen Mauer ftthrte,
eine Vereinigung von Tatsachen, in welcher wir fast eine Ironie

der Geschichte zu erkennen geneigt sind. Wir wttrden noch anderen

eben so glaubhaften oder unglaubwttrdigen Nachrichten begegnen,
wenn wir weiter griffen. Wir wollen lieber an der Hand chinesischer

Quellen eineii BUck auf die Geschichte des Reiches der Mitte werfen*).
Wilde Jager waren die Ureinwohner Chinas. Zu ihnen wanderte

zwischen dem XXX. und XXVII. S. von Nordwesten her das „Volk
mit schwarzen Haaren" ein, Hirten, die sich bald dem Landbau wid

meten und eine gewisse Kultur schon mit sich brachten. Sie hatten

ein Wahlkaisertum
,
welches bis um 2200 wahrte. Nun folgten in

meistens lang am Ruder bleibenden Erbfolgen verschiedene Dynastien.
Die Dynastie Hin regierte 500 Jahre. Sie wurde von der Dynastie

Chang gestttrzt, diese um 1122 durch die Dynastie der alten Tcheon

entthront. Die Tcheou waren ein Stamm, der unter den Chang von

der alten Gemeinschaft sich trennte und westlich sich ansiedelte.

Dort erstarkten sie so weit, daB seit 1200 Kampfe zwischen ihnen

und den Untertanen der Chang begannen, die in dem genannten
Jahre 1122 mit der Ersetzung des letzten Chang-Kaisers Cheon sin

durch Ou wang endigten. So wurde dieser letztere Kaiser aUer

wieder vereinigten Stamme und gab ihnen ein neues Gesetzbuch, den
Tcheou ly, welchen seiu Bruder Tcheou kong verfaBt haben soil,
wahrend eine andere Sage den Tcheou ly wenige Jahre spater (1109)
im sechsten Regierungsjahre von Then wang entstanden sein laBf^).
Die Dynastie der Tcheou bUeb im BesUze der kaiserUchen Macht

bis 221 also voUe 900 Jahre.

') Perny II, 2—4, 7, 9. «) Biernatzki, Die Arithmetik der Chinesen

in Crelles Journal fur reine und angewandte Mathematik (1856). LH, 59—94.

Die hier augezogene Stelle auf S. 92. =) Perny H, 92. ") Unsere Quelle war

namentfich die Einleitung des zweibandigen Werkes: Le Tcheou Lij ou rites de

Tcheou traduit par Ed. Biot, Paris 1851. ^) Perny II, 303.
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In diese lange Periode fallt eine Einwanderimg von vielleicht

hochwichtigpm Einfiusse auf die chinesische Kultur. Eine jttdische
Kolonie UeB sich jedenfalls im YI. S. in China nieder'), also etwa

zur Zeit, die kurz vor die Geburt des Confucius faUt, die etwa die

Bltttezeit eines andern chinesischen Weisen Lao tse war, welcher

604—523 gelebt hat. Bei Lao tse, von welchem ttbrigens auch weite

Reisen nach Westen, vieUeicht bis Assyrien, erzahlt werden, findet

sich mutmaBlich eine Spur der Bertthrung mit diesen Einwanderern

in dem dreieinigen Namen Y by wy, welche er dem Tao, d. h. dem

hochsten Wesen, beilegt und in welchem man Jehova, den der war,

ist und sein wird, hat erkennen wollen.

Auf die Tcheou folgt Tsin sche huang ty, der sich durch eine

Anordnung aus dem Jahre 213 v. Chr. den Beinamen des Bttcher-

verbrenners verdiente-). Ob er nur eine neue Schrift allgemein
einftthren wollte, um der wachsenden Verwirrung ein Ende zu machen,
die darin ihren Ursprung hatte, daB allmahlich die aUerverschiedensten

A^erschnorkeliingen der Schriftzeichen Eingang gewonnen hatten, ob

er, was dem, der der Grttnder eines neuen Herrschergeschlechtes zu

werden beabsichtigt, weit ahnlicher sieht, alles vernichtet wissen

wollte, was auf die frtthere Geschichte sich bezog, damit nicht der

Geschmack der Alten ttber die neueren Einrichtungen ein A^erdam-

mungsurteil spreche oder gar die Staatskunst des Kaisers tadle, jeden
falls wurde der Befehl des Kaisers voUzogen, so genau es moglich
war, und StoBe von zusammengehefteten Bambusbrettchen mit einge-

ritzten Schriftzeichen, die Bttcher der alten Chinesen, wurden den

Flammen ttberantwortet.

Der Kaiser starb 211. Seinem Geschlecht verblieb die Regierung
nichi Die Dynastie der Han folgte 197, und der ihr angehorige
Hoei ti hob 191 das A^erbrenuungsedikt wieder auf. Ja unter einem

der nachsten Regenten dieses Hauses Hiao wen ti 170—156 suchte

man nach Werken, welche der Vernichtung entgangen waren, und

fand solche in ziemlicher Menge. Bruchstttcke des Tcheou ly sollen

damals entdeckt und der kaiserlichen Bttchersammlung einverleibt

worden sein, welche sodann zwischen '■V2 und 6 v. Chr. durch den

gelehrten Minister Lieou bin noch interpoliert wurden, um, wie es

heiBt, gewissen damals zu treffenden Einrichtungen den Stempel

hohen Alters aufzudrttcken. Die Dynastie der Han ging 2i'3 n. Chr.

zn Ende.

AVieder haben wir ein fttr chinesische Kulturverhaltnisse ungemein

') Perny II, 265, 305, 312, =) VgL Tcheou ly I, pag. XIII flgg. mit

Perny II, 34—36.
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bedeutsames Ereignis aus dieser Zeit zu erwahnen. Im Jahre 61

n. Chr. fand der in Indien verfolgte Buddhismus in China Eingang,
wo er insbesondere unter der niederen Bevolkerung sich unaufhalt-

sam und mit so dauerndem Erfolge verbreitete, daB noch jetzt die

groBe Masse der etwa 500 MiUionen Menschen, welche chinesisch

reden, ihm anhangt.
Es kaun unsere Aufgabe nicht sein auch nur skizzenhaft der

nun folgenden Dynastien zu gedenken. Hochstens, daB wir erwahnen

wollen, wie unter den Sung im Jahre 1(.)70 ein politisch-literarischer
Streit an eine Auslegung sich knttpfte, welche Wang ngan chi, der

Minister des Kaisers Chin tsong, einigen SteUen des Tcheou ly gab.
Damals ging man so weit die Ursprttnglichkeit jenes Werkes vollig
zu leugnen und es fttr eine Falschung des Lieou hin, also etwa aus

den drei letzten Jahrzelmten vor dem Beginne der christlichen Zeit

rechnung, zu erklaren. DaB man nicht einen noch spateren Zeit

punkt fttr das unterschobene Werk annahm, war wohl vorzugsweise
in der Lebenszeit der Kommentatoren des Tcheou ly begrttndet. Man

kannte damals hauptsachlich drei solcher Kommentatoren: Tchiug long
dem I. S. n. Chr., Tchin khang telling dem II. S., Kiu kong yen dem

V^III. S, angehorig, von welchen insbesondere der zweite zur Siche

rung des Originals seit seinem Leben dienen konnte, weil sein Kom

mentar ttber das ganze Werk fortiauft und stete Vergleichungen mit

den Sitten und Regeln, mit den AA'ttrden und Obliegenheiten seiner

Zeit anstellt'). Hundert Jahre nach jenem Streite trat ein vierter

Kommentator Wang tchao yu hinzu, und nun am Ende des XII. S.

verfocht auch der gelehrte Tchu hi wieder die voile Echtheit des

Tcheou ly.
Auf die Sung folgte ein fremdes Herrschergeschlecht. Mongolen

drangen in China ein und gaben dem Reiche eine Dynastie, welche

1275—1368 den Kaiserthron hesetzt hielt, bis sie, die sogenannte
Dynastie Yuen, verdrangt wurde durch die einheimische Dynastie

Ming 1368—1644. Im Gefolge der Mongolen kamen, wie mit Be

stimmtheit bekannt ist, arabische Gelehrte an den Kaiserhof von

China, ihre wieder ganz anders gearteteWissenschaft mit sich ftthrend,
freiUch nicht die ersten Araber, welche in China erschienen, denn

schon 615 n, Chr., 713, 726, 756, 798 waren arabische Gesandt

schaften dorthin gelangt, das heiBt Handeltreibende, deren Anftthrer,
um mehr beachtet und geachtet zu sein, sich als Abgeordnete des

Herrschers der Araber aufspielten. Der Name, unter welchem die

Araber erwahnt werden, ist Ta schi, das ist Tazy, der persische Name

') Tcheou ly I, pag, LX—LXI.
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derselben'). In die Mongolenzeit fallen auch die Reisen des Vene-

tianers Marco Polo, dessen Berichte bei der 1295 erfolgten Heim

kehr auf unverdienten Unglauben stieBen. Erst unter der Ming-

dynastie suchten andere Europaer dem Beispiele des Wundermannes,

der von seinem Umsichwerfen mit groBen Zahlen oder von seinen

Reichtumern den Beinamen Messer Millione erhalten hatte, zu folgen
und in das schwer zugangliche Reich einzudringen.

Dem Jesuitenmissionar Matthias Ricci gelang es 1583 zuerst

Zugang zu finden und in seinem Unternehmen, das Christentum zu

predigen, nennenswerte Erfolge zu erreichen. Er machte sieh zu

gleich auch als tttchtiger Astronom am Kaiserhofe geltend, so daB

ihm, bis er 1620 China wieder verlieB, die Leitung des Kalender-

wesens ttbertragen wurde, eine friiher in China erbliche Wttrde, und

von nun an blieb China ein der katholischen Mission geoff'netes Land,
so daB dieselbe mehr und mehr erstarkte, so daB Missionsprediger
Kenntnisse genug von Land und Leuten, von Sjiracbe und Schrift

sich erwarben, um in umfangreichen Werken davon handeln zu konnen,
um auch ihrerseits den Chinesen europaische AVissenschaft mitzu-

teileu. Wissen wir doch, daB Julius Aleni, der von 1613 bis

zu seinem 1649 eintretenden Tode in China verweilte, in der Landes-

sprache einen Auszug aus den Elementen des Euklid und eine prak
tische Geometrie verfaBte^). Jean Francois Gerbillon lo.ste ihn

ab 1686 —

1707, in welchem Jahre er in Peking starb. Es verfaBte

eine Geometrie nach EukUd und Archimed in chinesischer und in

tartarischer Sprache'). Das anderte sich auch nicht als die Mandschu,
erst mit den Chinesen in Krieg verwickelt und zuruckgeschlageu,
von einer der in China nicht seltenen Gegenregiemngen, die in China

gegen den Kaiser sich erhob, zu Hilfe gerufen wurden, und ein

Mandschu Schun tchi nach mehrjahrigen Kiiinpfen 1647 die noch

jetzt vorhandene Dynastie der Tsing grttndete. Unter dieser Dynastie,
insbesondere unter Kaiser Kang hi, wurde vielmehr das Verhaltnis

zivischen dem Kaiserhofe und den Missionaren ein immer engere.s,

Schon unter Kang hi's Vorganger war Adam Scliaal aus Koln,
ODD '

gleich Ricci, Aleni und Gerbillon Mitglied des Jesuitenordens, gleich
ihnen Astronom und Missionar, in China ansassig geworden. Nun

folgte ein fttnfter Jesuit, der Hollander Ferdinand A'erbiest, den

') Bretschneider, On the Icnou-ledge possessed by the Chinese of the Arabs

and Arabian Colonies. London 1871, uud A, v. Kremer, Culturgeschichte des

Orients II, 280. AVien 1877. =) Carteggio inedito di Ticone Brahe, Giovanni

Keplero etc. con Giovanni Antonio Magini pubblicato ed illudrato da Antonio

Favaro, Bologna 1886, pag, 10s Xote 4, '->) Poggendorff, Biographisch-

literarisches Handworterbucb zur Geschichte der exacteu Wissenschaften I, 877.
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Kang hi zum Prasidenten des KoUegiums fttr Astronomic ernannte,

derselbe Kang hi, der in mannigfachster Weise seine Liebe fttr Wissen

schaft betatigte und z. B. ein Worterbuch der damals vorhandenen

Schriftzeichen anfertigen UeB, welches in 32 Banden 42000 Zeichen

enthaU'). Es folgten im XVIH. S. Manner wie Pater Premare,

Pater Gaubil, deren Werke fttr die Kenntnis Chinas unentbehrUch

geworden sind, wenn ihnen auch auhaftet, was wir zu Anfang dieses

KapUels angedeutet haben, daB sie den Erzahlungen chinesischer Be

richterstatter und chinesischer Bttcher ein allzubereites Ohr zu leihen

Uebten. Am Anfange des XIX. S. erfolgte ein Umschlag, als 1805

die katholische Mission eine Landkarte einer chinesischen Provinz

nach Rom zu schicken wagte. Das alte MiBtrauen, die alte Feind

schaft gegen die Fremden erwachte, welche kaum durch die Waffen

Europas um die Wende des XIX. zum XX. Jahrhundert gehandigt,
sicherlich nicht vemichtet worden ist.

Der UberbUck, welchen wir, selbstverstandlich auf Quellenwerke

zweiter Hand allein uns sttitzend, hier gegeben haben, soil uns mehr

fache Zwecke erfttUen. Er soil uns gestatten im Yerlaufe dieses

Kapitels der Dynastien als Zeitbestimmungen uns zu bedienen. Er

soil zweitens in ein belles Licht setzen, daB die Kultur des Reiches,
mit welchem wir uns zu beschaftigen haben, doch nicht so sehr

gegen auswartige Einflttsse abgeschlossen war, als man in gebildeten

Kreisen Europas zu wahnen pfiegt, daB vielmehr in dem Zeitraum,
welcher mit dem VI. vorchristlichen Jahrhundert beginnt, der Reihe

nach jttdisch-babylonische, dann indische, dann arabische, dann euro

paische Wissenschaft die Gelegenheit hatte in China einzudringen,
eine Gelegenheit, welche kaum jemals unbeuutzt verlaufen sein mag.

Er soil drittens uns bemerklich machen, daB den chinesischen Zeit-

angaben fttr schriftstellerische Uberreste nicht immer Glaube beizu

messen ist, daB es haufig absichtUche Ruckverlegungen sind, von

Chinesen selbst wenigstens im Eifer gelehrter Streitigkeiten als solche

verunglimpft und ihres Ansehens fttr unwttrdig erklart.

Steht es doch um die Glaubwttrdigkeit chinesischer Berichte

ttberhaupt nicht sonderlich, und ohne auf Grttnde psychologischer
Art uns einzulassen, die man weder behaupten noch verwerfen soUte,
ohne sich auf eigne Kenntnis des betreffenden Volkscharakters sttttzen

zu konnen, wollen wir nur ein Moment hervorheben: das ist die

buddhistische Neigung zur Anwendung groBer Zahlen, welche in

China ihren Gipfelpunkt erreichte und in dem Namen Sand des

') Stanisl, Julien in dem Journed Asiatique vom Mai 1841. 3ieme serie

XI, 402.
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Ganges, heng ho cha, welcher dem 10^' beigelegt wurde'), ihren

Ursprung deutlich an den Tag legt.
Man konnte ferner aus dem LTmfange vorhandener chinesischer

Enzyklopadien den RttckschluB ziehen, daB viel Unwahres in den

selben mit in Kauf genommen werden muB. Wenn uns gesagt wird,
daB eine solche Enzyklopadie, iielche den Namen Yim 15 ta tien

ftthrt, aus beinahe 15000 Banden bestehe '), so kann uns das schon

ein Kopfschutteln entlocken. Wenn nun aber gar eine neue Enzy

klopadie, zu deren Herstellung Kaiser Kieu long den Befehl gab, auf

160000 Bande veranschlagt worden ist, von welchen ttber 10000()

bereits voUendet seien ^), so ruft diese Mitteilung in uns personlich

keineswegs das Geftthl demtttiger Bewunderung hervor, welches den

Berichterstatter offenbar durchdringt. Wir kommen vielmehr selbst

unter Beschrankung der Starke der Bande auf das GeringfUgigsteD D D o

und unter Ausdehnung der durch Blumenreichtum der Sprache trotz

der ungemein raumsparenden Wortschrift erzielten Raumverschwen-

dung auf das Unertraglichste nur zu dem einen Gedanken: Wie viel

muB in einer solchen Enzyklopadie unwahr sein, da fttr ein Volk,
welches seinen Stolz darein setzt um das Ausland sich nicht zu

kttmmern, so viel Wahres gar nicht vorhanden sein kann.

Wir werden freilich, trotz dieser Bekenntnis unserer ungiaubigen

A'^oreingenommenheit, getreulich wieder berichten, was aus ver

schiedenen chinesischen Werken fttr die Geschichte der Mathematik

bei jenem Yolke ermittelt worden ist, ttberall soweit als moglich
der Zeitangabe folgend, welche die Chinesen selbst liefern, aber ivir

verargen es keinem unserer Leser, wenn ihn die erheblichsten Zweifel

an unsere Gewahrsmanner erfiillen soUten. Man wird es um so be-

greiflicher finden, daB wir europaischer L^bertreibungen, die chine

sischer als die Chinesen selbst der Sternkunde jenes A^olkes ein Alter

von 18500 Jahren beilegen woUen, nur mit diesem einen Y'orte

gedenken').
Einem Minister des Kaisers Huang ti, welcher 2037 v. Chr. re

gierte, wurde, wie wir (S. 664) gesehen haben, nach einem Berichte

die Erfindung der Schrift beigelegt. Ein anderer Minister desselben

Kaisers, Cheon ly, wird als Erfinder des Rechenbrettes, stvdn pan,

') Ed, Biot, Table generale d'un ouvrage chinois intitule Souan-fa-tong-tson
ou Collection des regies du calcul im Journal Asiatique vom Marz 1839, 3ieme

serie. VII, 195. '') Perny I, 10, s-, Ebenda II, 7. *) G. Schlegel, Urano-

yriiphie chinoiie. Wir selbst kennen das Werk nur aus den dessen Tendenz

ablehnenden Eezensionen von Jos, Bertrand {Journal des Savaiis 1875) und

von S, Giinther (Vierteljahrsschrift der Astronomischen GeseUschaft, XII, Jahr

gang, Heft 1),
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genannt'), und unter ebendemselben soU das erste arithmetischeWerk,

die neun arithmetischen Abschnitte, Kieou tscliang, verfaBt

worden sein'), welches in fast aUen nachfolgenden arithmetischen

Werken als die erste Grundlage der AVissenschaft des Rechnens ge

nannt wird, und welches schon Tcheou kong, von welchem noch

nachher die Rede sein wird, um 1100 v. Chr. im Auge gehabt haben

soU bei einer Vorschrift^): die Sohne der Fttrsten und des hohen

Adels in den sechs Kttnsten zu unterweisen, namlich in den fttnf

Klassen gottesdienstlicher Gebrauche, in den sechs verschiedenen Arten

der Musik, in den fttnf Regeln fttr Bogenschtttzen, in den fttnf Yor

schriften fttr Y''agenlenk-er, in den sechs Anweisungen zum Schreiben

und endlich den neun Methoden mit Zahlen zu rechnen. Wieder

Huang ti ist es, dem die Einftthrung eines OOjahrigen Zyklus nach

gertthmt wird*).
Zum besseren Verstandnis dieser Berichte mttssen wir einiges

hier einschalten. Die Chinesen teilen ihre Zeit nach den Grund

zahlen 12 und 10 ein. Zwolf Stunden bilden ihnen den Tag, und

der Zehn bedienen sie sich zur hoheren Zeiteinteilung"), nachdem

eine in den heiligen Schriften vorkommende siebentagige Zeitgruppe
wieder verloren gegangen ist^). Aus den beiden Grundzahlen 12 und

10 vereinigt soil nun die Zahl 60 jener Jahreszyklen entstanden sein.

Jedes der 60 Jahre hat seinen besonderen Namen, das erste kia, das

zweite tse usw., weshalb der ganze Zyklus kia tse genannt wird. Die

aufeinander folgenden Namen dieser Jahre weiB jeder Chinese aus

wendig, und er sagt daher ttber sein Alter befragt ohne weiteres: ich

bin in dem so und so genannten Jahre des gegenwartigen oder des

vergangenen, des vorvergangenen Zyklus gehoren. Eine anderweitige

Anwendung dieser Namen bietet die Geometrie, indem die einzelnen

Punkte einer Figur durch sie unterschieden werden, in derselben

Weise wie Griechen und Romer es durch die Buchstaben ihres Alpha
betes zu erreichen wuBten.

Wir haben ferner vom Rechenbrette swan pan gesprochen').
Von demselben handelt der swan fa tong tsong in 6 Banden von je
2 Bttchern. Der Swan pan besteht aus in einen Rahmen einge-

spannten Drahten, welche insgesamt durch einen Querdraht in zwei

Abteilungen zerfallen, deren kleinere 2, deren groBere 5 Kugeln tragt,
also abgesehen von einer sehr ttberflttssigen Kugel in jeder einzelnen

') Perny I, 108. ') Biernatzki 1, c, S. 62. ') Ebenda S, 67. ■*) Ebenda

S. 62. '") Perny I, 104. •*) Ebenda L 107, ') Abbildungen desselben bei

Duhalde, Ausfiihrliche Beschreibung des chinesischen Reiches und der groBen

Tartarei, ubersetzt von Mosheim, Rostock 1747, Bd, III, S. 350, und bei

Perny I, 108.
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Abteilung genau in der AVeise hergerichtet sind, wie wir den xVbacus

der Romer (S. 529j beschrieben haben. Die meisten Swan pans be

sitzen 10 Drahte. Es soil auch solche von 15 und mehr Drahten

geben, Einem Zeichnungsfehler dttrfen wir es vieUeicht zuschreiben,
wenn eine Abbildung nur 9 Drahte aufweist'), wahrend wir aller

dings selbst der Ausnahmsbddung eines echt chinesischen Swan pan

mit 11 Drahten begegnet sind-). A\de ausnahmslos die Chinesen sich

ihres Swan pan bedienten, ist schon daraus zu entnehmen, daB in

den Lehrbttchern der eigentlichen Rechenkunst ttber Addition und

Subtraktion gar keine Yorschriften gegeben sind''), doch wohl nur,

weil man diese Rechnungsarten mit der Hand und nicht im Kopfe
auszuftthren gewohnt war. Fttr das Multiplizieren und Dividieren

sind dagegen Regeln vorhanden. Ersteres beginnt bei der Yerviel

fachung der groBten Zahlenteile, letztere wird durch wiederholte Sub

traktion ausgeftthrt.
Da audi unter Huang ti die Anwendung der Schrift auf arith

metische Dinge uns erwahnt wird, so mttssen ivir hier von der

Zahlenschreibiing bei den Chinesen reden. Wir dttrfen dabei

ivohl zweierlei als bekannt voraussetzen: erstens daB die chinesische

Sprache der Beugungsformen durchaus entbehrt, so daB alle syn-

taktischen Beziehungen der Worter eines Satzes zueinander nur

durch die gegenseitige Stellung sowie durch eigens dazu vorhandene

Partikeln ausgedrttckt werden mttssen, zweitens daB die Schrift der

Chinesen keine Lautschrift oder Sdbenschrift, sondem eine ursprttng
lich bildliche Begriffsschrift ist, deren Zeichen kiirsiv geworden und

ihrer ursprttnglichen Gestalt entfremdet nunmehr aus 214 Schlttsseln'')
durch das reichhaltigste Verbindungsverfahren hergestellt werden

konnen. So wuchs die Anzahl chinesischer Zeichen bis auf die

42000 des Worterbuches Kaisers Kang hi, wahrend freilich die vier

sogenannten klassischen Bttcher der Chinesen nicht mehr als die

Kenntnis von 2400 Zeichen von ihrem Leser verlangen °). Das sind

immer noch viel mehr als eigentliche chinesische Stammworter vor

handen sind, deren man neuerdings 304 zahlt, welche sich durch

verschiedenartige Betonung auf 1289 erheben^), aber naturgemaB

weitaus nicht hinreichen jedem Begriffe ein eigenes Wort zuzuwenden,

so daB 2t>, ja 30 chinesische Schriftzeichen durch dasselbe Wort aus

gesprochen werden, beziehungsweise daB man dasselbe Wort, weil es

') Perny I, 109 und 110. ^) Das lldrahtige Exemplar gehort der ethno-

graphischen Sammlung des Missionshauses in Basel an. '') Biernatzki S. 72,

■') Perny U, 103. =*) Stanisl. Julien im Journal Asiidique vom Mai 1841,

pag, 402 «) Perny I, 34—38.
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20 bis 30 Bedeutungen besitzt, bald so bald so zu schreiben ttber-

eingekommen isk

Diese Armut der Sprache notigte nun bei den Zahlwortern Ver

bindungen weniger Elemente eintreten zu lassen, und die Elemente

wurden nicht anders als wie bei den ttbrigen Volkern gewahlt, denen

wir bisher unsere Aufmerksamkeit zuwandten: das Zehnersystem der

Zahlbddung ist auf das folgerichtigste festgehaUen. Der Mangel an

jegUcher Beugung UeB ja nicht einmal AA^ortverschmelzungen wie

z. B. unser dreiBig zu; die Y^ortelemente drei und zehn muBten

unverandert sich zusammensetzen. Eben dieselben Wortelemente

muBten zu der Bddung des Zahlwortes dreizehn ausreichen, und so

ergab sich fttr die Chinesen als sprachnotwendig, was ttberall sonst

mehr oder weniger Willkttr war: man muBte je nachdem der Name

einer kleineren Zahl dem einer groBeren voranging oder folgte bald

multiplikativ bald additiv verfahren, und vermoge des Gesetzes der

GroBenfolge, welches dem des Zehnersystems im allgemeinen noch

vorgeht, ergab sich die Regel von selbst aus san = 3 und che = 10

additiv che san = 10 -k 3 = 13, multiplikativ san che = 3 X 10 = 30

zu bilden. Die Schrift hat nun bei den Chinesen dieselbe Methode

festgehalten. Sie unterscheidet sich freilich von der dem Europaer

geiaufigen Reihenfolge insofern als der Chinese seine AA'^orter von
DO O

oben nach unten zu Zeilen, die Zeilen von rechts nach links zu Seiten

vereinigt'), aber diese Anordnung als bekamit vorausgesetzt schreiben

sich die Zahlworter in der Tat so, wie es eben angedeutet wurde

(die Zahlzeichen und Beispiele vergleiche auf der am Schlusse des

Bandes beigefttgten Tafel). Es gibt allerdings Worter und Zeichen,
welche noch weit ttber 10000, ja ttber das multiplikativ herstellbare

10000 mal 10000 sich erheben — wir haben vorher in 10"^ ein

uberzeugendes Beispiel davon kennen gelernt
— aber eben jenes Bei

spiel mit seinem Ursprungszeugnisse an der Stirn laBt vermuten, was

berichtet wird, daB die altchinesische Gewohnheit nicht ttber 10000

als hochste einfache Rangordnung sich erhob. Eine Bestatigung
liefert die frtther von uns (S. 24 1 erwahnte Unterscheidung des Heil-

rufes, der einem GroBen des Reiches noch 1000, dem Kaiser noch

10000 Jahre wttnseht.

AuBer den Zahlzeichen, von deren Benutzung wir bisher ge

sprochen haben, und welche die altchinesischen heiBen mogen,

gibt es merkwurdigerweise noch mehrere andere Schreibarten. Wir

meinen nicht eine offizielle verschnorkelte Form, welche zur Ver-

hinderung von Falschungen in offentlichen Aktenstttcken mit Yorliebe

') Abel Remusat, EUmens de la grammaire chinoise (Paris 1822) pag, 23,



Die Mathematik der Chinesen. 673

angewandt wird, noch eine kursive fitichtigere Form, in welcher die

Gestaltung der einzelnen Zeichen sich mehr und mehr verwischt hat;
diese Zeichen sind beide nur als das aufzufassen, als was wir sie be

nannten, als Formverschiedenheiten. Wir meinen dagegen Zahlen-
/ D D

anschreibungen, welche einem ganz anderen Grundgedanken folgen,
und zwar unter Benutzung von selbst zweierlei Zeichen, welche wir

Kaufmannsziffern und wissenschaftliche Ziffern nennen woUen,
und deren Form gleichfaUs auf der Tafel am Schlusse des Bandes

zu vergleichen ist. Die Kaufmannsziffern wie die wissenschaftlichen

Ziffern werden horizontal nebeneinander geschrieben in derselben

Richtung wie die indischen Ziffern, also so daB die hochste Ordnung
am weitesten links erscheint. Die Kaufmannsziffern an Form den

altchinesischen nahe verwandt sollen nie gedruckt erscheinen'), son

dern nur im taglichen Gebrauche des Lebens ihre Anwendung finden.

Die mnltiplikative Ziffer, welche also angibt, wieviele Zehner, wie

viele Hunderter usw. gemeint sind, tritt nur auBerst seiten Unks von

dem Zeichen der betreff'enden Einheit auf, dann namlich wenn keine

Einheiten von anderer Ordnung vorkommen, also z. B. wenn 3000

oder 400 geschrieben werden soil. Sonst werden die Rangziffern
und Wertziffern in zwei Zeilen ttbereinander geschrieben, jene in der

unteren, diese in der oberen Zeile, bis auf die Einer, welche wegen

nicht vorhandenen Rangzeichens in die untere Zeile hinabrttcken.

Eine zweite und noch wichtigere EigentttmUchkeit dieser Kauf

mannsziffern besteht in dem Zeichen der Null, fttr welche ein

kleiner Kreis in Anwendung tritt um anzudeuten, daB Einheiten

einer gewissen Ordnung, welche aber selbst nicht weiter ange

deutet wird, sondern aus den Nachbarziffern einleuchtet, nicht vor

handen sind.

Gewichtige Grttnde sprechen dafur, daB hier erst spat von aus

warts Eingeftthrtes, nicht ursprttnglich Vorhandenes vorliegt. Das

geht eben aus dem gegenseitigen Verhaltnisse von Sprache und Schrift

bei den Chinesen hervor. Die Schrift konnte verschiedene Zeichen

fttr gleichlaufende AVorter besitzen um den verschiedenen Sinn der-

selben zu erkennen zu geben, aber sie fttgte kein durch die Nachbar-

werte ttberfittssiges Null hinzu.

Noch weniger kann in China eine voUstrnidige Stellungsarith
metik erfunden worden sein. Wenn die Zahl 36 z. B. chinesisch

durch die drei Worter drei-zehn-sechs ausgesprochen wurde, so konnte

der Chinese von sich aus unmoglich auf den Gedanken kommen, beim

') Bd. Biot, Sur la connaissaiice que les Chinois ont eu de la valeur de

■position des dii/frcs im Journal Asiatique vom Dezember 1839, pag, 497—502.

Cantor, Geacbictite der Mathematik I, 3, Aufl. 43
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Schreiben das Wort zehn aus der Mitte heraus fortzulassen, welches

er noch immer lesen sollte. Er konnte nicht auf diesen Gedanken

kommen, weil bei ihm nicht, wie bei anderen Volkern, das An

schreiben der Zahlen ohnedies ein aus dem Rahmen der gewohn

lichen Lautschrift heraustretendes war, weil alle Schrift vielmehr,

wie wir schon sagten, fttr ihn Begriffsschrift war, mochten es Worter

einer oder einer anderen Bedeutung sein, die aufgezeichnet werden

sollten.

Nichtsdestoweniger hat, wie die Zeichen, welche wir wissen

schaftliche Ziffern nennen, beweisen, die Stellungsarithmetik mit

einem eigenen System von Zeichen, welches viel durchsichtiger ist

als die bisher besprochenen, in China Eingang gefunden. Man be

zeichnet namlich die Eins durch eineii senkrechten oder wagrechten,
die Fttnf entsprechend durch einen wagrechten oder senkrechten

Strich und verbindet diese beiden Elemente zur Bezeichnung von

6 bis 9, wahrend 1 bis 5 durch Wiederholung der Eins, Null durch

einen kleinen Kreis geschrieben werden. Wenn wir zum voraus schon

diese Bezeichnungsweise als eine jedenfaUs spat eingeftthrte schildern

durften, so entspricht dem die Tatsache, daB dieselbe nicht frtther

als in einem Werke des Jahres 1240 etwa erscheint'), in dem Su

schu kieou tschang (neun Abschnitte der Zahlenkunst) des Tsin kiu

tschau, der unter der Dynastie Sung gegen Ausgaug derselben lebte.

Andere Beispiele gehoren gar der Zeit der Mongolen (1275
—

1368)
erst an^), so daB wir von den neun Abschnitten der Rechenkunst

unter der Sungdynastie bis zu dem Werke gleichen Namens des

Huang ti den weiten Weg von fast 4000 Jahren zurtickverfolgen
mttssen, um uns wieder an der SteUe zu befinden, von welcher aus

wir diese Abschweifung begannen.
Und selbst jener Ausgangspunkt war ein zu spater, denn noch

vor Erfindung des Rechenbrettes, vor Verfassung des ersten arith

metischen Lehrbuches muB ja ein Rechnen, muB der Begriff der

Zahlen festgestanden haben. Die chinesische "Uberlieferung laBt uns

auch fttr jene aUeraltesten Zeiten nicht im Stich. Mit Knotchen

versehene Schnttre in Verschlingungen gezeichnet bdden die beiden

Tafeln ho tu und 16 schu''). Auf der ersteren (Fig. 92) sind durch

die je eUier Schnur angehorigen Knoten die Zahlen 1 bis 10, auf der
zweiten (Fig. 93) die 1 bis 9 dargesteUt. WeiB sind die ungeraden
Zahlen gezeichnet, denn das Ungerade ist das VoUkommene wie der

Tag, die Hitze, die Sonne, das Feuer. Die geraden Zahlen dagegen

') Biernatzki S. 72 und 69. ^) Ed. Biot im Journal Asiatique fiir De

zember 1839, ») Perny II, 5—7.
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sind schwarz, denn das Gerade ist das UnvoUkommene, wie die Nacht,
die Kalte, das Wasser, die Erde. Man hat neuester Zeit darauf auf

merksam gemacht'), daB die Anordnung der Zahlen 1 bis 9 auf

Kg, 92, Pig, S3.

Fig. 93 das magische Quadrat ebenderselben Zahlen darstelle. Diese

Tafeln sollen nun — wie? ist uns wenigstens ganz unersichtlich —

in der Urzeit Chinas dazu gedient haben in der Verwaltung der

offentlichen Angelegenheiten benutzt zu werden, und Kaiser Fii hi

um 2852 soil sie erst durch seine 8 aufgehangten Zeichen pa kua

ersetzt haben, gewohnlich kurzweg die Kuas genannt. Sie bestehen

aus bald ganzen, bald gebrochenen Linien, jene das VoUkommene

diese das UnvoUkommene bezeichnend, in dieser Bezeichnung also,

mit dem ho tu und 15 schu ttbereinstimniend, wie auch darin mit

ihnen ttbereinstimmend, daB wir uns unter Zuhilfenahme der vor

handenen Berichte auch nicht die geringste Anschauung vou der

Anwendungsart der Kuas zu bilden vermogen"). Nur schwach ver-

mutend mochten wir darauf hinweisen, daB der Swan pan aus den

Knotenschnttren vielleicht seine Entstehung genommen oder zu der

einen Ursprung suchenden Ruckerfindung jener Urbilder geftthrt
haben kann, daB ferner in den gezeichneten Tafeln ho tu und 16

schu wie in den kua eine Art von Zahlensymbolik auftritt, welche

uns daran erinnert, daB wir schon frtther (S. 43) auf Uberein

stimmungen zahlentraumerischer Gedankenverhindungen zwischen

') Dr, Gram hat dieses bemerkt. Vgl. Zeuthen, Forelaesning over mathe-

matilens Historic. Oldtid og 3Iidddcdder. Kopenhagen 1893. S. 274. *) tJber

die Kuas vgl. Le Chou Icing un des livres sacres diinois traduit par Ic P. Gaubil

revu et corrige par M. de Guignes. Paris 1770, an sehr verschiedenen Stellen,

die im Register s. v, loua zu entnehmen sind. Dal3 man in den Kuas einmal

ein chinesisches Binarsystem erkannt haben wollte, fuhren wir beilaufig an. A^gl.

Math. Beitr. Kulturl. S. 18—49.

43*
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chinesischen und pythagoraischen Lehren aufmerksam machen muBten,

welche wohl einen geistigen wie ortlichen Mittelpunkt ihres Daseins

in Babylon besaBen.

Wir gehen weUer zum Tcheou ly fiber, jenem Gesetzbuche,

welches auf Ou wang oder dessen nachste Nachfolger zwischen 1122

und 1109 zurttckgeftthrt wird. In ihm sind alle jene zahlreichen

Wttrdentrager des chinesischen Hofstaates mit ihren Obliegenheiten

genannt, welche sicherlich in spaterer Zeit vorhanden waren, wenn

auch vielleicht nicht in frtther, da, wie wir uns erinnem, der Tcheou

ly von Chinesen selbst als eine Falschung aus den letzten 30 Jahren

V. Chr. angesehen worden ist. Unter diesen Wttrdentragern er

scheinen mehrere'), welche in der Geschichte der Mathematik Er

wahnung finden mttssen. Da sind erbliche Wttrden eines Hofastro-

nomen, fong siang schi, und Hofastrologen, pao tschang schi. Da

ist ein Obermesser, liang jin, betraut mit der Tracierung der Mauern

der Palaste wie der Stadte. Da ist ein eigener Beamter des MeB-

apparates, tu fang schi, der mit dem tu kue'i genannten Instrumente,
das ist mit einem Schattenzeiger, den Schatten der Sonne und der

gleichen bestimmen inuB. Die bedeutsamste Stelle, welche wir des

halb der franzosischen Ubersetzung entnehmen, lautet: „Wird eine

Hauptstadt angelegt, so ebuen die Erbauer, tsiang jin, den Boden

nach dem Wasser, indem sie sich des hangenden SeUs bedienen. Sie

stellen den Pfosten mit dem hangenden Sede auf. Sie beobachten

mit Hilfe des Schattens, Sie machen einen Kreis und beobachten

den Schatten der aufgehenden Sonne und den Schatten der unter-

gehenden Sonne." Das hangende Seil aber wird uns dahin erlautert,
es befanden sich 8 Seilstttcke am oberen Teile des Pfahles befestigt,
4 langs der Kanten, 4 in der Mitte der Seitenfiachen, und wenn diese

8 Seilstttcke samtlich dicht am Pfahle herunterhangen, so sei seine

senkrechte Aufstellung gewahrleistet.O D

Fttr jeden Leser dieses Bandes muB hier mancherlei auffallen:

die Nivellierung nach der Wasserflache, die Bestatigung des Senkrecht-

stehens eines Pfahles durch hangende Seilstttcke, die Benutzung eines

Schattenzeigers, die Beobachtung des Schattens der auf- und der unter-

gehenden Sonne zur Orientierung nach den Himmelsgegenden, das sind

alles Dinge, die uns in Alexandria oder ausAlexandria stammend in Rom

begegnet sind, die mindestens im ersten vorchristlichen Jahrhunderte im

Westen bekannt waren und uns nun im fernsten Osten zu Gesicht

') Tcheou If Buch XXVI, Nr. 15 und 18; Buch XXX, Nr. 6— 10;

Buch XXXIII, Nr. 60; Buch XLin, Nr, 19 flgg, Letztere Stelle T. II, pag. 553

der tibersetzung.
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kommen. Es dttrfte kaum einen anderen Ausweg geben, als entweder
mit den heiBspornigsten Siuologen anzunehmen, die ganze Mathe

matik und Astronomie sei altchinesische Erfindung und sei von dort

zu den Volkern des Westens gelangt, oder aber mit den Zweiflern

unter den Chinesen selbst die Entstehung des Tcbeou ly in eine Zeit

kurz vor Christi Geburt herabzulegen und zu schlieBen, es mttsse

damals schon aus Alexandria ttber Indien, wo wir auch ein sehr ein

faches Wassernivellement batten nachweisen konnen'), oder wieder

aus Babylon, dessen mathematische Vergangenheit uns von Abschnitt

zu Abschnitt merkwttrdiger und erforschungsbedttrftiger wird, der

gleichen nach China gedrungen sein. Diese Zwangswahl wird unseren

Lesem noch mehr als einmal im Laufe dieses Kapitels sich auf-

drangen, auch wenn wir nicht darauf aufmerksam machen, hat sich

ihnen vieUeicht schon geboten, als wir vom 60jahrigen Zyklus des

Huang ti sprachen. AVir haben in der letztangeftthrten Stelle des

Tcheou ly: „Sie machen einen Kreis und beobachten den Schatten

der aufgehenden Sonne und den Schatten der untergehenden Sonne"

das uns wohlbekannte Orientierungsverfahren erkannt. DaB wir in

dem vielleicht audi anderer Deutung fahigen Wortlaut nicht mehr

hinein als heraus lesen, beweist eine SteUe eines mathematischen

Werkes, mit welchem wir uns jetzt beschaftigen mttssen.

„Weiin die Sonne zu erscheinen beginnt, errichte eine Beobach-

tungsstange und beobachte den Schatten. Beobachte den Schatten

aufs neue, wenn die Sonne untergeht. Die beiden Hauptschatten-

punkte, welche sich entsprechen, bezeichnen Ost und West. Teile

deren Entfernung halftig und ziehe eine Linie nach der Beobachtungs-

stange hin, so wirst Du Sttd und Nord bestimmt haben.'' So un

zweideutig spricht sich der Tcheou pei aus^).
Der Tcheou pei oder tcheou pei swan king, d. h. heiliges Buch

(king) der Rechnung (swan), welches genannt ist Beobachtungsstange

(pei) im Kreise (tcheou), besteht aus zwei Teilen, welche sich scharf

unterscheiden lassen. Im ersten wie im zweiten Teile wird zwischen

zwei Mannern, von denen der eine den Lehrer, der andere den Schttler

darstellt, ein wissenschaftliches Gesprach geftthrt, welches auf den

Schattenzeiger sich bezieht. Aber die beiden Redner wechseln. lm

ersten Teile sind es Tcheou kong und der Gelehrte Schang kao,

und sie beziehen sich auf die Kenntnisse, welche Kaiser Fu hi und

') L. Rodet, Legons de calcul d'Aryabhata pag, 27—28, ^ Ed, Biot,

Traduction et examen d'un ancien ouvrage chinois intitule Tcheou -pei. littd'edc-

mcnt: Style ou signal dans une cireonference im Journed Asiatique vom Juni 1841,

pag, 693— 639, Die hier angefuhrte SteUe der kiinftig als Tcheou pei zu

zitierenden tibersetzung auf pag, 624,
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der nicht minder sagenberuhmte Kaiser Yu besessen haben. Im

zweiten Teile wird ein Yung fang von einem Tchin tsoe unter

richtet. Die Redner des I. Teils sind PersonUchkeiten aus dem

Anfange der Tcheou-Dynastie, welche um 1100 v. Chr. gelebt haben

sollen. Die Redner des II. Teils kennt man nicht, doch ist hier

ein Zitat aus lu schi tschun tsieou des Lu pu oei vorhanden'),

welcher letztere bekannt ist als Minister des Kaisers Tsin sche huang

ty des Bttcherverbrenners, also um 213 v. Chr. lebte. Drei altere

Kommentatoren werden fttr beide TeUe genannt, deren altester Tchao

kun hiang von den einen in die Dynastie der ostlichen Han etwa

auf 200 n. Chr., von den anderen erst in die Dynastie der Tsin im

IV. S. gesetzt wird. Was man von den Kommentatoren und von

dem auf die Tcheou-Dynastie zurttckgeftthrten Alter des I. Teiles

weiB —

von dem II. Tede wird ohne genau bestimmte Zeitangabe
nur gesagt, er sei jttnger als der I. — stammt aus einer Vorrede,

welche 1213 n. Chr. unter der Dynastie Sung verfaBt worden ist. In

einem anderen Werke wird ferner noch berichtet^), der Tcheou pei
sei unter der Dynastie Thang, dann wieder unter der Dynastie Sung

„einer Durchsicht" unterworfen worden. Was man aber unter Durch-

sicht zu verstehen habe, geht daraus hervor, daB zugestanden wird,

man habe bei der letzten 120 Zeichen, mithin Worter, verandert und

60 weggelassen.
Fassen wir diese Angaben zusammen, so steht fredich die heutige

Gestalt des Werkes nur in einem Alter von noch nicht sieben Jahr

hunderten fest. Nimmt man an, es seien damals und frtther unter

den Thang wirklich nur unwesentUche Verbesserungen getrofl^eu
worden und die Kommentatoren seien richtig datiert, so kommt man

auf die Zeit zwischen 213 v. Chr. und etwa 300 n. Chr., innerhalb

welcher der II. Teil entstanden sein mttBte, ohne daB irgend eine

Notigung vorlage, sich der frttheren Grenze mehr zu nahern als der

spateren. Man konnte also z. B. eine Gleichzeitigkeit des II. Tedes

mit jenem Lieou hin annehmen, welcher den Tcheou ly gefalscht
haben soil. Was endlich den I. Ted betrifft, so mussen wir es unseren

Lesei-n ttberlassen, ob sie der Uberlieferung, welche ihn von Tcheou

kong selbst herrtthren laBt, Glauben schenken wollen. Uns scheint

ein Beweis, gesttttzt darauf, daB Tcheou kong redend eingeftthrt ist,

gesttttzt ferner auf eine Vorrede, die mehr als zwei Jahrtausende

nach Tcheou kong geschrieben ist, nicht unumstoBlich festzustehen,
und man gestattet uns vieUeicht trotz unserer voUstandigen Unbe-

kanntschaft mit der chinesischen Sprache den Hinweis, daB bei der

^) Tcheou pei pag. 616, '■') Ebenda pag, 597.
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eigentttmlichen Doppelbedeutung von tcheou als Kreis und als Name

einer Dynastie es nicht so gar weit entfernt lag, ein Werk von der

Beobachtungsstange im Kreise dem Tcheou zuzuschreiben. Dann

freilich rttckt auch das Datum des I. TeUes so weit herab, daB er

nur vor der LebenszeU des ersten Kommentators entstanden sein

muB, moglicherweise auch nicht weit von der Zed um Christi Geburt

entstand.

Der I. Teil ist kurz genug, um die wichtigsten Lehren des

Schang kao in Ubersetzung hier anzufttgen. Schang kao spricht:
„Die Wissenschaft der Zahlen stammt vom Kreise und vom

rechtwinkligen Vierecke.

Der Kreis stammt von dem rechtwinkligen A'iereck, und das

rechtwinkUge Viereck stammt vom Kreise.

Der kuu d. h. das Winkellineal stammt von 9 mal 9, welches

81 gibt.
Teile den kuu.

Mache die Breite keou d. h. den gekrttmmten Haken gleich 3.

Mache die Lange kou d. h. die Halfte gleich 4,

Der king yu d. h. der Weg, der die Winkel vereinigt, die Dia

gonale, ist 5.

Nimm die Halfte des rechtwinkligen Vierecks auBen herum, es

wird ein kuu sein.

Vereinige sie und behandle sie gemeinschaftUch mit dem Rechen

brette, so wirst Du genau 3, 4, 5 erhalten.

Die zwei kuu bilden zusammen die GroBe 25. Das ist was man

die A'^ereinigung der kuu nennt.

Die Wissenschaft, deren Yu sich einst bediente, um was unter

dem Himmel sich befindet zu regeln, beruht auf diesen Zahlen."

Hier folgen im Originale drei Figuren, welche in der Uber

setzung, deren wir uns bedienen, nicht abgebildet, sondern nur be-

scbrieben sind'). Sie sollen die Theorie des rechtwinkligen Dreiecks

klar machen. Die erste Figur heiBt „Figur des Seiles" und wird

folgendermaBen geschddert. In einem in 49 Teile geteilten groBen
Quadrate befindet sich eingezeichnet ein aus 25 Teilen bestehendes

zweites Quadrat. Dieses zweite Quadrat ist selbst in vier recht

winklige Dreiecke und ein inneres Quadrat zerlegt. Man kann nicht

sagen, daB die Klarheit dieser Schilderung nichts zu wttnschen ttbrig
lasse. Wir entnehmen ihr, die Figur des Seiles habe so ausgesehen:

') Tcheou pei pag. 601, Note 1. Biernatzki S, 64—66 hat eine deutsche

'tibersetzung nach englischer Vorlage, von welcher die unsrige sehr abweicht.

Von den hier erwahnten Figuren sagt er kein Wort.
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(Fig. 94). Da die RichtigkeU dieser Auffassung durch einen 1682

gedruckten chinesischen Kommentar zum Tcheou pei, in welchem die

Eriauterungen stets den neuerdings abgedruckten Textesworien folgen,

nachtragUche voUe Bestatigung gefunden hat'), so

steUt das zweite Quadrat mit seiner Zerlegung die

Figur dar (Fig. 87), deren Bhaskara um 1150 sich

bediente (S. 656), etwa 60 Jahre vor der Durchsicht

des Tcheou pei in der Simg-Dynastie.
Da wir den Lauf unserer wortUcheu Wiedergabe

doch einmal unterbrochen haben, so sei auf einiges
aus dem bisherigen Texte hingewiesen: auf den pythagoraischen Lehr

satz an dem Dreiecke von den Seiten 3, 4, 5; auf den Namen der

Diagonale fttr die Hypotenuse, welcher zeigt, daB der Satz am Recht

ecke und nicht am Dreiecke bekannt geworden war; auf den

weiteren Namen Seil fttr Hypotenuse, welcher tauschend an die Seil

spannung der Inder erinnert, wenn wir keine andere Verwandtschaft

suchen wollen.

Nach jenen Figuren folgen nun weitere Lehren, wie man den

Icuu, also das Winkellineal, benutzen soil. Eben hingelegt diene es

zum Gradmachen, umgekehrt zur Hobenmessung, verkehrt zur Tiefen-

messung, ruhend zur Messung der Entfernung. Der Icuu fttr den

Kreis, d. h. der Zirkel, diene zur HersteUung des Kreises, der Doppel-
kuii zur Herstellung rechtwinkliger Vierecke. Die rechtwinklige

Figur entspreche der Erde, die runde dem Himmel. Der Himmel sei

der Kreis, die Erde sei das Quadrat.
*

Dieser letztere Satz bedarf gar sehr der Erlauterung. Vielleicht

ist es richtig, was ein Missionar, welcher lange in China war, zur

Erklarung gesagt liat^), Himmel und Erde seien symbolisch fttr die

Zahlen 3 und 4; andererseits gehore die Zahl 3 zum Kreise, dessen

Umfang als dreifacher Durchmesser gait, 4 naturgemaB zum Quadrate,
und so sei die weitere Vergleichung des Himmels mit dem Kreise,
der Erde mit dem Quadrate zustande gekommen.

Es folgen noch einige phdosophische uns unverstandliehe Redens

arten, und nun schlieBt Schang kao: „Das Wissen stammt vom ge

krttmmten Haken, der gekrttmmte Haken vom Y^inkellineal, das

') Giov. Vacca, Sitlla Matematiea degli antichi Ci-nesi in dem Bollettino

di bibliografia e storia delle scienze -matematiche (Oktober, November und Dezem

ber 1905). Da H. Vacca zurzeit (Winter 1905—1906) unter der Leitung von

H. Carlo Puini in Florenz chinesischen Studien obliegt, so durfte in Balde

Genaueres iiber chinesische Mathematik bekannt werden. ^) Tcheou pei

pag. 602, Kote 1 mit Beziehung auf eine Bemerkung des Pater Gaubil.
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Winkellineal mit Zahlen vereinigt regelt und leitet aUe Dinge."
Tcheou kong sprach: „Da8 ist wundervoll!"

Hiermit schUeBt der 1. und, wie man behaupten will, altere

Ted des Tcbeou pei. Es folgt der II. viel ausftthrlicbere Teil.

Y^ir brauchen ihm eine weit weniger eingehende Aufmerksamkeit zu

zuwenden, teils wegen des allgemein anerkannten verhaltnismaBig
spaten Datums seiner Entstehung, teils weil es sich in ihn mehr

um astronomische Yerwertung der Beobachtungsstange handelt. Nur

zwei Bemerkimgen scheinen uns von Wichtigkeit.

Erstlich, daB die Verhaltniszahl des Kreisumfangs zum Durch

messer stets als 3 gerechnet wird'). Das bestatigt jene Bemerkung,
warum 3 die Zahl des Kreises sei, erinnert zugleich an die nach

unserer Vermutung altbabylonische Umfangsformel. Aus den Durch

messern 238000, 317333y, 357000, 396666 J-, 436333
g-, 476000,

810000 sind die Umfange 714000, 952000, 1071000, 1190000, 1309000,

1428000, 2430000 gefolgert, und in einem Beispiele heiBt es aus-

75
drttcklich: „Nimm einen Durchmesser von 121—-- FuBen, verviel

fache mit 3, Du erhaltst 365- FuB."
' 4

Dieses letztere Beispiel^) ftthrt uns zu unserer zweiten Bemer

kung. Der Kreisumfang wird bei den Chinesen nicht in 360 Grade,

sondem in 365- Grade eingeteilt, und die Chinesen kennen die
4 ^ '

Jahreslange des Sonnenjahres von 365-- Tagen. „Unter 4 Jahren

sind, wie man weiB, drei von 365 Tagen uud eines von 366 Tagen;

daraus weiB man, daB das Jahr im Mittel aus 365-— Tagen besteht."

Eine deutlichere Bestatigung unserer Ansicht, daB die Kreiseinteilnng
in 360 Grade nichts anderes bezwecke als die von der Sonne am

Himmel scheinbar durchlaufenen Wege sichtbar zu machen (S. 40),
dttrfte sich kaum finden lassen. AA^enn die Chinesen diese Bedeutung

der Gradeintedung ttberliefert bekamen und nachtraglich die mit der

Wahrheit besser ttbereinstimmende Jahreslange von 365-— Tagen er-

fuhren oder erkannten, dann, aber auch nur dann, konnten sie dem

adem Zahlengeftthle Hohn sprechenden Gedanken verfallen, den Kreis

') Tcheou pei pag. 613, 614, 626. Auf pag, 614 ist zwar zu dem Durch-

messer 267666-""- der Umfang 833000 statt 803000 angegeben, doch durfte diese

einzige Ausnahme auf einem Druckfehler im .lournal Asicdicque beruhen.

^) Ebenda pag, 625, Vgl, auch pag. 638—639.
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nunmehr selbst in 365^ Grade zu zeriegen, damU wieder jeder Grad

einen Tagesweg darsteUe. AuBerdem sprechen mittelbare Spuren

dafttr, daB den Chinesen die Kreisteilung in 360 Grade gleichfaUs

einmal bekannt war, denn nur von ihr aus erkl'art sich die Anwen

dung der Zahl 60 in dem sechzigjahrigen Zyklus, nur von ihr aus

die 30 Speichen in dem Rade des Kaiserwagens in der Tcheou-Dy

nastie, wie eine AbbUdung sie zeigt i). Bei den Unterabteilungen des

Grades bedienten sich dagegen die Chinesen nach emem Berichte des

Paters Verbiest sed undenkUchen Zeiten der Zerlegung in 100 Teile,

welche man Minuten nennen konnte^).
Leider ist der Tcheou pei die einzige mathematische Abhand

lung der Chinesen, welche durchaus ttbersetzt uns vorliegt. Fttr aUe

ttbrigen Schriften sind wir gezwungen, uns auf notdttrftige Auszttge

zu beziehen, vou welchen nur einer eine halbwegs genttgende Inhalts-

anzeige des Werkes liefert, aus welchem er stammt und zugleich das

Alter dieses Werkes zweifellos angibt. Die anderen Berichte leiden

meistens an Unklarheit und lassen es selbst fraglich erscheinen,

welches Werk von verschiedenen, die den gleichen Namen ftthren,

eigentlich gemeint sei?

Kieou tschang oder die neun Abschnitte war (S. 670) der

Titel des altesten arithmetischen Werkes. Kieou tschang swan su

d. h. Arithmetische Regeln zu deu neun Abschnitten schrieb alsdann

etwa ein Jahrhundert vor der christlichen Zeitrechnung ein gewisser

Tschang tsang. Dieses Werk behauptet „die von den kaiserUchen

Hofmeistern unter der Dynastie Tcheou befolgten arithmetischen

Grundsatze zu enthalten. Jedoch gibt es sich nicht fttr ein neues

Originalwerk aus, sondern nur fttr eine revidierte und verbesserte

Auflage eines viel alteren Buches, dessen Verfasser unbekannt ist.

Das Werk hat his heute mehrere neue Auflagen erlebt, ist jedoch

jetzt sehr seiten geworden; es hat aber viele Kommentatoren unter

namhaften chinesischen Gelehrten gefunden" '). Gegen Ende der

Dynastie Sung um 1240 schrieb Tsin kiu tschau, welchen wir

(S. 674j als den SchriftsteUer nannten, bei welchem die sogenannten
wissenschaftlichen Ziffern zuerst erwahnt werden, sein su schu kieou

tschang oder die neun Abschnitte der Zahlenkunst. Werke ahn

lichen Titels von noch anderen Yerfassern folgten vielfach. Wenn

wir uns nun der chinesischen Ruckverlegungen erinnern, welche dem

') Tcheou ly II, 488. ^) Henri Bosmans S. J. in den Annales de la

socide scientifique de Bruxelles. T, XXVII Nr. 3 (April 1903). ") Wortlich aus

Biernatzki S, 67.
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Gotzen des nationalen Eigendttnkels mit personlicher Bescheidenheit

das Opfer der eigenen Erfinderfreude zu bringen verlangten und in

diesem Verlangen offenbar nirgend auf Widerstand stieBen ; wenn

uns dann ein Auszug aus den neun Abschnitten gegeben^), aber mit

keiner Silbe gesagt wird, welches von den vielen AA'erken, die diese

Uberschrift tragen, zugrunde gelegt sei, welchen geschichtlichen
Wert kann das fttr uns haben? Doch wohl keinen anderen, als daB

wir dem Auszuge das alte vielleicht auf Tschang tsang, vielleicht

noch weiter hinauf zurttckzuverfolgende Vorhandensein von neun

Abschnitten glauben, ohne jedoch annehmen zu dttrfen, diese Ab

schnitte hatten von jeher dieselben 246 Aufgaben enthalten, oder es

sei auch nur sicher, daB die Namen der Abschnitte sich nicht ver

andert hatten.

Die Namen der Abschnitte^): 1. Viereckige Felder, 2. Reis und

Geld, 3. Verschiedene Teilungen, 4. Eng und weit, 5. Korpermessung

(wortlich: ttberlegen uud beendigen), 6. Gerechte Verteilung, 7. Uber

schuB und Mangel, 8. Vergleichen und recht machen (d. h. Gleichungen),
9. Dreieckslehre erinnern ungemein an Namen indischer Abschnitte,

gebddet nach irgend einer Hauptaufgabe, an welche die anderen aii-

knttpfen, wenn auch nicht immer im Inhalt ihr gleichend. Gleich

im ersten Abschnitte findet sich die Regel fttr die Dreiecksfiiiche als

Produkt der Grundlinie in die halbe Hohe. Die Kreisfiache zu be

rechnen wird nach sechs der Form nach verschiedenen Arten ge

lehrt: „Man multipliziere den halben Durchmesser mit dem Radius,
oder nehme ein Dritteil vom Quadrat des halben Umkreises, oder

ein Zwolftel vom Quadrate des Umkreises, oder ein Viertel vom drei

fachen Qnadrate des Durchmessers, oder ein Viertel vom Produkte

aus Durchmesser und Umkreis, oder endlich das dreifache Quadrat

des Radius." Man sieht sofort, daB die fttnf letzten Regeln samt

lich auf jr ^ D herauskommen. Die erste aUein ist ■ mit jr = 1

gleichbedeutend und hochst auffallend dadurch, daB sie in einem

Atem von dem halben Durchmesser und dem Radius spricht. Wir

mochten daher hier einen Druck- oder Ubersetzungsfehler annehmen

und lesen „man multipliziere den halben Umkreis mit dem Radius",

eine A^orschrift, welche sonst fehlen wttrde, und welche nicht mit

a- = 3 in Widerspruch steht.

Das genauere Verhaltnis des Kreisumfanges zum Durchmesser

war einem Schriftsteller Tsu tschung tsche, der dem Ende des

') Biernatzki S, 73—76 *) Die drei ersten Namen nach Biernatzki,

die sechs folgenden nach L. Nix. Vgl. W. Schmidt im Bericht fiber grie

chische Mathematiker und Mechaniker 1890—1901 S. 63.
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VL S. angehoren soU, als sr =

y
bekannt und Liu hwuy^) be-

,
, 157

nutzte Tt = -r-7-

50

Der 9. der neun Abschnitte beschaftigt sich mit 24 geometri

schen Aufgaben, welche mittels des rechtwinkUgen Dreiecks gelost

werden. Uber die Methode laBt uns der Auszug im unklaren, doch

dttrfte wohl der pythagoraische Lehrsatz angewandt sein, der im Tcheou

pei uns gleichfaUs begegnet ist. Von deu Korpermessungen im 5. Ab

schnitte ist uns nur ganz allgemein berichtet, die angewandten

Formeln scheinen mithin zu besonderen Anmerkungen eine dringende

Veranlassung nicht geboten zu haben. Aus den ttbrigen Abschnitten

erwahnen wir Gesellschafts- und Vermischungsrechnungen im 3. und

6. Abschnitte, Ausziehung von Quadrat- uud Kubikwurzeln im 5. Ab

schnitte, Gleichungen im 8. Abschnitte.

Die Geometrie dttrfte wohl den schwachsten Teil chinesischer

Mathematik gebildet haben, kaum ttber die niedrigsten Anwendungen
des Satzes vom rechtwinkligen Dreiecke sich erhebend; denn wenn

Ko schau king um 1300 unter den Mongolen die spharische

Trigonometrie erfunden haben soil, welche in einem Werke aus

der Dynastie Ming wiederholt dargesteUt sei^), so klingt das doch

sehr nach arabischen ins Chinesische nur ttbersetzten Schriften.

In der Lehre von den Gleichungen dagegen mttssen wir den

Chinesen selbsttatiges Vorgehen nachrtthmen, denn hier finden wir in

der Tat Fortschritte, welche weder auf indischem Boden uns bekannt

geworden sind, noch iiberhaupt anderswo so frtthzeitig gemacht
wurden. Hauptquelle fttr die Lehre von den bestimmten wie von

den unbestimmten Gleichungen sind Schriften desselben Tsin kiu

tschau aus der Mitte des XIH. S., welchen wir auch unter den

Yerfassern von Neun Abschnitten der Rechenkunst nannten. Die

Lehre von den bestimmten Gleichungen findet sich in dessen Auf-

steUung der himmlischen Monade, leilt tien yueit, yih'^), und ist erlautert

durch Le yay jin king, welcher wahrend der Mongolenzeit gelebt
hat*). Die Monade, yuen, ist das durch ein besonderes Schriftzeichen

dargestellte Symbol der ersten Potenz der unbekannten GroBe, also

das yavattavat der Inder. Auch die Zahl, welche als ein Gegebenes
in der Gleichung auftritt, die rupa der Inder, hat einen Namen tae.

Die Zeichen fttr yuen und tae werden rechts von den betreffenden

') Dessen Lebenszeit anzugeben sind wir nicht imstande, Biernatzki

sagt namlich S, 63—64, er habe fruher als Tsu tschung tsche gelebt, und S. 68,
er habe im A'll. S, gelebt, und sein Werk sei im A^III. S. neu aufgelegt
worden! '■) Biernatzki S. 70, ») Ebenda S, 84 flgg, ^) Ebenda S, 70

und 84,
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Zahlenkoeffizienten geschrieben. Die Gleichungen siud vor dem An

schreiben geordnet und zwar so, daB die unbekannten Dinge den

bekannten gleich gesetzt sind. Ein Gleichheitszeichen tritt dabei

nicht auf, ist vielmehr aus der bloBen Stellung ersichtlich. Die

unterste Reihe mit rechts stehendem tae enthalt die bekannte Zahl,
die darttber befindliche mit rechts stehendem yuen die Unbekannte,
die nachsthohere ohne weiteren Zusatz enthalt die zweite Potenz der

Unbekannten usf. Eine fehlende Potenz der Unbekannten muB, da

die Hohe der Potenzen nach dem Stellungswerte zu entnehmen ist,
durch Null angedeutet werden. Von den beiden Wortern tae und

yuen kann eines, beliebig welches fehlen, da die Verstandlichkeit

dadurch noch nicht aufgehoben ist. Positive und negative Zahlen

werden durch die Farbe des Druckes unterschieden. Erstere druckt

man rot, letztere schwarz. So heiBt z. B. unser 14a;' — 27.r = 17

auf chinesisch, wenn wir die Benutzung unserer Zifi'ern beibehalten

und die Farben durch die links beigesetzten Anfangsbuchstaben ^ (rot)
und

JJ (schwarz) unterscheiden :

,14 ,14 ,,14

,00 ,00 ,00

oder oder

^,27 yuen ,27 ,27 yuen

,17 tt'Y ,17 tae ,17

Es scheint dabei eine Annaherungsmethode fttr Gleichungen hoherer

Grade bestanden zu haben, in welcher man eine Ahnlichkeit mit der

sogenannten Homerschen Naherungsmethode entdecken wilU), die

aber wenigstens in unserer Vorlage zu dttrftig behandelt ist, als daB

wir es wagten, diese Meinung zu sttttzen oder zu widerlegen.
Die Lehre von den unbestimmten Gleichungen scheint unter dem

Namen groBe Erweiterung, Ta yen, zuerst von Sun tse in

dunkeln Versen beschrieben worden zu sein^), und dieser Verfasser

wird gegenwartig in die Dynastie Han im III. S. n. Chr. gesetzt. Be

sondere Anwendung fand die Regel Ta yen durch Yih hing, einen

Geistlichen unter der Dynastie Thang, welcher 717 das Werk Ta yen

lei schu darttber verfaBte, und dieses Werk hat wieder unser Tsin

kiu tschau neu bearbeitet. Das Hauptbeispiel heiBt in wortlicher

') Matthiessen, Grundzfige der antiken und modernen Algebra der

litteralen Gleichungen. Leipzig 1878, S. 964—965. -) Biernatzki S, 77flgg,

Vgl, besonders L. Matthiessen, Vergleichung der indischen Cuttaca- und der

chinesischen Ta, yen-Regel in der Zeitschr. f, math, und naturw. Unterricht (1876)

VII, 78—81, Ebeuderselbe hatte schon 1874 in der Zeitschr. Math. Phys. XIX,

270—271 die Ta yen-Regel erklart, die vor ihm nie verstanden worden war.
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Ubersetzung: „Dividiert durch 3 gibt Rest 2; schreibe 140. Dividiert

durch 5 gibt Rest 3; schreibe 63. Dividiert durch 7 gibt Rest 2;

schreibe 30. Diese Zahlen addiert geben 233, davon subtrahiert 210

gibt 23 die gesuchte Zahl Fttr 1 durch 3 gewonnen setze 70. Fur

1 durch 5 gewonnen setze 21. Fttr 1 durch 7 gewonnen setze 15.

Ist die Summe 106 oder mehr, subtrahiere hiervon 105 und der Rest

ist die gesuchte Zahl."

Man hat nun vollstandig zutreffend darauf aufmerksam ge

macht i), daB dieselben Divisoren 3, 5, 7 uud dieselben gewonnenen

Zahlen 70, 21, 15 mit deren Anwendung zur Auffindung von 23 auch

in einer griechischen Aufgabe vorkommen, deren Text in einer Hand

schrift aus dem Ende des XIV. oder Anfang des XV S. sich erhalten

hat, wahrend ein Verfasser nicht genannt ist. Es ist nicht unmoglich,
daB die chinesische Aufgabe und ihre Auflosung etwa durch arabische

Vermittlung irgend einem Byzantiner bekannt geworden sein kann,

der sie sich aufnotierte. Ein umgekehrter Gang, daB also hier wie

so vielfach im Westen Bekanntes nach China drang, ist kaum anzu

nehmen, weil nur im chinesischen Texte die Begrttndung des Ver

fahrens angedeutet ist, freilich schwer zu verstehen, aber doch zu

verstehen, wie die Erfahrung gezeigt hat.

Der Sinn ist namlich folgender. Soil eine Zahl x gefunden

werden, welche durch wi^, m.^, m^ geteilt die Reste Tj, r^, r^ liefere,
so sucht man drei Hdfszahlen A'^, Ic^, Ic^, welche Multiplikatoren,

tsching su, genannt werden, und deren jede vervielfacht mit ihrer

Erweiterungszahl, yen su, d. h. mit dem Produkte derjenigen m,

welche einen andern Index als das betreffende Ic ftthren, und dann

geteUt durch ihre bestimmte Stammzahl, ting mu, d. h. das dritte

m den Rest 1 liefern. So gibt unsere Aufgabe unter Anwendung
von Kongruenzeii: 5 7 Ic^ ss 1 (mod 3); 3 7 Ic^^l (mod 5);
3-5 /.g ^ 1 (mod 7). Daraus werden nun gewonnen: aus 3 die

Zahl Z-^ = 2 Oder 5 7 • 2 = 70; aus 5 die Zahl Ic^ = 1 oder 3-7-1

= 21; aus 7 die Zahl Ic^ = 1 oder 3 • 5 • 1 = 15. Wie diese Zahlen

gewonnen wurden, ist auch nicht andeutungsweise gesagt, die Ver

mutung liegt daher am nachsten, man werde sich durch Probieren

geholfen haben. Nun wird jede der gewonnenen Zahlen m^^in^Jc.^ = 70,

w^mj/u, = 21, in^m.2lc^ = lb mit dem entsprechenden Reste rj
= 2,

i\
= 'i, rg

= 2 vervielfacht und ihre Summe 140 -k 63 -k 30 = 233

gebildet, von welcher man die Stamm erweiterung, yen inu, d. h.

') Matthiessen in der Zeitschr. f. math, und naturw. Unterricht. VgL
Nikomachus (ed, Hoche) pag, 152—153 und Friedleins Anzeige dieser Aus

gabe in der Zeitschr, Math, Phys. (1866) Bd. XI, Literaturzeitung S. 71.
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das Produkt der drei wi, 3
• 5 • 7 = 105, so oft als moglich abzieht

und hat damit

x = m.-,mjc^r^ Y m^m^lc.r.^ + in^m.,\r.^ —

cin^in..,m^

gefunden, wie z. B.

a; = 2-70-k3 21 -k 2 15-2-105 = 23.

Es steht ebenso fest, daB dieses Verfahren von der indischen Zer

staubung, mit welchem man es zu vergleichen liebte, bevor man es

verstand, durchaus verschieden ist, als daB es eine wahre Methode

genannt zu werden verdient, deren Erfinder mit dem glttcklichsten
Scharfsinne ihrer Aufgabe zu Leibe zu gehen wuBten^).

Etwas sjiater als Tsin kiu tschau lebte Tschu schi kih, welcher
1303 den kostbaren Spiegel der vier Elemente, iSze yuen yuh Iciltn,
veroffentlichte. Hier finden sich die Ulm bei Berechnung von Zahlen

bis zur achten Potenz als eine alte Methode. In unseren Ziffern

sehen dieselben folgendermaBen aus:

1

1 1

1 2 1

13 3 1

1 4 (3 4 1

1 5 10 It) 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Es sind^) die den Arabern fredich seit dem Ende des XL S.

bekannten Binomialkoeffizienten zu der Gestalt geordnet, welche

man in Europa seit dem Ende des XVII. S. das arithmetische

Dreieck genannt hat. Das hier auftretende Wort Vtltn wird auch

bei der frtther erwahnten Annaherungsmethode znr Auflosung von

Gleichungen hoherer Grade mehrfach benutzt und hat dadurch

AnlaB zu dem gleichfalls erwahnten Deutungsversuche dieser Methode

gegeben.
Das arithmetische Dreieck ist auch in einem letzten Werke

wiedergefunden worden, von welchem wir einigermaBen eingehender
unterrichtet sind, da wenigstens die Inhaltsaugabe desselben in

') Matthiessen hat 1. o. mit Recht hervorgehoben, daB die Methode ta

yen mit derjenigen, welche GauB in den Disquisitiones arithmeticae § 32—36

gelehrt hat, ubereinstimme. Vgl. Dirichlet, Zahlentheorie § 25 (III. Auflage.

1879, S, 56—57). ^ Biernatzki S. 87—89,
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Ubersetzung vorhanden ist^). Wir meinen die Grundlagen der

Rechenkunst, stvan fa trmg tsong, welche unter Wan ly aus der

Dynastie Ming 1593 dem Drucke ttbergeben worden sind. Es heiBt

in demselben, jene Zahlenanordnung finde sich schon in einem alteren

Werke des U schi, aber unser europaischer Gewahrsmann fttgt aus

drttckUch hinzu, dieser Name sei ein so gewohnlicher, daB Folge

rungen aus demselben nicht zu ziehen seien, und so wissen wir nicht

einmal, ob dieser U schi fruher oder spater als Tschu schi kih ge

lebt hat. Im Stvan fa tong tsong werden noch mancherlei andere

. . 22

Dinge gertthmt, so die Anwendung der Verhaltniszahl n = "-
,
das

Vorkommen von Dreieckszahlen und Pyramidalzahlen, magische Qua

drate, Multiplikationen unter Anwendung von dreieckigen Feldern,
also vielleicht so, wie wir sie (S. 611) bei den Indem in Ubung
fanden. Wir berichten genauer nur uber eine Messungsaufgabe,
welche Verwandtschaft mit in Europa vorkommenden Verfahren

(S. 556) an den Tag legt. Die Hohe eines zuganglichen Baumes wird

zu kennen verlangt^). Man entfernt sich von dessen FuBe um eine

gemessene Strecke, stellt eine Signalstange auf und entfemt sich

dann noch weiter, bis man mittels eines hohlen Rohres die Spitze
der Stange und des Baumes in einer geraden Linie sieht. Die Hohe

des Auges ttber dem Boden wird nun zu 4 FuB geschatzt und als

dann die Hohe des Baumes mit Hdfe ahnUcher rechtwinkliger Drei
ecke berechnet.

Wir sind der Zeit schon sehr nahe, in welcher die europaischen
Missionare an dem Hofe des den Wissenschaften ergebenen Kaisers

Kang hi freundliche Aufnahme fanden. Er schatzte in ihnen die

hohere Bildung, welche er, sich darin als kein Nationalchinese ver

ratend, wohl anerkannte, Aber einen chinesischen Gelehrten Mei

wuh gau, einen Anhanger der verjagten Ming-Dynastie und trotz

dem wegen seines Wissens bei dem fremden Kaiser wohlgelitten,
wurmte das Ubergewicht dieser Europaer. Er hehauptete 2), von den

durch sie eingeftthrten Theorien sei die bei weitem groBte Mehrzahl

den Chinesen schon Jahrhunderte frtther bekannt gewesen, und dieses

nur aus Unkunde mU der heimischen Literatur ttbersehen worden.

Ja aus China stamme aUe Wissenschaft, ttbersetzt sei sie zu den Be-

wohnern anderer Lander gedrungen und habe dort weiter gelebt,
wahrend sie in China selbst seit der groBen Bttcherverbrennung auf-

') Bd. Biot im Journal des Savants 1839 pag. 270—273 und besonders im
Journed Asiatique fur Marz 1839 pag. 193-217. Die Bemerkung fiber U schi

pag. 194. =) Journed Asiatique fur Marz 1839, pag. 212, ») Biernatzki
S, 60—62,

'
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gehort habe sich zu entwickeln, wie sie begonnen hatte. Jetzt suchte

man wieder eifriger und aUgemeiner nach den alten Schriften und

fand sie.

Wieviele deren echt, wieviele unecht waren, wer konnte diese

Frage ohne die eingehendsten Kenntnisse der verschiedensten Art

beantworten? Fttr die mathematischen Schriften muB notwendiger-

weise neben den sprachlichen Merkmalen hoheren oder niedrigeren
Alters, vielleicht noch vor diesen der Inhalt zur Beantwortung bei

tragen, und diesem Inhalte, soviel uns davon bekannt geworden ist,
entnehmen wir die gleiche Folgerung, welche (S. 669) als vor

laufige Ansicht schon von uns geltend gemacht worden ist, als ivir

die Urspmngs- und Echtheitsfrage zuerst aussprachen, AVir glauben
nicht an eine hohe Entwicklung der- ursprttnglichen chinesischen

Mathematik. Wir glauben vielmehr, daB das meiste aus verschiedenen

Quellen, unter welchen die babylonische wohl nicht die mindest er

giebige gewesen ist, dorthin zusammenfloB. Wir gehen aber anderer

seits auch nicht so weit, daB wir den Chinesen jede einzelne Leistung
auf mathematischem Gebiete absprechen. Die Algebra scheint wie

den Indern so auch den Chinesen das ihrem Geiste angemessene

Arbeitsfeld geboten Zu haben, und auf diesem Felde wuchsen Frttchte,
denen wir bis auf weiteres die chinesische Heimat abzuerkennen in

keiner Weise gerechtfertigt sind. Die Methode der groBen Erweite

rung zur Auflosung gleichzeitig bestehender unbestimmter Gleichungen

ersten Grades diirfte die edelste dieser Frttchte sein.

Fttr die verhaltnismaBig geringe Meinung, welche wir von der

altchinesischen Mathematik hegen, konnen wir eine mittelbare Be

statigung in den entsprechend geringen Kenntnissen finden, die fast

zweifellos von China aus weiter nach Osten vordrangen. WU be

rufen uns in diesem Sinne auf die Mathematik der Japaner.
Was wir von derselben wissen, stammt unmittelbar oder mittel

bar aus neueren geschichtlichen Untersuchungen dort einheimischer

Gelehrten, welche das Ergebnis ihrer Forschungen teils in japanischer
teils in englischer Sprache zum Drucke gegeben haben. Insbesondere

sind es die Herren Endo, Kikuchi, Fujisawa, Hayashi, welche

sich um den Gegenstand verdient gemacht haben. Sie unterscheiden

eine Anzahl von Zeitraumen in der Geschichte der japanischen Mathe

matik und zwar:

1. Die Zeit bis 553 nachchristUcher Zeitrechnung, in welcher sie

eine von auBen unbeeinfiuBte Bildung vermuten, welche aber nicht

ttber das Zahlen und das elementarste Rechnen hinausging. Von der

Art, wie das letztere gettbt wurde, ist nicht der geringste Bericht

vorhanden. Beim Zahlen scheinen Gruppen von je 10* Einheden

Cantob, Geschichte der Mathematik I, 3, Aufl, 44
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eine wesentliche RoUe gespielt zu haben. Wir erkennen darin die

griechischen Myriaden wieder, natttrUch ohne aus dieser Ahnlichkeit

eine Beeinfiussung Japans von Griechenland oder gar Griechenlands

von Japan folgern zu wollen. Sprachliche Grunde — wir meinen

das Vorhandensein eines einfachen Wortes fttr den Begriff zehn

tausend — konnen an mehreren Orten zugleich und unabhangig von

einander solche Gruppierungen zur Folge gehabt haben. An diese

alteste Zeit schloB sich

2. die Zeit von 554—1591, wahrend welcher chinesische Mathe

matik, zuerst auf dem Umwege ttber Korea, dann bei sich steigern-
dem Verkehre unmittelbar, in Japan eindrang. So kam das Kieou

tscliang, die neun Abschnitte (S. 670), nach Japan, ohne jedoch dort

weiter ausgebildet zu werden. Im Gegenteil geriet das anfanglich

freudig aufgenommene fremde Wissen aUmahlich in MiBachtung und

Vergessenheit.
Erst in dem als weitere Periode unterschiedenen Zeitraume von

1592 an scheint sich, zum Teil unter hoUandischem Einflusse, eine

japanische Mathematik gebildet zu haben, welche wirklich er-

zahlenswert ist, und von ihr soil im III. Bande dieses Werkes im

110. Kapitel die Rede sein, wo die Ahnlichkeiten und Unahnlich

keiten, welche zwischen enropaischer und japanischer Mathematik her

vorzuheben sind, deutlicher betont werden konnen.

Hier kam es uns ja nur darauf an, den nach unserer Meinung

geringen Wert altchinesischen mathematischen Wissens durch dessen

geringe Einwirkung auf eiu Volk zu belegen, dessen Begabung in

spaterer Zeit einen Zweifel nicht aufkommen laBt.
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Einleitendes. Arabische Ubersetzer.

Wenn in den beiden vorigen Abschnitten der Ursprung der

Kenntnisse, welche bei den Indern und Chinesen nachweisUch waren,

unsere Kritik herausforderte und uns die Hoffnung kaum gestattet

ist, daB bei den einander schnurstracks entgegen stehenden Schul-

meinungen in dieser Beziehung unsere Auffassung von aUen Lesern

geteilt des Charakters einer wenn auch durch Grttnde gesttttzten doch

wesentlich personUchen Meinung entkleidet werde, so verhalt es sich

ganz anders mit der arabischen Mathematik '^).
DaB ein Volk Jahrhunderte lang jedem Kultureinflusse von

seiten seiner Nachbarvolker unzuganglich war, daB es selbst in jener

ganzen Zeit keinen EinfiuB ttben konnte, daB es dann plotzlich seinen

Glauben, seine Gesetze und mit diesen seine Sprache weiten Landern

aufzwang, welche an Ausdehnung kaum von dem Machtbereiche

anderer Eroberer erreicht worden sind, ist fttr sich eine so regel-

widrige Erscheinung, daB es wohl der Mtthe lohnt, ihren Ursachen

nachzuforschen, daB aber zugleich mit ihr die GewiBheit gegeben ist,
die plotzlich auftretende anderen Entwicklungen ebenbttrtige Geistes-

reife konne aus sich selbst unmoglich zustande gekommen sein.

') Wir folgen in diesem Abschnitte in der Anordnung des Stoifes wesent

lich Hankels arabischen Kapiteln S. 223—293. Von Biichern allgemeinen In

haltes, deren wir uns auBer den auch von Hankel benutzten bedient haben,
seien besonders erwahnt: G, AVeil, Geschichte der islamitischen A^olker vou

Mohammed bis zur Zeit des Sultan Selim iibersichtlich dargestellt, Stuttgart

1866, und Alfr v. Kremer, Kulturgeschichte des Orients unter den Chalifen.

Wien 1877, Suter, Das Mathematikerverzeichnis im Fihrist des Ibn Abi

Ja'kub an-Nadim, tibersetzung mit Anmerkungen in Abhandlungen zur Ge

schichte der Mathematik VI, 1—87, 1892. Suter, Die Mathematiker und Astro

nomen der Araber und ihre Werke in Abhandlungen zur Geschichte der Mathe

matik X, 1—278, 1900 nebst Nachtragen in Abhandlungen zur Geschichte der

Mathematik XIV, 155— 185, 1902, Wir zitieren diese Werke als Kremer,

Weil, Fihrist, Suter, die Nachtrage an den -wenigen Stellen, wo wir uns

ihrer bedienen, in ausfiihrlicher Bezeichnung, Bei der ersten Auflage hat uns

auch ein inzwischen allzufriihe aus dem Leben geschiedener OrientaHst, Hein

rich Thorbecke, in ausgiebigster Weise unterstiitzt.
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Muhammed floh im September 622 aus Mekka. Er starb im

Juni 632. Zehn Jahre hatten ausgereicht, ihn auf der Flucht aus

seiner Vaterstadt, ihn kampfend mit wechseUidem Erfolge, ihn endUch

auf dem Gipfel seiner Macht zu sehen, und, was nur wenigen gleich

ihm beschieden war, er starb auf einem Hohepunkt angelangt. Seine

Nachfolger
— Chalifen — setzten das von ihm begonnene Werk fort,

die Glaubenssatze, welche Muhammed als ihm offenbart verkttndigt

hatte, mit dem Schwerte in der Hand zu verbreiten. Nicht eigent
liche Eroberung war der nachste Zweck der Kriege. Die Annahme

der neuen Religion durch die Bekriegten genugte den Siegern in

erster Linie, und auch wo der Glaubensfeldzug mit Landererwerb

endigte, blieb der erste Beweggi-und an manchen Erscheinungen
sichtbar. Der Fremde war nicht langer der Unterworfene, als er

selbst wollte. Mit dem Ubertritte zum Islam erlangte er das Bttrger-

recht, trat er in die Rechte der herrschenden Nation ein-'), nur

Eines fehlte ihm: Stammesgemeinschaft, da der Muselmann auf die

alte Nationalitat verzichten muBte, der neuen nicht von selbst an

gehorte. Aber auch diesem Mangel konnte er abhelfen. Er trat

meistens zu dem herrschenden Stamme, zu dessen Anftthrer oder zur

regierenden Dynastie in das Klientelverhaltnis. In der nachsten

Generation waren seine Nachkommen schon voUstandig deu ueu ge-
o TD

wonnenen Freunden gleichartig und galten bald als echte Araber,
denen sie in Sprache und Sitte so schnell als moglich sich anzu-

schlieBen bedacht waren. Diesen durch den Ubertritt zu erwerbenden

Vorteden vereinigt mit der geschichtlichen Tatsache, daB in vielen

Landern, gegen welche die ersten Zttge der Mohammedaner sich

wandten, religiose Gleichgttltigkeit, in anderen Verkommenheit und

Widerstandslosigkeit ihneu gegenttbertrat , vereinigt mit der weiteren

Tatsache, daB nationalarabische Volkstede an den verschiedensten

Orten des Ostens langst vor dem Auftreten des Propheten verbreitet

waren, welche auch den Stammesgegensatz zwischen Siegern und Be

siegten zu lindem sich eigneten, mag eine wesentliche Rolle bei der

raschen Ausbreitung des Islam zugefaUen sein. Eben diese Art der

Ausbreitung erklart es aber, daB die arabische Sprache in fast un

glaublich kurzer Zeit als herrschende Sprache sich aufdrangen, daB

z. B. noch nicht voile 200 Jahre nach Muhammed unter dem Cha

lifen Almamun, welcher uns noch oft beschaftigen wird, ein Statt-

halter in Persien seinen Wohnsitz haben konnte, der nicht ein Wort

persisch verstand^).
Den geistig kraftigeren Elementen, welche an der Religion ihrer

') Kremer H, 147. -') Ebenda 150, Anmerkung 1,



Einleitendes, .\rabische Ubersetzer, 695

Yater hingen und nicht zum Ubertritte zu bewegen waren, sondern

das blieben als was sie erzogen worden waren, meistens nestorianische

Christen und Juden, wurde freilich dem Wortlaut des Gesetzes nach

mit Bedrttckung mannigfacher Art gedroht. Schon Chalife Omar

634—(i44, derselbe, welcher das Jahr 622 der Flucht Muhammeds

als Hid sehr a zum Anfang einer neuen Zeitrechnung schuf, erlieB

das Verbot, daB kein Jude oder Christ in Staatskanzleien angestellt

werde'). Harun Arraschid 786—809 befahl, alle Kirchen in dem

Grenzgebiete niederzureiBen und verordnete, daB die Nicht -Musel-

manner sich einer besonderen Kleidung zu bedienen batten^). Aber

viele dieser Gesetze standen nur auf dem Papiere und wurden massen-

haft umgangen. Wenn wir horen, daB Harun Arraschid selbst einen

nestorianischen Christen Dschibrd ibn Bachtischu' zum Leibarzt

hatte, der sich bei ihm jahrlich auf 280 000 Dirham (das sind ttber

M. 200 000) stand 3), wenn Chalife Almuktadir 869—870 das A'erbot

Andersgiaubige anzusteUen mit der Klausel versah: es sei denn als

Arzte oder Geldwechsler, so wird uns der Grund nicht lange ver

borgen bleiben, warum man so schonend in mancher Beziehung

verfuhr.

Unter den echten Arabern war die Schreibkunst noch wenig
verbreitet. Es ist zweifelhaft, ob Muhammed selbst in spateren
Jahren sie sich aneignete'''). Gewandtheit mit dem Schreibrohre um

zngehen besaBen noch lange Zeit nur Christen und Juden, und so

iiiuBte man wohl oder ttbel sich ihrer bedienen. Namentlich die

nestorianischen Christen waren es, die das staatUche Rechnungswesen
fast allein besorgten und ebenso als Arzte unentbehrlich waren.

Auch Juden, Perser, Inder betrieben die praktische Medizin, aber

das christliche Element war entschieden vorherrschend. Erst der

groBe Razi, dessen Todesjahr auf 932 fallt, eroffnet den Reigen der

mohammedanischen Arzte*). Dagegen war schon unter den persi
schen Sassanidenkonigen im V. S. ungefahr in der Stadt Dschundai-

sabur in der Provinz Chiizistan eine von Nestorianem geleitete und

besuchte medizinische Schule gegrttndet worden. Diese Schule wurde

durch die Eroberung iu ihrer Blttte keineswegs gehemmt, aus ihr

gingen die besten und bertthmtesten Arzte ihrer Zeit hervor, aus

ibr insbesondere die Leibarzte der Chalifen, und wir haben an einem

Beispiele geseben, wie dieselben bezahlt wurden. Die ungeheuren

Geldsummen, welche rasch ihren Besitzer zu wechseln pflegten, bilden

ttberhaupt ein kennzeichnendes Merkmal der damaligen Verhaltnisse,

') Weil S, 20, -) Kremer II, 107, ») Ebenda 179. •*) Weil S. 3.

") Kremer II, 183,
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und man hat gewiB mit Recht auf diesen Umstand hingewiesen i),

um die RaschheU der Entwicklung, die eben so groBe Jahe des

VerfaUs der orientalisch -arabischen Bildung zu erklaren. Wo nicht

bloB der Beherrscher der Giaubigen ttber ungezahlte Schatze ver

fttgte, wo nur als ein Beispiel unter vielen von einem Kaufmanne in

Al-Basra unter Al-Mahdi 775—785 uns berichtet wird, der em tag-

liches Einkommen von 100 000 Dirham (beinahe 30 MiUionen Mark

jahrUch!) besaB, so begreifen wir, welche Treibhaustemperatur durch

solche Mittel den FleiB anzufeuem geschaffen wurde.

Eine ungemein fruchtbare ttbersetzende Tatigkeit begann,

sobald das Arabische die aUgemeine Literatursprache geworden war^).

Aus dem Syrischen, aus dem Persischen, aus dem Griechischen, aus

dem Indischen wurden durch eingeborene Andersgiaubige wertvoUe

Werke in das Arabische ttbertragen. Die Regierungen der ChaUfen

Almansur 754—775, Harun Arraschid 786 — 809, Almamttn

813-—833 sind fttr solche Tatigkeit ganz besonders gttnstig gewesen,

und hier beginnt auch die Geschichte der Mathematik bei den Arabern.

Vielleicht sollte man zugunsten einer Personlichkeit noch um

einige Chalifate weiter hinaufgreifen bis zu dem Omaijaden 'Abd

Almelik 684—705, wahrend die drei obengenannten dem Geschlechte

der Abbasiden angehorten. Unter "^Abd Almelik, welcher gleich den

anderen Omaijaden in Damaskus residierte, war ein Christ von echt-

griechischer Herkunft, Sergius, Schatzmeister, und dessen Sohn Jo

hannes von Damaskus folgte in noch jugendlichem Alter wahr

scheinlich dem Vater hei dessen Tode in dieser SteUung nach. Bald

aber zog er sich nach dem Kloster Saba zurttck, wo er nach den

einen 760, nach den andern gar erst 78!0 starb ^). Wir haben

frtther (S. 464) gesehen, daB ihm, dessen schriftstellerische Tatig
keit aUerdings auf theologischem Gebiete liegt, nachgertthmt wird,
er sei in der Geometrie so bewandert gewesen wie Euklid, in der

Arithmetik wie Pythagoras und Diophantus, aber das ist auch alles,
was wir von ihm als Mathematiker wissen.

Die Abbasiden folgten im (^'balifate auf die Omaijaden im

Jahre 750 in der Person des grausamen, undankbaren, rachsttohtigen
und meineidigen Abu'l 'Abbas, dessen blutgetrankte Regierung nur

vier Jahre dauerte'*). Wir erwahnen aus dieser Zeit nur eine Neuerung.
Die HeiUgkeit des Nachfolgers des Propheten gestattete nicht mehr

einen unmittelbaren Yerkehr zwischen ihm und dem Yolke. Ein Trager
seiner Befehl e muBte die Vermittelung hinfort ttbernehmen, und ein

solcher Trager, arabisch Wezir, wurde demgenmB ernannt. Wir

1) Kremer II, 190. ^) Ebenda 169. ») Ebenda 402. ^) Weil S. 131.
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stehen jetzt wieder an dem Regierungsantritt Almansurs, der nach

den verschiedensten Richtungen eine neue Zeit einleitete und wie

zum auBeren Zeichen derselben seinen Wohnsitz von Damaskus nach

Bagdad an den Tigris verlegte, an die Stelle, wo im Umkreise nur

weniger Meilen einst Babylon und Ktesiphon machtigen Konigen
zum Mittelpunkt ihrer Herrschaft gedient hatten. Der Handel be-

lebte sich sichtlich. Die Schiffahrt im persischen Meerbusen und

darttber hinaus brachte den Kaufleuten namentlich von Al-Basra an

der Mttndung des mit dem Euphrat vereinigten Tigris jene Reich-

tttmer, von denen vorttbergehend die Rede war, brachte ihnen

Menschenkenntnis und Welterfahrung und Wissen der mannio--

fachsten Art.

Al-Basra wurde jetzt der Ort, von wo auch geistige Gttter der

Reichshauptstadt zugeftthrt wurden'). 'Amr ibn 'Ubaid lebte in

Al-Basra, ein Philosoph von sittlicher Reinheit und geistiger GroBe,
der sich tief erbittert ttber die schmachvoUe Regierungsweise der

letzten Omaijaden lebhaft mit politischen Umtrieben beschaftigte und

fttr seinen Teil an dem Sturze wenigstens eines Tyi-annen aus jenem
Geschlechte emsig mitwirkte. Als die Dynastie vollends beseitigt

war, trat er zu dem Abbasiden Almansur in nahe Beziehungen, und

dieser verehrte ihn wie einen vaterlichen Freund. Wahrscheinlicher-

weise waren es die Lehren des 'Amr ibn 'Ubaid, welche die kultur-

freundlichen Anwandlungen Almansur.s in Taten ttberftthrten. Auf

Almansurs Befehl entstanden Ubersetzungen, von denen wir an

deutungsweise gesprochen haben. Aus dem Griechischen, vieUeicht

freiUch erst mittelbar aus syrischen Bearbeitungeu, ttbertrug man

medizinische Schriften^); aus dem Pehlewi die ursprttnglich indischen

Tierfabeln des Bidpai, welche in der zweiten Halfte des VI. S. der

Leibarzt des persischen Konigs Chosrau Anoscharwan, desselben, der

den flttchtigen Lehrern der Athener Hochschule eine Heimat geboten
hatte (S. 503), in jene Sprache ttbersetzt batte^); aus dem Sanskrit

lernte man den Sindhind kennen, welchen Al-Fazari arabisch

herausgab*), und sobald einmal, sagt der arabische Geschichtsschreiber,
der uns dieses erzahlt, diese Werke iu die Offentlichkeit gedrungen

waren, las man sie und studierte mit Eifer die darin behandelten

Gegenstande.

') Kremer H, 410—412, -) Wenrich, De auctorum Graecorum rer-

sionihus et commentariis Syriacis, Arabicis, Armeniaeis Persicisque. Leipzig 1842,

pag. 13—14. ") AViistenfeld, Geschichte der arabischen Aerzte und Natur-

forscher, Gottingen 1840, S, 6, Nr, 7 und S, 11, Nr, 21. "i) Kremer II, 442.

Suter 4—5, Nr, 6.
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Wir sind namentUch ttber das, was den Sindhind betrifi'ti), aufs

beste unterrichtet durch eine in der Einleitung zu einem astrono

mischen Werke enthaltene Erzahlung. Aus dieser berichtet namlich

ein anderer Araber wie folgt: „Alhusain ibn Muhammed ibn Hamid,

bekannt unter dem Namen Ibn Aladami, erzahlt in seinem Tafel-

werke, bekannt unter dem Namen der Perlenschnur^), daB im

156. Jahre der Hidschra vor dem Chalifen Almansur ein Mann aus

Indien erschien, welcher in der unter dem Namen Sindhind bekannten

Rechnungsweise, die sich auf die Bewegungen der Sterne bezieht,

sehr gettbt war, und zur Auflosung der Gleichungen Methoden, die

sich auf die von einem halben Grade zu einem halben Grade be

rechneten Kardagas sttttzten, und auBerdem mannigfache astronomische

Verfahren zur Bestimmung der Sonnen- und Moudfinsternisse, der

Koaszendenten der Zeichen der Ekliptik und anderer ahnlicher Dinge,

insgesamt in einem aus einer gewissen Zahl von Kajiiteln bestehen

den Buche besaB. Das Buch wollte er ausgezogen habeii aus den

Kardagas, welche den Namen eines indischen Konigs Figar tragen,
und welche auf eine Minute genau berechnet waren. Almansiir

ordnete an, daB man dieses Buch ins Arabische ttbersetze und da

nach ein Y'erk verfasse, welches die Araber den Planetenbewegungen

zugrunde legen konnten. Diese Arbeit wurde dem Muhammed ibn

Ibrahim Alfazari anvertraut, welcher danach ein Werk verfaBte,
das hei den Astronomen der groBe Sindhind heiBt. Das Wort

Sindhind bedeutet namlich in der Sprache der Inder ewige Dauer.

Insbesondere die Gelehrten jener Zeit bis zur Regierung des Chalifen

Almamun richteten sich danach. Fttr diese wurde ein Auszug davon

durch Abu Dscha'far Muhammed ibn Musa Alchwarizmi angefertigt,
welcher sich dessen auch zur Herstellung seiner in den Landern des

Islam bertthmten Tabellen bediente. In diesen Tafeln sttttzte er sich

fttr die mittleren Bewegungen auf den Sindhind und wich fttr die

Gleichungen und Deklinationen davon ab. Er stellte seine Gleichungen
nach der Methode der Perser und die Deklinationen der Sonne nach

der Weise des Ptolemaus auf. Er schlug auch in diesem Werke

schone von ihm erfundene Naberungsmethoden vor, welche aber

wegen gewisser augenscheinlicher Irrtttmer, die das Werk enthalt,
und die des Verfassers Schwache in der Geometrie zeigen, unzulang-

') Vgl. Woepcke im Journal As-iaticpie vom 1. Halbjahr 1863, pag.474flgg.
Auch die von uns nachher zu gehenden Eriauterungen finden sich beiWoepcke,
welcher sich hier zum Teil auf Colebrooke stiitzt. =) Ibn Aladami lebte

um 900. Sein Tafelwerk wurde 920 nach seinem Tode von einem Schiiler

herausgegeben. Notices et ecdraits dc manuscrits de la biblioth. VII, 126, An

merkung 3. Suter 44, Nr, 82,
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lich sind. Diejenigen Astronomen der genannten Zeit, welche der

Methoden des Sindhind sich bedienten, schatzten das Werk sehr und

verbreiteten es rasch weiter. Noch heute ist es sehr gesucht von

denjenigen, welche sich mit der Berechnung der Gleichungen der

Planeten beschaftigen,"
Wir mttssen diesem Berichte mannigfache Eriauterungen bei-

fttgen. Der Name Sindhind ist nichts anderes als eine offenkundige
Verketzerung von Siddhanta, und es ist also nur die Frage, welches

von den diesen Namen ftthrenden astronomischen Werken der Inder

genieint sei. Da es im Jahre 156 der Hidschra, welches mit dem

,lahre 773 n. Chr. ttbereinstimmt, nach Bagdad gekommen ist, so

stehen spater verfaBte Siddhantas natttrUch auBer Frage. Genauere

Antwort gestattet sodann die Nennung des Konigs Figar. Es ist

sehr wahrscheinlich, daB Figar ans Vyaghra entstand, daB aber

Vyaghra selbst eine Abkttrzung aus Vyaghramuka ist, dem Namen

des Konigs, wahrend dessen Regierungszeit Brahmagupta 6l'8 seinen

Brahma -sphuta-siddhanta (S. 598) verfaBte. Berttcksichtigt man end

lich die gleichfalls allgemein zugestandene Verketzerung Kardaga
aus kramajya, so dttrfte folgende Vermutung zur fast sicheren

Tatsache sich gestalten: Im Jahre 773 kam durch einen Inder ein

Auszug aus dem astronomischen Lehrgebaude des Brahmagupta nach

Bagdad, und dieser Inder nannte seine Quelle nicht mit dem wahren

Namen des Verfassers, sondern nach dem Konige, unter welchem das

Werk verfaBt war, darin vielleicht nur die Fragen des Chalifen be-

antwortend, welcher die fttrstliche Macht so verstand, daB alles nach

dem benannt werden mttsse, unter dem es geleistet wurde.

Die arabischen Personennamen, welche in dem Berichte

und auch sonst uns bereits vorgekommen sind, erheischen gleichfaUs
eine erlauternde Bemerkung^). Die Araber bedienten sich verhaltnis

maBig sehr wenig zahlreicher Namen. Um so sicherer trat es ein,
daB viele gleichnamig waren, und zur Unterscheidung wurde alsdann,

verbunden durch das Wort ibn = Sohn, auch der Vatersname genannt,
Muhammed ibn 'Abdallah (der Sohn des 'Abdallah) war ein anderer

als Muhammed ibn 'Omar (der Sohn des 'Omar). Waren auch die

Yater gleichnamig, so konnte wiederholt durch ibn eingeftthrt auf

den Yater des Vaters zurttckgegangen werden usw. War eine Ver

wechslung nicht moglich, so lieSi man nicht seiten dem Namen des

Vaters gegenttber den des Sohnes weg und sprach nur von dem

Sohne 'Omars oder von dem Sohne 'AbdaUahs. Auch umgekehrt

') Wustenfeld, Geschichte der arabischen Aerzte und Naturforscher,

S, X—XHL
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hat man durch den Sohn auch wohl den Vater naher bezeichnet, der

nun abu = Vater des nachfolgend Genannten hieB. Ein Muhammed

also, der einen 'Omar zum Vater, eiuen 'AbdaUah zum Sohne hatte,

vereinigte die Namen beider Blutsverwandten mit dem eignen und

hieB dementsprechend Abu 'AbdaUah Muhammed ibn 'Omar. Man

findet dabei die eigentttmUchsten Verbindungen und Weglassungen.

So konnte von dem Vater eines bekannten Mannes, von dem Sohne

des Vaters eines Dritten die Rede sein, ohne daB der Name des

eigentlich Gemeinten ttberhaupt ausgesprochen wurde. Abu Marwan

war Marwans Vater, gleichgttUig wie er hieB; Ibn Abu Marwan war

der Sohn von Marwans Vater, d. h. Marwans Bruder. Der Araber

hat nun ferner die Gewohnheit auch Eigennamen den Artikel al vor-

zusetzen, welcher mit Abu sich zu Abu'l vereinigt und auch andere

Yeranderungen erleidet, z. B. vor einem anfangenden R sich in ar

verwandelt. DaB dieser Artikel um so weniger bei Beinamen fehlen

durfte ist einleuchtend. Wir erinnern als Beispiele an die Chalifen-

namen al Mansur = der Siegreiche, ar Raschid = der auf richtigen

Y'"eg Geleitete, al Mamiin = der durch Vertrauen Beglttckte. Die

Beinamen, vielfach zur genaueren Bestimmung der gemeinten Person

lichkeit beitragend, sind verschiedener Gattung. Sie konnen sich auf

geistige oder korperliche Vorzttge oder Mangel dessen beziehen, dem

sie beigelegt wurden; sie konnen von dem Geburtsorte oder Wohn-

orte des Betreffenden herrtthren; sie konnen eine religiose Sekte be

zeichnen, welcher er angehorte; sie konnen den Stand oder die Be-

schaftigungsweise der Personlichkeit selbst oder des Vaters angeben.
Wir werden durch diese Erlauterung darauf vorbereitet, arabische

Schriftsteller mit einem fttr unsere Gewohnheiten ttbermaBig langen
Namen auftreten zu sehen, aber auch darauf, daB man, um die

Lange zu vermeiden, sich gern nur der Beinamen bediente. So ist

in obigem Bruchstttcke schon von Alhusain ibn Muhammed ibn Ha

mid die Rede und dabei erwahnt, man nenne ihn gemeiniglich Ibn

Aladami. So kommt ebendort Abu Dscha'far Muhammed ibn Musa

Alchwarizmi vor, d. h. Muhammed, der Vater des Dscha'far, der Sohn

des Musa aus der Provinz Chwarizm, und wir werden sehen, daB

Alchwarizmi der Name blieb, unter welchem dieser Schriftsteller in

weiteren Kreisen bekannt wurde.

Wir kehren nach dieser Abschweifung zu der unmittelbar vor

her ausgesprochenen Behauptung zurttck, daB 773 ein Auszug aus

dem uns bekannten Werke des Brahmagupta nach Bagdad kam. Die

arabische Uberarbeitung durch Alchwarizmi muB um 820 etwa

stattgefunden haben. Aber schon vorher wurde jener Auszug von

Arabern benutzt. Ja'kub ibn Tarik schrieb schon 777 Tafek ge-
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zogen aus dem Sindhind'). AhnUche Tafeln fertigte Hafs ibn

'Abdallah aus Bagdad, und Ahmed ibn 'Abdallah Habasch

genannt al Hasib = der Rechner aus Merw steUte um 830 drei ver

schiedene astronomische Tafeln her, eine nach arabischen Beobachtungen,
eine nach den Lehren der Perser, eine nach den Methoden der Inder ^).
Auf ein noch spateres Datum weisen nach indischer Methode berechnete

Tafeln des Abu'l 'Abbas Fadl ibn Hatim aus Nairiz in Persien^)
um 900 und die Perlenschnur des Ibn Aladami aus der o-leicben

Zeit. Ob jedoch alle diese Anwendungen indischer Methoden auf

der einmaligen Einftthrung im Jahre 773 beruhten, ob spatere Ver

bindungen zwischen arabischen und indischen Gelehrten vorhanden

waren, wenn wir von den Reisen absehen, welche Mas'udi (f 956)
und Albiruni (f 1038) in Indien machten und ausftthrlieh beschrieben

haben, ob schon vor 773, damals als Muhammed ibn Kasim unter

dem Omaijaden Welid I., 705 bis 715, bis an den Indus vordrang"*),
indische Wissenschaft in mttndlicher Ubertragung zu den Arabern

gelangt war, das sind Fragen, zu deren Bejahung wir freilich keinen

ttberlieferten Anhaltspunkt haben, deren vollstandige Yerneinung aber

uns fast noch ktthuer erscheinen mochte.

Ungleich gesicherter ist jedenfalls die Art und Weise, in ivelcher

griechische Wissenschaft in sich wiederholenden WeUen den arabischen

Boden durchtrankte. Ganz Syrien in den gebildeten vorzugsweise
christlichen Kreisen ist fast als griechische Kolonie zu denken. Aus

der Schule von Autiochia ging jener Nestorius hervor, welcher 428

bis 431 Patriarch von Konstantinopel war, und dessen Anhanger seine

Heimatsgenossen waren und bis auf den heutigen Tag geblieben
sind. In Emesa und Edessa waren nestorianische Schulen, in welchen

man nicht aufgehort hatte, Hippokrates und Aristoteles zu studieren.

Als dann bei der Amtsentsetzung des Nestorius wegen seiner als

ketzerisch verurteilten Ansichten diese Anstalten in eine Art von

Verruf kamen und die zu Edessa 489 ganz aufhorte, da verschwand

das Studium griechischer Medizin nicht etwa ganz, es zog sich nur

weiter zurttck nach Dschundaisabur in der Provinz Chuzistan, wie

wir (S. 695) gelegentlich gesagt haben. Die spatere Omaijadenresidenz

selbst, Damaskus, besaB unter ihren Einwohnem Manner von grie-

') Hankel S. 230—231. Fihrist 33, Suter 4, Nr, 4, *) Abulpha

ragius, Historia dynast, ed, Pococke. Oxford 1663, pag. 161 der lateinischen

Ubersetzung. Vgl. auch Caussin in den Anmerkungen zu den Hakimitischen

Tafeln des Ibn Junis, Notices et extraits de manuscrits de la Bibliotheque

iiationulc VII, 98, Anmerkung 2, =) Notices et evtraits etc, VII, lis, An

merkung 2, Suter 45, Nr. 88, *) Weil S, 97, Woepcke im Journai Asia

tique vom 1, Halbjahr 1863, pag, 472.
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chischer Herkunft und griechischer Bildang. Damascius von Damaskus

(S. 501) stand um 510 an der Spitze der athenischen Hochschule,

entsprechend wie Johannes von Damaskus in der zweiten Halfte

des VIH. S. Vertreter griechischer Denkungsart in der Heimat war.

Auch in Persien fehlte es keineswegs neben alten an neueren Be

ziehungen zu Griechenland. Der Hof jenes Sasaniden, Chosrau I.

Anoscharwan war, woran wir eben (S. 697) erinnert haben, von 531

bis 533 etwa die Zufluchtsstatte der aus Athen vertriehenen letzten

Peripatetiker gewesen, und wenn dieselben auch der Heimat sich

wieder zuwandten, sobald der Friedensvertrag von 533 es ihnen ge

stattete, die Samen, welche sie einmal ausgestreut hatten, gingen
doch nicht alle in der fremden Erde zugrunde. So war also, als

durch Verhaltnisse, auf die wir aufmerksam gemacht haben, eine

Neigung der Chalifen erwachte, SchriftsteUer anderer Volker in

arabischer Sprache kennen zu lernen, an Mannern kein Mangel,
welche Griechisches aus schon vorhandenen syrischen und persischen

Ubersetzungen, aber auch aus der Ursprache zu ttbertragen im

stande waren.

Die ersten griechischen Mathematiker, welche den Arabern mund-

gerecht gemacht wurden, waren Ptolemaus und Euklid').
Fttr beide werden wir auf die Regierungszeit Arraschids ver

wiesen, dessen Wezir Jahja ibn Chalid der Barmekide die groBe Zu

sammenstellung ttbersetzen UeB. Der erste Yersuch scheint jedoch
nicht von sonderlichem Erfolge begleitet gewesen zu sein. Vielleicht

entstammt ihm die sprachwidrige Verbindung des arabischen Artikels

al mit dem ■^•riechischen Superlativ fiEyCexi], welche in dem Worte

Al-Midschisti (Almagest) ein hochst ungerechtfertigtes, aber durch

die lange Dauer des Besitzes unantastbar gewordenes Bttrgerrecht

erlangte. Erneuerte Durchsicht und Yerbesserung dieser Ubersetzung

erfolgte noch unter desselben Chalifen Regierung durch Abu Hasan

und Salman, dann durch Haddschadsch ibn Jusuf ibn Matar,
welcher letztere auch als erster Ubersetzer der euklidischen Elemente

genannt wird. Euklid scheint er sogar ziveimal, zuerst unter Arra

schid, dann unter Almamun, vorgenommen zu haben, da von den

beiden Bearbeitungeu unter dem Namen jener ChaUfen die Rede ist

als von einer harunischen und einer mamunischen^).
Wir stellen uns keineswegs die Aufgabe, alle arabischen Uber-

') Gartz, De interpretibus et explanatoribus Euclidis arabicis. Halle 1823,

pag. 7, und Wenrich, De auctorum Graecorum versionibus etc. pag. 177 und 227.

^) tJber diese und andere Euklidiibersetzungen vgl. Klamroth, Ueber den ara

bischen Eukhd (Zeitschr. der morgenland. GeseUschaft XXXV, 271—326, Leipzig
1881), Uber Haddschadsch s, Suter 9, Nr, 16.
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setzer zu nennen, oder die griechischen Schriftsteller ttber Mathematik

samtlich anzugeben, welche von jenen ttbersetzt worden sind. Die

einen wie die anderen dttrften nicht einmal alle bekannt sein, selbst

fur solche, welche mit dem gediegensten Einzelwissen an die Unter

suchung dieses Gegenstandes herangetreten sind. Die Anzahl der

noch nicht katalogisierten oder ungenttgend beschriebenen, jedenfalls
von Mathematikern von Fach noch nicbt durchgesehenen arabischen

Handschriften, welche auf unsere Wissenschaft sich beziehen, in

Bibliotheken des Ostens wie des Westens — wir nennen insbesondere

die reichhaltigen spanischen Sammlungen — ist eine ungemein groBe
und verbietet dadurch jedes abschlieBende Wort, mag es um Uber

setzer oder um Originalschriftsteller sich handeln. Nur einige wenige
Ubersetzer sind unter aUen Umstanden zu erwahnen.

Hunain ibn Ishak mit dem ausftthrlichen Namen Abu Zaid

Hunain ibn Ishak ibn Sulaiman al 'Jbadi') gehorte dem christlichen

arabischen Stamme der 'Jbad an. Er kam schon mit guter Vorbddung
nach Bagdad, machte dann Reisen in die grieehischeu Stadte, wo er

deren Sprache sich aneignete und kehrte ttber Al-Basra, wo er sich

noch im Arabischen vervoUkommnete, nach Bagdad zurttck. Jetzt

hegab er sich an die Ubersetzung einer ganzen Reihe griechischer
Naturforscher und Philosophen, auch des Ptolemaus, dessen Almagest
er bearbeitete. Andere Schriftsteller, wie die meisten Werke des

Euklid, die Schrift des Archimed von der Kugel und dem Zylinder,
den Autolykus UeB er unter seiner Aufsicht durch seinen Sohn Abu

Ja'kub Ishak ibn Hunain^) ttbersetzen. Der Vater starb, durch

den Bischof Theodosius wegen Gottesiasterung aus der Gemeinde

ausgestoBen, 873, der Sohn 910 oder 911. Beiden fehlten bei aller

phdologischen Gewandtheit, deren sie sich rtthmen durften, die sach-

lichen Kenntnisse, ohne welche es nun einmal nicht moglich ist, ein

mathematisches Buch zu ttbersetzen, und so bedurften ihre Arbeiten

gar sehr der fachkundigen Yerbesserung.
Diese wurde ihnen durch Tabit ibn Kurrah^). Abu'l Hasan

Tabit ibn Kurrah ibn Marwan al Harrani wurde 836 zu Harraii in

Mesopotamien geboren. Er war zuerst Geldwechsler, wandte sich

aber dann der Y'issenschaft zu und erwarb sich in Bagdad ausge-

') Wustenfeld, Geschichte der arabischen Aerzte und Naturforscher S. 26,

Nr, 69, Suter 21—23, Nr. 44, Wenrich 1, c, pag. 228 glaubte falschhcb die

Almagestiibersetzung dem hier gleich folgenden lahak ibn Hunain zuschreiben

zu mussen. Vgl. Steinschneider in der Zeitschr. Math. Phys. X, 469, An

merkung 2. -) Wiistenfeld, Geschichte der arabischen Aerzte und Natur

forscher S, 29, Nr. 71. ") Ebenda I.e. S, 34, Nr. 81. Fihrist 25—26. Suter

34—38, Nr, 66.
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zeichnete Kenntnisse, sowohl als Mathematiker und Astronom, als

auch in der griechischen Sprache, welcher er wie der syrischen uud

arabischen machtig war. Ein erneuerter Aufenthalt in seiner Vater

stadt war fttr Tabit mit MiBhelUgkeiten verknttpft. Er gehorte

namUch der Sekte der Sabier an, teilte aber deren Ansichten nicht

in der geforderten Strenge und wurde deshalb ausgestoBen. Nun

kehrte er abermals nach Bagdad zurttck, welches er nicht wieder

verlieB. Dort starb er 901 in hochstem Ansehen bei dem Chalifen

Almu'tadid^), 892
—902, der ihn seines nachsten Umganges wttrdigte.

Wir werden es im 34. Kapitel mit Tabit als Originalschriftsteller zu

tun haben. Unter seinen Ubersetzungen nennen wir Schriften des

Apollonius von Perga, des Archimed, des EukUd, des Ptolemaus, des

Theodosius. Den Ubersetzungen konnen wir auch als nahe verwandten

Inhaltes einen Kommentar Tabits^) zu dem (S. 424) von uns er

wahnten Buche des Charistion ttber die Wage anschlieBen. Es ist in

einer viel verbreiteten alten lateinischen Ubersetzung erhalten und

den Forschern ttber die Geschichte der Mechanik als Liber Gharastonis

bekannt.

Etwa gleichzeitig mit Tabit zwischen 864 und 923 ist Kusta

ibn Liika zu nennen^), ein christlicher Philosoph und Arzt, der von

seinen Reisen durch die griechischen Stadte eine Menge Bttcher mit

nach Hause brachte, deren Ubersetzung er sich angelegen sein UeB.

In seinen eigenen Schriften soil Reichtum an Gedanken neben Kttrze

der Ausdrucksweise zu bewundem sein. Er ttbersetzte die Spharik
des Theodosius, astronomisch -geometrische Schriften des Aristarch

von Samos, des Autolykus, des Hypsikles, den Gewichtezieher des

Heron von Alexandria, mit groBer Wahrscheinlichkeit auch den

Diophant.
Die ganze zweite Halfte des X. S. erfttllt Abu'l Wafa Muhammed

ibn Muhammed ALBuzdschani 940— 998 aus Buzdschan*), der als

Ubersetzer des Diophant zu nennen ist. Er verlieB schon mit

20 Jahren seine Heimat, um nach 'Irak ttberzusiedeln, wo er speku-
lative und praktische Arithmetik vermutUch bei zwei Oheimen, Geo

metrie bei zwei anderen Lehrern studierte. Unter der spekulativen
Arithmetik ist das zu verstehen, was die Griechen Arithmetik

nannten, also Zahlentheorie und Algebra, unter der praktischen
Arithmetik die eigentUche Rechenkunst, die Logistik der Griechen,

') Weil S, 194—198, ^ P. Duhem, Les origines de la statique I, 79-93.

») Wustenfeld 1. c. S. 49, Nr, 100. Wenrich L c. S. 178. Steinschneider

in der Zeitschr. Math. Phys, X, 499. Suter 40—42, Nr. 77, *) Bilhard

Wiedemann, Zur Geschichte Abul Wefas, Zeitschr. Math. Phys. XXIV, histor.-
literar, Abtlg, S, 121—122 (1879). Fihrist 39—40.
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wobei jedoch keineswegs jetzt schon mit Bestimmtheit ausgesprochen
werden wiU, daB er beide nach griechischen Mustern erlernt habe.

Die griechischen Schriftsteller, deren Y^erke wir als von Arabern

ttbersetzt namhaft zu machen hatten, sind neben den groBen Meistern

Euklid, Archimed, ApoUonius, Heron, Diophant hauptsachlich solche,
welche den sogenannten kleinen Astronomen (S. 447) der Griechen

ausmachten. Die 'Araber hatten fttr diese Schriften, deren Studium

zwischen die Elemente des Euklid und den Almagest einzuschalten

ist, gleichfalls einen besonderen Sammelnamen, sie nannten sie die

mittleren Bttcher').
Man muB nicht glauben, daB damit die Reihe griechischer

Mathematiker, von denen man weiB, daB ihre Schriften arabische

Ubersetzer fanden, abgeschlossen sei, und ebensowenig, daB es eine

einfache Sache sei, aus arabischen Zitaten king zu werden. Wenn es

natttrUch ist, daB Eigennamen, bei welchen man sich, auch wenn

man die Sprache des Volkes, dem ihre Trager angehorten, kennt, gar

haufig nichts denken kann oder Falsches sich zu denken versucht ist,
beim Ubergang in fremde Literaturen verdorben werden, so haben

arabische Abschreiber, welche sogenannte diakritische Punkte bald

weglieBen, bald unzutreffend hinschrieben, ein besonderes Geschick an

den Tag gelegt, Namen unkenntlich zu machen. Sind nan vollends

die arabischen Schriften nicht im Urtexte bekannt, sondern selbst

wieder in Gestalt von Ubersetzungen ins Lateinische, welche seit dem

XII. S. angefertigt wurden und zum Ted von Mannern angefertigt

wurden, denen die wirklichen griechischen Eigennamen unbekannt

waren, so ist das Unmogliche an Verketzerungen fast das Gewohn

liche. Aus Heron ist Iran und Yrinius geworden^), aus Menelaus

Milleius, aus Archimed bald Arsamites, bald Arsanides, bald

Archimenides usiv.^).
Einen Vorteil bilden diese Umgestaltungen, sobald sie einmal

erkannt sind; sie geben die Moglichkeit, lateinischen Ubersetzungen
oder Bearbeitungeu griechischer SchriftsteUer, welche dieselben ent

halten, auf den ersten BUck anzusehen, daB nicht der griechische

Grundtext, sondern die Zwischenbehandlung eines Arabers die Yor

lage des letzten Ubersetzers bildete, daB also notwendigerweise der

betreffende griechische Schriftsteller als einer von denen betrachtet

werden muB, deren Werke auf arabische Mathematik EinfiuB ttben

') Steinschneider, Die mittleren Biicher der Araber und ihre Bearbeiter.

Zeitschr, Math, Phys, X, 456—498 (1865). -) Zeitschr. Math, Phys, X, 489, An

merkung 60. Suter in der Bibliotheca Mathematica, 3. Folge II, 408—409 (1902).

') Steinschneider in der Hebraischen Bibliographic .Juli-August 1864 (Bd. VII,

Nr, 40) S, 92—93, Anmerkung 20,

Cantor, {reachichte der Mathematik I, 3, Aufl 4o
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konnten. So mttssen beispielsweise die Arbeiten des Zenodorus

den Arabern bekannt gewesen sein, wed in einer lateinischen Ab

handlung ttber die isoperimetrische Aufgabe, welche handschriftlich

in Basel vorhanden ist^), der Name Archimenides vorkommt.

Von anderen Schriftstellern, welche den Arabern bekannt waren,

nennen wir neben Jamblichus und Porphyrius, deren Studium bei

den Syrern niemals aufgehort hat, insbesondere Nikomachus^), dessen

arabische Quellen selbst gedenken. Ebenso dttrfen wir eine Bekannt

schaft mit Pappus vermuten, da Pappus der Rumaer doch wohl nur

irrtttmlich statt der Alexandriner gesagt ist.

Die tibersetzungstatigkeit war auch von einer vielfach kommen-

tierenden begleitet, auf die wir aber, da sie immerhin einige An

sprttche an das Selbstdenken des Kommentators erhebt, bei den

Originalarbeiten zu reden kommen. Y^ir haben, bevor wir diesen uns

zuwenden, nur eine Bemerkung noch zu machen.

Die SchriftsteUer, von welchen als Ubersetzern seither die Rede

war, gehorten samtlich dem Morgenlaude an. Das Morgenland war

es aber nicht allein, welches der Islam sich unterwarf, in welchem

arabisch gesprochen und arabisch gelehrt wurde, und wenn wir gelten

lassen, was fttr die frttheren Abschnitte unsere Richtschnur bildete,
daB es wesentlich auf die Sprache ankommt, nicht auf das ortliche

Beisammenwohnen, um die Zugehorigkeit zu einem Kulturverbande

zustande zu bringen, so werden wir neben den Ostarabern auch

Westaraber berttcksichtigen mttssen, welcher letztere Name fttr die

arabisch redenden Bewohner der afrikanischen Nordkttste, Spaniens
und Siziliens in Anspruch genommen wird.

Langs der afrikanischen Kttste') verbreitete sich der Islam unter

der Regierung Y^elid I., 705—717, vornehmlich durch die Tapferkeit
zweier Feldherren, des Musa und des Tarik. Letzterer war es auch,
der sein Waffenglttck ttber das Mittelmeer hinttbertrug und im Mai

711 auf spanischem Boden jene steile Hohe besetzte, die nach ihm

Tariks Hohe, Dschebel Tarik, Gibraltar genannt ist. Von diesem

festen Punkte aus wurde Spanien bald zum groBten TeUe unter

worfen. Aber die groBe Entfernung von der Chalifenhauptstadt gab
dem Emir, d. h. dem Befehlshaber von Spanien, die Gelegenheit sich

selbstandiger zu gehabeu, als Statthalter der naher gelegenen Pro

vinzen es wagen durften. Nachdem die Abbasiden zur Macht gelangt
waren, kam es zur voUstandigen staatlichen Trennung, indem Emir

^) In dem Sammelbande F. II, 33 der Basler Stadtbibliothek. ') Zeitschr.

Math, Phys, X, 463, Anmerkung 24 iiber Nikomachus und auf derselben Seite

im Texte: Pappus der Rumaer. ') Weil S. 97 flgg,
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'Abd Arrahman ein Omaijade 747 eine eigene spanische Omaijaden-

dynastie grttndete'), welche Versuche des ChaUfen Al-Mahdi 776—777

Spanien ivieder zu unterwerfen, mit Glttck zurttckwies^). Auch das

afrikanische Kttstengebiet trennte sich vom Mutterlande. Seit dem

Anfang des IX. S. entstand '*) dort ein Reich mit der Hauptstadt Fez,
und dieses war, kaum gegrttndet, kraftig genug selbst wieder erfolg-
reiche Kolonisten nach Sizdien auszusenden, wo auch wieder eine

selbstandige moslimische Dynastie ihren Herrschersitz aufschlug.
Wir haben zum Glttck uns nicht mit den Kampfen und Feindselig-
keiten zu beschaftigen, welche zwischen den einzelnen Dynastien
herrschten. Gift und Dolch ebenso wie offene Emporungen UeBen

bald einzelne Personlichkeiten, bald ganze Geschlechter in der Herr

schaft wechseln und auch den Sitz der Herrschaft mehrfach verlegen.
Uns genttgt die Tatsache der fast unaufhorlichen Kiimpfe zur

Sttttze der weiteren Tatsache, daB auch wissenschaftlicher Neid

zwischen den Arabern des Ostens und des Westens eine Scheidewand

errichtete, welche es verhinderte, daB manches, welches den einen

eigentttmUch geworden war, in derselben Form von den anderen ttber

nommen wurde, und was wir damit meinen, wird wohl klar, wenn

wir die Jahreszahl 773, welche das Auftreten indischer Astronomie

in Bagdad bezeichnet, mit der Zahl 715 der Eroberung des West-

reiches, oder auch nur mit der 747 des Beginnes des spanischen

Omaijadenreiches vergleichen. Wir iverden sofort an diese Datenver-

gleichung erinnern mttssen, wenn wir nunmehr an die Ausbreitung
des Zahlenrechneiis als ersten Teil arabisch -mathematischen Original-
schriftstellertums gelangen und dabei wieder zuerst von den Zahl

zeichen der Araber reden.

33. Kapitel.

Arabische Zahlzeichen. Muhammed ibn Musa Alchwarizmi.

Die Schreibkunst der Araber*) iu der Zeit, zu welcher sie fttr

die Geschichte der Mathematik unsere Aufmerksamkeit beanspruchen

dttrfen, war nicht weit her (S. 695). Von einer alten Schrift mit

groben starken geradaufstehenden Zeichen, welche von spateren ara-

') Weil S, 140 flgg, ") Ebenda S, 150 *) Ebenda S. 297—336 die mos-

limischen Dynastien in Afrika und Sicilien, *) Vgl. Silvestre de Sacy,

Grammaire arabe. Paris 1810 und die von Gesenius verfaBten Artikel Ara

bische Schrift S. 53—56 und Arabische Literatur S, 56—69 im V, Bande von

Ersch und Grubers Enzyklopadie.
45*
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bischen Gelehrten selbst diesem Aussehen nach den Namen einer ge

sttttzten saulenartigen Schrift erhalten hat, sind nur geringe 'Uber

reste vorhanden. Ob Zahlzeichen darunter vorkommen, ist uns nicht

bekannt. Eine neue Schrift, welche zunachst dazu angewandt wurde,

den Koran zu schreiben, entwickelte sich um die Mitte des VII. S.

Die Schreibkunst gelangte bei diesem heiligen Zwecke bald zu

hoherem Range, gewerbsmaBige Abschreiber bildeten sich aus, und

da diese besonders zahlreich und geschickt in dem 639 am Euphrat

erbauten Al-Kttfa auftraten, so erhielt die Schrift den Namen der

kufischen. Am Anfange des X. S. veranderte sich diese doch immer

noch grobe und robe SchrUt, welche man mit einem Stifte oder einer

ungespaltenen Rohre zu schreiben pfiegte, besonders unter dem Ein

flusse des 940 verstorbenen Wezirs Ibn Mukla zu jener flttchtigen,

abgerundeten Kurrentschrift, welche heute noch im Oriente dient und

in Druckwerken nachgeahmt wird. Sie fiihrt den Namen Nes-chi-

Bchrift oder Schrift der Abschreiber, und wurde, seit man sich ge-

spaltener Rohrfedern zu ihrer DarsteUung bediente, immer feiner und

eleganter. Schreibkttnstler wie Ibn Bauwab (f 1032), wie der be

rtthmte Jakut (f 1221) glaiizten. Spanien bewahrte seinen eigenen

Schriftzug, der sich bis jetzt in Westafrika, in dem sogenannten

Magrib, erhalten hat; er ist von einer altertttmlichen Steifheit und

Ungefalligkeit^).
Die Buchstaben des arabischen Alphabetes waren ursprttnglich

nach Reihenfolge und Aussprache wohl ttbereinstimmend mit den

22 Lauten, welche auch anderen semitischen Alphabeten angehoren,
und diese altere Anordnung ftthrt den Namen Abudsched durch

Verbindung der drei ersten Laute, wie man Abece und Alphabet sagt.
Als die Nes-chicharaktere sich bildeten, verlieB man die alte Reihen

folge, um die Buchstaben nach ihrem Aussehen za ordnen, d. h. so,

daB die einander ahnlichen Schriftzeichen nebeneinander gestellt
wurden.

DaB die Schreibart der Zahlen bei den vielfachen Yerande

rungen der ganzen Schrift sich nicht gleich bleiben konnte, ist nicht

mehr als natttrUch. Vor aUem liebten es die Araber, die Zahlworter

selbst vollstandig zu schreiben, eine Methode, wenn man das Methode

nennen darf, welche selbst in einem Lehrbuche der Rechenkunst

noch beibehalten ist, das zwischen 1010 und 1016 in Bagdad verfaBt

wurde '■').
Aus ihr wohl entstanden die einem arabisch-persischen Worter-

') Kremer II, 314, ^) Kafi fil Hisab des Abu Bekr Mohammed ben

Alhusein Alkarkhi, deutsch von Ad, Hochheim, Halle 1878.
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buche entnommenen sogenannten Diwaniziffern, welche nur abo-e-

kttrzte Zahlworter sein sollen'). Am klarsten stelle sich dieses durch

den Umstand heraus, daB in Zahlen, die aus Hundertern, Zehnern und

Einem bestehen, die Einer zwischen den Hundertern und Zehnern

ihren Platz finden, wie es in der Aussprache auch sei (S. 607).
AuBerdem bedienten sich die Araber ihrer in der Reihenfolge

Abudsched geordneten Buchstaben in derselben Y^eise wie die

ttbrigen Semiten, um die Zahlen von 1 bis 400 darzustellen. Freilich

ist die genannte Reihenfolge nicht allerorten ganz streng festgehalten
worden. Der gleiche Buchstabe, der in Bagdad 90 bedeutete, hatte

im nordlichen Afrika den Wert 60, 300 wechselte an eben diesen

Orten mit 1000 usw.^), und man hat daraus den SchluB o-ezogen.

diese von den Arabern als wesentlich arabisch bezeichnete Darstel-

lungsweise der huruf aldschummal, d. h. der Zahlenwerte der Buch

staben nach ihrer alten Reihenfolge, konne erst entstanden sein,
nachdem Afrika islamisiert war, also nach 715. Damit stimmt auch

eine Notiz ttberein^), welche dem Chalifen Welid I., unter dessen

Regierung jene Ausbreitung nach Westen erfolgte, das Verbot nach

erzahlt, in die offentlichen, wie wir uns erinnern meist von Christen

geftthrten Bttcher griechische Eintrage zu machen mit Ausnahme der

Zahlen, weil arabisch eins, oder zwei, oder drei, oder achteinhalb

nicht geschrieben werden konne. Eine Ausnahme, welche natttrlich

nur so gedeutet werden kann, daB damals um 700 die Bezeichnung
der Zahlen in abgekttrzter Buchstabennotation anders als mit grie
chischen Buchstaben noch nicht stattfand. Die Schwierigkeit Hunderte

von 500 an zu bezeichnen, scheint man anfanglich ahnlich ttber-

wunden zu haben, wie zum Teil bei deu Hebraern (S. 126) durch

gleichzeitige additive Benutzung von zwei oder gar drei Buchstaben.

Spater, vielleicht erst vom XI. S. an*), ersann man ein neues Mittel.

Wie namlich im Hebraischen gewisse Buchstaben existieren, welche

in zweierlei Aussprache mit und ohne Aspiration vorhanden sind, so

gibt es auch im Arabischen sechs Charaktere von doppelter Laut-

hedeutung. Man unterscheidet dieselbe durch Punkte, welche des

halb diakritische Punkte genannt werden. Diese sechs neuen puiik-
tierten arabischen Buchstaben wurden nun deu 22 schon vorhandenen

beigefttgt und lieferten in dieser Weise nicht nur Zeichen fttr die

Hunderte 500 bis 900, sondern, da jetzt ein Zeichen ttberschttssig

war, auch noch fttr 1000. Die Vereinigung mehrerer Buchstaben zu

') Silv. de Sacy, Grammaire arabe I, 76, Note a und Tabelle VIII.

') Woepcke im Journal Asiatique vom 1, Halbjahr 1863 pag, 463, Note 1

und 464, ^) Theophanes, C7(ro»0(7TO^)7Ha (ed. Franc, Combefis). Paris 1655,

pag, 314 ') Silv, de Sacy, Grammaire arabe I, 74, Note b.
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Zahlen geschah nach dem Gesetze der Reihenfolge linkslaufig, wie es

die Schrift morgenlandischer Volker mit sich brachte.

So war fttr das Volksbedttrfnis, fttr das Schreiben und Lesen

von Zahlen im fortlaufenden Texte ausreichend gesorgt, insbesondere

da den Arabern bei ihrer aUmahlichen Ausbreitung auch noch eine

MogUchkeit offen stand, die MogUchkeit sich der in dem eroberten

Lande schon vorhandenen, dort volkstttmlich gewordenen Zahlzeichen

zu bedienen, von der sie wirklich da und dort Gebrauch machten').
Das Rechnen, dessen Kenntnis am langsamsten unter den eigent

lichen Arabern sich entwickelte, stellt andere Anforderungen. Teils

war es eiu schwieriges nur Gettbten mogliches Kopfrechnen, bei

welchem vieUeicht die DarsteUung der Zahlen an Fingern als HUfs-

niittel diente. Sind wir auch ttber die Zeit durchaus im unklaren,
wann ein solches Fingerrechnen stattfand, so wissen wir aus einem

kleinen Lehrgedichte eines Verwaltungsbeamten Schams addin al

Mausili^), daB es bei Arabern in Ubung war. Genau nach der

gleichen Folge, wie Nikolaus Rhabda es seine Landsleute lehrte

(S. 514
—

515), wurden die Einer und Zehner an der linken, die

Hunderter und Tausender an der rechten Hand dargestellt.
TeUs aber lernten die Araber beim Rechnen den indischen

Stellungswert der Ziffern kennen. Darttber kann bei der ttber

einstimmenden Aussage aUer arabischen QueUen Zweifel nicht be

stehen. Am deutlichsten spricht sich Albiruni darttber aus. Dieser

SchriftsteUer') ist in Iran geboren. Er brachte lange Jahre in Indien

zn, studierte im Sanskrit geschriebene Werke, stellte astronomisch-

geographische Beobachtungen an, denen namentlich auffallend genaue

Breitenangahen fttr die von
, ihm bestimmten Orte verdankt werden,

und schrieb ein groBes Werk uber Indien, welches in jeder Beziehung
zu den bedeutendsten Erscheinungen der arabischen Literatur ge

hort, Albiruni starb im Jahre 103S oder 1039. Er sagt uns*), die
Inder batten nicht die Gewohnheit ihren Buchstaben eine Bedeu

tung fttr das Rechnungswesen zu geben, wie die Araber es taten,
welche ihre Buchstaben nach dem Zahlenwerte anordneten. Die

Inder bedienten sich vielmehr gewisser Zahlzeichen, die aber ver

schiedener Art seien, wie denn auch die Gestalt der Buchstaben bei

den Indern von einer Landesgegend zur andern wechsle. Die von

') Woepcke im Journal Asiatique vom 1. Halbjahr 1863 pag. 236—237,

*) Ubersetzt vonAristide Marre im Bullettino Boncompagni (1868) I, 310—312,

Suter in den Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik XIV, 181 (1902).
") Suter 98—100 Nr, 218 und in der Bibliotheca Mathematica 3. Polge HI, 128,
Note 2 (1903). «) Woepcke im Journal Asiatique vom 1, Halbjahr 1863

pag. 275 flgg.
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den Arabern angewandten Zahlzeichen seien eine Auswahl der o-e-

eignetsten bei den Indern vorhandenen. Auf die Form komme es

nicht an wenn man nur die innenwohnende Bedeutung kenne. Femer

sagt uns Muhammed ibn Miisa Alchwarizmi^), derselbe, welcher fttr

Almamun die indische Astronomie bearbeitet hat (S. 698) und dessen

schriftstellerische Leistungen uns noch in diesem Kapitel ausftthrlieh

beschaftigen mttssen, es herrsche in bezug auf die Zeichen Ver

schiedenheit unter den Menschen, eine Verschiedenheit, welche zunial

bei der 5, der 6, der 7 und der 8 hervortrete, doch liege darin kein

Hindernis.

Sieht man sich so vorbereitet die arabischen Handschriften an,

so findet man wesentUche Abweichungen zwischen den Zahlzeichen

der Ostaraber und der Westaraber. Der Yergleich der auf

der Tafel am Ende unseres Bandes ausgeftthrten Zeichen lehrt, daB

die hauptsachlichsten Abweichungen in den Zeichen fttr 5, 6, 7 und

8 stattfinden, wahrend 1, 4, 9 ziemUch gleich aussehen, 2 und 3 nur

aus horizontaler Lage in vertikale fibergingen. Das kann uns nicht

gerade ttberraschen. Wohl aber ttberrascht es uns, daB die arabischen

Zahlzeichen so ungemein abweichen von den Devanagariziffern und

daB sie viel eher den Yergleich aushalten mit den Apices, beziehungs
weise mit indischen Zeichen des II. bis III. S. Das gibt zu denken!

Als immer wahrscheinlicher drangt sich die Vermutung auf, es

konne der ganze historisch so dunkle als merkwttrdige Vorgang

folgender gewesen sein^):
Um das II. S. n. Chr. kamen indische Zahlzeichen nach Alexan

dria, von wo sie sich in ihrer Anwendung beim Kolumnenrechnen

vieUeicht nach Rom, jedenfalls aber nach dem Westen Afrikas ver

breiteten. Die Erinnerung an die indische Herkunft mag wach ge-

blieben sein. Im VIH. S. lernten die Araber des Ostens die indischen

Zahlzeichen in bereits wesentlich veranderter Gestalt mit der inzwischen

dazugetretenen Null kennen. Die NuU nannten sie as-sifr, das Leere,

') Trattati d'liritmetica pubblicati da Bald. Boncompagni I, pag, 1—2,

■^1 Diese Theorie rfihrt von Woepcke her. Journal Asiatique vom 1, Halbjahr
1863 pag. 69—79 und 514—529. Gundermann, Die Zahlzeichen (GieBen 1899),

hat dagegen folgende Theorie zu begriindeu gesucht: Ein alteres einfaches

System, die Zahlen durch Striche zu bezeichnen, ist allmahlich aber nie ganz

durch ein neues System, das von alien Kulturvolkern der antiken Welt ange

nommen wurde, zurfickgedriingt worden. Die Buchstaben eines Alphabetes

fanden in ihm ihrer Reihenfolge nach Verwendung. Aus diesem Systeme ent

wickelte sich schrittweise ein neues, das nur einzelne Grundzeichen festhielt,

die ubrigen abstieB. Das vollstandige System lebte aber verborgen weiter und

kam nochmals zu groBer Bliite. Endlich wurden durch das Zjffern system, den

Abkommling eines voUstandigen Systems, alle frfiheren Systeme verdrangt.
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als Ubersetzung von sunya, wie die Null bei den Indern heiBt (S. 614).
Im Westen nahm man zwar die Null auf, bUeb aber, und ware es

nur im bewuBten Gegensatze zu den Ostarabern, den alten Zeichen

treu, deren indischen Ursprungs man sich ebensowohl als ihres

alexandrinischen Stempels noch lange erinnerte, und die man jetzt

Gubarziffern nannte, d. h. Stauhzifl'em^) im Gedachtnisse der

indischen Weise auf mit Staub bedeckten Tafeln zu rechnen.

Wenn wir behaupten dttrfen, jene doppelte Erinnerung sei lange
nicht verloren gegangen, so beziehen wir uns dafttr auf drei SteUen

ziemUch spater arabischer Rechenbttcher"). In alien dreien ist die

Form der Gubarziffern neben der der ostarabischen, welche letztere

den Namen der indischen ftthren, aufgezeichnet; in zweien sind die

Gubarziffern beschrieben, d. h. ihre Ahnlichkeit mit arabischen Buch

staben und Buchstabenvereinigungen ist hervorgehoben, so daB man

sie deutlich erkennen kann; in aUen dreien sind dann auch die Gu

barziffern als indische Formen bezeichnet. Das eine Rechenbuch er

zahlt in dieser Beziehung: „Ihr Ursprung bestand darin, daB ein

Mann aus dem Yolke der Inder feinen Staub nahm, welchen er auf

eine Tafel von Holz oder anderem Stoff oder auf irgend eine ebene

Flache ausbreitete, und daB er darauf verzeichnete was ihm beliebte

an Multiplikationen, Divisionen oder sonstigen Operationen, und hatte

er die Aufgabe vollendet, so schloB er die Tafel wieder fort bis

zum Gebrauche." Eben dieses Rechenbuch leitet aber, und das ist

heweisend auch fttr die andere Erinnerung, die ganze Erorterung
durch die Bemerkung ein, die Pythagoraer seien die Manner der

Zahlen gewesen.

Mogen die Vermutungen, mit deren Hilfe hier ein einheitlicher

UberbUck zu gewinnen gesucht wurde, richtig sein oder nicht, das

Vorhandensein der ostarabischen wie der Gubarziffern wird dadurch

nicht beeintrachtigt, und wir mttssen nun SchriftsteUer verschiedener

Zeiten und verschiedener Heimat kennen lernen und von ihnen

erfahren, was sie in der Mathematik geleistet haben, auch wie sie

rechneten.

Der erste arabische Schriftsteller, mit welchem wir es zu tun

haben, ist Muhammed ibn Musa Alchwarizmi. Er hat, wie

wir wissen, im ersten Viertel des IX. S. gelebt. Er war einer der

Gelehrten, welche der Chalif Almamun so sachgemaB zu beschaftigen
wuBte, indem er einen Auszug aus dem sogenannten Sindhind an

fertigen, eine Revision der Tafeln des Ptolemaeus vomehmen, Beob-

') Journed Asiatique vom 1, Halbjahr 1863 pag. 243. *) Ebenda pag. 58

bis 68.
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achtungen zu diesem Zwecke in Bagdad und in Damaskus anstellen,
endlich die Messung eines Grades des Erdmeridians ausftthren lieB^).
Die astronomischen Tafeln Alchwarizmis gehen uns nicht weiter an,

als daB wir hervorheben mttssen, da6 sie von Atelhart von Bath,
einem englischen Monche, welcher um 1120 die erste Ubersetzung
des Euklid aus dem Arabischen in das Lateinische anfertigte (vergl.

Kapitel 40), gleichfaUs in lateinischer Sprache bearbeitet worden

sind^), und daB sich in ihnen zweifellos eine Sinustafel befand^).

Eingehend mttssen wir uns dagegen mit zwei Schriften Alchwarizmis

beschaftigen, in welchen er zuerst die Algebra, dann die Rechen

kunst behandelt hat, deren Reihenfolge wir in unserer Besprechung
aber umkehren.

Beide wurden hoch geschatzt und, wie wir sehen werden, nicht

obne Grund. Beide sind, oder waren in verhaltnismaBig neuer Zeit

im arabischen Texte vorhanden. Die Algebra freilich ist aUein in

diesem Urtexte veroff'entlicht, wahrend fttr die Rechenkunst man lange
auf das Nachsprechen eines selbst arabischer Quelle entstammenden

Lobes beschrankt war: das Buch ttbertreff'e alle anderen an Kttrze

und Leichtigkeit und beweise den Geist und Scharfsinn der Inder in

den herrlichsten Erfindungen '''_). Ein lateinisches Manuskript, 1857

in der Bibliothek zu Cambridge entdeckt und im Drucke heraus

gegeben^), erwies sich aber als Ubersetzung des vermiBten Werkes,
und der Umstand, daB trotz nachtraglichen eifrigen Suchens kein

zweites Exemplar dieser Ubersetzung auBer dem Kodex von Cam

bridge hat aufgefunden werden konnen, vereinigt mit der Tatsache

der Ubersetzung- der astronomischen Tafeln desselben Verfassers

durch Atelhart von Bath, haben die Vermutung entstehen lassen^),
der gleiche Ubersetzer habe auch die Arithmetik lateinisch be

arbeitet, eine Vermutung, welche wenigstens soweit groBe Wahr

scheinlichkeit fttr sich hat, als man auf eineii Landsmann und Zeit

genossen des Atelhart, wenn nicht auf ihn selbst als Ubersetzer

wird schlieBen dttrfen.

') Kremer II, 442—443, Suter 10—11, Nr, 19, aber auch Abhandlungen

zur Geschichte der Mathematik XIV, 168—160 (1902), 2) Math, Beitr. Kulturl.

S. 268—269. Wiistenfeld, Die Uebersetzungen arabischer Werke in das Latei

nische. Abhandlungen der konigl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen.

Bd. XXH (1877) S. 20—23. ") A. v. Braunmfihl, Vorlesungen fiber Geschichte

der Trigonometrie I, 19 Note 1 und 2. •») Casiri, Bibliotheca arabieo-hispana

Escitriedensis I, 427 (Madrid 1760). ") Die Schrift bildet das I. Heft der von

dem Fursten Bald. Boncompagni herausgegebenen Trattati d'aritmdica.

") Vgl. einen Aufsatz von Chasles in den Compites Bendus de I'academie des

sciences XLVIII, 1058 vom 6, Juni 1859.
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Die Schrift beginnt mU den Worten: „Gesprochen hat Algo-

ritmi. LaBt uns Gott verdientes Lob sagen, unserem Fuhrer und

Yerteidiger." Der Name des Verfassers Alchwarizmi ist also hier

in Algoritmi ttbergegangen, und fast in dieser letzteren Form nur

noch etwas weniger der Urform gleichend, namlich als Algorithmus

hat das Wort Jahrhunderte ttberdauert^) und bezeichnet jetzt jedes

wiederkehrende zur Regel gewordene Rechnungsverfahren. Das Be

wuBtsein der eigentUchen Bedeutung des Wortes ist in diesem

modernen Algorithmus ganzlich verloren gegangen, aber das Gleiche

gilt bereits fttr das XIH. S., wo man schon durch aUerlei sprachliche

Taschenspielerkttnste sich bemtthte ein Verstandnis des Wortes zu

gewinnen^): Da sagt einer, das Wort kommt von alleos fremd und

goros Betrachtung, weil es eine fremde Betrachtungsweise ist. Nein,

sagt der zweite, es kommt von argis griechisch und mos Sitte, es

ist eine griechische Sitte. Der dritte kommt zu ares die Kraft und

ritmos die Zahl. Ein vierter sieht in algos ein griechisches Wort,
welches weiBen Sand bedeute, und daher der Name, denn die Rech

nung ritmos wurde auf weiBem Sande geftthrt. Wieder ein anderer

legt sich das Wort auseinander in algos die Kunst und rodos die

Zahl. Manchen war durch Uberlieferung vielleicht das BewuBtsein

geblieben, es handle sich um den Namen eines Mannes, aber dieser

hieB ihnen bald Algorus von Indien, bald Konig Algor von Kastdien,
bald Algus der Philosoph. AUerdings ist auch ein Zeugnis dafttr

vorhanden, daB man in Deutschland im letzten Drittel des XIII. S.

Algorismus als Nameu eines Mannes kannte. Im jttngeren Titurel

findet sich eine Strophe'):
Nu ist auch hi gesundert
Lot vurste von Norwege
Ichn weyz, mit we vil hundert,
Ob Algorismus noch lebens plege
LTnde Abakuc de geometrien kunde,
De heten vil tzo scaffen

Solten se ir aller tzal da haben funden.

Am auffallendsten erscheint, daB hier nicht bloB Algorismus,
sondern auch Abakuc als eine Personlichkeit vorkommt. Neuere Ge

lehrsamkeit hat sich, ehe die richtige Ableitung bekannt war, mit

') In dem Algorithmus den Namen Alchwarizmi erkannt zu haben,

ist das groBe Verdienst von Reinaud (Memoire sur I'Inde pag. 303 sq.), der

schon 1845 diesen Gedanken aussprach, also lange bevor die Entdeckung des

Cambridger Kodex die Vermutung in GewiBheit verwandelte. *) Math. Beitr.

Kulturl. 267. ") Wir verdanken die Kenntnis dieser Strophe Herrn Armin

Tille. VgL Zeitschr. fur deutsche Philologie Bd. XXX. Ein Xantener Bruch

stiick des jungeren Titurel (insbesondere S. 175 die obige Strophe 2009).
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scheinharem Rechte fast am weitesten von der Wahrheit entfernt,
indem sie in ahnlicher Weise wie bei Almagest eine Zusammensetzung
des arabischen Artikels ed mit dem griechischen d^iOyog, die Zahl, ver

mutete und das dazwischengetretene g als sprachliche Absonderlichkeit

betrachtete, die einer Erklarung nicht fahig sei, auch nicht bedfirfe,
da man bei dem Ubergange aus dem Griechischen durch das Arabische

in das Lateinische auf alles gefaBt sein mttsse. Es konnen einen

solche Verirrungen nicht erstaunen, wenn man berttcksichtigt, daB

durch neckischen Zufall alle anderen Formen des Namens unseres arabi

schen Gelehrten, die bekannt geworden sind, dem Algorithmus lano-e

nicht so verwandt klingen wie das zuletzt veroffentlichte Algoritmi.
Als solche Formen erwahnen wir Alclioarismus'), Allcauresinus, ja

sogar Alcliocharithrnus^).
Eine Frage konnte noch erhoben werden dahin gebend, welche

den Namen Alchwarizmi ftthrende Personlichkeit den Urtext zu jener
lateinischen Ubersetzung geliefert habe? Wir nahmen an, es sei

Muhammed ibn Musa Alchwarizmi geivesen, aber eine zweite Per

sonlichkeit konnte gleichfalls als Verfasser gelten. Albiruni, nach

unserer frttheren Dar.stellung (S. 710) dem Nordwesten Indiens ent

stammend, hatte nach anderer Meinung seine Heimat in einem

kleinen Orte Birun der Landschaft Chwarizm
,
und diese Meinung,

wenn auch mutmaBlich irrig, war verbreitet genug ihm den Namen

Alchwarizmi bei manchen zuzuziehen'). AuBerdem weiB man von

ihm, daB er ein Rechenbuch verfaBt hat*), einiger Zweifel konnte

daher entstehen, ob der erste, ob der zweite Alchwarizmi sich in

jener Schrift redend einftthre. Die Sicherung in dem Sinne beruht

auf dem Umstande, daB nur von dem ersten, nicht von dem zweiten

Alchwarizmi eine Algebra geschrieben worden ist, und daB der Ver-
Q n 7

fasser des Rechenbuches nach jenem Anrufen und Preisen des Lenkers

der Dinge, welches er echt arabisch noch weiter fortsetzt als wir es

oben mitteilten, nach Erorterung der Verschiedenheit der Zahl

zeichen unter den Menschen, auf welche wir ebenfalls (S. 711) uns

schon bezogen haben, fortfahrt wie folgt ^): „Uiid ich habe schon in

dem Buche Aldschebr und Almukabala, d. h. der Wiederherstellung
und Gegenttberstellung eroffnet, daB jede Zahl zusammengesetzt sei,
und daB jede Zahl sich ttber eins zusammensetze. Die Einheit also

wird in jeder Zahl gefunden, und das ist es, was in einem anderen

Buche der Arithmetik ausgesprochen ist. Weil die Einheit Wurzel

') Libri, Histoire des sciences mathemuticptes en Italic I, 298, -) Reinaud,

Memoire sur I'Inde pag, 375. ') Wiistenfeld, Geschichte der arabischen

Aerzte und Naturforscher S. 75, Nr. 129. *) Reinaud, Memoire sur I'Inde

pag. 303. '') Trattati d'aritmdica I, 2.
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jeder Zahl und auBerhalb der Zahl ist." Der Anfang dieses Satzes

bis zu der „einem anderen Buche der Arithmetik", in alio libro arith-

metico, entnommenen Bemerkung ttber die Ausnahmestellung der Em

heit findet sich aber nahezu wortUch in der Algebra des Muhammed

ibn Musai). Wir siud also in der Tat berechtigt, hier unter dem

Namen des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi ttber jenes Rechen

buch weiter zu berichten, fttr ihn in Anspruch zu nehmen, was aus

dem letzten Teile der hier mitgeteilten SteUe unzweifelhaft her

vorgeht, daB wer so schrieb, in der Zahlenlehre der Neupythagoraer

wohl geschult sein niuBte, welche er nicht aus indischen Quellen

kennen lernen konnte, djiB unter jenem anderen Buche der Arith

metik die spatere sogenannte spekulative Arithmetik im Gegensatze
zur praktischen Arithmetik (S. 704) gemeint ist, daB dem Verfasser

darttber Kenntnisse zu Gebote standen, welche unmittelbar oder

mittelbar auf Nikomachus, vielleicht auch auf Theon von Smyrna,

der am deutlichsten betont hat, die Einheit sei keine Zahl (S. 435),

zurttckgehen.
Nun wird das eigentliche Rechnen gelehrt, das Zahlenschreiben,

das Addieren, bei welchem ein besonderes Gewicht auf den Fall ge

legt ist, daB die Summe der Ziffern an einer SteUe 9 ttbersteigt; die

Zehner sollen alsdann der folgenden Stelle zugerechnet und an der

ursprttnglichen Stelle nur das geschrieben werden, was unterhalb 10

noch ttbrig bleibt. „Bleibt nichts ttbrig, so setze den Kreis, damit

die Stelle nicht leer sei; sondem der Kreis muB sie einnehmen, da

mit nicht durch ihre Leerheit die SteUen vermindert werden und die

zweite fttr die erste gehalten wird"^). Bei der Subtraktion wie bei

der Addition [soil man bei der hochsten SteUe, also links anfangen,
dann zur nachstfolgenden ttbergehen, weil dadurch die Arbeit, so

Gott will, ntttzlicher und leichter werde. Die eigentliche Schwierig
keit der Subtraktion fur Anfanger, die Behandlung des Falles, daB

eine Stelle des Subtrahenden durch eine hohere Zahl als die ent

sprechende Stelle des Minuenden erfttUt ist, wird zwar erwahnt^),
aber ohne daB ein Beispiel dafttr angegeben ware, trotzdem vorher

tres -modi d. h. drei Beispiele in Aussieht gesteUt sind. Da zwei der

selben (niimUch 3211 von 6422 und 144 von 1144) angegeben sind.

') The algebra of Mohammed ben Musa (ed. Rosen). London 1831, pag. 5,

§ 3: J also observed that every number is composed of units and that any number

may be divided into units. -) Si nihil remanserit pones circulum, ut non sit

differentia vacua: sed sit in ea circulus qui occupet eam, ne forte eum, vacua fuerit,
minuantur differentiae, et putetur secunda esse prima. Trattati d'aritmdica I, 8.

■<) Hierauf hat H. Enestrom in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge, Bd. VI,
307 hingewiesen.
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SO entsteht die Frage, ob hier an einen Mangel des arabischen Originals
oder an eine durch den Ubersetzer verschuldete Auslassung zu denken

sei. Die dritte Operation ist das Halbieren, welches in der um

gekehrten Ordnung bei der niedersten Stelle zu beginnen hat. Das

Verdoppeln hingegen, die vierte Operation, beginnt wieder von oben.

Die Hervorhebung von Halbierung und Verdoppelung als be

sonderen Rechnungsarten ist sehr bemerkenswert. Indisch ist sie

nicht, wenigstens finden wir sie weder bei indischen Originalscbrift-

stellern, noch bei dem nach indischem Muster arbeitenden Maximus

Planudes. Nacb dem heutigen Stande des Wissens konnen wir nur

an unmittelbaren oder durch Griechen vermittelten agvptischen Ein

fluB denken. Die Multiplikation wird nach der Y'^eise ausgeftthrt,
welche wir (S, 610

—

611) bei den Indern kennen gelernt haben; das

Produkt wird jeweil ttber die betreffende Ziffer des MultipUkandus ge

schrieben und verbessert, wenn eine nach rttckwarts folgende Stelle

des MultipUkandus mit der Multiplikatorziffer vervielfacht eine Ycr-

hessernng notig macht. Von der Richtigkeit der genannten Ope
rationen ttberzeugt man sich durch die Neunerjirobe. Die Division

wird nach dem gleichen Gedanken wie die Multiplikation ausgeftthrt,
nur natttrUch in umgekehrtem Gauge. Die Schreibweise ist die, daB

der Dividend unter sich den Divisor, ttber sich den Quotienten erhalt

und erst ttber dem Quotienten die aufeinanderfolgenden Yeranderungen

erscheinen, welche mit dem Dividenden durch Abziehung der Teil

produkte vorgenommen werden. Der Divisor bleibt ttbrigens an

seiner Stelle unter dem Dividenden nicht stehen, sondern rttckt

fortwahrend von links nach rechts zurttck. So liefert die ^Division
46 468:324 den (Quotient 143 und den Rest 136. FaBt ;man die

umstandliche Beschreibung'-) in eine kurze, vielleicht durch den Ver

fasser, vielleicht durch den Ubersetzer weggelassene Musterrechnung

zusammen, so wiirde sie folgendermaBen ausgesehen haben:

136

24

110

22

140

143

46468

:'.24

324

324,

'; Trattati cl'aritmdiea I, 14—16.
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Von einer komplementaren Division ist keine Spur zu finden. Im

Anschlusse an die Division kommt der Verfasser zu den Brttchen

und bemerkt, die Inder batten sich der 60teiUgen Bruche bedient,

welche er dann schUeBlich ausftthrlieh erklart und das Rechnen an

und mit denselben erlautert.

Y^ir schalten hier eine Bemerkung ttber arabische Brttche ein,

von welcher wir zwar nicht die voile Uberzeugung besitzen, daB

sie bereits fttr die Zeit des Muhammed ibn Musa Geltung habe, aber

auch ftir das Gegenteil keinerlei Grttnde kennen, indem es mehr um

etwas Sprachliches als der Rechenkunst Angehoriges sich handeU.

Die Araber unterschieden namlich stumme Brttche von aus-

spi*echbaren^). Aussprechbar sind die Brttche mit den Nennern

2 bis 9 oder anders gesagt: es gibt arabische Worter fttr Halbe,

Drittel, . . Neuntel. Stumm sind Brttche mit Nennern, welche

nicht 2 bis 9 sind oder aus diesen multiplikativ zusammengesetzt
werden konnen, wie etwa Sechstel des Fttnftels statt DreiBigstel.

Ein stummer Bruch ist also z. B.
,„

und muB umschreibend durch
lo

ein Teil von 13 Teilen ausgedrttckt werden. Man hat die Ahn

lichkeit mit dem Aussprechbarmachen der Brttche durch Yerwandlung
in eine Summe von Stammbrttchen bei den Agyptern (S. 68) her

vorgehoben^), und wenn wir uns kein bestimmtes Urteil ttber die

Triftigkeit dieser unter alien Umstanden hochst scharfsinnigen Ver

gleichung zutrauen, so unterlassen wir doch nicht sie zu wiederholen

und im voraus darauf aufmerksam zu machen, daB uns noch eine

weitere Vergleichung, mogUcherweise eine agyptische Erinnerung
durch mttndliche Uberlieferung von Jahrtausenden in diesem Kapitel
aufstoBen wird.

Von einem Rechenbrette oder etwas, was demselben irgendwie

gleicht, ist bei Alchwarizmi keine Rede, und ebenso erfolglos wird

unser Suchen danach bei alteren arabischen SchriftsteUern bleiben.

Von Alkindi, der seine wissenschaftliche Tatigkeit um 850 ent

faltete, wird zwar eine Schrift erwahnt, deren Titel in richtiger

Ubersetzung ttber die Linien und das MultipUzieren mit der Zahl

der Gerstenkomer^) lautet, aber daraus ein Rechnen auf Linien oder

zwischen Linien mit Hilfe von Gerstenkornem entnehmen zu woUen,
dttrfte allzuktthn sein.

Die zweite Schrift des Alchwarizmi, welcher wir uns jetzt zu

wenden, ist die, wie wir schon gesagt haben, vor der Arithmetik des-

') Kafi fil Hisab (deutsch von Hochheim) Heft I, S. 11, Anmerkung 4,
und Behaeddins Essenz der Rechenkunst (deutsch von Nesselmann) S. 4.

=') Herr L. Rodet in einem Privatbriefe. ") Fihrist 11. Suter 23—26, Nr. 45.
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selben Verfassers entstandene Algebra i), das erste Werk, soviel man

weiB, in welchem dieses Wort selbst als Titel erscheint. Ja, wenn

man arabischen Notizen, die teds in einem Werke des XII. S.,
teils in Randbemerkungen zu einer Handschrift von Alchwarizmis

Algebra niedergelegt sind^), Glauben beimessen darf, so ist es das

erste Werk, in welchem jenes Wort vorkommen kann, denn vor

Alchwarizmi habe kein Araber je ttber den dadurch bezeichneten

Gegenstand geschrieben. Wir mttssen demnach sicherlich an dieser

Stelle von dem Worte Algebra reden').

EigentUch sind es zwei Y'orter Aldschebr walmukabala,
welche Alchwarizmi vereint als Titel benutzt hat Dschebr ist re-

stauratio, die Wiederherstellung, inukabala ist oppositio, die Gegen

ttberstellung. Allein mit diesen Wortttbersetzungen ist gewiB fur

niemand, der den Sinn der Y^orter in der Mathematik noch nicht

gekannt hat, 'ctwas verdeutlicht. Trotzdem fand es Alchwarizmi

nicht fttr notwendig, die Worter, die ihm als tJberschrift dienten,
zu erklaren, und, was noch mehr sagen wiU, in dem eigentlich theo

retischen Teile seines Buches kommen diejenigen Operationen, welche

dschebr und mukabala genannt werden, gar nicht vor. YUr werden

noch Folgerungen aus diesem hochst merkwttrdigen Tatbestande

ziehen. Einstweden erlautern wir auf die Erklarungen spaterer ara

bischer Schriftsteller uns sttttzend die Meinung unseres Verfassers.

Wiederherstellung ist genannt, wenn eine Gleichung derart

geordnet wird, daB auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens nur

positive Glieder sich finden; Gegenttberstellung sodann, wenn Glieder

gleicher Natur auf beiden Seiten weggelassen werden, so daB

Glieder dieser Art nach voUzogener Gegenttberstellung nur noch auf

der einen Seite vorkommen, wo sie eben im Uberschusse vor

handen waren.

Alchwarizmi nimmt, wie gesagt, in seinem theoretischen Teile,
wo er zuerst die Auflosung der Gleichungen lehrt, stiUschweigend

an, die betreffenden beiden Vorbereitungsoperationen seien bereits

vollzogen, und er unterscheidet danach 6 Arten von Gleichungen,
welche wir schreiben wttrden:

ax"^ = bx, ax" = c, bx = c, x" Y bx = c, x" Y c = bx,

x^ = bx Y c-

') Eine alte lateinische tJbersetzung ist abgedruckt bei Libri, Histoire

des .sciences mathematiques en Italic I, 253—297, Wir verstehen unter Mohammed

ben Musa, Algebra immer die von Friedr, Rosen besorgte mit englischer

Ubersetzung begieitete Ausgabe, London 1831. *) Mohammed ben Musa,

Algebra pag. VIL =) Ebenda pag. 177—188 und Nesselmann, Die Algebra

der Griechen S. 45—53.
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Er gibt sodann fttr jede dieser Gleichungen Regeln, welche er zu

gleich an Zahlenbeispielen erlautert.

Wir wollen die Auflosung von x" Y c = bx hier beispielsweise

ttbersetzen, wed sie in mehreren Beziehungen die wichtigste ist^).

„Quadrate und Zahlen sind gleich Wurzeln; z. B. 1 Quadrat und

21 an Zahlen sind gleich 10 Y^urzeln desselben Quadrates, d. h. was

muB der Betrag eines Quadrates sein, welches nach Addition von

21 Dirham gieichwertig wird mit 10 Wurzeln jenes Quadrates?

Auflosung: Halbiere die Zahl der Wurzeln; ihre Halfte ist 5. Ver

vielfache dieses mit sich selbst; das Produkt ist 25. Ziehe davon

die mit dem Quadrate vereinigten 21 ab; der Rest ist 4. Ziehe

die Wurzel; sie ist 2. Ziehe dieselbe von der halben Anzahl der

Wurzeln, welche 5 war, ab; der Rest ist 3, Das ist die Wurzel des

gesuchten Quadrates und das Quadrat selbst ist 9. Oder Du kannst

jene Wurzel zu der halben Anzahl der Wurzeln addieran; die Summe

ist 7. Das ist die Wurzel des gesuchten Quadrates, und das Quadrat

selbst ist 49. Wenn Du auf ein Beispiel dieses Falles stoBest, ver

suche die Losung durch Addition, und wenn diese nicht den Zweck

erfttllt, dann wird Subtraktion es sicherUch tun. Denn in diesem

Falle konnen beide — Addition und Subtraktion —

angewandt

werden, was in keinem anderen der drei FaUe, in welchen die Anzahl

der Wurzeln halbiert werden muB, gestattet ist. Wisse auch, daB,
wenn in einer Aufgabe dieses Falles das Produkt der Yervielfachung
der halben Anzahl der Wurzeln in sich selbst kleiner ausfaUt als

die Zahl der Dirham, welche mit dem Quadrate verbunden ist, die

Aufgabe unmoglich ist; ist aber jenes Produkt den Dirham selbst

gleich, dann ist die Wurzel des Quadrates gleich der Halfte der An

zahl der Y'urzeln allein ohne jede Addition oder Subtraktion." In

Zeichen wttrden wir das so schreiben, daB aus x^ Y c = bx sich

-|±U(IF"o
ergebe, also mit zwei mogUchen Werten, vorausgesetzt, daB (^—] >c;

. I bY . . / b\^
bei c> (— 1 sei die Aufgabe unmoglich; bei e = (—) gebe es nur

einen Wert a-' = — •

Nachdem die verschiedenen Gleichungsformen aufgelost sind,
wendet sich Alchwarizmi zum geometrischen Nachweise der Richtig
keit des betreffenden Verfahrens. Auch hier woUen wir nur einen

PaU, etwa x^ Ybx = c hervorheben 2), um zu zeigen, wie die Sache

') Mohammed ben Musa, Algebra pag. 11—12, =) Ebenda pag. 13—16,
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gemeint sei. Das Zahlenbeispiel lautet Y -|- lOa; = 39. Man zeichne

(Fig. 95) ein Quadrat afi und an jede Seite desselben ein Rechteck,
so entsteht, wenn man noch 4 kleine Quadratchen an den Ecken

beifttgt, ein groBeres Quadrat ds. SoU die erste j

Figur afi das Qnadrat x^, sollen die 4 Rechtecke

y, rj, X, 6 die lOa; vorstellen, so ist die Breite

10 5

jedes solchen Rechteckes — =
„ und die 4 Eck-

quadratchen betragen zusammen 4 ( ^ ) = 25.

Das groBere Quadrat ds ist also x'^ Y lO.f + 25

oder 64, weil x"^ Y 10a;- = 39 ist. Die Seite des

groBeren [Quadrates ist mithin ]/6l = 8. Eben diese Seite ist aber

auch X Y -„■ , folgUch x = S — 5 = 3 oder als Formel geschrieben

V

?•

a

X

$

rig, 95,-

r

CL

fi

25 d

X =yA i-^) Y c —

Y 7 beziehungsweise ,r = j/^g) + c —

-^-
■

Alchwarizmi erklart dann ebendenselben Fall mit Hilfe eines Gno

mons. Er legt namlich (Fig. 96) an afi = .v'^ das 10a; in Gestalt

nur zweier Rechtecke y, d an 2 Seiten an, so daB

ein aus afi, y und d bestehender Gnomon gebildet '

ist, welchem zur VoUendung des Quadrates at, nur

ein Eckquadrat von der Seite = 5, mithin von

der Flache 25 fehlt. Das groBere Quadrat ist nun

mehr wieder .r^ -f IO.1; -f 25 = 39 -f 25 = 64 und

seine Seite l/64 = 8. Ebendiese ist aber auch a; -k 5 mg, di;,

und so wieder a; = 8 — 5 = 3.

Wir bleiben in unserem Berichte hier zuvorderst stehen, um an

das Bisherige die erforderlichen Bemerkungen zu knttpfen. Wir

haben gesehen, daB Alchwarizmi seine Schrift Aldschebr walmuka

bala nannte. Als im Mittelalter lateinische Ubersetzungen ange

fertigt wurden, tthernahm man erst einfach die beiden Worter, welche

man nur mit lateinischen Bnchstaben schrieb-'), und welchen man

allenfalls die Ubersetzung restauratio et oppositio beifttgte, die dabei

mitunter in der Reihenfolge wechselten, so daB sie oppositio et re

stauratio hieBen. AUmahlich ging von den beiden arabischen Wortern

das zweite verloren, das erste blieb allein in der Form algebra ttbrig,

und nun geschah das Entgegengesetzte wie bei algorithmus. Dort

vergaB man, daB es eiu Mann war, der so hieB, und suchte das

Wort zu ttbersetzen, hier vergaB man, daB es ein ttbersetzungs-

') Libri, Histoire des sciences mathematiques en Italic I, 253.

Oantoe, Geschichte der Matheraatik I, 3, Aufl. 46
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fahiges Wort war, welches man vor sich hatte und hielt algebra fur

den Namen eines Mannes. Von einem Araber Geber sollte die

Kunst herrtthren, hehauptete im XIV. S. ein Florentiner, Rafaele

Canacci^), uud andere schrieben das glaubig ab, nicht seiten den

Erfinder in jenem Astronomen Dschabir ibn Aflah aus Sevilla ver-

mutend, der gemeiniglich Geber genannt wird und mehrere Jahr

hunderte nach Alchwarizmi erst lebte ^). Im Spanischen ist die Be

deutung und das Wort selbst anuahernd erhaUen in Algebrista, der

Ghirurg ').
Wir haben femer gesehen, daB Alchwarizmi jene Worter dschebr

und muhdbala zwar in der Uberschrift gebraucht aber nirgend er

klart hat, wiewohl der bloBe Wortlaut ganz gewiB nicht ausreicht,

um die technische Bedeutung zu verstehen. Die Folgerung ist da

durch geradezu aufgezwungen, daB Alchwarizmi, mag er auch der

erste arabische SchriftsteUer tiber seinen Gegenstand gewesen seiu,

doch keinesfaUs einen fttr seine Landsleute neuen Gegenstand be

handelte, daB vielmehr durch mttndliche Lehre, entnommen aus per

sonUchen Ubertragungen fremdlandischen Wissens oder aus Schriften,

die in nicht-arabischer Sprache verfaBt waren, schon bekannt gewesen

sein muB, was Herstellung und was Gegenttberstellung sei.

So sind wir zu der Frage gelangt, aus welcher Sprache die ara

bische Lehre von den Gleichungen sich abgeleitet hat und wann

diese Ableitung erfolgte. Die letztere Frage zu beantworten reicbt

das bekannte QueUenmaterial nicht aus. Y^ir konnen nur behaupten,

die Einftthrung der Algebra mttsse hinlangUch lange Zeit vor Alchwa

rizmi stattgefunden haben, um die Moglichkeit zu gewahren, daB

jene Begriffe und die fttr dieselben erfundenen Kunstausdrttcke unter

den Fachleuten — denn fur solche schrieb Alchwarizmi — schon

landlaufig geworden sein konnten. Aber woher war damals die

Algebra gekommen? Zwei QueUen stehen uns, soweit wir sehen, zu

Gebot. Was Alchwarizmi gibt kann griechischen, kann indischen

Ursprungs sein, kann vielleicht einer aus beiden Quellen gemischten

Stromung sein Dasein verdanken, wie wir ja auch in seinem Rechen-

^) Cossali, Grig ine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell' algebra.
Parma 1797. I, 35. ') Hankel S. 248, Note

**
Dieser Geber darf ja nicht

verwechselt werden mit dem Alchimisten Abu Musa Dschabir, der gleichfalls
als Geber in der Literargeschichte genannt -wird und ein Schiiler des Dscha'far

as S-adik (699— 765) war, mithin vor Muhammed ibn Miisa Alchwarizmi gelebt
hat, Vgl, Wustenfeld, Geschichte der arabischen Aerzte und Naturforscher

S, 12, Nr, 25, ■'') Llegaron a un pueblo, donde f-ue ve-ntura hallctr d un- Algebrista
con cpiien se curd el Sanson desgraciado. Don Quixote. Parte III, L. V, c. 15

am Ende. Hier ist augenscheinlioh Algebrista der Ghirurg, der Zerbrochenes

wieder einrichtet.
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buche ttberwiegend Indisches und daneben einzelne griechische Spuren
vorfanden. Wir wollen zu zeigen versuchen, daB, wenn die Algebra
ttberhaupt als eine Mischung zu betrachten ist, jedenfalls griechische
Elemente in ihr weitaus vorherrschen.

Schon die beiden Verfahren der Herstellung und Gegenttber-

stellung, welche voraussetzen, daB auf beiden Seiten der Gleichung
nur Positives stehe, wenn der Ansatz voUendet ist, konnen nicht

indisch sein, weil die Inder von dieser Bedingung nichts wissen. Es

kann hier nur auf Griechisches gemutmaBt werden, und vergleichen
wir unsere Auszttge aus Diophant (S, 47;;), so finden wir o-anz

genau die Vorschrift der Herstellung und Gegenttberstellung, in

welcher nur keine Namen fttr jene.s Verfahren angegeben sind, Namen

die mithin jttnger und mutmaBlich arabischer Herkunft sein werden.

Bei Diophant finden wir ferner gerade die drei Formen unreiner

quadratischer Gleichungen, welche unser Araber kennen lehrt, wieder

mit einem kleinen Unterschied, auf den wir noch zu reden kommen.

Vergleichen wir weiter.

Alchwarizmi hat fttr die in den Gleichungen auftretenden GroBen

verschiedene Namen. Die Unbekannte heiBt schai, die Sache, oder

dschidr, die Wurzel. Das Quadrat der Unbekannten heiBt mal, Ver

mogen, Besitz. Die bekannte GroBe wird als die Zahl benannt. Der

Name des Quadrats kann nun sehr wohl aus dem griechischen

dvrccpig, Moglichkeit, Vermogen ttbersetzt sein, wahrend es aus dem

indischen varga, die Reihe, unter keinen Umstanden abgeleitet werden

kann^). Das Wort schai fttr die Unbekannte entspricht weder dem

indischen yavattavat, noch dem dQiO/xog des Diophant. Letzteres war

freilich nicht mehr zu verwenden, wenn man ihm schon eine andere

Bedeutung gegeben hatte, wenn man ganz zweckinttBig die bekannte

GroBe der Gleichung, die fiovdg des Diophant, die rupa der Inder

Zahl genannt hatte. Der Name schai, Sache, fttr die Unbekannte er

innert, wenn man ihn nicht als in der Natur der Fragen begrttndet
einheimisch entstanden lassen sein will, nur an das ag3'ptische hau,
welches gleichfalls Sache heiBt und fttr die Unbekannte gebraucht

wird, eine Ahnlichkeit, auf welche wir oben (S. 718) vorbereitet

haben ^). Nun bleibt noch dschidr, die Wurzel, fttr die Unbekannte

erkiarungsbedttrftig. Man hat darin eine "ijbersetzung des indischen

inula erkannt. Das ist ganz gewiB richtig fttr die Bedeutung von

'; f'ber alle diese Namen vgl, Hankel S, 264, Note ", wo freilich weder

alles angegeben ist, was wir hier mitteilen, noch die gleichen Folgerungen ge

zogen sind, -) Die Vergleichung z-wischen schai und hau haben wir in dem

Aufsatze: ,,'W'ie man vor vierthalbtausend Jahren rechnete" in der Beilage zur

Allgemeinen Zeitung vom 6. September 1877 aasgesprochen.
46*
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dschidr als Quadratwurzel einer Zahl, welche bei den Griechen stets

Ttkavgd, die Seite, hieB. Aber ob nicht zugleich an das gCtn des Ni

komachus, welches in der Arithmetik des Boethius sich mU er-

weUerter Bedeutung als radix wiederfindet^), erinnert werden darf,

ist eine doch wohl aufzuwerfende Frage. Es konnte ptg^ selbst eine

Ubersetzung von mula seiu, wenn wir an die indische Beeinfiussung

Alexandrias im II. S. uns erinnern; es konnte mula aus Qt^ri ttber

setzt worden sein, wenn wir an die alexandrinische Beeinflussung

Indiens denken; es konnte dschidr dem einen wie dem andern Worte

sein Dasein verdanken! Soviel scheint daraus hervorzugehen, in

diesen Wortvergleichungen werden wir den Schlttssel zu dem uns be

schaftigenden Geheimnisse nicht finden.

Tauschen wir uns nicht, so liegt dieser Schlttssel in den Figuren,

welche Alchwarizmi zur Begrttndung seiner Auflosungen der unreinen

quadratischen Gleichungen gezeichnet hat, oder vielmehr in den

Buchstaben, welche er zur Bezeichnung dieser Figuren verwendet^).

Alchwarizmi beweist Algebraisches geometrisch; das ist von vorn

herein griechisch, nicht indisch, da dem Inder gerade das entgegen

gesetzte Verfahren Gewohnheit ist, Geometrisches algebraisch zu be

handeln, und nur eine unbestimmte quadratische Gleichung

xy
= ax Y by Y c

(S. 631) geometrische Erorterung fand, welche uns an einen griechi
schen Ursprung gerade dieser Gleichungsauflosung denken \ie&. Alch

warizmi bezeichnet ferner seine Figuren mit Buchstaben ; das ist

wieder griechisch, nicht indisch. Und nun vollends mit welchen

Buchstaben bezeichnet er sie? Allerdings mit arabischen Buchstaben,

aber mit solchen, welche eine bunte Reihenfolge in dem spateren
arabischen Alphabete darsteUen und auch durch die Reihenfolge
Abudsched nicht ganz erklart sind, wahrend sie durch griechische
Buchstaben nach dem Gesetze gleichen Zahlwertes, sofem man die

Buchstaben als Zahlen betrachtet, ausgedrttckt die vollstandig richtige

griechische Reihenfolge zeigen, und auch darin griechisch sich geben,
daB sie das g und t ausschUeBen. Welchen Grund konnte ein

Araber gehabt haben, seinen beiden Zeichen, welche die Zahlenbedeu-

') Badices autem proportionum voco numeros in superiore dispositione desciip-

tos, quasi quibus omnis summa supradidae comparationis innitatur (Boetius
ed. Friedlein pag, 60 1. 1—3). ^) Der den Charakter einer Methode an sich

tragende Gedanke auf die Buchstaben einer Figur und deren Reihenfolge zu

achten, um die Herstammung einer Lehre zu erkennen, riihrt von Hultsch her,
der ihn in seiner Abhandlung iiber den heronischen Lehrsatz, Zeitschr, Math,

Phys. IX, 247 zuerst in Anwendung gebracht hat.



Arabische Zahlzeichen. Muhammed ibn Miisa Alchwarizmi, 725

tung 6 und 10 haben und so den als ausgeschlossen von uns ge

nannten entsprechen, also den «'-Laut und den j-Laut, nicht zu be

nutzen? Keinen, so viel wir sehen. Der Grieche hatte solche Grttnde.

Das S war ihm im Gewohnlichen ttberhaupt kein Buchstabe mehr,
und das ^, wie wir uns erinnern, dem einfachen Striche allzuahnlich.

Der ein griechisches Muster benutzende Araber folgte ihm, aber auch

nur dieser.

Wir behaupten auf diese Begrttndung gesttttzt: Zum mindesten

die geometrischen Nachweisungen fttr die Auflosung unreiner qua

dratischer Gleichungen bei Muhammed ibn Musa Alchwarizmi sind

griechisch, und damit gewinnen auch frtthere Behauptungen erneute,

fttr manchen Leser vielleicht erhohte Wahrscheinlichkeit, die Be

hauptung jene Auflosung der Gleichung xy
= ax Y by Y e bei

Bhaskara sei griechischen Ursprungs, die Behauptung, die griechische

Algebra habe von Euklid zu Heron, vielleicht zu Diophant in voU

kommen selbstandiger Entwicklung sich ausgebildet.
Wie Alchwarizmi zu griechischer Algebra gekommen sein kann,

darttber vollends ist nach der allgemeinen kulturgeschichtlichen Uber

sicht, welche wir im vorigen Kapitel zu geben uns gedrungen ftthlten,
kein Zweifel. Die griechischen Gelehrten, die am persischen Hofe

erschienen waren, gehorten einer Zeit an, welche wohl anderthalb

Jahrhunderte nach Diophant fallt, und durch sie kann und wird

manches aus Diophant, beziehungsweise aus Kenntnissen, wie sie in

griechischer Sprache nns nur bei Diophant erhalten sind, mitgeftthrt
worden sein. Wir erinnem ferner daran, daB Johannes von Da

maskus im VIIL S. zum arabischen Hofe iii Beziehung stand, jener
Mann (S. 696), der mit Pythagoras und Diophant verglichen worden

ist, vielleicht doch mehr als eine Floskel seines Lobredners, vielleicht

ein Hinweis darauf, daB die Gegenstande pythagoraischer wie dio

phantischer Arithmetik und Algebra ihm gelaufig waren.

Es fehlt freilich bei Alchwarizmi neben Dingen, in welchen er

als Schttler griechischer Algebraisten sich erweist, auch nicht an

Dingen, in welchen er sich wie von den Indern, so auch vou ihnen

zu unterscheiden scheint, nicht an solchen, in welchen er ttber sie

hinausgeht. Die Griechen, und wie die Griechen so auch die Inder

(S. 625), bereiteten eine unreine (iuadratische Gleichung, etwa

a.c- Y bx = c,

zur Auflosung dadurch vor, daB sie dieselbe mit dem Koeffizienten a

des quadratischen Gliedes, unter Umstanden auch mit dem Vierfachen

desselben Aa vervielfachten. Alchwarizmi schlagt den entgegen

gesetzten Y''eg ein, er laBt seine Gleichung durch jenen Koeffi-
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zienten dividieren i) und bringt sie so in die in seinen Losungen vor-

gesehene Form x^ Y hx = c^. Wir erinnern uns ferner, daB es min

destens sehr wahrscheinUch gemacht werden konnte, Diophant habe

nicht gewuBt, daB manche unreine quadratische Gleichungen zwei von

einander verschiedene positive Wurzelwerte besitzen (S, 476). Alch

warizmi spricht ausdrttcklich von den beiden Wurzeln der Gleichungen
x^ Y c = bx (S. 720). Das durfte doch wohl auf indischen EinfluB

zurttckzuftthren sein, so daB damit das Wort Mischung, dessen

Moglichkeit Vir fttr die arabische Algebra in sehr einschrankende

Klauseln einschlossen, sich fttr dieses eine indische Element recht

fertigen konnte.

Indisch ist auch wohl die nur uneigentlich der Algebra zuge-

teilte Regeldetri, welche in der Fortsetzung von Alchwarizmis

Werke auftritt^) und ahnlich bei griechischen SchriftsteUern uns

nicht bekannt ist.

Gehen wir in unserem Berichte weiter, so kommen wir zu einem

unzweifelhaft wieder griechischen Quellen entstammenden Kajiitel mit

der Uberschrift die Messungen, misi'tltdt^). Einzelheiten mogen

unsere Behauptungen bestatigen. Alchwa

rizmi spricht den pythagoraischen Lehrsatz

aus und wiU ihn beweisen. Zum Beweise

dient ihm (Fig. 97) das in acht gleichschenk

lige rechtwinldige Dreiecke zerlegte Qua

drat, die Figur, deren wir als Fig. 34 zum

Verstandnis der berttchtigten platonischen
Menonstelle (S. 217) bedurften, welche auch

von Pythagoras mutmaBUch zum Beweise

seines Satzes in dem ersten FaUe, daB das

vorgelegte rechtwinkUge Dreieck die Halfte

eines Quadrates war, benutzt wurde, eine MutmaBung, die selbst

wieder zu gesteigerter Wahrscheinlichkeit gelangt, wenn wir die dazu

dienende Figur als eine griechische wirklich nachweisen konnen. Das

konnen wir aber trotz des arabischen Fundortes wieder md Hilfe der

') The solution -is the same ivhen two squares or three, or more or less be

specified; you reduce them to one single square and in the same proportion you
reduce also the roots and simple numbers, which are connected thereivith (Mo
hammed ben Musa, Algebra pag. 9), -) Mohammed ben Musa, Algebra
pag, 68-70, -•') Ebenda pag, 70—85, Eine franzosische Ubersetzung dieses

einen Kapitels hat Aristide Marre nach Rosens engKscher tJbersetzung in

den N. ann. math. V, 557—570 gegeben, Spater hat er sie nach dem arabischen
Grundtexte verbessert zum erneuerten Abdruck bringen lassen in Annali di

matematiea piira ed applicata T, VII. Roma 1866,
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Buchstaben. Unter den 12 Figuren, welche ttberhaupt in dem Kapitel
der Messungen vorkommen, ist eine (ein durch einen vertikalen Durch

messer geteilter Kreis) ohne jede Bezeichnung. Zehn Figuren sind

durch an die Seiten beigeschriebene LangenmaBe bezeichnet. Die

einzige zum pythagoraischen Lehrsatze gehorige Figur tragt Buch

staben an den Ecken und zwar solche, die nach unserer vorerwabnten

Methode ins Griechische ttbertragen eine richtige Reihenfolge der ge

wahlten Buch,staben geben'). Vierecke, heiBt es alsdann weiter, ,sind

von fttnf Arten: Quadrate, Rechtecke, Rhomben, Rhomboide, un-

regelmi'iBige Vierecke. Das sind ganz genau die fttnf euklidischen

Vierecke im Gegensatze zu den indischen (S. 051), Alchwarizmi

unterscheidet dabei Lange und Breite der Figuren, unter ersterer die

groBere, unter letzterer die kleinere Abmessung verstehend. Das ist

wieder alexandrinisch und von agyptischer Zeit her in Gebrauch (S.394).
Die Aufgabe wird gestellt: in ein gleichschenkliges Dreieck, dessen

beide gleiche Schenkel 10 und dessen Grundlinie 12 zur Lange hat,
ein (juadrat einzuzeichnen. Die Hohe des Dreiecks ergibt sich ihm

4
als 8, die Quadratseite als 4— . Genau dieselbe Aufgabe mit den

selben MaBzahlen findet sich bei Heron"), denn darin wird man doch

wohl eine Verscliiedenheit nicht erkennen wollen, daB Heron von

seinem gleichschenkligen Dreiecke nur die Grundlinie mit 12, die Hohe

mit 8 bekannt gibt, woraus man die beiden gleichen Seiten mit je 10

berechnen konnte, wenn Heron es auch unterlaBt. Eine gewisse Ver

schiedenheit bietet nur die Art der Berechnung der Quadratseite, die

in dem arabischen Texte deutlicher ist als in unserem griechischen
Wortlaute. Heron namUch verschafft sich ohne weitere Begrttndung
die Quadratseite, indem er das Produkt von Hohe und Grundlinie durch

die Summe von Hohe und Grundlinie dividiert; Alchwarizmi dagegen
rechnet — ob nach griechischer Yorlage lassen wir dahingesteUt —

dieselbe Formel erst algebraisch aus, indem er die Quadratseite als

Unbekannte wahlt und die vier Stttcke, in welche die Einzeichnung
des Quadrates das ursprttngliche Dreieck zerlegt, ihrer Flache nach

einzeln berechnet, welche alsdann zusammen der bekannten Gesamt-

flache gleich gesetzt werden. Allerdings fehlen audi in dem Kapitel

der Messungen gewisse Dinge, welche wir sonst bei Schriftstellern,

die unmittelbar an Heron sich anlehnen, zu finden gewohnt sind.

Die naherungsweise Berechnung des gleichseitigen Dreiecks unter

') Rosen hat zwar B- wo wir J haben, doch ist dieses offenbar Wirkung

eines Schreibfehlers, indem die beiden entsprechenden arabischen Buchstaben

sieh nur durch ein kleines Piinktchen unterscheiden, ") Heron (ed, Hultsch)

pag. 74—75.
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Benutzung von l/3 = —

,
die heronische Dreiecksformel aus den drei

& ' 15 '

Seiten, jene altagyptischen Annaherungswerte fttr Vierecksflachen

als Produkte der arithmetischen Mittel von je zwei GegenseUen lehrt

Alchwarizmi nicht. Von Stereometrischem hat nur der Inhalt einer

abgestumpften quadratischen Pyramide, deren Grundflache die Seite 4,
die Abstumpfungsflache die Seite 2 besitzt, wahrend die Hohe 10 ist,

Beachtung gefunden. Die Berechnung selbst kann nach griechischem
Muster geftthrt sein, wiewohl gerade diese Zahlen in keinem der be

kannten heronischen Beispiele vorkommen. Auch ein indisches Ele

ment ist ttbrigens mit Bestimmtheit in diesem Kapitel nachzuweisen.

Die Verhaltniszahl jr wird namlich in dreierlei GroBen angegeben.

Davon werde
""

„im praktischen Leben angewandt, wiewohl es nicht

ganz genau sei; die Geometer besitzen zwei andere Methoden", und

diese sind die indischen n = "j/lO und % =
kt^^a

"

^uuuu

Nun kommt ein letzter wieder ganz verschieden gearieter Ab

schnitt, an Lange ziemlich genau die Halfte des ganzen Buches aus-

machend') und dadurch den Beweis Uefernd, daB in den Augen des

Verfassers hier wohl der Schwerpunkt seiner Aufgabe Uegen mochte.

Es handelt sich um die ungemein verwickelten, um nicht zu sagen

verworrenen Bestimmungen ttber Erbrecht, ttber Freimachung von

Sklaven und dergleichen, welche in dem Koran, dem bttrgerlichen
nicht minder als religiosen Gesetzbuche der Araber, enthalten waren,

und welche mit ihren sich oft widersprechenden Forderungen nicht

seiten eine Entscheidung notig machten, die von dem Rechte und

der Rechnung gleichmaBig abwich, wed es untunlich schien, nur

das eine zugunsten des anderen zu verletzen. Aufgaben wie jene
romische Erbschaftsfrage von der Witwe, die nach dem Tode des

Mannes Zwillinge zur Welt bringt, sind in diesem Abschnitte nicht

enthalten, was ja zum voraus keineswegs sicher war, da moglicher
weise auch diese Doktorfrage einem arabischen Rechenkttnstler hatte

bekannt werden konnen und dann gewiB seine Sammlung kitzlicher

FaUe zu bereichern beigetragen haben wttrde. Aber wenn auch

Ahnlichkeiten und Ubereinstimmungen mit dem romischen Rechte

bei den Arabern nachzuweisen sind, ableitbar aus der langen Geltung
roniischen Rechtes in Palastina und Syrien, im Erbrecht finden sich

keine Vergleichungspunkte. Es ist ganz unabhangig von fremden

Einfittssen auf ausschlieBlich semUischem Boden entstanden, und nur

die hebraische Gesetzgebung, die ebenso wie die arabische auf eine

') Mohammed ben Musa, Algebra pag. 86—174,
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altsemitische gemeinsame Rechtsauffassung zurttckreicht, hat hierbei

mitgewirkt^). Dieser Abschnitt der Algebra ist also arabisch durch

und durch und ist als Grundlage zahlreicher spaterer besonderer

Schriften zu betrachten, welche geradezu von den Erbteilungen
und den dabei vorkommenden Rechnungen ausschheBlich

handeln. Ibn Chaldun, ein arabischer Gelehrter, der von 1332 his

1406 im Okzidente lebte, hat diesen Teil der mathematischen Wissen

schaften unter dem Namen al far a 'id, d. h. gesetzlich festgestellte

Bedingung, ausfiihrlich geschildert und Schriftsteller genannt, welche

sich mit demselben besonders beschaftigten^). Gleiches findet sich

bei Hadschi Cbalfa'), einem Bibliogi-aphen des XVII. S.

Ydr haben die beiden Lehrbttcher Alchwarizmis, sein Lehrbuch

der Rechenkunst und das der Zeit nach altere der Algebra, verhalt

nismaBig sehr ausftthrlieh besprochen. Die ganz auBergewohnliche

Wichtigkeit, welche beide Schriften fttr die Entwicklung der abend

landischen Mathematik gewonnen haben, wird noch nachtraglich
dieses langere Verweilen rechtfertigen. Schon jetzt dttrfte aber unsere

Rechtfertigung von dem Gesichtspunkte aus geliefert sein, daB uns

nunmehr die Grundlage genau bekannt ist, welche durch den ersten

arabischen SchriftsteUer ttber Mathematik natttrlich aus fremdem

Stoffe geschaffen war, eine Grundlage, auf welcher seine Landsleute

nun fortbauen konnten und muBten, mochten sie gleich ihm die schon

zubehauenen Steine den Trttmmem einer fremdlandischen Bildung ent

nehmen, oder mochten sie selbst ganz Neues schaffend ihre Be-

fahigung mehr als bloBe Aufbewahrer angeeigneten Gutes zu sein

glanzend bewahren.

Was das Verhaltnis betrifft, in welchem gemischt Griechisches

und Indisches von Alchwarizmi aufgenommen nnd verarbeitet wurde,
so laBt sich dasselbe kurz dahin angeben, daB als indisch vornehm

lich die Rechenkunst, als griechisch dagegen, wenn auch nicht unter

AusschlieBung jegUcher aus Indien stammender Veranderung, die

.Algebra sowie die Geometrie, mit anderen Worten die eigentliche
wissenschaftliche Mathematik sich erweist.

Diese fast gegensatzliche Scheidung der beiden Richtungen,
welche bei Muhammed ibn Musa Alchwarizmi sich einigermaBen

verwischte, scheint auch fast zwei Jahrhunderte nach ihm im aU

gemeinen noch bemerklich gewesen zu sein. Erzahlt doch der be-

') Kremer I, 527—532, -) Ibn Khaldoun, Prolegomenes in den Notices

et e.draits des mamiscrits de la Bibliotheque imperiale T, XXI, Partie 1, pag, 21

bis 25 und 138—140, ttber Ibn Khaldoun selbst vgl. Suter 169—170, Nr. 420.

') Haggi Halifa, Bd, IV, S, 393 flgg.
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rtthmteste unter alien arabischen Arzten Abu 'All Husain ibn

"^AbdaUah ihn Husain ibn 'AU as-Schaich ar-Ra'is Ibn Sina oder

Avicenna, wie man ihn gewohnlich nennt, er habe^) in seinem

zehnten Lebensjahre — das war zwischen 990 und 995 n. Chr. — in

Buchara von einem Lehrer Unterricht im Lesen des Koran und iu

den Wissenschaften erhalten und habe bald den Gegenstand aUgemeiner

Bewunderung gebddet; dann habe der Vater ihn zu einem Manne

o-eschickt, der mit Kohl handelte, und der in der indischen Rechen-

kunst wohl erfahren war, damit er von diesem lerne.

Selbst Muhammed ibn Musa hat neben seiner Algebra noch eine

Schrift verfaBt, in ivelcher er nach hochster Wahrscheinlichkeit

Gegenstande sehr ahnlicher Natur nach einer weniger wissenschaft

lichen als praktischen Methode, die auch bei den Indern, wenn auch

etwas abweichend (S. 618) uns begegnet ist, behandelte^). Wir kennen

freilich nur die Uberschrift des uns verlorenen Buches Uber die

Vermehrung und Verminderung, fil dscham' wattafrik, und aus

diesem Titel selbst lieBe sich gar nichts entnehmen, wenn er nicht

haufiger vorkame, einmal begleitet von der Abhandlung, der er als

Uberschrift dient, und aus deren Inhalt man auf den der gleich-
betitelten aber nicht mehr vorhandenen Arbeiten schlieBen zu dttrfen

glaubt. So erganzt man sich die Schrift ttber die Vermehrung und

Verminderung des Alchwarizmi, so die des Sind ibn 'Ali, des Sinan

ibn Alfath. Von diesen beiden war der erstere einer der Astro

nomen, welche Chalif Almamun zugleich mit Alchwarizmi in Diensten

hatte, und ebenso wie von diesem, ebenso wie von dem vieUeicht

nicht viel spateren Sinan ibn Alfath ist auch von ihm eine Schrift

fiber indische Rechenkunst ausgegangen '). Die zur Erganzung dienende

Schrift ist in einem dem Mittelalter entstammenden lateinischen Texte

vorhanden*) und ist betitelt: Eibe-r aug-menti di-mirtutio-nis vocatus

rtunieredio divinationis ex eo ejuod sapientes Indi posuerunt, quem

Ab-raham compilavit et secundum librum qui Indormn d-ictus est com-

pos-ud. Ob dieser Abraham, wie man vermutet hat, der sonst unter

dem Namen Ibn Esra bekannte gelehrte Jude ist, der 1093 bis

1168 lebte, ob ein Araber Ibrahim sich darunter verbirgt, -wie man

frtther als einzige MogUchkeiten in Wahl stellte, ist keineswegs aus-

gemacht. Gewichtige Grttnde werden vielmehr daftir beigebracht, der

') Wiistenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher S. 64—75, Nr. 128

Abid Pharagius Historia Dynast, (ed. Pocock) pag. 229 der lateinischen tJber

setzung. Suter 86— 90, Nr, 198. ^) Woepcke in dem Journal Asiatique
1. Halbjahr 1863, pag. 514. ") Ebenda 490. *) Libri, Histoire des sciences

mathematiques en Italic I, 304—371. tJber einige dunkle Stellen vgl. Schnitzler,
Zeitschr. Math, Phys, IV, 383—389.
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ratselhafte Verfasser sei ein gelehrter Agypter Sodscha ibn AslamM

gewesen, von dem man iveiB, daB er ein Buch ttber die Vermehrung
und ttber die Verminderung geschrieben hat. Die Namensverschieden-

heit soil dabei kaum ins Gewicht fallen, da der ohnedies sehr seltene

Name Aslam in arabischen Schriftzttgen verhaltnismaBig leicht mit

Ibrahim verwechselt werden konne ^). Unzweifelhaft dageo-en ist es,

daB das gelehrte Verfahren den Indern zugeschrieben ist, da ihrer

nicht bloB in der Uberschrift gedacht wird, sondern anch im Texte,
wo der Verfasser wiederholt, er habe dieses Buch nach denjenigen

Erfindungen zusammengesteUt, welche die Y^eisen der Inder ttber die

Rechnung der Annahme gemacht haben; es sei ntttzlich fttr den,
welcher es beachte und sich bemtthe und beharre und dessen

Meinung verstehe.

Die eigentliche Methode zu erlautern, wollen ivir die erste Auf

gabe hier mitteilen: „Ein geivisser Besitz (census), von welchem man

dessen Drittel und dessen Viertel weggenommen hat, UeB S als Rest.

Y^ie groB war der Besitz? Die Methode der Rechnung desselben ist,

daB Du aus 12 eine Wagschale (laitcem) bildest, Der dritte und

der vierte Teil entstehen daraus, Du iiimmst den dritten und vierten

Teil weg, welche 7 betragen und 5 bleibt ttbrig. SteUe S gegenttber,

namlich den Rest des Besitzes, und es wird klar, daB Du um 3 in

der Verminderung geirrt hast. Diese bewahre. Sodann nimm Dir

eine zweite Wagschale, welche durch die erste teilbar sei, etwa 24;
nimm ihren dritten und vierten Teil, also 14 weg, 10 bleibt ttbrig.
SteUe 8 gegenttber, den Rest des Besitzes. Es wird klar, daB Du

um 2 in der Vermehrung geirrt hast. Vervielfache jetzt den Irr

tum 2 der zweiten Wagschale mit der ersten Wagschale 12 zu 24,
sodann vervielfache den Irrtum 3 der ersten Wagschale mit der

zweiten Y'agschale 24 zu 72, Addiere nun 24 und 72, weil der eine

Irrtum in der Verminderung, der andere in der Vermehrung war;

waren dagegen beide in der Verminderung oder in der Vermehrung

gcivesen, so mttBtest Du die kleinere Zahl von der groBeren abziehen,

Nachdem Du die 24 und 72 addiert hast, deren Summe 96 ist, addiere

auch die zwei Fehler 2 und 3; sie geben 5. Nun teile 96 durch 5,

um zu erfahren, welche Zahl es sei, aus welcher die Aufgabe

stammt, und es kommt 19 -- heraus."
' 5

') Suter 43, Nr, 81 und Abhandlungen zur Geschichte derMathematik XIV,

164 zu Nr. 81. ') Steinschneider in der Zeitschr, Math. Phys, XII, 42 und

Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik IE, 118—123 (1880). Suter in

der Bibliotheca Mathematica 3. Folge HI, 350—354 (1902 1 und zuletzt in deu

Verhandlungen des 3, internationalen j\Iathematiker-Kongresses 1904 in Heidel

berg, S, 558—561.
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Unmittelbar anschlieBend fahrt der Verfasser fort als Regel,
offenbar aber im Gegensatze zu dem erst gelehrten Verfahren, vor

zuschreiben: '„Man nehme 12 als die unbekannte Zahl, aus welcher

die Wegnahme des dritten und vierten Teiles 5 hervorbringt und

frage nun, womit wird 5 vervielfacht, um 12 hervorzubringen? Das

2 2 . 1

gibt 2--: vervielfache also die 2^- mit 8 und es entsteht 19 -

"

» 5 o 5

Das ist genau die ishta karman der Inder, das Verfahren mit der

angenommenen Zahl (S. 618), von welchem die Hauptregel als eine

Abart sich erweist, auf welche wir gleich zurttckkommen.

Die Methode der Vermehrung und Verminderung wird noch an

vielen anderen Beispielen gelehrt und das Ergebnis haufig mittels

noch anderer Rechnungsweisen gefunden. Darunter ist auch das

Umkehrungsverfahren ^) unter dem sonderbaren Namen der Wort-

rechnung, regula sermonis. Auch dieses haben wir bei den Indern

kennen gelernt, und es kann uns als Bestatigung dienen, daB Abraham

mit Recht auch die Methode der Vermehrung und Verminderung eben

denselben zuschreibt.

Die Abweichung der letzteren von dem Verfahren mit der an

genommenen Zahl besteht, wie wir sahen, darin, daB dort nur ein

einmaliger Yersuch genttgt, wahrend hier zwei falsche Ansatze ge

bildet werden, wodurch sich auch der Name regula elcltatayn, Regel
der zwei Fehler, rechtfertigt"), welchen die Methode bei spateren
abendlandischen Schriftstellern ftthrt. DaB sie auch Methode der

Y''agschalen heiBt und in eigentttmlicher Schreibweise auftritt,
werden wir noch im 37. Kapitel zu besprechen haben. Ihre alge
braische Begrttndung ist sehr einfach. Es sei ax = b, folglich

a' = — • Nun setzt man einmal x = n^, das andremal x = n.^ und

erhalt an-i^
= b —

e^, an^
= b Y e.,, vfo -e^ und e, die beiden Fehler

sind, der erstere in der Verminderung, der zweite in der Vermehrung.

Jetzt sod X = ^'- '-^-'2'-' - sein, und das ist auch der FaU, indem

i\-n.,
= bit., — an^n„, e.,n^

=

an^n^
—

^»*i,

e,n, Y e.,n,
= b-n, - bn, = | •

«(-»,,
-

n^) = ^(e, + e.,)

ist. Der FaU, daB beide Fehler in der Verminderung, oder beide in

der Vermehrung ausfallen, kann entsprechend bewahrheitet werden.

Wir dttrfen allerdings, wenn wir den doppelten falschen Ansatz als

indisch beanspruchen, nicht auBer Augen lassen, daB wir (S. 372) in

') Libri 1. 0. 313. '-') Diese richtige Ubersetzung bei Hankel S. 259,
Anmerkung.
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einem doppelten falschen Ansatze das Rechnungsverfahren vermuteten,
welches Heron in seiner Vermessungslehre anwandte, um zu dort vor

kommenden angenaherten Quadrat- und Kubikwurzeln zu gelangen.
Hier liegt unter alien Umstanden eine geschichtliche Schwierigkeit vor,
auf die wir uns verpfiichtet ftthlen hinzuweisen, wenn wir sie auch

nicht zu losen imstande sind. Jedenfalls gehort auch diese Methode

zu dem Grundstocke mathematischer Wahrheiten, welcher in der Zeit

des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi, also im ersten Drittel des

IX, S., Eigentum der Araber war. Wir werden nun bei einzelnen

SchriftsteUern, von denen wir zu reden haben, sehen, wefche Ver-

mehrungen teils als neuerdings erworbenes fremdes Wissen, teils als

eigene Erfindung hinzutreten.

34. Kapitel.

Die Mathematiker unter den Abbasiden. Die Geometer unter

den Bujiden.

Als der Zeit nach Nachste fordern die sogenannten drei Brttder

unsere Aufmerksamkeit-'-). Musa ibn Schakir soil in seiner Jugend
Ranker gewesen sein, d. h. hatte wohl zu einer der rauberischen

Horden gehort, welche damals wie noch jetzt Unsicherheit der Wttsten-

gegend hervorbrachten, ohne daB die personliche Ehrenhaftigkeit der

einzeUien Mitglieder in arabischer Auffassung- dadurch beeintrachtigt
erschiene. Dementsprechend nahm Musa spater am Hofe des Chalifen

Almamun eine hohe Stellung ein und erwarb sich die Gunst des

Herrschers in solchem MaBe, daB dieser nach Musas Tode sich die

Erziehung der drei hinterlassenen Sohne Muhammed, Ahmed und

Alhasan angelegen sein UeB. Deren Wohlhabenheit wird dadurch

bezeugt, daB sie drei Ubersetzer aus dem Griechischen, darunter

Tabit ibn Kurrah (S. 703) mit je 500 Dinaren monatlich uiiterstutzten^).
Der Name des altesten: Muhammed ibn Musa ibn Schakir kann, wenn

der Vatersname nicht von dem des GroBvaters begleitet ist, leicht

zur Verwechslung mit Alchwarizmi ftthren, um so leichter, als alle

drei Brttder tttchtige Astronomen und Mathematiker wurden. Von

ihnen stammt die sogenannte Gartnerkonstruktion der Ellipse mittels

eines an zwei Punkten festgehaltenen und durch einen Stift gespannten

Fadens gemaB dem Berichte eines Arabers Alsidschzi, welcher zu

Ende des X, S. lebte und, selbst Mathematiker von Bedeutung, am

') Vgl. Mohammed ben Musa, Algebra. Vorrede pag, XI, Anmerkung,

Fihrist 24—25. Suter 20—21, Nr. 43. ') Suter 22,
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Schlusse dieses Kapitels uns beschaftigen wird. Eine geometrische

Schrift ist in mittelalterUcher lateinischer Ubersetzung auf uns ge

kommen i). Sie ftthrt den Titel Liber trium fratrum de geometria und

beginnt mit den Worten: „Verba filiorum Moysi, fiUi Schiae, id est

Mahumeti Hameti et Hason" oder nach anderer Lesart in einem zweiten

Kodex „Verba filiorum Moysi, filii Schaker, Mahumeti Hameti Hasen"

und danach ist die Bezeichnung der drei Brttder, beziehungsweise
der drei Sohne des Musa ibn Schakir geworden, unter welcher die

Verfasser genannt zu werden pflegen. Manches Interessante findet

sich dort* wenn auch wenig Neues, da fast alles, um nicht zu sagen

alles, auf griechische Vorlagen zurttckgeftthrt werden kann. Auch

eine durch Bewegungsgeometrie erzielte Dreiteilung des Winkels

dttrfte griechischen Ursprungs sein. Vorzugsweise die heronische

Formel fttr die Dreiecksfiache aus den drei Seiten hat die Aufmerksam

keit eines Forschers auf sich gezogen, der den Beweis obwohl einiger
maBen von dem heronischen verschieden doch als abhangig von dem

selben erkannte und insbesondere aus den Buchstaben, mit welchen

die Eckpunkte der Figur bezeichnet sind, den Nachweis ftthrte, daB

diese Figur einem griechischen Muster nachgebildet sein mttsse, so

eine vielfach mit Erfolg anwendbare (S. 724) neue kritische Methode

zur Ermittelung des Ursprungs mathematischer Untersuchungen er-

findend. Yielleicht war es Muhammed, der alteste der drei Brttder,
welcher die Kenntnis des heronischen Satzes nach Bagdad brachte,
wahrend allerdings andere heronische Schriften schon zu Alchwarizmis

Zeiten, wie wir aus manchen bei diesem auftretenden Dingen schUeBen

durften, bekannt gewesen sein mogen. Jedenfalls weiB man von

einer Reise nach den griechischen Gehieten, welche jener machte,
und daB es auf der Rttckkehr von dieser Reise war, daB er Tabit

ibn Kurrah kennen lernte, welchen er aufforderte ihn nach Bagdad
zu begleiten, und so kam auch dieser letztere an den Chalifenhof,
und wurde in das AstronomenkoUegium Almu'tadids aufgenommen.

Von dem Leben (826
—

901) und der reichen tibersetzungstatigkeit
des gelehrten Tabit ibn Kurrah haben wir (S. 703

—

704) gesprochen.
Wir haben es jetzt mit ihm als Originalschriftsteller zu tun, und

da finden wir eine Abhandlung von ihm, welche unsere Aufmerksam

keit zu fesseln ein entschiedenes Anrecht besitzt^). Der Gegenstand
ist ein zahlentheoretischer und zwar ein solcher, der nur der grie-

^) Vgl. Hultsch in der Zeitschr. Math. Phys. IX, 241—242 und 247 in

dem Aufsatze „Der heronische Lehrsatz uber die Elache des Dreiecks als Funk

tion der drei Seiten", und Jahresbericht iiber Mathematik im Alterthum fiii

1878—79 von Max Curtze. Ein von ebendiesem besorgter Abdruck des Buches

in den Nova Acta der Leop.-Car. Akademie. Halle 1885. ') Notice sur une
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chischen, nicht ebenso der indischen Zahlentheorie angehort. Tabit

sagt auch in den Einleitungssatzen, daB es Betrachtungen seien,
welche der pythagoraischen Lehre angehorten, daB einiges ttber das

zu Behandelnde bei Nikomachus und Euklid sich finde: er o-eht
7 O

endlich, wieder nach seinen eigenen Worten, ttber diese beiden hinaus

und liefert somit fttr uns das erste Beispiel einer wirklich arabischen

Leistung auf mathematischem Boden. Es handelt sich um voUkommene

und um befreundete Zahlen. Fttr die Bildung der ersteren hat EukUd

die Regel angegeben ( S. 2t)8), Nikomachus sie wiederholt. Die

zweiten hat nach Jamblichus schon Pythagoras gekannt und die

Zahlen 220 und 284 als Beispiele aufgesteUt, wie Freunde sein

sollen, ein jeder dem andern ein zweites Ich (S, l(.i7), Aber wie man

solche befreundete Zahlen finde, darttber auBert sich auch Jam

blichus nicht. Tabit ibn Kurrah hat eine solche Vorschrift gegeben,

welche mit der Euklids zur Bildung der vollkommenen Zahlen in

Zusammenhang steht und dadurch sich als den Kern der Aufgabe
enthttUend kennzeichnet. Sind

^,
= 3 2"-l, ry

= 3-2"-i-l, /- = 9 2"-'"' -I

insgesamt Primzahlen, so sind A = 2" ■

p
■

q und B = 2" ■ r be

freundete Zahlen. Bei n = 2 ist ji
= 11, cj

= 5, ;- = 71 uud A = 220,
B = 284.

Die befreundeten Zahlen haben ttbrigens von da an nicht auf

gehort den Arabern bekannt zu sein. In einer mystischen Schrift

ttber die Zwecke des Weisen hat El Madschriti, der Madrider

(j- 1007), die Vorschrift, man solle die Zahlen 220 und 284 auf-

schreiben und die kleinere wem man will zu essen geben und selbst

die groBere essen; der Verfasser habe die erotische Wirkung davon

in eigener Person erprobt^), und Ibn Chaldun weiB gleichfalls von

den wunderbaren Ki-aften eben dieser Zahlen, als Talismane gebraucht,
zu erzahlen").

Alsidschzi berichtet auch kurz ttber eine Dreiteilung des \^'inkels

durch Tabit ibn Kurrah. Figur und Wortlaut stimmen so nahe mit

einem Satze aus dem IV. Buche des Pappus ttberein'), daB an einer

genauen Benutzung dieses SchriftsteUers nicht zu zweifeln ist, auch

scheint Tabit kein Hehl daraus gemacht zu haben, daB er nicht der

theorie ajoutee par Thdbd ben Korrali a I'arithmd-ique speculative des Grees von

Woepcke im Journal Asiatique fiir Oktober und November 1852 pag, 420—429.

') Steinschneider, Zur pseudoepigraphischen Literatur insbesondere
der

geheimen Wissenschaften des Mittelalters S, 37 (Berlin 1862). -') Notices d

e.draits des manuscrUs de la bibliotheque imperiale T, XXI, Partie 1, pag, 178—179

(Paris 186b), ') Pappus IV, 32, Die Figur vgl, (ed, Hultsch) pag, 275,
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Erfinder sei, da Alsidschzi ausdrttckUch sagt, er wolle in seinem

Berichte ttber Winkeldreiteilung von den Satzen der Alten aus

gehen, worunter sehr wohl die Griechen verstanden sein konnen^).
Wir haben des weiteren auf eine Schrift Tabits ttber den Satz

des Menelaus hinzuweisen, welche Gerhard von Cremona (1114
—1187)

unter dem Titel Liber thebit de figura alkata tradatus I ins Lateinische

ttbersetzte und so das Wort alkata (= sector d. h. die Transversale)
mit lateinischem Bttrgerrechte versah. Ob Tabit aus der Figur alle

trigonometrischen Folgerungen zog, deren sie fahig ist, bleibt so lange

ungewiB, als seine Abhandlung nur bruchstttckweise bekannt ist^).
Wieder zu Almu'tadid stand ein uns als Verfertiger astronomischer

Tafeln (S.701) schon bekannter geometrischer SchriftsteUer Alnairizi')
in Beziehung, den wir also hier zu nennen haben. Er verfaBte einen

Kommentar zu den euklidischen Elementen, als dessen groBtes Ver

dienst zu loben ist, daB dort wertvolle Bruchstttcke der in der Ur

sprache verlorenen Eriauterungen von Heron und Simplicus (S. 386)
erhalten sind*).

Die Zeitfolge ftthrt uns zu einem Manne, welcher in ganz anderer

Richtung arbeitete, und dessen Name untrennbar verbunden ist mit

der Geschichte der Einftthrung der trigonometrischen Funktionen im

Abendlande, zu Albategnius, wie die Ubersetzer ihn genannt haben ^).
Muhammed ibn Dschabir ibn Sinan Abu 'AbdaUah al Battani ftthrt

seinen Beinamen nach Battaii in Syrien, wo er geboren ist, und

welchem er zur Bertthmtheit verholfen hat. Er stellte 878—918 in

Ar-Rakka astronomische Beobachtungen an, welche von seinen Lands

leuten als die genauesten gefeiert worden sind, die irgend jemand ge

lungen seien, der unter dem Islam gelebt hatte, und mit nicht ge-

ringerem Lobe haben sie seine Schrift ttber die Bewegung der Sterne

bedacht, welche im XII. S. durch einen Ubersetzer Plato von Ti-

voli, der uns seinerzeit noch beschaftigen wird, unter der Uber

schrift De motu oder De scientia stellarum in lateinischer Sprache
bearbeitet wurde. Aus dieser Ubersetznng soil das Wort sinus als

Name einer trigonometrischen Funktion in die Mathematik aUer

') L'algebre d'Omar Alkhayami (s^. Woepcke), Paris 1851, pag. 118. Die

tJbereinstimmung Tabits mit Pappus hat Woepcke hervorgehoben ibid.

pag. 117, Anmerkung
'-"*

") A. v. Braunmuhl, Vorlesungen iiber Geschichte

der Trigonometrie I, 46—47. ») Fihrist 35, Suter 45, Nr. 88. *) Alnai-
rizis Kommentar wurde 1893—1905 von Besthorn und Heiberg herausgegeben.
Uber die Eukliderkliirungen von Heron und von Simplicius vgl. auch Fihrist
22 und 21. Die von Gerhard von Cremona herrtthrende lateinische tJbersetzung
des Kommentars des Alnairizi hat Curtze als Supplementband zu den Werken

Euklids (Leipzig 1899) herausgegeben. ">) Hankel S. 241 und 281. Suter 45

bis 47, Nr. 89.
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Volker eingedrungen sem. Der Ursprung des Wortes ware dann

nach aller Wahrscheinlichkeit folgender i). Die Benennung der Sehne

war im Sanskrit jya oder jiva, die der halben Sehne ardhajya (S. 658).
Allmahlich ivurde, da man nur die halbe Sehne trigonometrisch ver-

wertete, das kttrzere jiva auch fttr diese benutzt und drang so zu

den Arabern, welche es in seinem Wortlaute, wie sie ihn verstanden,
ttbernahmen und dschiba schrieben. Genau dieselben Konsonanten,
welche arabisch dschiba zu lesen sind, lassen aber auch die Lesung

dschaib zu, welches ein wirkliches arabisches Wort ist und den Ein

schnitt oder Busen bedeutet. Nun wird angenommen, die Uberlieferung,
daB man, fttr den Araber sinnlos, dschiba lesen mttsse, sei verhaltnis

maBig frtthzeitig abhanden gekommen, und die Lesart dschaib sei dafttr

die regelmaBige geworden. Jedenfalls ttbersetzte zwar nicht Plato von

Tivoli, wie man frtther falschlich annahm, aber Gerhard von Cremona bei

der Bearbeitung anderer arabischer Astronomen das arabische dschaib

durch das ganz richtige Wort sinus, welches von nun an sich fort

erbte^). DaB ttbrigens die Araber das indische kramajya in der Form

kardaga ttbernommen haben, welches ihnen den 96. Teil des Kreis

umfanges bedeutete, ist schon (S. 699) erwahnt worden. Bei anderen

arabischen Mathematikern, insbesondere bei solchen, deren Schriften

im christlichen Mittelalter ttbersetzt wurden, bedeutet kardaga den

24. Teil des Kreisumfanges. Wieder bei anderen scheint kardaga zur

Benennung des Sinus eines gewissen Bogens gedient zu haben').
Den Sinus wendet nun Albattani im III. Kapitel seiner Stern

kunde, welches eine Trigonometrie enthalt, regelmaBig an und zwar,

was einen nicht hoch genug anzuerkennenden Fortschritt gegen die

Inder bezeichnet, im VoUbewuBtsein des Gegensatzes gegen die im

Almageste benutzten ganzen Sehnen mit dem ausdrttcklichen Zu-

satze, daB man so in der Reclmung das fortwahrende Verdoppeln

erspare.

In einer anderen Beziehung ist aber Albattani noch immer

Schiiler des Ptolemaeus uud ebenso Schttler der Inder. Er weiB noch

nichts von trigonometrischen Gleichungen, nichts von deren algebrai-

') Die hier folgende Hypothese stammt von dem Pariser Orientalisten

Munk her, Vgl. Woepcke in dem Journal A^iuticpie 1863, 1, Halbjahr,

pag, 478, Anmerkung, *) Max Koppe, Die Behandlung der Logarithmen und

der Sinus im Unterricht. Osterprogramm 1893 des Andreas-Realgymnasiums zu

Berlin. S. 32—34, hat nachgewiesen, daB bei Plato von Tivoli die sinngetreuere

tibersetzung chorda vorkommt. Uber die dem Wortlaut nach richtige tiber

setzung sinus bei Gerhard von Cremona vgl. Jul. Ruska in der Zeitschr. Math.

Phys. XL, Histor, -liter. Abtlg. 126—128. ") Enestrom in der Bibliotheca

Maihematica 3, Folge IV, 284,

Cantoe. (.leschichte der Mathematik I, 3, Aufl, 4 J
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scheu Umformung; er kennt nur an Figuren zu beweisende geo

metrische Satze 1). In diesem Sinne spricht er von dem Schatten

und versteht darunter die Schattenlange I, welche ein von der Sonne

unter dem Winkel ep beschienener Schattenmesser h wirft. Je nachdem

der Schattenmesser auf einer Horizontalebene oder auf einer Ver-

tikalebene aufsteht, ist - die Kotangente oder die Tangente des

Winkels ep. Albattani hat eine kleine von Grad zu Grad fort

schreitende Kotangententafel hergestellt. Femer kennt er Be

ziehungen zwischen einem Winkel und den drei Seiten eines sphari

schen Dreiecks, welche auf

cos a = cos b ■ cos c -k sin & ■ siu c • cos A

hinauslaufen, aber diese Gleichung selbst darf man bei ihm nicht

suchen.

Dem Anfange des X. S. gehort Ahmed ibn Jussuf^) an, der

in Agypten lebte. Unter seinen zahlreichen Schriften hat diejenige,
welche ttber die Verhaltnisse handelt, einen geschichtlichen EinfluB

gettbt, von welchem im 41. Kapitel im folgenden Bande die Rede

sein wird.

Von Al-Basra war, wie wir uns erinnern (S. 697), der AnstoB

ausgegangen, der den Chalifen Almamun zu einem Beforderer der

Philosophie und der Mathematik machte. In derselben an Bildungs-
elementen der verschiedensten Lander reichen Handelsstadt scheint

in der zweiten Halfte des X, S, eine Art von wissenschaftlichem Ge-

heimbund entstanden zu sein'), dessen Mitglieder in Gemeinschaft

arbeiteten, wenigstens in Gemeinschaft veroffentUchten, was sie 'fttr

notwendig zur Bildung des Geistes und des Charakters hielten.

Diese Abhandlungen der lauteren Brttder mttssen wir bis zu

einem gewissen Grade der Besprechung unterziehen. Von den, wie

gesagt, anonymen Yerfassern ist es doch gelungen, einige zu ent-

ratseln*), und unter diesen dttrfte Alniukaddasi der bekannteste

sein, ein anderer hieB Zaid ibn Rifa'a. Die Abhandlungen selbst

verbreiteten sich rasch sehr weit, ja sogar bis zu den Westarabern

Spaniens drangen sie durch El Madschriti oder durch dessen

Schttler El Karmani, von welchem letzteren, der 1066 ttber 90 Jahre

^) A. V, Braunmiihl, Vorlesungen uber Geschichte der Trigonometrie I,
50—54, 2) Steinschneider iu der Zeitschr. Math. Phys. X, 492 (1865) und

Bibliotheca mathematica 1888, 111—112. Suter 42—43, Nr. 78. ') Vgl. Die

terici, Die Propadeutik der Araber im X, Jahrhundert. Berlin 1865. Pliigel,
Ueber die Abhandlungen der aufrichtigen Bruder und treuen Freunde in der

Zeitschr, der morgenl, GeseUschaft XIII, 1 — 38 (Leipzig 1859), Sprenger
ebenda XXX, 330—335 (Leipzig 18761 ^) Pliigel L c. S, 21.
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alt in Cordova starb, eiue Studienreise nach dem Oriente bekannt

isfi). Und trotz dieser Tatsache, ivelche eine packende Bedeutung
der Schriften zu erweisen scheint, hat die arabische Kritik selbst

wenig Gutes ihnen nacbzurtthmen gewuBt. Zaid sei ein univissender

Schwindler, sagte ein Zeitgenosse^), und das Urteil eines gelehrten
Schaich, der die Abhandlungen einer genauen Durchsicht unterworfen

hatte, lautet: Sie ermttden, aber befriedigen nicht; sie schweifen herum,
aber gelangen nicht an; sie singen, aber sie erheitern nicht; sie weben,
aber in dttnnen Faden; sie kammen, aber machen kraus; sie wahnen

was nicbt ist und nicht sein kann*).

Was den mathematischen Inhalt der Abhandlungen betrifft, so

konnen wir dieses harte Urteil kaum ein allzustrenges nennen, und

wenn wir trotz dieses geringen Y'ertes ihrer erwahnen, so geschieht
dieses, weil in dem Mancherlei, in den zusammengestoppelten und

gekoppelten Dingen, wie ein anderer Araber rttgend sagt, doch ge

schichtlich verwertbare Korner haben aufgefunden werden konnen.

Von den vollkommenen Zahlen heiBt es*), sie kamen in jeder Zalilen-

stufe nur einmal vor, 6 unter den Einem, 2s unter den Zehnern,
496 unter den Hundertern und 8128 unter den Tausendern. Das

stimmt genau mit einer Bemerkung des Jainblichus ttberein ■') und

stellt zusammengehalten mit dem, was wir aus der Einleitung zu

Tabits Abhandlung ttber befreundete Zahlen beibrachten, auBer

Zweifel, daB die Schriften des Jamblichus, welche in Syrien nie auf

gehort hatten gelesen zu werden (S. 706), um 900 auch den Arabern

ttberhaupt gut bekannt waren. Um so auffaUender ist eine Bemer

kung, welche durch keine andere Uberlieferung gesttttzt ist: die

meisten Volker hatten nur 4 Zahlstufen, aber die Pythagoraer, die

Manner der Zahlen, kannten 16 Stufen derselben tausend tausend

tausend tausend tausend^). Wir konnen das nur dahin verstehen,
daB wahrend im Arabischen die selbstandigen Zahlworter sich nicht

auf andere Rangeinheiten als auf 1, 10, 100, 1000 erstrecken, die

Pythagoraer solche Namen bis 10-^^ besaBen, Wenn diese Auffassung

richtig- und die Aussage wahrheitsgetreu, so ist der Zusammenhang
zwischen Indern und Neupythagoraern in Dingen, die auf das Zahlen

system Bezug haben, um einen neuen Beleg reicher und die Hypothese

') Pliigel 1. c, S, 25. Wiistenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher

S. 61, Nr. 122 und S. 80, Nr, 137. Suter 105, Nr. 238. *) Sprenger L c.

S, 333, ") Pliigel 1, c, S. 26, *) Propadeutik der Araber S, 12. DaB. dort

statt 8128 falschlich 712.S steht, ist wohl nur Druckfehler'? ^) Jamblichus

in Nikomachum (ed. Tennulius) pag, 46, (ed. Pistelli) pag, 33. '^) Propa

deutik der Araber S. 6.

47*
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des Eindringens indischer Zahlzeichen in jene griechische Schule wird

immer wahrscheinlicher.

Wir haben (S. 706) gesehen, daB die Araber jedenfaUs mit den

Arbeiten des Zenodorus bekannt waren. Auch dafttr haben wir hier

eine Bestatigung in der Bemerkung, die Kreisfigur habe eine weitere

Umfassung als alle vielwinkligen Figuren mit gleich langer Umfassungs

linie^), und wir konnen jetzt noch einen Schritt weiter gehend ver

muten, aus Pappus habe man die Kenntnis gerade dieser Unter

suchungen geschopft. Im V. Buche des Pappus hat, wie wir uns

erinnern (S, 446), die Abhandlung des Zenodorus Platz gefunden, und

an die Einleitung eben des V. Buches erinnern aufs lebhafteste fol

gende satze ^): „Viele Tiere schaffen von Natur schon Werke. Das

ist ihnen ohne Unterricht eingegehen. So die Bienen, die sich Hauser

schaffen. Sie bauen Hauser in Stockwerken von runder Gestalt wie

Schilde, eins ttber das andere. Die Offnungen der Hauser machen sie

alle mit sechs Seiten und Winkeln. Dies tun sie mit sicherer Weis

heit, denn es ist die EigentttmUchkeit dieser Figur, daB sie weiter

ist als das Viereck und das Fttnfeck."

Eine Stelle, welche auf falsche Flachenberechnung sich bezieht,

habeii wir schon frtther (S. 173) erwahnt. Sie heiBt folgendermaBen^):

„In einem jeden Gewerk erfaBt den Zweifel, der dasselbe ohne

Mathematik zu verstehen unternimmt, oder nur mangelhafte Kenntnisse

davon hat und sich darum nicht kummert. Man erzahlt, jemand hatte

von einem Manne ein Stttck Landes fur 1000 Dirham gekauft, das

100 Ellen lang und ebensoviel breit sei. Darauf sprach der Verkaufer:

Nimm statt dessen zwei Stttck, ein jedes 50 Ellen lang und breit,
und meinte, damit geschehe jenem sein Recht. Sie stritten nun vor

einem Richter, der nicht Mathematik verstand, und dieser war irriger
weise derselben Ansicht, dann aber stritten sie vor einem anderen

Richter, der der Mathematik kundig war, und der entschied, daB dies

nur die Halfte seines Anrechts ware." Wir machen mit wenigen
Worten auf einen verhaltnismaBig weitlaufig behandelten Gegenstand*)
aufmerksam, auf Verhaltnisse der Abmessungen, welche zwischen den

einzelnen Strichen stattfinden sollen, aus welchen die Buchstaben-

zeichen gebildet werden, und derjenigen, welche die Natur bei den

einzelnen Teilen des menschUchen Korpers uns zum sinnlichen Be

wuBtsein bringt, letzteres ein Gegenstand, mit welchem auch Vitru

vius (S. 544) sich beschaftigt hat. Wir erwahnen endlich noch eines,
welches nicht ohne Interesse ist, magische Quadrate 5). Die magischen

#

>) Propadeutik der Araber S. 42, ^ Ebenda S, 32. "■) Ebenda S, 34—35.

*) Ebenda S. 133—137. 6) Ebenda S. 43—44,



Die Mathematiker unter den Abbasiden, Die Geometer unter den Bujiden. 741

Quadrate aus 9, 16, 25, 36 sind hergestellt; daB es auch Quadrate
von 49, 64, 81 gebe, wird gesagt; das Quadrat 9, heiBt es, erieichtere
die Nativitat (?). Wir konnen hier so wenig als es uns frtther i S, i)35)

gelang, dem Ursprunge dieser eigentttmlichen Amulette auf die Spur
kommen, Wir bemerken nur, daB sie bei den Arabern unter dem

Namen ucaflc in der Zauber- und Vorbedeutungskunde eiue nicht un

bedeutende Rolle gespielt haben ^), und daB unserem Gewahrsmanne

zufolge jeder der sieben Planeten einen ihm eigentttmlichen tvctflc be

saB, vieUeicht eben jene sieben den lauteren Brttdern bekannte Qua
drate von 9 bis 81? Am ausftthrlichsten soil darttber der unter dem

Namen El Buni^) bertthmte arabische Mystiker geschrieben haben,
welcher in Bona geboren dieser Stadt unter den Arabern die gleiche

Verherrlichung gab, welche sie als Heimat des heiligen Augustinus
bei den Christen besaB. El Bimi starb 1228.

Die SchrUtsteller Alchwarizmi, die drei Brttder, Tabit ibn Kurrah,
Al Battani waren an dem Hofe der Abbasiden ihren gelehrten Be

schaftigungen nachgegangen. Unter demselben Chalifengescblechte
war die Verbindung der lauteren Brttder entstanden. Aber wenn auch

Abbasiden fortfuhren, die Chalifen zu heiBen, von einer Regierung

derselben, ja auch nur von einem Einfiusse auf die Wissenschaft durch

Gelehrte, in deren Kreise sie weilten, die Zttgel des Reiches den

starkeren Handen ihrer Heerftthrer, der sogenannten Emir Alumara

ttberlassend, war nachgerade keine Rede niehr^). Und die Emiie

selbst schienen allmahlich die Schlaffheit ihrer Drahtpujipeii, welche

Gebieter hieBen und Sklaven waren, ererbt zu haben. Das Chalifat

scbrumpfte nach und nach bis auf das Y'eichbild von Bagdad zu

sammen. Eine kriegerische Horde unter dem Befehle eines Bujiden
d. h. eines Nachkommen von Abu Schudscha' Bujeh, welcher selbst

seine Abstammung von den alten Perserkonigen herleitete, zog gegeno o 7 t::^ (D iD

Bagdad heran und bemachtigte sich der Stadt. Der Chalif muBte

945 dem Bujiden Mu'izz Eddaula den Sultanstitel verleihen und ihm

alle weltliche Macht abtreten. Dieses neue Geschlecht wuBte zunachst

mit neuer Kraft die Herrschaft wieder aufzurichten und auszudehnen,

doch dauerte es nicht lange, so entbrannten unter den Bujiden Fami-

lienkampfe um die Gewalt, wie sie unter den Omaijaden, wie sie unter

den Abbasiden stattgefunden batten, und nach einem Jahrhunderte,

im Jahre 1050, hatten die Bujiden ihrer Unfahigkeit den Sturz zu

verdanken. Die Seldschukensultane losten sie ab.

') Notices et e.draits des manuscrits de la bibliotlieque imperitde T. XXI,

1, Partie, pag. 180, Note 4 (Paris 1H08\ ^) Hammer-Purgstall, Literatur

geschichte de°r Araber 2, Abteilung, Bd, VH, S, 402, Nr, 7944, ') Weil S, 219-22G
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Die Wissenschaft ist in diesem Jahrhundert, von der Mitte des

X. bis zur Mitte des XL S., keineswegs zurttckgegangen. Im Gegen-

ted sind es einige der hervorragendsten Mathematiker, welche wir in

jener Zeit aufzuzeichnen haben. Der Bujide 'Adud ed Daula 978—983

rtthmte sich selbst astronomische Studien gemacht zu haben. Sein

Sohn Scharaf ed Daula, derselbe, unter welchem die Familienzwistig-

keiten zuerst entbrannten, errichtete in dem Garten seines Palastes

zu Bagdad eine neue Sternwarte und berief dorthin um 988 eine

ganze Vereinigung von Fachmannern^). Unter ihnen waren Abu'l

Wafa, Alkuhi und As-Sagani.
Abu'l Wafa Muhammed ibn Muhammed ibn Jahja ibn Isma'il

ibn Al-'Abbas Albuzdschani^) wurde, wie wir (S. 704) schon

sagten, 940 in Buzdschan, einem kleinen Orte des persischen Gebirgs-
landes Chorasan, geboren, derselben Gegend, welche so viele arabische

Mathematiker hervorgebracht hat. Er erfreute sieh, bald Abu'l

Wafa, bald Albuzdschani genannt, unter den Arabern des groBten
Ruhmes und drei Jahrhunderte spater sagt von ihm Ibn Challikan,
der ttber bertthmte Manner im allgemeinen, nicht bloB ttber bertthmte

Gelehrte schrieb, er sei ein weithekannter Rechner, eiue der glanzenden
Leuchten der Geometrie gewesen, es seien ihm in dieser Wissenschaft

wunderbare Entdeckungen gelungen. Er starb 998. Seine Schriften

sind ungemein zahlreich. Eiue, welcher er den Titel Almagest bei

legte, dadurch selbst kundgebend, nach wessen Muster er gearbeitet
habe, enthalt die in der Geschichte der Astronomie bertthmt gewordene

Stelle, ttber welche bis auf den heutigen Tag die Meinungen gespalten

sind, ob darin die Entdeckung der sogenannten Variation enthalten

sei oder nicbt ^). Uns kttmmert nur der Mathematiker, und auch als

solcher hat Abu'l Wafa groBe Yerdienste, Er war einer der letzten

arabischen Ubersetzer und Kommentatoren griechischer SchriftsteUer,
und wir mttssen aufs lebhafteste bedauern, daB gerade von dieser

Tatigkeit gar keine unmittelbare Spur sich erhalten hat. Der Ge

lehrte, welcher mit Diophant sich so eingehend beschaftigte, daB er

nicht bloB ihn ttbersetzte, ihn erlauterte, sondern ein besonderes

Schriftchen mit den Beweisen der bei Diophant und in seinen Er

iauterungen zu demselben enthaltenen Lehrsatze fttUte, muB viel

Wissenswertes fttr uns auf diesem Gebiete vereinigt haben. Sein

Kommentar zur Algebra des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi wttrde

uns wohl der Mtthe ttberhoben haben, vermutungsweise dem Ur-

_

') Hankel S, 242 nach Abulpharagius Histor. dynast, (ed, Pocock) pag. 216
der tibersetzung, ^) Woepcke in dem Journal Asiatique fur Februar und Miirz

1855 pag, 243flgg. Suter 71— 72, Nr. 167 und 213 Note 36. ^) R, Wolf,
Geschichte der Astronomie S. 53 und 204.
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sprunge der dort enthaltenen Lehren nachzuspttren, Sein Kommentar

zur Algebra des Hipparch, vorausgesetzt daB der Name richtig ttber

liefert ist, ist ein eben so gerechter Gegenstand unserer Neugier, da

wir hier ja nicht einmal die unzweifelhaft wichtige Abhandlung
kennen, zu (velcher er gehort. Aber leider sind von diesen algebrai
schen Kommentaren nur die Uberschriften uns bewahrt. Eine Zu

sammenstellung dessen, was Rechnungsbeaniten notwendig ist, hat

sich wenigstens teilweise erhalten, ist aber nur in einem dttrftigen
Auszuge bekannt gemacht *), was Bedauern erregen kann, da nus-

drttcklich bemerkt ist, in jenem ganzen Werke seien wesentliche

Unterschiede gegen andere arabische Rechenbttcher auffallend, es sei

z. B. nicht eine einzige Ziffer darin angewandt.

Dagegen ist ein genttgend ausftthrlicher Bericht ttber geometrische

Leistungen verofl'entlicht -j , zu welcbein wir uns jetzt wenden. ^'on

Abu'l Wafa selbst rtthrt das aus zwolf Kapiteln bestehende Buch

der geometrischen Konstruktionen freilich nicht her. Es ist

vielmehr die persische iJbersetzung eines Vorlesiingsheftes, welches,
wie es scheint, auf Grand von offentlichen Vortragen Aliu'l Wafas

durch einen begabten aber doch nicht aUes verstehenden Schttler an

gefertigt worden ist, und somit kann Abu'l Wafa unmoglich fttr die

Mangel verantwortlich gemacht werden, welche bei der mehrfachen

Uberarbeitung nur allzuleicht sich einschleichen konnten. Man hat

mit Recht drei Gruppen von Aufgaben aus diesem Buche hervor

gehoben, welche geschichtlich und sachlich unsere Aufmerksamkeit

verdienen. Eine erste Gruppe beschaftigt sich mit der Auflosung
von Aufgaben unter Anwendung nur einer Zirkeloffnung. Abu'l

Wafa hat die Bedingung teils aussprechend, teils sie stiUschweigend
verstehend nicht weniger als 18 Paragraphe mit solchen Aufgaben

gefttUt'^). In einer zweiten Gruppe handelt es sich um Zusammen-

legung von Quadraten zu einem neuen Quadrate, so daB die Methode

auch Praktiker befriedigen konne, welche die geometrische Anschau

ung der Rechnung vorziehen. Man wird aus einigen wenigen Bei-

spielen am deutlichsten erkennen, wie das gemeint ist. Ein Quadrat

soU gezeichnet werden von der dreifachen GroBe eines gegebenen

Quadrates'*). Man findet die Seite als Hypotenuse eines rechtwinkligen

Dreiecks, welches die Seite und die Diagonale des gegebenen Qua

drates als Katheten besitzt. Dagegen lehnen sich aber die Praktiker

auf; mit einer solchen Auflosung, welche ihre Sinne nicht uberzeuge,

') Woepcke in dem Journal Asiatique fiir Februar und Miirz 1855

pag, 246—251, ') Ebenda pag. 318—359, ^) Ebenda pag, 226, ') Ebenda

pag. 349
—350,
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konnten sie nichts anfangen. Abu'l Wafa befriedigt sie nunmehr

durch folgende Konstruktion (Fig. 98). Er zeichnet die drei ein

ander gleichen Quadrate hin und halbiert zwei davon durch Diago

nalen. Die vier so entstehenden gleichschenklig rechtwinkligen Drei

ecke legt er nun um das dritte Quadrat herum, so daB die Hypote

nusen Verlangerungen der vier Quadratseiten in der Art bilden, daB

an jeder Ecke eine und nur

eine Seite verlangert ist.

Endlich verbindet er die

rechtwinkligen Spitzen die

ser Dreiecke untereinander

und hat so das gewttnschte

Quadrat fertig. Man mochte

fast erwarten, als Beweis

jene Aufforderung „Sieh!"
zu lesen, welche indische

Geometer ahnlichen Konstruktionen nachzuschicken fur genttgend
hielten. Ja, eine Konstruktion, welche wir (S. 656) als in Bhas

karas Schriften vorhanden erortert haben, welche mit gleicher
Sicherheit (S. 680) in China aufgefunden worden ist, kommt bei

Abu'l Wafa vor^). Zwei Quadrate sollen zu einem dritten vereinigt
werden. Man zeichnet sie (Fig. 99) aufeinander, so daB eine Ecke

und die Richtung zweier Seiten beiden gemeinsam isL

Verlangert man darauf die beiden freiUegenden Seiten

des kleinen Quadrates bis zum Durchschnitte mit den

Seiten des groBeren Quadrates, so ist die !8umme der

gegebenen Quadrate zerlegt in ein (Quadratchen, dessen

Seiten gleich dem Unterschiede der Seiten der ur

sprttngUch gegebenen Quadrate sind, und in zwei

Rechtecke, auf der Figur einander zum Ted ttberdeckend, deren jedes
durch eine Diagonale in zwei rechtwinklige Dreiecke zerfaUt. Die

vier rechtivinkligen Dreiecke um das Quadratchen herumgelegt bilden

(Fig. 87) das verlangte groBe Quadrat. Es ist unmoglich, bei so

ttbereinstimmenden Figuren so eigenartigen Gedankens nicht einen

tatsachlichen Zusammenhang anzunehmen. Wir stehen nicht an, der

Meinung uns anzuschUeBen^), daB wiewohl Abul Wafa fast zwei

Jahrhunderte vor Bhaskara lehrte, und wiewohl es leicht moglich
war, daB Arabisches von den islamisierten luduslandern aus sich

weiter verbreUen konnte, dennoch hier nicht daran zu denken ist.

') Woepcke in dem Journal Asiatique fiir Februar und Marz 1855

pag. 346 und 360—351. ^ Ebenda pag. 235—238.
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Bhaskara habe die Konstruktion aus arabischer QueUe. Nur das

personliche Anrecht Bhaskaras an die Figur und ihre Benutzung
geht verloren, wie wir von vornherein bemerklich machten, alier ihr

indischer Stempel dttrfte ihr erhalten bleiben, erhalten mit so viel

alterer Datierung, daB sie schon den Praktikern, d. h. mutmaBUch

indischen Handiverkem, Baumeistern, mit welchen Abiid Wafa ver

kehrte, bekannt war. Die dritte Gruppe von Aufgaben hat die Be

schreibung regelmaBiger Vielflachner zum Zwecke. Wir wissen, daB

Euklid (S. 273) und Pappus (S, 447) jeder in seiner Weise sich eben

falls damit beschaftigt haben. Abu'l Wafa schlieBt sich so ziemlich an

Pappus an^), und bestrebt sich nur auf der Kugeloberfiache die Eck

punkte des gedachten nicht formlich einbeschriebenen Vielfiachners

zu bestimmen. Mit anderen Worten: er teilt die Kugeloberfiache in

regelmaBige, einander gleiche spharische Vielecke. Diese drei Haujit-

gruppen von Aufgaben erschopfen indessen nicht samtliche zwolf

Kapitel. Das Ende des 6,, das ganze 7,, der Anfang des 8. Kapitels

Mg, 100, Mg, 101,

sind verloren, und der erhaltene Rest schlieBt' auBer dem von uns

bisher Hervorgehohenen noch manche wissenswttrdige Einzelheit ein.

Wir erwahnen nur zwei Satze. Im 2. Kapitel im 6. Paragraphen und

wiederkehreud im 3. Kapitel im 13. Paragraphen ist die Aufgabe, ein

regelmaBiges Sieheneck zu konstruieren^), naherungsweise so gelost,
daB die Halfte der Seite des einem Kreise einbeschriebenen gleich

seitigen Dreiecks als Seite des demselben Kreise einbeschriebenen

regelmaBigen Siebenecks gilt, ein Verfahren, welches durch Jahr

hunderte durch sich fortgeerbt hat. Im 1. Kapitel im 21. und 22. Pa

ragraphen sind punktweise Konstruktionen der Parabel gelehrt'), denen

wir uns nicht erinnern bei frttheren Schriftstellern begegnet zu sein.

Yon einem Punkte C der Parabelachse aus (Fig. 100), der um die

') Woepcke in dem Journal Asiatique fiir Februar und Marz 1855

pag. 241 und 352—358, *) Ebenda pag, 329 und 332, ') Ebenda pag, 326.
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doppelte Brennweite 2AF= AC vom ScheUelpunkte entfernt ist, als

Mittelpunkt und mit der CA als Halbmesser wird ein Kreis be

schrieben und in einem Punkte P der Achse die Senkrechte PL er

richtet. Auf ihr nimmt man PM=AL ab, so ist If ein Punkt

der Parabel. In der zweiten Konstruktion verlangert man (Fig. 101)

die Parabelachse ttber den Scheitel hinaus um den Parameter Ae= AG.

Mit der Entfernung von G bis zu einem beliebigen Punkte P der

Achse als Durchmesser beschreibt man einen Kreis, an P dessen Be

rtthrungsUnie und ihr parallel durch A die L^L^. Senkrechte von

ij und Lj auf jene Bertthrungsliuie treffen sie in den Parabelpunkten

M^ und if
2.

Andere Yerdienste hat sich Abu'l Wafa in der Trigonometrie

erivorben^). Er kennt Formeln, welche unseren Gleichungen

-, / . a \2 ^
.

„
. c a

2( sm — I = 1 — cos a, sm « = 2 sm
-^

• cos
-^

entsprechen. Er weiB sin (a Y fi) herzusteUen und schreibt dafttr

-

/ . o. 1 / ■

9
sinc^ sinfl^ 1 /"^ 02

sin c^ • sin fl*

sin(a + /3)= j/sina^ ^
^+ [/ sm /S^ ,:^— ,

wo die Nenner r^ daher stammen, daB die Sinusse wirkliche Strecken

bedeuten. Er leitet mittels geometrischer Konstruktionen, welche wir

durch Rechnung an Formeln ersetzen, eine Methode zur Berechnung

von Sinustafeln her^), welche den Sinus des Winkels von -r- Grad

mit einer Genauigkeit liefert, welche sich bis zur Einheit der 9. Dezi

male erstreckt. Er geht aus von der Vergleichung

sin (a -k /3)
— sin a < sin a — sin (a

— fi) .

Er beweist dieselbe nicht, aber es ist einleuchtend, daB sie Gttltig
keit hat, sofern die Winkel a —

fi, a, a Y fi samtlich dem ersten

Kreisquadranten angehoren, weil, sofem

0 < cos |3 < 1 aus sin (a -k (3) -k sin (a —

fi) = 2 sin a • cos j3

sofort sin (a Y fi) Y sin (a—

/?) < 2 sin a und daraus jene Vergleichung
hervorgeht. Setzt man die Vergleichung nach rechts wie nach links

fort, so erhalt man:

sin (« + 3/j) - sin (a Y 2/3) < sin (a -f 2/3)
- sin (a Y ^)

< sin (aYfi)~ sin a< sina —

sin(« —

fi) < sin (a
—

fi) — s\n(a
— 2/3)

< sin (a —

2j3)
— sin (a

—

3/3)

'-) A. V. Braunmiihl, Vorlesungen uber Geschichte der Trigonometrie I,
55—59. -) Woepcke iu dem Journal Asiatiepie fiir Aprd und Mai 1860

pa?, 298—299.
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und daraus:

sin(a Y 3/3)
— sin (a + 2fi) < sin(« Yfi)— sina < sin« — sin (a— fi)

sin(a Y2fi) — sin(a Y fi) < sin(uYfi) — sina<sin(o:— /3)
—

smCa
—

2fi)
sin (a Yfi)

— •sin a = sin (a+ /3)
- sin «<sin (a -2fii- sin (« -

3/3).

Addiert man die drei Formeln, so entsteht:

sin (a -k 3/3)
— sin a < 3 [sin (a Y fi)

— sin «] < sin a — sin (a —

3/3)

oder endlich

-g- [sin (a Y •'/3) — sin «] < sin (a Yfi)
— sin « <

3 [sin a - sin (« —

3/3)].

Nun kann man sin 36" und sin 60" durch Quadratwurzelausziehung in

beliebiger Genauigkeit finden und durch Quadratwurzelausziehung,
die weiter jeden beliebigen Grad von Genauigkeit gestattet, auch zu

den Sinussen der stets halbierten Winkel gelangen. So kommt man

1 «•
36» 60"

,
. 18"

,
, 15"

ZU den bmussen von
-- - und von —- oder zu sm— - und sin „- ,
04 128 32 3-2

16°
zwischen denen sin — = sin 30' enthalten sein muB. Nun setzt man

15"
r.

1"

stall an:

^ =

•3.> ' /^ ^ 32'
^'^ nimmt die letzterhaltene Vergleichung die Ge-

1 r . 18» . l5»-i
^

.

.,,,,,
. 15"

_,
1 r . 15" . 12°

3

12"
AuBer sin 30' ist darin nur noch sin— -

unbekannt, welches aber

auch mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden kann vermoge

g^
= 4 (00

~ vo) ^^*^ somit ist eine neue fortlaufende Ungleichung

. 15» 1 r . 18" . 15«-| ^ .

„^,
^i'^

■i2
+
y L'''' 'i2

- ^'^ ^'J < ^1^ ^0

^
. 15"

,
1 r . 15» . 12»n

<^i^^ + yK^-^"^:d
herstellbar, in welcher der groBere wie der kleinere Wert bekannt

ist, in welcher auBerdem beide nicht weit voneinander abweichen,
also auch beide dem zwischenliegenden Werte nahezu gleich sind.

Um so genauer wird daher dieser Zwischenwert als arithmetisches Mittel

der beiden auBeren Werte gelten dttrfen, und diese Annahme macht

dem entsprechend Abu'l Y^afa, d. h. er setzt

.

OA'
- 16» 1 r . 18" . I2»n

sm30 = sm~- + y [sm
- -

sm-^,-]
•

Noch wichtiger in ihren Folgen war eine Neuerung, welche

Abu'l Wafa in die Gnomonik einftthrte. Wir haben bei Al Battani

(S. 738) das Auftreten der Schatten auf Horizontalebenen (Kotangenten)
oder Vertikalebenen (Tangenten) erwahnt. Abu'l Wafa widmete be-
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sonders den letzteren seine Aufmerksamkeit. Er nahm li zu 60 Teilen

an und berechnete die Schatten, umbra versa in den lateinischen

Bearbeitungeu, d. h. also die trigonometrischen Tangenten der Winkel

(p, welche er in einer Tafel vereinigte, von welcher er auch bei

anderen Aufgaben als der gnomonischen, bei der sie entstanden war,

Gebrauch machte. Denn ihm ist nachtraglich') „die umbra eiues

Bogens eine Linie, welche von dem Anfangspunkte des Bogens

paraUel dem Sinus geftthrt wird in dem Intervalle zwischen diesem

Anfange des Bogens und einer von dem Mittelpunkte des Kreises

nach dem Ende des Bogens gezogenen Linie ... So ist die umbra

die Halfte der Tangente des doppelten Bogens, welche enthalten ist

zwischen den zwei Geraden, welche vom Mittelpunkte des Kreises

nach den Endpunkten des doppelten Bogens geftthrt werden". Da

ist, wie wir sehen, der aUgemeine Begriff der Tangente ganz fertio-,

da ist der Name dieser Funktion vorbereitet. Und Abu'l Y'"afa geht

noch einen groBen Schritt weiter. Er erfindet die Sekanten und

Kosekanten unter dem Namen der Durchmesser des ersten und

des zweiten Schattens. Er kennt bereits die Proportionen und

Gleichungen :

tg K : r = sin a : cos a

cotg a : r ^ cos a : sin a

tg « : sec a = sin a : r

tg a: ) = r : cotg a

sec a = Yy Y 'tg a^

cosec a = ]/r^ Y cotg a^ .

Er wagt es endUch r = 1 zn setzen, indem er sagt: Also ist es klar,
daB, wenn man den Radius gleich 1 setzt, das Verhaltnis des Sinus

eines Bogens zu dem Sinus seines Komplementes der erste Schatten

und das Verhaltnis des Sinus des Komplementes zu dem Sinus des

Bogens der zweite Schatten ist.

EndUch berichtet ein Schriftsteller des XIIL S., Nasir Eddin,
der uns im 36. Kapitel begegnen wird, ttber verschiedene Beweise des

Sinussatzes im spharischen Dreieck, welche von Abu'l Y'afa,
von Abu Nasr^) und von Al Chodschandi herrtthren. Wem der

drei ziemlich gleichzeitigen Gelehrten die Erfindung des Satzes an

gehort, ist unbekannt.

Der zweite Astronom, deu wir, als an die Sternwarte im Palast-

garien des Bujiden berufen, genannt haben, war Alkuhi^). Waid-

>) Hankel S. 284—285. '-) Suter 81, Nr, 186, ") M. Steinschneider,
Lettere intorno ad alcuni matematid dd medio evo a D. Bald. Boncompagni.
Rom 1863, pag. 31 sqq. Fihrist 40, Suter 75—76, Nr. 175.
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schan ibn Rustam Abu Said Alkuhi ftthrt den Beinamen, unter

welchem er vorzugsweise bekannt ist, nach dem Bergland Al-Kuh

in Tabaristan. Von ihm rtthren astronomische Beobachtungen des

Jahres 988 her, welche er aber in ziemlich hohem Alter angestellt

haben muB. Eine Jugendschrift Alkuhis hat namlich auf seinen

Wunsch der Sohn des Tabit ibn Kurrah durchgesehen und verbessert

und dieser, welcher den Namen Sinan') ftthrte, auch selbst fttr einen

in der Wissenschaft des Euklid sehr bewanderten Gelehrten gait,
starb schon 943, mithin 45 Jahre vor jenen Bagdader Beobachtungen.

Beilaufig sei hier bemerkt, daB auch Sinans Sohn Ibrahim ibn

Sinan ibn Tabit ibn Kurrah^) (9(J8
—946) ein geschickter Mathe

matiker war und einen Kommentar zum I. Buche der Kegelschnitte

sowie selbstandige Abhandlungen ttber Bertthrungsaufgaben schrieb.

Alkuhis wichtigste geometrische Leistungen, welche bekannt sind,

liegen auf einem Gebiete, welches durch Griechen, besonders durch

Archimed und durch ApoUonius von Perga bereits urbar gemacht,
doch erst von den Arabern grttndlich und erfolgreich bebaut worden

ist: auf dem Gebiete der Losung solcher geometrischen Aufgaben,
die analytisch behandelt zu Gleichungen von hoherem als dem

zweiten Grade ftthren.

So kennen wir von Alkuhi einen Satz, der sich auf die Drei

teilung des Winkels bezieht^). So kennen wir von ihm eine Auf

losung dreier zusammengehoriger Aufgaben-'): 1. einen Kugelabschnitt
zu finden, der einem gegebenen Kugelabschnitte inhaltsgleich, einem

anderen ahnlich sei; 2. einen Kugelabschnitt zu finden, der mit einem

gegebenen Kugelabschnitte gleiche gekrttmmte Oberflache besitze und

einem anderen gegebenen Kugelabschnitte ahnlich sei; 3. einen Kugel
abschnitt zu finden, der zu zwei gegebenen Kugelabschnitten in dem

Zusammenhang stehe, daB er denselben Inhalt wie der eine, eine

gleich groBe gekrttmmte Oberfiache wie der andere besitze. Von

diesen Aufgaben kommen die beiden ersten im II. Buche von Archi

meds Schrift ttber Kugel und Zylinder im Satze 6 und 7 vor, wah

rend die dritte und schivierigste von Alkuhis eigener Erfindung ist.

Er lost sie mit Hilfe einer gleichseitigen Hyperbel und einer Parabel,

deren Durchschnittspunkte die Unbekannte ausmessen lassen, Er

fugt auch eine strenge Erorterung der Bedingungen bei, unter welchen

allein die Aufgabe losbar ist, also das, was die Griechen den Dioris-

mos nannten, und was die Nachahmer der Griechen im allgemeinen
— die Araber nicht ausgeschlossen

— keineswegs mit gleicher Regel-

') Suter 51—52, Nr. 108, ") Ebenda 53—54, Nr, 113, ") L'algebre

d'Omar Allchayami (ed, Woepcke) pag, 118, *) Ebenda pag. 103—114.
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maBigkeU zu beachten pflegten. Diesen Leistungen Alkiihis gegen-

tiber wissen wir endUch'), daB es ihm nicht gelang eine Aufgabe zu

bewaltigen, welche auf die Gleichung

x^Y 13-^:r-k5 = lO.r^

ftthrte.

Der dritte Name, welchen wir nannten, war As-Sagani, der

aus Sagan in Chorasan Herstammende^). Ahmed ibn Muhammed

As-Sagani Abu Hamid al Usturlabi d. h. auch der Verfertiger von

Astrolabien genannt, starb 990. Er war, wie der zweite Beiname

zu folgern gestattet, besonders geschickt in der Anfertigung jener

astronomischen Winkelmessungsvorrichtungen, welche den Ubergang
von der Dioptra des Heron zn dem modernen Theodolit bilden. Von

mathematischen Leistungen ist uns nur ein Satz ttber Kreissegmente

bekannt^), welcher mit der Dreiteilung des Winkels in einigem Zu

sammenhange steht.

Die Satze des Tabit ibn Kurrah, des Alkuhi, des As-Sagani,
welche auf Winkeldreiteilung sich beziehen, stehen insgesamt in einer

groBeren Abhandlung ttber den gleichen Gegenstand^), welche Abu

Sa'id Ahmed ibn Muhammed ibn 'Abd Al-Dschalih As-Sidschzi ver

faBt hat, ein Schriftsteller, der gewohnlich unter seinem Heimats-

namen Alsidschzi, mitunter aber auch statt dessen als Alsin-

dschari genannt zu werden pflegt^), und welcher etwa 30 Jahre

vor der Abfassung jener Abhandlung in Schiras eine mathematische

Handschrift niederschrieb, die das Datum 972 tragend der Pariser

Bibliothek angehort. Die Aufgabe der

Winkeldreiteilung wird durch Alsidschzi

zunachst auf einen Satz zurttckgeftthrt,
der mit den anderen, welche er der Reihe

nach unter den Namen ihrer Erfinder

herzahlt, zwar nicht ttbereinstimmt, aber

doch zu ihrer aller Beweisen ausreicht.

Der Peripheriewinkel M (Fig. 102) sei

n'amlich der dritte Teil des Zentriwinkels

DGK, wenn DExEGYEC^= CD\

WeU namUch GD = CA, so sei GD^

= CA"" = GE^ Y AExEK= GE"-YDFx EM. Nun war E so

gewahU, daB GD"" = CE^ -k P-BX EC, folgUch muB EM = EG

sem. In dem gleichschenkligen Dreiecke GEM sind demnach je

') L'algebre d'Omar Allchayami (ed. Woepcke) pag, 54, ^) Hankel
S. 243. Suter 65, Nr. 143. ") L'algebre d'Omar Allchayami pag. 119. ^) Ebenda

pag. 117—125. ^) Hankel S. 246, Anmerkung **, Suter 80—81, Nr, 185.
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zwei Winkel = a, und der AuBenwinkel DEC dieses Dreiecks ist

= 2«. Der Winkel bei D ist wegen der Gleichschenkhgkeit von

DCM wieder =a und der Winkel DGK= 'da als AuBenwinkel

des Dreiecks CDE. Die erste Aufgabe der Y^inkeldreitedung ist

daher auf die zweite zurttckgeftthrt, eiuen Punkt E von der ge

wttnschten Eigenschaft zu finden. Die Alten, sagt Alsidschzi, losten

diese mittels Bewegungsgeometrie'); er splbst tut es, indem er mit

dem der Figur schon angehorenden Kreis eine gleichseitige Hyperbel
in Verbindung setzt, welche durch C hindurchgeht und den Kreis

halbmesser als Halbachse besitzt. Er beruft sich dabei ausdrttcklich

auf einen Satz (den 53 sten) des I. Buches der Kegelschnitte des

Apollonius. Eine in Leiden befindliche Handschrift enthalt femer

eine Abhandlung Alsidschzis, welche mit der Zeichnung von Kegel
schnitten sich beschaftigt^). Andere geometrische AbhandUmgen
Alsidschzis beziehen sich endUch der Hauptsache nach auf Durch

schnitte von Kreisen mit Kegelschnitten^), welche letztere demnach

ein Lieblingsgegenstand der Untersuchungen des Verfassers gewesen

sein mttssen.

35. Kapitel.

Zalilentheoretiker, Rechner, geometrisclie Algebraiker

vou 950 etwa Ms 1100.

Ganz anderer Richtung gehoren die Arbeiten einiger Gelehrten

der gleichen, wohl auch noch etwas frttherer Zeit an, von welchen

wir jetzt reden wollen. An deren Spitze steht der anonyme Ver

fasser einer Abhandlung, welche, wie wir am Schlusse des vorigen

Kapitels gesagt haben, Alsidschzi 972 abschrieb. Die Abhandlung
ist durchaus zahlentheoretischen Inhaltes nnd hat es hauptsachlich
mit der Bildung rationaler rechtwinkliger Dreiecke zu tun'').
Primitive Dreiecke, deren Seiten teilerfremd zueinander sind, werden

') L'algebre d'Omar Allchayami pag, 120, Aus dieser Stelle stammt die

Kenntnis des Wortes Bewegungsgeometrie, -) .Journal Asiatique fiir Februar

und Marz 1855 pag. 222. Woepcke hat diese Abhandlung Alsidschzis, sowie

z-wei andere ahnlichen Inhalts, d. h. gleichfalls ttber Kegelschnittzirkel, von Al-

kiihi und von iluhammed ibn Hosein in den Notices ct extraits des manuscrits

de la Bibliotheque nationale XVH zur Veroffentlichung gebracht, Vgl, A, von

Braunmiihl, Historische Studie iiber die organische Erzeugung ebener Curven

in dem Katalog der Mathematischen Ausstellung zu Niirnberg 1892. *) Notices

et extraits des ma-nuserits de la Bi-bliatliecpie du roi XIII, 136—145, ■*) Woepcke,

Becherches sur plusieurs ouvrages de Leonard de Pise in den Atti dell' Aceademia

Pontific-ia de nuovi Liiicei 1861, T. XIV, pag. 211—227 und 241—269.
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dabei von abgeleiteten unterschieden. Im primitiven Dreiecke musse,

so wird behauptet, die Hypotenuse immer ungerad und Summe zweier

Quadrate sein. Die Ungeradheit wird noch naher dahin bezeichnet,
daB die Hypotenuse stets von der Form 12-;h Y 1 oder 12m Y 5 sei.

Die Formen, denen Quadratzahlen und Summen von Quadratzahlen

angehoren konnen, mit anderen Worten ein Teil der Lehre von den

quadratischen Resten, wei;den erortert. Die Aufgabe, welche von

nun an der Geschichte der Arithmetik erhalten bleibt: ein Quadrat

zu finden, welches um eine gegebene Zahl vergroBert oder

verkleinert wieder Quadratzahlen gibt, wird gestellt und gelost.
Das dttrften die wichtigsten Satze dieses Bruchsttickes sein, dessen

Anfang leider verloren gegangen ist und mit ihm der Name des

arabischen Verfassers. Eiu Araber war er unzweifelhaft, wie aus

einer Stelle hervorgeht, in welcher er sich selbst als den Erfinder

preist, aber nicht ohne hinzuzufttgen: der Ruhm davon gehort Gott

allein, ein geradezu kennzeichnender Ausdruck, dessen nur Araber sich
zu bedienen pflegten. VieUeicht kann man, wenn auch nicht mit

gleicher Bestimmtheit behaupten, der Verfasser habe am Studium

des Diophant sich gebildet. Bei diesem Schriftsteller namlich ist,
wie mit Recht betont worden ist'), die erste QueUe jener Aufgabe
von den drei in arithmetischer Progression stehenden Quadratzahlen,
ist zugleich eine Auflosung mit Hilfe rationaler rechtwinkliger Drei
ecke zu finden^).

Abu Mahmud Alchodschandi aus der Stadt Chodschanda

in Chorasan, der uns (S. 748) als Trigonometer bekannt geworden ist,
war im Jahre 992 noch am Leben, da uns eine von ihm herrtthrende

astronomische Beobachtung aus diesem Jahre bekannt ist^). Von ihm

rtthrt ein Beweis des merkwttrdigen zahlentheoretischen Satzes her,
daB die Summe zi^'eier Wttrfelzahlen nicht wieder eine \Yttrfelzahl

sein konne, daB .r° Y y^ = z^ rational unlosbar sei. Leider kennen

wir den Beweis nicht. Es wird uns nur gesagt, daB derselbe mangel
haft gewesen sei, ebenso wie Untersuchungen des gleichen Verfassers
ttber rationale rechtwinklige Dreiecke.

Der Berichterstatter ist der Schaich Abu Dscha'far Muhammed

ibn Alhusain, welcher nach dem Tode Alchodschandis - denn es

ist von ihm mU dem Zusatze „Gott sei ihm barmherzig" die Rede —

seine eigene Abhandlung ttber rationale rechtwinkUge Dreiecke ver-

') Woepcke L c. S. 252, '') Diophant (Tannery) III, 19, S, 182 und

V, 8, S, 3;i0. 3-, Woepcke, Becherches sur plusieurs ouvrages de Liionard de
Pise m den Atti dell' Aceademia Pontificia dc nuovi Lined 1861, XIV 301—302.
Suter 74, Nr, 173.
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offentlicht hat'), in welcher er ttbrigens nicht sehr weit ttber den

anonymen Arithmetiker, mit welchem wir es eben erst zu tun batten,

hinausgeht, in mancher Beziehung sogar hinter ihm zurttckbleiht.

Auch diese Abhandlung ist vermutlich von Asidschzis Hand abge
schrieben^), doch mttBte, wenn die verschiedenen Jahreszahlen, die

uns berichtet sind, namentlich die der astronomischen Beobachtuno-

Alchodschandis, welche doch seinem Tode beziehungsweise der Ab

fassung der erst nach seinem Tode vollendeten Abhandlung des Ibn

Alhusain vorangegangen sein mttBte, auf Richtigkeit Anspruch er

heben, ein weiter Zwischenraum von mehr als 20 Jahren die in

einem Bande vereinigten Abschriften aus derselben Feder trennen,
deren eine 972 datiert ist, die andere erst spater als 992 entstanden

sein konnte. Wenn wir sagten, daB Ibn Alhusain nicht seiten hinter

dem Anonymus zurttckbleiht, so bezieht sich dieses auf einige offen

kundige Fehler, die bemerkt worden sind, wo er hcicbst wahrschein

lich eine Vorlage, nach welcher er arbeitete, nicht verstanden hatte').

Sollte, fttgen wir fragend bei, diese Vorlage die uns unbekannte

Schrift Alchodschandis ttber rationale rechtwinklige Dreiecke gewesen

sein, an welcher das nach Ihn Alhusains Meinung Mangelhafte eben

darin zu suchen ware, daB der Tadler es nicht richtig auffaBte?

SoUte gerade die Schrift des Alchodschandi nach Verlust der Anfangs-

paragraphe als anonymer Traktat ttbrig geblieben sein? Mehr als

diese Fragen konnen wir nicht auBern, doch scheinen sie nicht

schlechterdings verneint werden zu konnen. Ibn Alhusain unter

scheidet, wie der Anonymus, primitive und abgeleitete Dreiecke, be

nutzt aber andere Worter, um diese Unterscheidung auszusprechen.
Bei dem Anonymus heiBt das primitive Dreieck asl, bei Ibn Alhusain

awwali; das abgeleitete Dreieck heiBt dort fari oder mafru^, hier

tabi'*). Ibn Alhusain gibt ausdrttcklicb als Zweck der ganzen Unter

suchung die Losung der Aufgabe an: ein Quadrat zu finden, welches

um die gegebene Zahl vergroBert oder verkleinert wieder ein Quadrat

werde"). Es ist bemerkenswert, daB eine geometrische Erlauterung
der gegebenen Auflosung von ahnlichen Grundgedanken Gebrauch

macht, wie wir sie bei Muhammed ibn Musa Alchwarizmi verfolgen

konnten, da wo es um die Auflosung der unreinen quadratischen

Gleichung mit einer Unbekannten sich handelte. Es ist weiter be

merkenswert, daB Ibn Alhusain bei dieser Auseinandersetzung sich

ausdrttcklich auf den 7. Satz des II. Buches der euklidischen Ele-

') Woepcke L c, 301—324 und 343—356, Suter 80, Nr, 183 und Ab

handlungen zur Geschichte der Mathematik XIV, 168, ^) Woepcke 1, c. 324,

") Woepckcs Bemerkungen pag, 307, 317, 323. *) Woepcke, Becherches etc.

pag 320. '') Ebenda pag. 350 flgg.

Cantor, Geschichte der Matliematik I. 3, Aufl, 48
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mente bezieht Bei der den Arabern am Schlusse des X. S. ganz

allgemeinen Verehrung des Werkes ist freilich mit einer gelegent

lichen Anftthrung desselben nichts weniger als ein Ursjimngszeugnis
fttr dasjenige, um dessenwillen Euklid beigezogen ist, verbunden ; aber

wenn wir die Beweisftthrung selbst ansehen, so kami die mehrfach

benutzte Figur des Gnomon uns mindestens zweifelhaft lassen, ob wir

fiir den Ursprung nach Indien, ob wir nach Griechenland zuruck-

schauen, oh wir an Abu'l Wafas dem Augenschein genugende Kon

struktionen denken sollen, um so mehr als, wie wir schon bemerkten,
ahnliche Aufgaben bei Diophant, bisher aber nicht in indischen

Schriften aufgefunden worden sind und Abud Wafa (S. 742) der

Erlauterung der diophantischen Schriften seine beste Kraft zugewandt
zu haben scheint Die Katheten

AB=e^ nnd BG= C2 eines rationalen

rechtwinkligen Dreiecks (Fig. 103),
dessen Hypotenuse h heiBen soU,
werden aneinander gesetzt und ttber

ihrer Summe, aber auch ttber der

groBeren q wird ein Quadrat be

schrieben. Die beiden freiUegenden
Seiten BE, DE des letzteren Qua

drates werden bis zum Durchschnitte

mit den Seiten des Quadrates ttber

der Summe AG = e^^ Y C-i verlangert.
Aus dieser Konstruktion geht die

Zerfallung des groBen Quadrates in folgende 4 Teile hervor: AE

(das Quadrat von ej, FE (das Quadrat von c^ und GE sowie ZE

(die beiden Rechtecke zwischen q und c^. Ist nun 2c.^c., = k, so folgt
wegen c^- Y Cg^ = V, daB (c^ -f e^^ = P q. jfc sei. Aber auch V — k

ist ein Quadrat. Schneidet man namlich von B gegen A hin und
o o

von D ebenfalls gegen A hin Stttcke BT^DK^c^^ ab, so ist das

Quadrat AE zerlegt in das Quadrat KT und die beiden Rechtecke

DM, BL, von welchen das Quadrat LM abzuziehen ist. Mit

auderen Worten, es zeigt sich

AEYLM- 2BL

IT

B T

Kg, 103,

oder

oder

KT

«i' + c/-2q., = (f,-e,)2

und man findet also Zahlen, welche die verlangte Eigenschaft be

sitzen in den Quadraten der Summe der beiden Katheten, der Hypo
tenuse und der Differenz der beiden Katheten eines rechtwinkUgen
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Dreiecks, wahrend das doppelte Produkt der beiden Katheten die

Zahl ist, um welche das erstere Quadrat groBer, das letztere kleiner

als das mittlere ist. Entsprechend heiBt es liei Diophant: „ln jedem

rechtwinkligen Dreieck bleibt aber das Quadrat der Hypotenuse aucb

dann noch ein Quadrat, wenn man das doppelte Produkt der Katheten

davon abzieht oder dazu addiert'"'). Nun gibt es Methoden aus zwei

beliebigen Zahlen a und b ein rationales rechtwinkliges Dreieck ent

stehen zu lassen, und solche Methoden werden in der anonymen Ab

handlung, werden von Ibn Alhusain gelehrt; z. B.

a Y^ " '-'
7

a-^ -^ b'-

^'■~ ^^^' ^2
—

^_-b >
'' ==

2 f/( -^6)
■

Setzt man diese Werte ein, so wird /,- = 2e,e,, = - -

-,
- und

' ' -^
a — b

a -k ?- ab Y _ra''-{-liY^ {a-^b)cdj
~

2

"

=t a^
~

lYY- b)j i Y — b^'

oder indem alle Seiten mit 2(a
— b) vervielfacht werden

c^
= a^ — b", fj

= 2ab, It = a" Y Y

und die beiden ganzzahligen Endgleichungen

(a- -b^ -j- 2ab]'- = (a^ Y by + Aab(a^
-

b^)
nebst

(fj,"
—V- 2abY = (a- Y ^Y" - Aabia" - b^).

Beide Abhandlungen stimmen noch in einer weiteren Beziehung ttber

ein. Sie enthalten Zahlentabellen, gebUdet infolge von Versuchen

— freilich von auf eine theoretische Betrachtung gesttttzten Ver

suchen — welche der zunachst in Behandlung tretenden Aufgabe

rationale rechtwinklige Dreiecke zu finden genttgen. In keinem der

bisherigen Abschnitte dieses Bandes haben wir das Vorhandensein

genau solcher Tabellen erwtthnen konnen, wenn wir auch auf manche

eine Vergleichung gestattende Dinge stieBen. Vergleichen laBt sich

schon die altagyptische Zerlegungstabelle der Brttche mit ungeradem
Nenner und dem Zahler 2 als Summe von Stammbrttchen; vergleichen
lassen sich die Tabellen der Quadrat- und Kubikwurzeln in Senkereh,

vergleichen die Einmaleinstafel bei Nikomachus, die kleine Liste

der Diametralzahlen bei Theon von Smyrna; und aucb bei den Indern

fehlt es nicht an nachstverwandten Vergleichungsstttcken, denn die

den (J^ulvasutras entlehnten Beispiele rechtwinkliger Dreiecke (S. 638)
sind vieUeicht ein Auszug aus einer solchen Tabelle, von deren Vor

handensein wir sonst nichts wissen. Das sind Anhaltspunkte, welche

') Diophant (Tannery) pag. 182, (Wertheim) S, 110 und fast gleich

lautend (Tannery) pag. 326, (Wertheim) S, 203.

48"
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man, wenn es einst gelingen soil auf Grundlage reichhaltiger Quellen-

kunde die Frage nach dem ersten Ursprunge dieser arabischen Unter

suchungen zur Entscheidung zu bringen, nicht wird fibersehen dttrfen.

EndUch gehort ebendahin das, was wir eine Art von Kenntnis qua

dratischer Reste genannt haben, und was uns (S. 632) bei Indern

schon bekannt geworden ist, was von einem Araber ausdrttcklich als

indisch benannt worden ist.

Wir meinen den bertthmten Arzt und Naturforscher Ibn Sina,

gewohnlicher in abendlandischer Umformung Avicenna genannt.

Wir haben (S. 730) ttber die Erziehung dieses merkwttrdigen Mannes

gesprochen und ttber den Rechenuuterricht, welchen er zwischen 990

und 995 von einem Gemttsehandler erhielt. Unter den zahllosen

bandereichen Schriften, welche Avicenna trotz seines haufig wechseln

den Aufenthaltes, trotz der Staatsgeschafte, welche er als Wezir des

Emirs Schams ed Daula zu Hamadan auszuuben hatte, trotz seiner

groBartigen arztlichen Tatigkeit verfaBt hat, befindet sich eine hand

schriftlich in Leiden aufbewahrte spekulative Arithmetik'), d. h. also

nach unserer frttheren Erlauterung dieses Wortes eine Art Zahlen

theorie nach griechischem Muster. Zwei SteUen derselben sind allein

in Ubersetzung veroffentlicht, beide dem HI. Buche angehorend.

„WiU man nach der indischen Methode", besagt die eine Stelle,

„Quadratzahlen auf ihre Richtigkeit untersuchen, so ist unvermeidlioh

1, 4, 7 oder 9. Dem 1 entspricht 1 oder 8; dem 4 entspricht 2

oder 7; dem 7 entspricht 4 oder 5; dem 9 entspricht 3, 6 oder 9.'

Die andere Stelle fttgt dann hinzu: „Eine Eigenschaft der Kubik

zahlen besteht darin, daB ihre Untersuchung nach der indischen

Rechenkunst, ich meine die Probe, von welcher diese Rechenkunst

Gebrauch macht, immer 1, 8 oder 9 ist. Ist sie 1, so sind die Ein

heiten der zum Kubus erhobenen Zahl 1, 4 oder 7; ist sie 8, so sind

sie 8, 2 oder 5; ist sie 9, so siud sie 3, 6 oder 9." Beide an sich

nicht ganz leicht verstandliche SteUen sind gewiB richtig dahin er

klart worden, es handle sich in ihnen um die Neunerprobe bei

Potenzerhebungen, und man hat sie dementsprechend verwertet,
um in Ubereinstimmung mit der Aussage des Maximus Planudes

(S. 611) aber ohne unmittelbare Bestatigung durch einen der indi

schen' SchriftsteUer, welche uns bekannt sind, eben diese Probe als

^) Woepcke im Journal Asiatique fur 1863, 1, Halbjahr pag, 501—504.

H, Enestrom {Biblioth. Mathem. 3. Folge VII, 81) macht darauf aufmerksam,
dafi Avicenna auch als Verfasser eines zweiten arithmetischen Traktates be

zeichnet wird, dessen Anfang in franzosischer Sprache im Didioiinaire des

sciences mathematiques von A. S. de Montferrier I, 141—143 (Paris 1835) ab

gedruckt ist.
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indisch zu erweisen. Man kann auch auf eben diese Stellen sich be

ziehen, um die Kenntnis quadratischer und kubischer Reste bei den

Indern zu bestatigen. Offenbar sagt niimlich Avicenna zuerst nichts

anderes, als was wir in modernen Zeichen

(9;/ + l)^^l, (9v+2)2e=4,

(9n±3r- = (9nY^y = ^, (9^ + 4)^-7

immer fttr den Modulus 9 schreiben wttrden; und in der zweiten

SteUe sind nach dem gleichen Modulus 9 die Kongruenzen enthalten

(9,1 Y 1)=' = (0;^. -k4)-''=(9K-k 1)' = 1,

(9n Y S)^ ={9n Y 2)'' :s (9« -f 5)= = 8,

(9-n Y ?>)'" = (9-w Y Gf = (9nY 9)^ .--= 9,

Zurttckverweisung nach Indien wird uns auch bei Albiruni ge

wiB nicht in Erstaunen setzen, der ein Zeitgenosse des Avicenna

lange Reisen in Indien, wie wir wissen TS, 710), gemacht hat.

Albiruni nimmt gegen die bisher besprochenen Personlichkeiten ins

gesamt eine Ausnahmestellung ein. Er gehorte namlich nicht zu

den gelehrten Hofkreisen von Bagdad, sondern ruhte in Gazna von

seinen Reisen, am Hofe des kunstsinnigen Fttrsten MalaruLd des

Gaznawiden, der an l\lachtfttlle wie an Fttrsorge fttr die Vdssenschaften

mit den Herrschern von Bagdad wetteiferte. Albirtini hat in seiner

Chronologie ganz gelegentlich die Summe der geometrischen Schach-

felderprogression, die mit 1 beginnend auf jedem folgenden Felde

Verdopjilung vorschreibt, angegeben') als Beispiel, wie man eine und

dieselbe Zahl, um jeden Irrtum unmoglich zu machen, in drei ver

schiedenen Arten niederschreiben konne: mit indischen Ziff'ern, um-

gerechnet in das Sexagesimalsystem und durch die huruf aldschum

mal oder (S. 7t)9) Buchstaben mit Zahlenwert. Jene Zahl sei

(((16")-)2)2
- 1 und betrage 18 446 744 073 709 551 619. Man

Ende sie nach folgenden beiden Regeln. Erstens: Das Quadrat der

Zahl eines von den 04 Feldern ist gleich der Zahl des Feldes,
welches von dem vorgenannten eben so weit entfemt ist als jenes
von dem ersten. Ist also 16 die Zahl des 5. Feldes, so niuB

H;- = 256 die Zahl des 9. Feldes sein ivegen 9 — 5 = 5 — 1.

Zweitens: Die um 1 verringerte Zahl eines Feldes ist die Summe

der Zahlen der vorhergehenden Felder. Y^enn 32 die Zahl des

6, Feldes ist, so muB 31 die Summe der Zahlen der 5 frttheren

Felder sein, oder 31 = 1 + 2 -k 4 -f 8 + 16. In einem anderen

') Ed, Sachau, Algebraisches uber das Schaoh bei Biruni. Zeitschr, der

deutsch, morgenl. Gesellsch, (1876) X.KIX, 148—156,
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Werke, dem Buche der Ziffern, kommt Albiruni auf den gleichen

Gegenstand zu reden und lehrt die Berechnung nach einem Kunst-

gi-iffe, der sich an die obigen beiden Regehn anschlieBt, welche auf

den Fall des ganzen Schachbrettes angewandt nichts anderes besagen
als man soUe die Zahl eines gedachten 65. Feldes berechnen und

von ihr 1 abziehen. Wenn Glieder einer geometrischen Reihe a, ae,

ae^, . . ae^ vorliegen, so kann die Gliederzahl gerad oder ungerad

sein, je nachdem n ungerad oder gerad ist. Im ersteren Falle ist das

Produkt der auBersten Glieder o X ae^'" + '-

gleich dem Produkte

zweier mittleren GUeder ae™ X ae"'-+''; im zweiten Falle ist jenes
Produkt der auBersten Glieder a X ae^™ gleich dem Produkte eines

MittelgUedes in sich selbst (ae'")^ Nennen wir nun die Zahlen,
welche jedem Schachbrettfelde entsprechen, durch die das Feld be-

zeichnende in romischen Ziff'ern dargestellte Zahl, so liefem uns die

Felderzahlen I, II, III, . . LXV eine Reihe von ungerader Gliederzahl

und demgemaB I X LXV = (XXXIII)-. Aber die Zahl I ist 1, ver

vielfacht also nicht, und somit ist LXV = (XXXIII)^ und XXXIH

heiBt das erste Mittel. Ebenso findet man XXXIII = (XVII)^ und

XVII heiBt das zweite Mittel. Ferner ist XVII = (IX) 2, IX = (V)^
und IX und V heiBen drittes und viertes Mittel. Auch ein fttnftes

Mittel III, ein sechstes II wUd durch V = (III)^ III = (11)^ gefunden
und nun gerechnet. Das sechste Mittel II ist 2, das fttnfte III ist

2- = 4; das vierte V wird Y- = 16, das dritte IX demnach 16^ = 256;
weiter wird das zweite Mittel XVII notwendig 256° = 65 536 und

XXXIIl Oder das erste Mittel 65 536^ = 4 294 967 296. Diese Zahl

endlich quadriert gibt LXV, wovon 1 abgezogen die frfiher erwahnte

Summe liefert. Ohne diesem Kunstgriff jeden Wert absprechen zu

wollen sind wir doch nicht imstande Folgerungen daraus zu ziehen,

denn eine genaue Bekanntschaft mit den Gesetzen der geometrischen
Reihe wird niemand den Griechen so wenig wie den Indern ab

sprechen konnen'). Ob das Buch der Ziffern, in welchem Albiruni

den Kunstgriff gelehrt hat, jenes Lehrbuch der Rechenkunst ist,
welches wir als von ihm verfaBt gelegentUch (S. 715) erwahnten,
konnen wir nur vermutungsweise aussprechen.

Auch in der Geometrie war Albiruni tatig und zwar auf dem

Gebiete, welches, wie wir an mehreren Beispielen schon gesehen
haben, die Araber um das Jahr 1000 so vielfach beschaftigt hat,
auf dem ebensowohl algebraisch als geometrisch zu nennenden Ge-

') S. Giinther, Zeitschr, Math. Phys. XXI. Historisch-literar, Abteilung
-61 findet in der Analogie zwischen Albirunis Kunstgriff und dem Ver-
1 in Archimeds Sandrechnung eine bedeutsame Hinweisung,
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biete der Auflosung solcher Aufgaben, fttr welche der Kreis und die

Gerade nicht ausreichen, mit Hilfe von Kegelschnitten. Ob freihch

Albiruni die Auflosungen der durch ihn gesteUten Aufgaben selbst

kannte, ist uns unmittelbar nicht berichtet; die Tatsache der Auf-

gabenstellung aber, eine Sitte, welcbe jedem Leser des xlrchimed,
der sie auch austtbte, wohl bekannt sein muBte, laBt darauf

schlieBen. Albirunis Aufgaben haben die Dreiteilung des Winkels

zum Gegenstande'),
Abu'l Dschud, mit seinem ganzen Namen Abu'l Dscbud

Muhammed ibn AUait, ein tttchtiger Geometer aus derselben Zeit,
hat sich erfolgreich mit der Auflosung der Albirnnischen Auf

gaben beschaftigt. Durch den Durchschnitt einer Parabel mit einer

gleichseitigen Hyperbel hat er die Aufgabe gelost^) von einem

Punkte A auBerhalb einer Strecke BC eine Verbindungslinie AD

nach einem derartigen Punkte I) dieser Strecke zu ziehen, daB

ABX BC Y BD"- = BC^ werde, Ein anderes Mal loste er die Auf

gabe^), an welcher Alkuhi (S. 750) sich vergebens versucht hatte,

und welche als Gleichung geschrieben x'^ Y l^-c^-x' Y 5 = 10 ,<-^

heiBt. Y^ieder eine andere Leistung Abii'l Dschuds bezieht sieh auf

die Einzeichnung des regelmaBigen
Neunecks in einen" Kreis*). Albi

runi hatte im 7. Satze des 7. Ka

pitels des IV. Buches seiner Geo

metrie, wie uns berichtet wird, den

Satz ausgesprochen, die Konstruk

tion des Neunecks beruhe auf einer

Gleichung zwischen einer Unbe

kannten einerseits und deren Wttrfel

und einer Zahl andrerseits und hatte

den Nachweis dieses Satzes verlangt.
Abu'l Dschud lieferte denselben wie

folgt. Es sei (Fig. 104) AB die

gesuchte Neunecksseite und das

Dreieck gleichschenklig uber ihr mit der Spitze auf dem Kreisumfang

beschrieben. Dann sei AB = AD = DE = EZ aufgetragen und

360
^

ATYBG, ZKYAC gezogen. Der Winkel bei C ist -

^

= 20",

die Winkel bei B und A je = YY. Daraus folgt

^DAF = 80« - 20" = G0»,

') L'algebre d'Omar Allchayami pag. 114
und 119. ■) Ebenda pag. 114—115.

Suter 97, Nr. 215, ^ Ebenda pag. 54—57, ■■) Ebenda pag, 125—126,
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<xiDEA ebenso groB, also auch ^ADF=QO^ und das Dreieck

ADE ist gleichseitig. In dem ferneren gleichschenkUgen Dreiecke

DFZ ist <^ EBZ = 180° - 60° - «0" = 40°, -^ EZD ebenso gToB

und -^ D.BZ = 180» - 2 - 40° = 100°. FolgUch

^ ZEC = 180° - 100° - 60° = 20° = -^ ZGF,

und somit auch Dreieck CZF gleichschenklig, d. h.

CZ=ZE = ED = DA = AB = AE.

Aus der AhnUchkeU der Dreiecke CZK und CAT folgt

GZ: GK= CA: GT,

daraus CZ : 2 CK =CA:2CT oder AB : GE = GA : (GD Y CB)

und auch AB : (AB + GE) = C'^ : {GA Y CD + Ci?) oder

AB :M (- = ^C : (CD + 2,4 6') .

Nun setzt Abu'l Dschud AG = BC als Einheit, AB als Unbekannte,,

woftii- wir X schreiben und somit folgt aus dem letztgeschriebenen
Verhaltnisse 1 = x{2 + GD). Aus der AhnUchkeit der Dreiecke

ABC und BDA weiB man aber femer AG: AB= AB:BD oder

BD = x^ FolgUch ist CD = BC-BD= 1- x\ und die Glei

chung, aus welcher -x zn ermitteln bleibt, nimmt die Gestalt

1 = x{:i-3.--)

beziehungsweise schlieBlich a;^ + 1 = 3,i- an, wie Albiruni behauptet
hatte. Diese Gewandtheit eine geometrische Aufgabe tn eine Glei

chung- umzusetzen verleiht endlich einer Angabe voile Glaubwttrdig

keit, es habe Abu'l Dschud „eine besondere Abhandlung ttber die

Aufzahlung von Gleichungsformen verfaBt und ttber die Art

und Weise die meisten derselben auf Kegelschnitte zurttckzuftthren,
freilich ohne vollstandige Erorterung ihrer FaUe und ohne Scheidung
der moglichen Aufgaben von den unmoglichen, sondern nur so, daB

er die Entwicklungen gab, zu welchen er durch Betrachtung be-
<D ID 7 O

sonderer zu jenen Formen gehorender Aufgaben geftthrt wurde"').
Wir werden sehen, wie es einem Nachfolger Abu'l Dschuds um

1080 gelang das Kapitel einer geometrischen Algebra zum Abschlusse

zu bringen, mttssen aber vorher wieder zum Beginne des XI. S. zu

rttckkehren, um zweier Schriftsteller zu gedenken, welche dem

rechnenden und dem rein algebraischen Tede der Mathematik vor

zugsweise ihre Aufmerksamkeit zuwandten, Alnasawi und Al-

karchi.

Abu'l Hasan 'Ali ibn Ahmed Alnasawi war aus Nasa in der

Landschaft Chorasan. Wir sind in die Lage versetzt seine Lebens-

') L'algebre d'Omar Allchayami pag. 82.
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zeit ziemlich genau angeben zu konnen, indem wir wissen'), daB er

fttr die Finanzbeamten des Bujiden Madschd Addaulah, welcher

997— 1029 regierte, ein Rechenbuch in persischer Sprache heraus

gab, und daB er auf Wunsch von dessen Nachfolger, also wohl kurz

nach 1030, eine zweite neue Bearbeitung in arabischer Sprache voU

endete, welche letztere er mutmaBlich aus dem Grunde, weil er den

Fttrsten damit zufrieden stellen wollte, den befriedigen den Trak

tat nannte. Wir erinnern uns, daB um S20 das erste arabische

Lehrbuch der Rechenkunst, von welchem wir Kenntnis haben, durch

Muhammed ibn Musa Alchwarizmi verfaBt worden ist, daB dasselbe

sieh ungemein folgewichtig erwies. Andere Schriften ahnlicher Natur

werden uns da und dort genannt, zum Teil auch in Alnasawis Von-ede.

Alkindi^), der phdosophischste Kopf seiner Zeit, gleich be

rtthmt als Mediziner wie als Astronom und Mathematiker, ein Gttust-

ling der Chalifen Almamun und Almu'tasim, der bis in das letzte

Viertel des IX. S. gelebt haben muB, weil er eine Ubersetzung des

Kusta ibn Lukii aus dem Griechischen des Hypsikles zu verhessern

den Auftrag hatte, hat, wie Alnasawi uns erzahlt, ein Rechenbuch

verfaBt, welches diesem jedoch einen konfusen und ttbermaBig breiten

Eindruck machte, Dasselbe Urteil fallt er ttber ein Rechenbuch

Alantakis^), des Antiochiers, welcher 987 gestorben ist. Alkal-

ivadani*) am Ende des X, S. wird als zu schwierig bezeichnet; er

gebe Regeln, welche nur fttr solche Personen notwendig seien, welche

mit den feinsten Aufgaben sich beschaftigen, und aus der gleichen
Zeit nennt Alnasawi noch verschiedene andere A'erfasser von Lehr

bttchern der Itechenkunst, einen Abu Hanifa^), einen Kusehjar^),
welchen er bei alleni Lobe doch diesen oder jenen kleinen Tadel

nicht erspart. Die Schriften dieser Vorganger sind, wenn ttberhaupt
noch vorhanden, jedenfaUs nicht in Ubersetzungen veroff'entlicht, und

nur den befriedigenden Traktat Alnasaivis kennen wir aus einem kurzen

Auszuge, der kaum mehr als Uberschriften der einzelnenKapitel enthalt').
Wir entnehmen ihm, daB Verdoppelung und Halbierung als be

sondere Rechnungsarten gelehrt wurden. Y^ir entnehmen ihm die

Multiplikation und Division ,,nach indischer Weise", worunter die

'j Woepcke im Journed Asiatique im- 1863, 1. Halbjahr, pag, 492, Suter

96—97, Xr. 214. -) AVvistenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher S. 21

bis 22, Nr. 67, und Flttgel in den Abhandlungen fiir die Kunde des Morgeu

landes Bd. I, Abhandlung 2, Leipzig 1859, Suter 23—26, Nr, 45. ») Suter

63—64, Nr. 140. *) Ebenda 74, Nr. 171. =) Ebenda 31—32, Nr. 60. '*) Ebenda

83—84, Nr. 192 und Steinschneider in Abhandlungen zur Geschichte der

Mathemiitik HI, 109. ') Woepcke im Journed Asiaticque fur isii3, 1. Halbjahr,

pag. 496—500.
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Methoden verstanden sind, die wir auch durch Maximus Planudes als

indische kennen. Der Multiplikator, beziehungsweise der Divisor

rttckt unter dem MultipUkandus oder dem Dividendus weg von der

Linken zur Rechten. Beide Operationen beginnen dort, d. h. an der

hochsten Stelle, die Teilprodukte werden nach und nach addiert oder

subtrahiert und die notigen Verbesserungen und Yeranderungen ent

sprechend angebracht, beim wirklichen Rechnen vermutlich so, daB

man die unrichtige Zahl wegwischte und die richtige dafttr hinschrieb,
in den Beispielen des Lehrbuches so, daB die richtigen Zahlen ttber

die unrichtigen gesetzt sind, welche dadurch selbst fttr vemichtet

gelten. Die Zahlzeichen sind die ostarabischen. Auf diese, sagt

Alnasawi, hatten die meisten Personen, welche mit der Rechenkunst

sich beschaftigten, sich geeinigt, doch sei voile Ubereinstimmung
nicht vorhanden. Mit Bruchteilen verbundene Zahlen werden in drei

Zeilen untereinander geschrieben; in der obersten Zeile stehen die

Ganzen, in der zweiten der Zahler, in der dritten der Nenner des

Bruches; sind keine Ganzen vorhanden, so wird, um MiBverstand

nissen vorzubeugen, eine Null in die oberste Zeile gesetzt. So

heiBt also

0
1

0
^

r
1 lo ^

Die Rechnungsaufgahen erstrecken sich in den drei ersten Bttchem

bis zur Ausziehung der Kubikwurzeln aus mit Brttchen vereinigten
ganzen Zahlen. Das vierte Buch ist dem Rechnen im Sexa

gesimalsysteme gewidmet Von komplementaren Rechnungsverfahren
keine Spur!

Abu Bekr Muhammed ibn Alhusain Alkarchi') ist ein Schrift

steller ganz anderen Charakters. Von ihm besitzt man zwei Schriften,
welche einander fortsetzen, uaniUch als ersten Teil ein Rechenbuch:

Al-Kafi fU hisab. Das Genttgende ttber das Rechnen, und als zweiten

TeU eine Algebra: Al-Fachri^). Der Name dieses zweiten TeUs ist

mutmaBlich dem einer Personlichkeit nachgebildet, zu welcher Alkarchi
in naher Beziehung gestanden zu haben scheint. Abu Galib war es,

welcher den Beinamen Fachr al mulk, Ruhm des Reiches, ftthrt und
welcher Wezir der Wezire gewesen sein muB zur ZeU als die beiden

Schriften verfaBt ivurden, die zweUe nach ihm den TUel Al-Fachri

') Suter 84—85, Nr. 193. "-) Der Kafi fil hisab des Alkarchi ist deutsch

von Ad. Hochheim (Halle 1878—80) herausgegeben, der Pachri auszugsweise
franzosisch von Woepcke (Paris 1853). Unsere biographiachen Notizen griinden
sich vorzugsweise auf Hochheims einleitende Notizen zum .1. Heft des Kafi

fil hisab.
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erhielt. Dadurch ist aber die Zeit, in welcher Alkarchi schrieb, ganz

genau bestimmt. Abu Galib nahm als Statthalter von Bagdad, wo

Alkarchi lebte, die hochste Rangstufe seit 1010 oder 1011 ein. Eben-

derselbe wurde, ein Beispiel orientalischen Schicksalswechsels, 1015

oder 1016 auf Befehl des Sultans hingerichtet. So bleiben nur die

fttnf dazwischenUegenden Jahre, in welchen Alkarchi ihm Schriften

als Wezir der Wezire zugeeignet haben kann. Das hervorragend
Wichtige an den Werken Alkarchis besteht darin, daB er teils einge-
standenermaBen, teils mittelbar aus dem Inhalte zu erschlieBen der

Hauptsache nach auch in der Rechenkunst nicht aus indischen, son

dern aus griechischen Qnellen geschopft hat, so einen Gegensatz bd-

dend gegen die Alnasawi usw,, welche indische Rechenkunst lehrten

und lehren wollten. Wir mttssen um so mehr hier einen be

wuBten Gegensatz zweier Schulen, nicht bloB ein Abweichen

des vereinzelten Alkarchi von der allgemeinen Gewohnheit erkennen,

als, wie wir uns erinnern (S. 743), Abu'l Wafa in der zweiten Halfte

des X, S. ein Rechenbuch verfaBt hat, in welchem die indischen Zifi'ern

keine Anwendung fanden und Alkarchi selbst sich Scbttler des uns

im ttbrigen unbekannten Albusti nennt'). Freilich ist die von uns

ausgesprochene Behauptung selbst nicht in aller Scharfe, sondern nur

in der Beschrankung anzunehmen, welche wir ihr gegeben haben.

Abu'l Wafa, den wir zur griechischen Richtung beizuzahlen die

mannigfachsten Grttnde haben, war, wie wir annahmen, in seiner An-

schauungsgeometrie durch und durch indisch. Muhammed ibn Musa

Alchwarizmi rechnete nach indischen Yorschriften, und in seinem

Lehrbuche der Rechenkunst vernahmen wir griechische Anklange

(S. 717). VoUstandig den gegenseitigen EinfiuB auszuschUeBen, ge

lang es weder der einen noch der anderen Schule, wenn sie es ttber

haupt beabsichtigte. So wird uns trotz der vorwiegend griechischen

Schulung Alkarchis Indisches in seinen Schriften nicht in Erstaunen

setzen dttrfen, vorausgesetzt, daB es in homoopathisch kleinen Mengen

auftritt, und diese Voraussetzung trifft ein. Indisch mttssen wir

vielleicht die Neunerprobe nennen^), indisch das was von quadratischen

Resten, wir meinen von den Endziffern, welche eine Quadratzahl be

sitzen kann, gesagt ist^), indisch ist uns die Lehre von der Regel

detri'). Aber damit schlieBt die Summe nachweisbaren indischen Ein-

') Kafi fil his-ab Heft I, S, 4, Suter 57, Nr. 122 nennt zwar einen be

deutenden Gehrten iluhammed ibn Ahmed ibn Hibb-an Abu H-atim Albusti. Da

aber dieser 965 starb und Alkarchi vor 1015 seinen Al-Fachri verfaBte, so lagen

etwa 50 Jahre zwischen Alkarchis Lehrzeit und seiner schriftstellerischen Tatig

keit; moglicherweise war also sein Lehrer ein anderer Albusti. -) Kafi fil

hisab I, 8. ») Ebeuda II, 13, *) Ebenda II. 16,
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flusses ab, wenn wir nicht etwa den Ursprung von Multiplikations-

methoden'), welche auf Zerlegung eines Faktors in Unterfaktoren oder

anf Betrachtung derselben als Summe oder Differenz von Zahlen,

welche eine leichte Multiplikation zulassen, hinauslaufen und welche

aUerdings bei den indischen Schriftstellern uns ebenso begegneten,

aber einem Griechen nicht minder einfallen konnten, ausschlieBlich

nach Indien verlegen woUen. So bedeutsam diese Dinge sind, so stellen

sie doch nur einen geringfttgigen Teil des Inhaltes des Kafi fil hisab

uns dar, geringfttgig namentlich gegen das, was mit groBter Zuver-

sicht auf griechische Quellen zurttckgeftthrt werden muB. Da finden

wir Multiplikationsmethoden, welche an die des ApoUonius, des Ar

chimed, wie sie von Pappus, von Eutokius uns berichtet werden,

welche an die des Heron vielfach erinnern'). Da finden wir die De

finition der Multiplikation selbst fast wortUch wie bei Euklid^). Da

finden wir wieder genau nach Euklid die Aufsuchung des groBten

gemeinschaftlichen Divisors*), genau nach ihm eine ausftthrliche Pro

portionenlehre^), welche gewissermaBen als theoretische Grundlage der

nachher vom Standpunkte praktischen Geschaftsbedtirfnisses erorterten

Regeldetri vorausgeschickt ist. Da finden wir Stammbrttche und

Brttche von Brttchen, wie sie bei Heron nicht zu den Seltenheiten

gehoren^), und wobei, beilaufig bemerkt, zwischen jenen stummen

und aussjirechbaren Brttchen unterschieden wird, deren Bedeutung wir

bereits (S. 718) erortert haben. Da ist die Rechnung mit Sexa

gesimalbrttchen, insbesondere die Ausziehung von Quadratwurzeln

aus solchen, wie sie bei Ptolemaus und bei Theon von Alexandria

in Ubung war'). Da finden wir in dem geometrischen Kapitel auf

Schritt und Tritt griechische Definitionen und Satze*), den ptolemai
schen Satz vom Sehnenviereck °), die heronische Dreiecksformel aus

den drei Seiten '°) usw. Da finden wir einzelne Worter, welche geradezu

Ubersetzungen griechischer Ausdrttcke sind, wie die aussprechbaren
und nicht-aussprechbaren Quadratwurzeln (Q)]r6v und k/Ioj^ov)"), wie

die Grenze (ogog, lateinisch limes, auch terminus)^-) um hei Sexa

gesimalbrttchen die Ordnung zu bezeichnen, oder sagen wir vielleicht

entsprechender um das ReihengUed anzugeben, bei welchem man

stehen zu bleiben wttnseht.

In diesem Lehrbuche nun, dessen Reichhaltigkeit aus unseren

nur besonders fttr den Ursprung zeugende Dinge berttcksichtigenden
Notizen zur Genttge erhellt, ist von Verdoppelung und Halbierung

>) K-afi fil hisab I, 6 flgg, 2) Ebenda I, 5, 6; H, 7, ^ Ebenda I, 4.

•>) Ebenda I, 10—11. *) Ebenda II, 15—16. '>) Ebenda I, 7, 14 und haufiger.
') Ebeuda II, 10 und 15, ") Ebenda II, 18 flgg, ^ Ebenda II, 26. '«) Ebenda
II, 23. Y Ebenda H, 12, ^^) Ebenda H, 4,
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als besonderen Rechnungsarten nirgend die Rede und wird, was noch
weit merkwttrdiger ist, nicht ein einziges Mal von Ziff'ern iro-end-

welcher Art gesprochen. Alle und jede Zahlen, welche in dem Texte

vorkommen, sind vielmdir in ganzen ausgeschriebenen Y^orten ange

geben. Selbst die umstandlichsten Rechnungen fuhrt Alkarchi nur

in dieser Weise aus, so daB eine rasche Ubersicht ganz und gar

nicht moglich ist, man sich vielmehr immer in die Lage eines durch

das Ohr allein Lernenden versetzt ftthlt. Die Frage, wie Alkarchi,
ein Mann von gianzendem Scharfsinne, wie uns insbesondere sein

zweites Werk beweisen wird, die indischen Rechenmethoden, deren

Unkenntnis hei ihm, dem Zeitgenossen und Ortsgenossen des Alna

sawi, zur Unmoglichkeit sich gestattet, so sehr unterschatzen konnte,
daB er nicht mit einem Worte ihrer erwiihnte, enthalt eine so

schwere Anklage, daB uns eben die Notwendigkeit ihr zu begegnen,

auf die oben ausgesprochene Vermutung ftthrte. Wir glauben nicht

Unkenntnis oder Unterschatzung der indischen Methoden bei einem

Alkarchi annehmen zu diirfen. Wir sehen hier bewuBten, grund-7 O

siitzlicheu Schulgegensatz, der aus Verbissenheit selbst das Vortreff-

lichste sich entgehen laBt, wenn es seinen Ursprungsstempel so

deutlich auf der Stirne tragt, wie dieses bei den indischen Zahl

zeichen der Fall war.

Ist es die Heimatszugehorigkeit gewesen, welche den einen in

diese, den anderen in jene Schulrichtung bannte)'' Wir wissen es

nicht. Vielleicht mttssen wir an eine uuerwartete Rfickwirkung theo-

logischer Streitigkeiten denken, an den Gegensatz von Sunniten und

Schi'iten, von Orthodoxen und Mu'tazeliten, der die ganze arabische

Geschichte beeinfiuBt hat und zwischen 1020 und 1030 offentliche

Disputationen veranlaBte, die so regelmaBig in groBe Raufereien

ausarteten, daB sie ganzlich verboten wurden').
Wir wttrden uns nicht ttbermaBig erstaunen dttrfen und es keines

wegs als Beweis gegen den von uns vermuteten alexandrinisch-

romischen Ursprung gelten lassen, wenn die komplementaren Rech

nungsverfahren der JMultiplikation und der Division Alkarchi bekannt

geworden waren in einer Zeit, zu welcher, wie wir sehen werden,

diese Methoden auch im christlichen Abendlande an Verbreitung ge-

wannen. Dem ist indessen nicht so, und nur zwei leise Spuren,

welche zwar nicht an jene Verfahren selbst, aber an den Weg, der

zu ihnen ftthrt, etwas erinnern, sind uns aufgestoBen. Wir ftthi-en

die SteUen, wed Gegner unserer Meinungen sie vielleicht iu ihrem

Sinne verwerten mochten, wortlich an.

•) Weil S. 225,
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„Wisse nun, daB man die Zahlen in zwei Klassen teilt, namlich

in einfache und zusammengesetzte. Die einfachen Zahlen sind solche,

die nur einer Ordnung angehoren, und die zusammengesetzten solche,

die zwei oder mehreren Ordnungen angehoren"').
Das klingt ungemein nach dem Falscher der Geometrie des

Boethius und ganz und gar nicht nach der 13. und 14. Definition

des VII. Buches der Euklidischen Elemente, wo die Primzahlen ein

fach heiBen, und zusammengesetzt solche Zahlen, die in Faktoren sich

zerlegen lassen. Die zweite Stelle ist um ein Blatt frtther in der

Handschrift des Kafi fil hisab zu finden. Dort heiBt es:

„Was die Ordnungen anlangt, so sind diese drei: Einer, Zehner

und Hunderter. Das aber, was ttber diese hinausgeht, ist auf sie

aufgebaut wie die Eintausender, die Zehntausender, die Hundert-

tausender, [die Eintausendtausender], die Zehntausendtausender, die

Hunderttausendtausender. AUe diese ruhen auf dem Fundamente der

drei ersten, indem mit der Eins der Ausdruck Tausend entweder ein

mal oder zweimal oder dreimal verbunden ist, indem dann zweitens mit

der Zehn der Ausdruck Tauseud entweder einmal oder zweimal oder

mehrmal verbunden ist. Und so ist jede Zahl, welche einer anderen

als diesen drei Ordnungen angehort, wenn Du den Ausdruck Tausend

von ihr wegnimmst, entweder ein Einer, Zehner oder Hunderter"^).
Das sind offenbar Triaden, wie der Romer sie besaB, wie das

christliche Abendland sie nachahmen wird, und nicht griechische
Tetraden. Man darf aber nicht vergessen, daB diese zweite Ahn

lichkeit auf sprachlichem Boden beruht, daB die Araber gleich dem

Romer, gleich dem Deutschen Zehntausend zusammensetzen muBten,
wahrend die Griechen noch ihre einfache Myrias gebrauchteu, und

daB so Triaden gar wohl an den verschiedenen Orten und unab

hangig voneinander sich ausbdden konnten, Tetraden nur in

Griechenland.

Alkarchi hat auch mancherlei, was bei ihm zuerst unseren Blicken

sich darbietet und vielleicht seiner eigenen Erfindung angehort. Er

benutzt neben der Neunerprobe eine Elferprobe^). Er nimmt als

angenaherte Quadratwurzel fttr ]/a^ + r, wo der Rest r ttbrig bleibt,
nachdem die nachste Quadratzahl abgezogen wurde, mithin jeden

faUs »-<2a-kl ist, den Wert « + --''. Er hat unter den
2 a "k 1

geometrischen Rechenbeispielen Formeln*), welche zwar an heronische

Beispiele etivas erinnern, aber doch nicht mit denselben zur Deckung
zu bringen sind, oder sich aus ihnen ableUen lassen^). Der Grund

') Kafi fil hisab I, 5, '') Ebenda I, 4, '>) Ebenda I, 9. ") Ebenda II, 14.
'^) Ebenda ll, 24, 25, 26, 28 die Formeln fur Kreissegmente, fur Kreisbogen, fiir
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der Naherungsformel ]/«- + ,- = «+ ,

'
- -

dttrfte, wie aUerdings
2 « -(- 1 ' o

erst im 41. Kapitel im nachsten Bande genauer erwiesen werden

kann, folgender sein. Wenn a uud die nachste ganze Zahl « + 1

beide quadriert werden, so ist die Difi'erenz der Quadrate

(aYiy-a"-=^2aY 1-

wachst also die (,)u,-idratzahl um 2a Yl, so wiichst die Wurzel um

1, und Anwendung einer Proportion laBt weiter folgern, daB einem

Wachstum der (,)uadratzahl um r ein Y'achstnm der Y^irzel um

Oa I 1 entsprechen mttsse. Neueste Forschungen') haben es in

hohem Grade wahrscheinlich gemacht, daB schon Archimed von geo

metrischer Grundlage aus den Naherungswert « 4-
„

-

,
~r ebensowohl

o o '

2« -|- 1

als den a Y .-, kannte, ja daB er sogar der fortlaufenden Ungleichung

aY:^>Y^Yr>a±-^'^
sich bediente, um die in der Kreismessung vorkommenden Quadrat

wurzelwerte zu erhalten.

Die ganze Bedeutsamkeit des Mannes, mit welchem wir uns be

schaftigen, tritt in seinem zweiten Werke, im Al-Fachri, hervor, in

welchem er andrerseits auch wieder als unbedingten bewundernden

Schttler der Griechen, insbesondere des Diophant sich erweist, welch

letzterer an haufigen Stellen mit Namen erwahnt ist. Al-Fachri

besteht selbst aus zwei Abteilungen, einer ersten, welche die Theorie,
wenn man so sagen darf, enthalt, namlich die Lehre vom algebraischen
Rechnen und die Auflosungen sowohl bestimmter als unbestimmter

Gleichungen, und einer zweiten, welche eine Aufgabensammlung dar

stellt. In beiden Abteilungen finden wir, wie gesagt, Diophant in

umfassendster Weise benutzt, aber in beiden Abteilungen auch

Dinge, welche ttber Diophant hinausgehen. Indische Methoden zur

Auflosung der unbestimmten Gleichungen ersten wie zweiten Grades

wird man dagegen vergebens suchen.

Diophant hat z. B. Namen der 2, bis zur 6. Potenz der Unbe

kannten additiv aus d-vvcqng und xvfiog zusammengesetzt. Ganz

ahnlich verfahrt Alkarchi, dem -mal das (.juadrat der Unbekannten
—

mitunter auch aUerdings irgend eine GroBe')
— bezeichnet, Ica'b den

die Durchmesser des Lm- und des Innenkreises regelmaBiger A'ielecke, fiir den

Korperinhalt der Kugel,

') Hultsch. Die Nliherungswerthe irrationaler Quadratwurzeln bei Archi

medes. Nachrichten von der konigl. Gesellsch. der Wissensch, und der Georg-

Augusts-Universitat zu Gottingen vom 28, Juni 1893, besonders S. 399, *) Fakhri 48.
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Wtirfel und dann weiter durch sich regelmaBig wiederholende Addition

mdl mdl, mdl Ica'b, Ica'b Ica'b, mdl mdl Ica'b, mdl Ica'b Ica'b, Ica'b Ica'b ka'b

usw. ins Unendliche die folgenden Potenzen der Unbekannten.

Wir bemerken hier beilaufig, daB wenn iu arabischen Schriften

mdl bald das Quadrat der unbekannten GroBe, bald eine erste Potenz

bezeichnet, diese Zweideutigkeit auch dem lateinischen Worte census

in mittelalterlichen Ubersetzungen aus demArabischen beigeblieben ist').
Alkarchi lehrt das Rechnen mit solchen allgemeinen GroBen, zu

welchen genau so wie bei Diophant auch die Brttche mit der 2., 3., usw.

Potenz der Unbekannten als Nenner treten, in ausftthrlicher und klarster

Weise. Diophant hat solches Rechnen mehr vorausgesetzt als gelehrt.
Alkarchi behandelt nach den Rechnungsvei-fabren an den Potenzen

der Unbekannten oder den ihnen inversen Ausdrttcken auch Irratio-

naUtaten^). Freilich bleibt er hier bei den einfachsten Fallen stehen

imd nahert sich nicht von weitem den von den Indem auf diesem

Felde erzielten Ergebnissen, so daB man nicht notig hat, an einen

fremden EinfiuB zu denken, um das Vorkommen von Gleichungen
wie ]/8 -k "|/I8 = 1/50 oder j/54 — j/2 = j/l6 zu erklaren Ein

weiterer Abschnitt beschaftigt sich mit Reihensummierungen*). Die

hier auftretenden Satze sind Alkarchi offenbar von anderer Seite zu

gegangen, und er hat nur fttr manche derselben Beweise geUefert,
sei es algebraische, sei es geometrische, fttr manche kttnftige Beweise

versprochen, ein Versprechen, welches er in einem Kommentare zum

Al-Fachri zu losen gedachte, den er selbst zu schreiben beabsichtigte*).
Der fremde Ursprung der Summenformelu geht z. B. unzweifelhaft

aus der Summierung der Quadratzahlen

P + 2^ + 3^ + . + .^ = (1+2^-3 + . Yr) (| r + |)
hervor, welche Alkarchi mittedt, aber nicht beweisen zu konnen ein-

gesteht. Als Anhaltspunkt zur Beantwortung der Frage nach der

Heimat dieser Formel weisen wir darauf hin, daB es genugt,

1+2 + 3+ ..+r = '^-^
zu setzen, um sofort

1^ + 2^ + 3^ + .

.+,.^(I_ + !)(, + !),
zu erhalten, eine Form, welche Archimed nicht, wohl aber Epaphro
ditus benutzt hat^). Fttr die Summierung der Kubikzahlen

U^ + 23 + 33 + . . + ,.3 _ (J ^ 2 + 3 + ■ . ■ + r)2

') Vgl. solche tibersetzungen bei Libri, Histoire des mathematiques en

Italiel, 270—277 und I, 305, '') Pakhri 57—59. ») Ebenda 59—62. *) Ebenda
6—7. ^) Agrimensoren S. 128,
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gibt Alkarchi einen geometrischen Beweis, dessen Gedankengang
folgender ist'). Im Quadrate AC (Fig. 105) sei die Seite

^.B=l + 2 + 3 + .

+r,

nnd nun schneidet man von diesem

BBCDD'C'B' ah, dessen Breite BB' = i

ist offenbar

2-r AB-^-"--^--'^'+'^

Quadrate eineii Gnomon

ist. Die Flache desselben

r- — 1- = r^{r Y 1

wenn B'B' = r — 1

1)

if

b'

S"

B"-

C

M"M"B'

Pig. 10.1,

Es ist einleuchtend
,
daB

,
wenn n Jti = r

gewahlt wird, ein zweiter Gnomon losgetrennt
werden kann, dessen Flache (r

— 1)' sein muB,
und daB in dem ganzen Quadrate r — 1 der

artige immer kleiner werdende Gnomone

entstehen, deren letzter von der Flache 2*

ist, und weggenommen noch ein Quadrat

chen 1^ ttbrig laBt. Da aber V = 1^, so ist

auch

13 + 23 + 3^ H h *•' = (1 -k 2 + 3 + • + rf.

Jetzt kommt Alkarchi zu den sechs Gleichungsformen, welche ivir

(S. 719) bei Muhammed ibn Musa Alchwarizmi besprechen muBten,
und setzt bei dieser Gelegenheit auseinander, was dschebr und muka

bala sei^). Er versteht dabei das Wegheben gleichartiger GroBen auf

beiden Seiten der Gleichung, welches wir im Einverstandnisse mit

spateren Schriftstellern muliabala genannt haben, bereits unter dschebr.

Ihm ist mukabala vielmehr nur die endgttltig zur Auflosung vorbe-

reitete Gleichung in einer der sechs Formen. Unter den Beispielen,
welche Alkarchi behandelt, ist auch x^ + lO.i' = 39 und a;^ + 21 = 10a;,

deren beider, wie wir uns erinnern, Alchwarizmi sich bedient hat.

Alkarchi hat fttr sie eine doppelte Auflosung, die eine geometrisch,
die andere nach Diophant, wie er sich ausdrttckt, und diese letztere

besteht in der Erganzung zum Quadrate. Die Gleichung x^ + lOrr = 39

wird also aufgelost durch die Umwandlung in

x^ + lOa; + 52 = 39 + 5^ oder (x + 5)^ = 8^

woraus a; + 5 = 8, ,.(; = 3 gefolgert wird. Bei der

,^2 + 21 = lO.r ist das Verfahren folgendes:

a;2 + 21 + (.r
- 10a; Y 2b) = 10a; + (.r"

- 10a; + 25),

(^^.2
_ jo.r + 25) = 10a; Y (^'

- I'^x + 25)
-

(x^ + 21) = 4

Gleichung

92

') Fakhri 61, Vgl, Hankel S. I'.i2 Anmerkung, der in dem Beweise ein

durchaus indisches Geprage erkennen will, *) Ebenda 63—64,

Gaktok, Geschichte der Mathematik I. 3, Aufl. 49



770 35. Kapitel,

Aber .v^ —10 + 25 ist ebensowohl (cc —

by als (5
—

xY, also ist

a;
— 5 = 2 und 5 — a; = 2 eine Auflosung und entsprechend a; = 7

und X = 3.

Das AuffaUende bei der Behandlung dieser letzteren Gleichung

ist, daB Alkarchi auch von ihr des Ausdrucks „iiach Diophants Art"

sich bedient. Wenn wir (S. 476) wahrscheinlich machen, um nicht

zu sagen zur GewiBheit erheben konnten, daB Diophant nicht wuBte,
daB die Gleichung aa;^ + c= 6a; zwei voneinander verschiedeneWurzel

werte besitzt, so ist jener Ausdruck ganz unverstandlich. Nicht

griechisch war unter alien Umstanden die eine geometrische Dar

steUung Alkarchis fur die Auflosung der Gleichung x'^ + 10a; = 39.

Alkarchi gibt zwei geometrische Darstellungen unmittelbar ein

ander folgend. Zuerst laBt er (Fig. 106) die Strecken x und 10 ge--

^ radlinig aneinander setzen und den
~^

'

f
'

f
'

Mittelpunkt der letzteren Strecke an-

Fig, 106, geben. Unter Berufung auf einen „be-
kannten Satz des Euklid"'), worunter

der 6. Satz des II. Buches der Elemente verstanden ist (S. 263),
folgert er sodann

(10Yx)xy{'1)'-{^-^Yx)'
Nun sei aber (10 + a;) a; = 39, also

64 = (y + a;), 8 = 5 +a;, a; = 3.

Diese Beweisftthrung kann sehr wohl alter griechischer Uberlieferung
sem, kann bis auf EukUds nachste Nachfolger, wenn nicht auf ihn

selbst, zurttckgehen. Nun

laBt aber Alkarchi eine

zweite geometrische Dar

steUung folgen. Die

Strecken (Fig. 107)
^ s- Yb CB = x\ DE = 10a;,

Uig, 107,

deren Summe 39 sein

muB, werden geradUnig aneinander gesetzt. Uber DE wird das

Quadrat ABED errichtet, dessen Flache folgUch 100 a;^ ist. Nun

bddet man ttber CD ein Rechteck GDTZ = 100 a;^, d. h. man macht

CZ = 100, das Rechteck CZIE ist folgUch

100(a;2 + lO.i:) = 100 • 39 = 3900

und ebenso groB ist das Rechteck ABIT. Ist jetzt S die Mitte von

IE, so ist ahnlich wie im vorigen Beweise

?r C

BT

') Fakhri 65.
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IBxFBYE8- = BY' Oder 3900 + 50= = (Kb, + 50/^

woraus

10a; + 50 = 80, 10./; = 30, Y = 39 - 10./; = 9

folgt, Dieser Beweis, das konnen wir zuversichtlieh aussprechen,
rtthrt von keinem Griechen her. Niemals hatte ein solcher eine

Strecke als cr", eine andere als 10a; bezeichnet und aneinander gesetzt,

niemals die weiteren Folgerungen gezogen. Auch die Buchstaben der

Figur, wenn wir die Transkription, in welcher sie aUeiu uns be

kannt geworden sind, fttr zuverlassig halten dttrfen, bestatigen durch

das unter ihnen vorkommende I, daB sie mindestens von keinem

Griechen aus der klassischen Zeit ihrer Geometrie herrtthren konnen.

Hier ist uns vermutlich arabische Zutat geboten, wahrscheinlich eine

Erfindung von Alkarchi selbst. Die Gleichung -x'-^ -\- ax =b kann

aber auch so behandelt werden, daB -x" unmittelbar hervoriritt, ohne

durch Quadrierung des zunachst gesuchten x gefunden zu werden'),
Nachdem

.y^ + aa; +
-'- = 6 +

"

und ,/- +
-~ =

yb +
"

gefolgert sind, sieht man sofort, daB

Andererseits ist

2 I 1
"^

7. r
Y-

x^ Y ax Y -.,
= c* + y,

a^
und zieht man davon den Wert von aa; +

—

ab, so bleibt

^^ = 6 + 'J-]/a^ + (^)^
Alkarchi gehort ferner wohl die Auflosung der dreigliedrigen

Gleichungen von den Formen

ax'-P + bxP = c
,

acc-P Y c = bxP, h,r" + c = ax^^'
,

welche als auf quadratische Gleichungen zurttckftthrbar dargestellt

werden, an^). Die theoretische Abteilung schlieBt sodann mit noch

zwei Aufgaben. Deren erste bildet der istikra, d. h. wortlich das

Y'eitergehen von Stelle zu Stelle, Gewohnlich versteht der Araber

darunter ein auf Kenntnis aller besonderen FaUe beruhendes induk-

tives UrteiP), hier aber ist etwas anderes gemeint: die Aufgabe ein

Monom, Binom oder Trinom, welches formell keine Quadratzahl ist.

') Fakhri 65, *) Ebenda 71— 72, ') L'algebre d'Omar Alkhayami

pag, 10, Anmerkung,
49*



772 35. Kapitel,

durch Annahme eines bestimmten Wertes der Unbekannten zum Qua

drate zu machen, also die unbestinimte Gleichung

mx^ + nx Y P
=

V'

zu losen. Alkarchi setzt als Bedingung voraus, es musse m oder p

eine Quadratzahl sein, dann wahlt er y als Binom, dessen einer Teil

entweder )/«;a;- oder YP i^^j ^o daB die ausgeftthrte Quadrierung
von y gestattet, ein Glied auf beideu Seiten zu streichen, entweder

das nach x quadratische oder das konstante. Die zweite der beiden

SchluBaufgaben des theoretischen Teiles fordert die Auffindung eines

Faktors, welcher mit a + ]/& vervielfacht die Einheit hervorbringe.
Die Aufgabensammlung, welche in fttnf Abschnitte zerfallend die

zweite praktische Abteilung bildet, ist nach der Schwierigkeit der

Aufgaben als einzigem Eintedungsgrunde geordnet. Man trifft also

in ihr in hunter Mannigfaltigkeit bestimmte und unbestimmte Auf

gaben von den verschiedensten Graden. Alkarchi benutzt, wie sich

erwarten laBt, bei seinen Auflosungen nur positive Zahlen. Nega
tive Gleichungswurzeln sind ihm ein Beweis der Unmoglichkeit der
betrefi'enden Aufgaben, und, was einigermaBen auffaUen darf, auch

der Wurzelwert 0 wird von ihm ausgeschlossen '). Die bestimmten

Aufgaben hoherer Grade gehoren samtlich jenen dreigliedrigen auf

quadratische Gleichungen zurttckftihrbaren Formen an. Die unbe

stimmten Aufgaben sind teilweise dem Diophant entlehnt, und ein

Kommentator Ibn Alsiradsch hat am Schlusse des 4. Abschnittes

der Aufgaben ausdrttcklich bemerkt: „Ich sage, die Aufgaben dieses

Abschnittes und ein Teil derer des vorhergehenden Abschnittes sind

ihrer Reihenfolge nach den Bttchern Diophants entnommen. So ge

schrieben durch Ahmed ibn Abu Bekr ibn 'Ali ibn Alsiradsch

Alkalanisi. SchluB"^). Andere Aufgaben rtthren dagegen, wie es

scheint, von Alkarchi selbst her, und unter diesen mogen spaterer

Rttckbeziehungen wegen zwei besonders angeftthrt werden, die in

moderner Schreibart a;^ + 5 = i/^ und .r^ — 10 = ^^ heiBen 5). Zur

Auflosung der ersteren setzt Alkarchi t/
= a; + 1

,
zur Auflosung

der zweiten ^
= a; — 1 und erhalt so fttr jene x^ = A, y"^ = 9, fur

diese x^ = 30-^, y'' = 20^ Man sieht, daB Alkarchi die ge

brochenen Auflosungen unbestimmter Aufgaben keineswegs scheut,
sondern gleich Diophant nur irrationale Werte verpont. An sich

interessant ist es, daB Alkarchi die Auflosbarkeit von

+ (ax —

b) — x} = y-

') Fakhri pag. 78 und 11. '') Ebenda 22—23. ") Ebenda 84 (Auf
gaben II, 22 und 2.3).



Zahlentheoretiker, Rechner, geometrische Algebraiker von 950 et-wa bis 1100, 773

behandelt und ihre Bedingung in der Zerlegbarkeit von (") +fe

in die Summe zweier Quadrate erkannt hat'). Die Auflosnng von

+ (ax —

b) — ,./;- = y^
nach X Uefert namlich

--±Y +VW^^''
wo die oberen, beziehungsweise die unteren Vorzeichen in der Auf

gabe und in der Auflosung zusammengehoren. Kann man nun

-^
+ 6 in zwei Quadrate zerlegen, so setze man diese y^ + Y und

bekommt dadurch

^' = +
-g- +

^ -

In zwei Aufgaben bedient sich Alkarchi zweier Unbekannten, welchen

er besondere Namen beilegt^). Das eine Mal heiBt ihm die erste

Unbekannte Sache, die zweite MaB; das andere Mal benutzt er

neben Sache noch Teil. Ganz Ahnliches findet sich auch in einem

anonymen mutmaBUch gleichfalls dem XI. S. entstammenden arabi

schen Aufsatze ttber Winkeldreiteilung^). DaB hierin ein Hinans-

gehen ttber Diophant enthalten ist, leuchtet ein, da dieser, v.enn er

auch unter Umstanden Hdfsunbekannte eingeftthrt hat, fur dieselben

stets nur die gleiche Benennung und Bezeichnung wtthUe wie fttr die

Hauptunbekannte und durch den verbindenden Text dafttr sorgte, daB

eine Verwechslung- nicht eintrete. Den Buchstaben gegeniiber, welche

die Inder fttr voneinander zu unterscheidende Unbekannte in fast be

Uebiger Anzahl zu setzen gewohnt waren, ist Alkarchis Verfahren ein

untergeordnetes.
Ob auch hier ein absichtliches Vernachiassigen dessen, was die

Inder ttber die Griechen hinaus geleistet haben, ob ein wirkliches

Nichtwissen anzunehmen sei, dttrfte schwerlich ermittelt werden konnen.

Wahrscheinlicher ist uns jedoch das letztere, weil auch in solchen

arabischen Schriften, die ausgesprochenermaBen indischen Schriften

nachgebildet sind, die Methoden der Inder, Gleichungen mit mehreren

LTnbekannten aufzulosen, mag es um bestimmte oder um unbestimmte

Aufgaben sich handeln, regelmaBig fehlen.

Wir haben gesagt, daB die bestimmten Gleichungen, welche

Alkarchi lost, sofem sie den 2. Grad ttbersteigen, stets solche sind,

welche auf Gleichungen des 2. Grades sich zurttckftthren lassen.

Bestimmte kubische Gleichungen hat er nicht behandelt, und eben-

>) Fakhri 113 (Aufgabe IV, 32). *) Ebenda 139—143 (Aufgaben HI, 5

und 6) ') Journal Asiatique fiir Oktober und November 1854 pag, 381—383.
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sowenig laBt sich eine Spur finden, daB irgend ein anderer Araber dieser

Zeit sich in algebraischer Weise erfolgreich mit denselben beschaftigt

hatte. Nur geometriach treten sie mit Glttck au diese Aufgabe heran.

Wir haben an der Wende des X. zum XI. S. Manner wie Abu'l

Dschud mit kubischen Gleichungen sich abarbeiten sehen, bald m

einzelnen Fallen ein Ergebnis erzielepd, bald der Schwierigkeiten, die

sich ihnen entgegenstelUen, nicht Meister werdend. Auch andere

etwas frtthere SchriftsteUer wie Almahani') am Ende des IX. S. und

Abu Dscha'far Alcbazin^) am Ende des X. S. haben sich im

Chalifenreiche abnliche Aufgaben gesteUt und wurden fttr ihre Be

mtthungen von einem, ivie wir gleich sehen wollen, sehr befugten

Berichterstatter gelobt, Ersterer versuchte vergebens die archimedische

Aufgabe, eiue Kugel in Abschnitte von gegebenem gegenseitigem Raum-

verhaitnisse zu teilen, welche er in eine Kuben, Quadrate und Zahlen

enthaltende Gleichung umgesetzt hatte, durch Auffindung der Gleichungs-

wurzeln zu losen'). Letzterer fand, daB Kegelschnitte genfigten das

zu zeichnen, was zu errechnen nachgerade als Unmoglichkeit galf).

Unser Berichterstatter ist Alchaijami d. h. der Nachkomme des

Zeltenverfertigers, und er wuBte endlich die Lehre zum Abschlusse

zu bringen. Er gehort schon einer Zeit an, die jenseits der Periode

Uegt, bis zu welcher wir (S, 741) der Schicksale des Qhalifates in

flttchtigen Umrissen gedacht haben.

Die Dynastie der Abbasiden dauerte unter dem Namen und dem

Scheine des Chalifates noch fort, aber die Bujiden, die eigentlichen

Machthaber, waren seit der Mitte des XI. S. gestttrzt, und an ihre

Stelle traten Mi'mner aus dem Geschlechte Seldschuks, die aus der

Steppe der Kirgisen gekommen neue frische Krafte mitbrachten, noch

unverbraucht in der Verfeinerung und Verweichlichung stadtischen

und hofischen Lebens^). Togrulbeg der Enkel Seldschuks zog 1050

halb gerufen von dem Chalifen AU.a'im und achtlos des Widerspruchs
des Bujidensultans Al-Melik Ar-Rahim in Bagdad ein. Mehrjahrige

Kampfe endeten zu seinem Gunsten, und der ihm verliehene Ehren-

titel „Konig des Ostens und des Y'estens" gewann wenigstens ffir die

Umgegeud der Hauptstadt einige Y'ahrheit. Auf Togrulbeg folgte
1063 sein kriegerischer Neffe Alp Arslan, auf diesen 1073—1092

dessen Sohn Melikschah. Den beiden letztgenannten Sultanen stand

als Wezir Nizam Almulk zur Seite, und dieser war der Jugendfreund
unseres Omar Alchaijami®). Noch ein dritter Jttngling, Al-Hasan ibn

As-Sabbah, war mit beiden zusammen aufgewachsen.

>) Suter 26—27, Nr. 47, ^) Ebenda 58, Nr, 124, =>) L'algebre d'Omar

Allchayami pag. 2. ^) Ebenda pag. 3. ") 'Weil S, 226 flgg, ") L'algebre
d'Omar Allchayami Preface pag. TV

— 'VI,
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Die jungen Manner hatten sich gegenseitige Untersttttzung zu-

geschworen, w-enn einer von ihnen zu Ehren und Ansehen kame.

Nizam Almulk war in der Lage, sein Versprechen einzulosen, und es

lag nicht an ihm, wenn es anders kam, als die Phantasie der Freunde

es sich ausgemalt hatte, ALHasan ibn As-Sabbah, der eine Stelle

als Kammerer erhalten hatte, suchte seinen beginnenden EinfluB zum

Schaden Nizam Almulks selbst zu verwenden, wurde durch diesen

wieder vom Hofe verdi-angt, begab sich nach Agypten und kehrte

von dort spater als schi'itischer Parteiftthrer nach Persien zurttck,
woher er stammte. In der Burg Alamiit, deren er sich 1090 be

machtigte, grttndete er den Orden der Haschischesser (Hascbischin),
welche unter dem berttckenden Einflusse jenes gefahrlichen Reizmittels

zu alien Verbrechen bereit waren, die ihr Ftthrer ihnen anbefahl, den

Martyrern ewige paradiesische Genttsse versprechend, und welche so

den Namen ihres Ordens gleichbedeutend mil Meaehelmurdern machte,
eine Bedeutung, die der abendlandischen Verketzerung ihres Namens

Assassini beigeblieben ist.

Alchaijcimis') Leben war weniger stttrmisch. Eine eigentliche

HofsteUung scheint er ausgeschlagen zu haben und nur als Astronom

ffir Melikschah tatig gewesen zu seiu, iu welcher Eigenschaft er 1079

eine Kalenderreform zuivege brachte. Sie bestand darin, daB man

zum persischen Sonnenjahre vou 365 Tagen zurttckkehrte und alle

vier Jahre ein Schaltjahr von 366 Tagen eintreten UeB, zum S. Schalt-

jabre aber nicht das 4., sondern das 5. Jahr nach dem letzten

Schaltjahre wahlte. So bekam man fttr 33 Jahre die Dauer von

2b X 3('i5 + 8 X 366 Tagen und mithin 1 Jahr = 365'' Y 49'" 5*, 45

in einer Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit, welche groBer ist ais

bei alien sonstigen Kalendereinrichtiingen^). Auch Alchaijami scheint

in die religiosen Zwiespalte zwischen Schidten und Sunniten et«as

verwickelt gewesen zu sein. Wenigstens berichtet eine dim freilich

nicht freundliche Feder, er habe, nicbt aus Frommigkeit, sondern durch

ein fast zufalliges Zusammentreff'en, die jedem Moslini gehotene groBe

Pdgerfahrt gemacht, sich aber bei der Wiederkehr nach Bagdad gegen

alien wissenschaftlichen Yerkehr abgeschlossen und habe dann in die

Heimat nach Chorasan sich zurttckgezogen.
Sein Ruhm als groBer Mathematiker blieb unbeeintrachtigt, uud

noch in der Mitte des XVII. S. hat Hadschi Ghalfa, welcher sich sonst

begnttgt, den Titel der Bttcher nur anzugeben, welche er in seinem

') Suter 112 — 113, Nr, 266, ^) R. Wolf, Geschichte der Astronomie

S, 331, wo der Name Alchaij-amis als Omar-Clieian angegeben ist, eine altere

Lesart, deren wir uns in AnschluB an Woepcke nicht bedienen.
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umfassenden bibliographischen Y^erke aufzahlt, ein nicht unbedeuten-

des Stttck der Algebra Alchaijamis zum Abdrucke gebracht.
'Omar Alchaijami rechtfertigt durch seine Algebra voUstandig

den Ruhm, welcher bei seinen Landsleuten ihm nachblieb. Er war

der erste, welcher die Unterscheidung der Falle, die dadurch,

daB nur positive Glieder in den Gleichungen vorkommen dttrfen, sich

ergeben, auch ftir die kubische Gleichung durchftthrte, und sodann,

nicht, wie es die Griechen schon mehrfach getan hatten, diese oder

jene geometrische Aufgabe loste, sondern mit diesen Gleichungen
als solchen sich voUbewuBt beschaftigte. Es ist wahr, er blieb

hinter dem Erreichharen in manchen Beziehungen zurttck. Er sah

nicht, daB es kubische Gleichungen von der Form x^ Y bx = ax^ Y c

gibt, welche durch drei positive Wurzeln erfttUt, eine Ahnlichkeit mit

jenem Falle ax^ Y c = bx der quadratischen Gleichung an den Tag

legen, welcher zwei positive Wurzeln zulaBt'). Er glaubte, die kubi

schen Gleichungen konnten ttberhaapt nicht durch Rechnung gelost

werden, sondem man mttsse mit der Konstruktion von einander durch-

schneidenden Kegelschnitten sich begnttgen^). Ihm entgingen manche

Wurzelwerte, welche durch Zeichnung sich eigentlich hatten kund-

geben mttssen, dadurch, daB er von den Kegelschnitten, die er zur

Konstruktion verwandte, immer nur einen Arm zu zeichnen pflegte').
Er nahm es auch nicht sehr genau mit dem Diorismus der einzelnen

FaUe*), d. h. mit der Untersuchung der Zahlenwerte, welche die ein

zelnen in den Gleichungen vorkommenden Koeffizienten annehmen

mttssen, um die Moglichkeit einer Konstruktion, wir wttrden sagen
um eine positive Gleichungswurzel hervorzubringen. Er hielt bi-

quadratische Gleichungen auf geometrischem Wege fttr unlosbar").
Aber diese Mangel sind doch nur geringfttgige gegen den ungemein
groBen Fortschritt, ttberhaupt Gleichungen von hoherem als dem

zweiten Grade systematisch bearbeitet und in Gruppen zerlegt zu

haben. Fragen wir, welcher Mathematiker irgend eiues Volkes noch

vor dem Jahre 1100 trinome kubische Gleichungen von quadrinomen
unterschied, unter jeden wieder zwei Gruppen bUdend, je nachdem

dort das GUed 2. oder 1. Grades fehlte, hier die Summe von drei

Gliedern einem, oder die Summe von zwei GUedern der der beiden

anderen gleichgesetzt war, so wird man uns sicherUch nur den

einzigen Namen 'Omar Alchaijami als Antwort zu nennen wissen,
und das genttgt, dem Manne seine hervorragende Stellung in der Ge

schichte der Algebra zuzuweisen.

') L'algebre d'Omar Allchayami XVI und 65, Anmerkung. ^) Ebenda

pag. 11 und 12. ^) Ebenda pag, 68. *) Ebenda XVH-XVIH. ^) Ebenda pag. 79.
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Es scheint, als sei noch ein anderes Verdienst ihm zuzusclireiben,
die Kenntnis der Binomialentwicklung fttr den Fall ganzzahliger
positiver Exponenten. Er sagt namlich: „Ich habe gelehrt, die Seiten

des Quadratoquadrats, des Quadratokubus, des Kubokubus etc. bis zu

beliebiger Ausdehnung zu finden, was man vorher noch nie getan
hatte. Die Beweise, welche ich bei dieser Gelegenheit gab, sind

einzig arithmetischer Natur und grttnden sich auf die arithmetischen

Abschnitte der euklidischen Elemente"'), Diese Behauptung kann

kaum anders verstanden werden, als daB die Ausziehung der Quadrat
wurzel sich sttttze auf die Entwicklung von (a + by, die der Kubik

wurzel auf die Entwicklung von (« + by, die der mten Wurzel auf

die Entwicklung von (a + &)™, eine Auffassung, zu deren Besfatigung
es dienen kann, daB Alchaijami unmittelbar vor der angefiihrten
Stelle von den Methoden der Inder die Quadrat- und Kubikwurzel

zu finden geredet hat und nur deren Art vermehrt zu haben sich

rtthmt.

Wir reihen diesen Bemerkungen noch eine geometrische Aufgabe

an, welche von einem Ungenannten bearbeitet worden ist, der nach

der ganzen Behandlungsweise jedenfalls der Zeit und der Schule an

gehort, deren Hauptvertreter wir soeben kennen gelernt haben. Es

handelt sich um die Konstruktion^) eines Paralleltrapezes von drei ein

ander gleichen a-eo-ebenen Seiten und von zugleich gegebenem Flachen-

inhalte. Diese an griechische wie an indische Vorbilder (S. 651
—

<i52)
erinnernde Aufgabe ftthrt zu einer Gleichung des 4. Grades von der

Form ,(■■' + bx = a.r^ + c und wird mittels des Durchschnittes eines

Kreises und einer Hyperbel gelost.

36. Kapitel.

Der Niedergang der ostaraMschen Mathematik.

Agyptische Mathematiker.

Wieder verlangen die politischen Ereignisse, daB wir einen

Augenblick bei ihnen verweden. Wir stehen an dem Zeitpunkte,

von welchem an durch zwei Jahrhunderte, in runden Zahlen von

1100 bis 1300, jene Kampfe wttteten, welche in ihrer Gesamtheit

die Kreuzzttge genannt worden sind, welche aber mehr als einmal

durch Zeiten imterbrocheu waren, in welchen friedlichster Yerkehr

zwischen den Feinden stattfand. Das waren die Zeiten, in welchen

») L'algebre d'Omar Allchayami pag. 13. -) Ebenda pag, 115.



778 36, Kapitel.

die europaische Christenheit in dauernde unmittelbare Beziehung zur

ostarabischen Bddung trat, eine Beziehung, welche von groBter

Wichtigkeit werden muBte. Nicht fttr die Kultur der Araber tritt

uns die ganze Bedeutung der Kreuzzttge hervor. Wenigstens in den

Wissenschaften, um deren Geschichte wir uns zu kttmmern haben,

sind die Araber von 1100 den Gelehrtesteu des christUehen Abend

landes so ungemein ttberlegen, daB sie nichts, wir wurden noch

scharfer betonen gar nichts, von jenen lernen konnten, wenn nicht

vieUeicht eine an sich unbedeutende Kleinigkeit uns nachher noch

die Vermutung erwecken durfte, es babe auch hier sich bewahrt, daB

keine Wirkung ohne Gegenwirkuug zu denken ist. JedenfaUs aber

werden wir an den EinfluB der Kreuzzttge vorwiegend in Europa zu

erinnern haben.

Die Kriege gegen die Andersglaubigen, vornehmlich in Pallistina

und Agypten ausgefochten, waren nicht die einzigen, welche das

arabische Ostreich in diesem Zeitraume beschaftigten. Daneben

dauerten wie unter alien Dynastien unaufhorliche Kampfe gegen die

Provinzen fort, die unter ktthnen Feldherren und Gegenfttrsten bald

sich losrissen, bald zu Paaren getrieben wurden. Daneben hatte man

des Andranges der Mongolen sich zu erwehren '), die im ersten Viertel

des XIII. S. unter Dschingiz-chan die ostlichen Grenzen des Reiches

iiberfluteten. Wieder war es der Hilferuf eiues ohnmachtigen Chalifen,
der dem Eroberer den kaum mehr notwendigen Vorwand gab, sich

in dieser Richtung weiter auszudehnen. Schon 1220 wurde Chorasan,

jene Gehurtsstatte zahlreicher Mathematiker, von den Mongolen he

setzt. Wieder 36 Jahre sjiater, 1256 drangen die Mongolen unter

Hulagu abermals weiter vor, und 1258 fiel Bagdad. Der Chalife
o 7 O

Almusta'sim wurde mit vielen Prinzen seines Hauses getotet, das

Chalifat horte auch dem Namen nach auf, wie es seit lange schon

der Tat nach so gut wie nicht bestand.

In diesen Zeitraum fallt Kemal Eddin^), einer der groBten Ge

lehrten unter deu Arabern. Er ist 1156 in Mosul geboren und hat

ebenda das nach ihm benannte Kemalische KoUegium gegrttndet. Er

war es, der nach einem arabischen Berichterstatter die mathemati

schen Fragen zu beantworten wuBte, um deren Erledigung willen

der Frankenkonig Imbarur — eine Verketzerung von Imperator,
unter welcher Friedrich II. verborgen ist — eine besondere Gesandt-

schaft nach Mosul geschickt hatte.

Unter Hulagus Begleitern war ein Mann, der einst vom Chalifen

schwer beleidigt vieUeicht zu den Anstiftem jenes Kriegszuges ge-

'■') Weil S. 249—255. ^) Suter 140, Nr. 354.
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hiirte, jedenfalls unter die Gttnstlinge des mongolischen Ftthrers zahlte

und auch fttr uns von hervorragender Bedeutung ist: Nasir Eddin').
Der Name Nasir Eddin d. h. Yerteidiger der Religion ist nur Bei

name. EigentUch hieB er Abu Dscha'far Midiammed ibn Hasan al

Tusi aus Tus, wo er 1201 geboren ivurde. Er starb 1274. Seine

Gelehrsamkeit umfaBt die aUerverschiedensten Gegenstande. Philo

sophie und Arzneikunde, Naturgeschichte und Geographie haben ihm

Stoff zu Abhandlungen gegeben, neben web-hen ein Gesetzbuch der

Perser sich kaum sonderbarer ausnimmt als ein Werk fiber die

Punktierkunst. Die Ilchanischen Tafeln, ivelche den Titel von den

Ffirsten erhalten haben, unter welchen Nasir Eddin die 12jahrigen
in den Tafeln verwerteten Beobachtungen anstellte, von den soge

nannten GroBchiinen, sind das Werk, um dessen willen Nasir Eddin

in seiner Heimat den groBten Ruhm genoB. Die Beobachtungen sind

auf der Sternwarte in Maniga angestellt, deren Grfindung 1259 un-
o O ' o

mittelbar nach der Einnahme von Bagdad auf Nasir Eddins Rat voU

zogen ivurde. Die dort erbeuteten Schatze des letzten Chalifen fanden

zum Teil ihre Yerwendung bei der Erbauung der groBartigen Anstalt,
deren Kostspieligkeit nahezu imstande gewesen wiire, noch im letzten

Augenblick die Inangriffnahme zu verhindem, wenn nicht Nasir Eddin

es verstanden hatte, Hidagii zu bereden, Nach Fertigstellung der

Sternwarte diente sie als Sammelplatz zahlreicher Astronomen, welche

Hulagu herbeirief, und soU mit einer Bibliothek von ttber 400000

Banden ausgerttstet gewesen sein, Beutestttcke aus Plttnderungen in

Bagdad, Syrien und Mesopotamien, Von mathematischen Schriften

Nasir Eddins werden solche ttber Algebra, ttber Arithmetik und ttber

Geometrie genannt. Von groBer Bedeutung ist die Abhandlung Nasir

Eddins ttber die Figur der Schneidenden^), d. h. ttber den

Satz des Menelaos. Er hat auf denselben eine ganz vollstandige ebene

und spharische Trigonometrie aufgebaut, ivelche hier zum ersten Male

als Teile der reinen Geometrie erscheinen, d. h. nicht mehr

bloB als Einleitung zur Astronomie dienen. In der ebenen Trigono
metrie kennt er den Sinussatz, in der spharischen sind ihm die sechs

Hauptformeln des rechtwinkligen Dreiecks vertraut, er lost aber auch

') fiber Nasir Eddin vgl. einen Aufsatz von Wurm in v. Zachs Monat

licher Correspondenz zur Beforderung der Erd- und Himmelskunde (1811)

Bd. XXIH, S. 64— 78 und 341— 361. Suter 146 — 153, Nr, 368. ') Nasir

Eddins Schald al Icattd, wie der arabische Name lautet, ist 1892 durch Ale

xander Pascha Karatheodory herausgegeben worden. Suter gab ein Referat

iu der Bibliotheca mathematica 1893, 1—8, an welches wir uns teilweise worthch

anschliefien. Vgl. ganz besonders A. v. Braunmuhl, Vorlesungen iiber Ge

schichte der Trigonometrie I, 65—71.
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alle sechs Falle des schiefwinkligen Dreiecks, sofern man nicht ge-

schmeidige Formeln verlangt, sondem sich damit zufrieden gibt, daB

gezeigt wird, man konne, wenn diese oder jene Stucke gegeben sind,
diese oder jene andere Stttcke finden. In diesem Sinne ffihrt Nasir

Eddin auch den Fall der drei Winkel auf den der drei Seiten zurttck.

Er bildet namlich zu dem gegebenen Dreiecke dasjenige neue Dreieck,
welches erst drei Jahrhunderte spater in Europa einer abermaligen
Erfindung bedurfte, um von da an als Polardreieck ein geschatztes
HUfsmittel der spharischen Trigonometrie zu bleiben. Uber die

wichtige Frage, welche Verbreitung diese Trigonometrie fand, und

ob sie im Oriente den ganzen EinfluB ttbte, den sie zu fiben im

stande war, fehlen noch Untersuchungen. Sicher ist, daB etwa ein

Jahrhundert nach Nasir Eddin Levi ben Gerson als Fortsetzer

seiner Lehren auftrat, der selbst wieder abermals ein Jahrhundert

spater einen neuen Fortsetzer in Regiomontanus fand. Zu den

grundsatzlich weniger wichtigen aber immerhin der Erwahnung wttr-

digen SteUen bei Nasir Eddin gehort diejenige, an welcher er be

weist, daB wenn ein Kreis einen anderen von doppelt so groBem
Halbmesser innerlich bertthrt, und wenn beiden Ki-eisen drehende be

ziehungsweise roUende Bewegung erteilt wird, die entgegengesetzt ge
richtet und fttr den kleinen Kreis doppelt so groB als fur den groBen
Kreis ist, der anfangliche Bertthrungspunkt alsdann eine gerade Linie,
und zwar den Durchmesser des groBen Kreises beschreibt'). Weit

bekannter als Nasir Eddins Trigonometrie war jedenfaUs seine Be

arbeitung der Euklidischen Elemente. Er hat an seiner Vorlao-e

mancherlei zu andern gewagt, und insbesondere findet sich hei ihm

ein Yersuch, die ParaUelentheorie von den ihr innewohnenden

Schwachen zu befreien^).

Eriauterungen zu EukUd wurden dagegen auch spater noch ge

schrieben, und als Verfasser von solchen wird der Perser Kadiza-

deh Ar-Rumi genannt =*), der auch den Namen Maulana Salaheddin
Musa ibn Muhammed ftthrte, und von welchem ein Leben des Euklid

nach griechischen QueUen herrtthrt, welches handschriftlich noch vor

handen sein soU. Kadizadeh Ar-Rumi starb 1412 oder 1413. Er ge
horte zu den Astronomen, welche wieder ein neuerer Eroberer an

einen neuen Mittelpunkt zusammenrief.

Timur*), gewohnlich Tamerian genannt, ein Hauptling des Tar-

tarenstammes Berlas, schuf sich am Schlusse des XIV. S. em neues.

') Curtze in der Bibliotheca Mathematica 1895, S, 33—34. «) Wallis,
Opera II, 669-673. Kastner, Geschichte der MathematikI, 374-381 =) Gartz,
De interpretibus d explanatoribus Euclidis Arabicis etc. pac.. 30-31 Suter

174-175, Nr. 430. *) Weil S. 421 figg.
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Reich. Wenn er auch 1393 in Bagdad einzog, seine Hauptstadt hatte
er in Samarkand, welche rasch emporbltthte und Sammelplatz fttr

Handel und Gewerbe, fttr Kttnste und Wissenschaften wurde. Timur

selbst, noch mehr sein Sohn Schahruch bemtthten sich, dieses Er

gebnis hervorzubringen, und nun gar der Enkel Muhammed ibn

Schahruch Ulug Beg, geboren 1393, ermordet 1449, war selbst ein

hervorragender Astronom und verfertigte in Gemeinschaft mit anderen

astronomische Tafeln von hohem Y''erte'). Zu seinen Hilfsarbeitern

gehorte vorzugsweise Ar-Rumi, der auch als Lehrer des Ulug Beg

angeftthrt wird. Der Enkel Ar-Rumis Mahmud ihn Muhammed ibn

Kadizadeh Ar-Rumi genannt Miram Tschelebi schrieb 1498 Er

iauterungen zu jenen Tafeln^).
Zu dem Ulug-Begschen Gelehrtenkreise ist auch Dschamschid ibn

Mas'iid ibn Mahmud der Arzt mit dem Beinamen Gijat eddin Al-

Kaschi zu zahlen, welcher eine Abhandlung „Schlttssel der Rechen

kunst" verfertigte, welche handschriftlich vorhanden ist, und deren

Vorrede auch ttbersetzt worden ist'). Der Verfasser kttndigt in der

Vorrede einige der Satze an, welche er mitteilen wird. Dazu gehort
die Summenformel der aufeinander folgenden Kubikzahlen von 1 an,

wie sie unter den Arabern uns bei Alkarchi bekannt geworden ist

(S. 769), aber auch die Summenformel fttr die mit der 1 beginnenden
aufeinander folgenden Biquadratzahlen, welche hier ttberhaupt zum

ersten Male auftreten dttrfte. Gijat eddin Al-Kaschi setzt

1*+ 2H 3*+ ■ - - + r* = [(1+-^:-^:
' '

■-±':>—i
+ (1 ^_ 2 + 3 + • • ■ + -r]

x[l' + 2^ + 3^ + --- + r^],

eine allerdings sehr umstandliche Form, deren Zurttckftthrung in die

einfachere Gestalt

6r°+ 15r' + lOr^ — r

30

er nicht zu vollziehen imstande gewesen zu sein scheint, jedenfalls
nicht vollzogen hat. In jener Vorrede rtthmt sich der Verfasser auch

eme Methode erfunden zu haben, um die Sehne, die zu dem Bogen
von 1 " gehort, in beliebiger Annaherung zu erhalten, weil es doch

nicht moglich sei, in genauer Weise die Sehne eines Bogens aus der

Sehne des dreifachen Bogens abzuleiten. Die Unmoglichkeit der
o '-'

algebraischen Auflosung kubischer Gleichungen gait also

damals auch bei deu Arabern noch fttr ausgemacht.

') Se'dillot hat 1863 die Einleitung zu diesen Tafebi in franzosischer

tibersetzung herausgegeben. *) .Journal Asiatique ffir 1853, s&ie 5, T. II, 333

bis 356. Suter 188, Nr. 457, ^) Woepcke, Passages rd-atifs a des sommations

dc series de cubes. Roma 1864, pag. 22
—25,
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Die Naherungsmethode Al-Kaschis ist uns hochst wahrscheinlich

bekannt, denn sein Name dttrfte in der wohl durch falsche Stellung
der sogenannten diakritischeii Punkte veranderten Lesart Atabeddin

Dschamschid zu erkennen sein, von welchem Miram Tschelebi in

dem obengenannten Kommentare zu den Ulug Begschen Tafeln uns

eine solche Methode mittedt'). In modernen Zeichen stellt die Me

thode sich etwa folgendermaBen dar. Es sei x^ Y Q = Px aufzu

losen, wo P und Q positive Zahlen und P gegen Q sehr groB sein

soU, woraus alsdann folgt, daB x entsprechend klein, also auch x^

gegen Q sehr klein gewahlt, die Gleichung zu erffiUen vermag. Dem

entsprechend wird, indem wir das Ahnlichkeitszeichen oo benutzen,
um angenaherte Gleichheit auszudrttcken, neben

- — auch X oo
P

- '

p

sein. Liefert jene Division einen Quotienten a uud den Rest B, so

ist Q = a ■ P Y P- Der genaue Wert von x wird jedenfalls > a

sein, etwa = a + /3. Alsdann ist

^' + /3 =
^

p^-~ = « + ^\^^' oo a + Y, ■

p -L a^
Die Division —

^

—

moge den Quotienten b, den Rest S liefern, so daB

R = bP Y S — a^. Weiter setzen wir x = a Yb Y Y- Daraus folgt

a + bYy-^ £+(»±i+ rl! _ ^, ^ R±(fl±bYyl

Die letztere Division -YYY.Y J_j:zY^ .^^^.^j ^^^^^ abermals voUzogen.
P o

Sie liefere den Quotienten c mit dem Reste T oder

T^SY(aYby-a^-cP.
Ein weiterer Annaherungsversuch r = a + & + c + tf ftthrt dem

nach zu

a + bYcYd = 9±lfl±l±lY_SY _ ^ ^
E + (a + 6 + c + d)«

-r, ^l I
S+(a+& + c + <?)«-a°

^., + 7..| , I
T+{aYhYcYS?-{aYW

P

,^.,+ 7-.
+

.

I
T+{a+ b + cY-{aYW

usw.

') Journed Asiatique voa 1853, st^rie 5, T. H, pag. 347. Die Vermutung
Atabeddin = Gijat Eddin hat gestutzt auf die Ansicht mehrerer Orienta-
hsten Hankel S. 292, Anmerkung

*

ausgesprochen. Die Naherungsmethode
selbst hat er S. 291 an einem Beispiele durchgeftthrt. Suter 173—174, Nr. 429.
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Die Brauchbarkeit dieser Methode, bei welcher es nur auf Divi

sionen durch einen und denselben Divisor P und auf Berechnung der

dritten Potenzen von a, von a + b, von « + & + (■ usw., also von

den aufeinander folgenden Naberungswerten von x, ankommt, ist

eine ziemUch bedeutende und hat nur, wie man, um allzuhoch-

gespanuten Meinungen entgegenzutreten, hervorheben niuB, den einen

Mangel, daB ein einzig auf die gegebene Gleichungsform unter der

Bedingung eines gegen (^> sehr groBen P beschranktes Verfahren

damit gelehrt ist. Ist letztere Bedingung nicht erfttllt, oder ist die

Form der Gleichung nicht cr" -\- Q = Px, so laBt die Methode sich

nicht anwenden. Es muB vielmehr alsdann wesentlich anders ver

fahren werden, und ob ein Araber, der, wie ivir wissen, nur mit p<.is)-

tiven Zahlen rechnete und deshalb so viele verschiedene Gleichungs-

formen unterscheiden muBte, audi in jenen abweichenden Fallen

sich zu heUen wuBte, i.st uns im hochsten Grade unwahrscheinUch,
da nicht einmal andeutungsweise von solchen anderen Fallen die

Rede ist, Der Ursprung der hier behandelten besonderen Gleichung
dritten Grades war, wie wir (S. 781) gesagt haben, ein trigonome
trischer. Man sollte aus dem bekannten Sinus von 3" den von P

ermitteln. HieB letzterer x und der Kreishalbmesser r, so fand sich

an einer Figur
,,,2 3,

.2

.Y + -- sin 3" = —- X
4 4

und das war die zu losende Gleichung. Man hat nun die Meinung

ausgesprochen'), die Herstellung dieser Gleichung werde schon Abu'l

Dschttd gelungen sein, welcher ahnliche Aufgaben behandelte (S. 759).
Alsdann habe es sich um die Auflosung einer einmal bekannten Glei

chung gehandelt, die vermutlich nicht so lange auf sich habe warten

lassen. Man habe also nur einen spaten Bericht ttber eine wahr

scheinlich altere Leistung. Das ist eine voUkommen in der Luft

schwebende rein personliche Meinung, der wir uns um so weniger

anschlieBen konnen, als ja Al Kaschi sich ausdrttcklich der Erfindung
der Methode rfihmt.

So tief wir schon herabgerttckt sind, bis zu einer Zeit, welche

schon spater als die Einnahme von Byzanz durch die Tttrken Uegt

und eigentUch erst im folgenden Bande dieses Werkes besprochen

werden dttrfte, so woUen wir doch in ahnUcher Y'eise, wie wir dieses

fttr die Mathematik der Chinesen uns gestattet haben, lieber jetzt

eine zeitUche als spater eine raumUche Abweichung von einem ein-

') A. V. Braunmuhl, Vorlesungen fiber Geschichte der Trigonometrie I, 72,

Note 2.
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heitlich angelegten Plane uns gestatten. Man muB nun einmal die

Entwicklung der Mathematik auf asiatischem Boden unter die zu

betrachtenden Dinge voUwertig eim-echnen, wird aber entschieden

besser daran tun, sie ein ftir allemal von Anfang bis zu Ende zu

verfolgen, als sie der Entwicklung auf europaischem Boden je und je

einzureihen.

Jahrhunderte hindurch haben die Araber des Ostens einen

machtigen Vorsprung vor den Europaem, die teilweise bei ihnen in

die Schule gehen. Mit den Mannern, welche wir zuletzt genannt

haben, hori jeder Fortschritt bei den einen auf, wahrend er bei den

anderen zu immer rasoherer Gangart sich gestattet. Und auch die

Empfanglichkeit der Araber auf mathematischem Gebiete war dahin.

Das zeigt uns der letzte orientalische Schriftsteller, von dem wir

nunmehr zu reden haben, Beha Eddin'). Dieser Mathematiker lebte,
wie ein in arabischer Sprache verfaBtes biographisches Worterbuch

berichtet, 1547—1622. Er war, was aus einzeUien Stellen seines

Rechenbuches mit Bestimmtheit hervorgeht, Schi'ite und demnach

wahrscheinlich gehorener Perser oder doch in Persien ansassig, was

mit der Angabe, er sei in Ispahan gestorben, im Einklang steht. Der

Titel des von ihm herrtthrenden Werkes lautet Essenz der Rechen

kunst, Chulasat al hisab, wed es die Essenz der Bticher alterer Schrift

steller sei, die er vereinigt habe. Den Inhalt bUdet ein Gemenge
von arithmetischen, algebraischen, geometrischen Dingen in hunter

Reihenfolge, und nicht minder bunt ist das Gemenge, wenn wir die

einzelnen Dinge auf ihren Ursprung uns ansehen und Griechisch-

abendlandisches mit Indischem, mit Arabischem regeUos wechselnd

erkennen. Nur eines muB man nicht erwarten: daB Beha Eddins

Sammelgeist es verstanden hatte, jeder Heimat die edelste Frucht zu

entnehmen, welche sie zeitigte. Griechisch erscheint die Behauptung,
die Einheit sei keine Zahl, erscheint das ganze Kapitel der Messungen
mit einer Ausnahme. Griechisch ist die Auffindung der vollkommenen

Zahlen, der Summe von Quadrat- und Kubikzahlen. Ebendahin weist

uns wohl die komplementare Multiplikationsmethode (S. 528), welche
Beha Eddin kennt und folgendermaBen lehrt: „Addiere die beiden

Faktoren uud uimm den UberschuB tiber 10 zehnfach und dazu das

Produkt der Uberschtisse der 10 ttber jeden Faktor"^). Er debut die

Regel, welche, wie er ausdrttcklich hervorhebt, nur fttr zwei Faktoren
zwischen 5 und 10 Geltung hat, auch mU einigen geringfttgigen Ab-

^) Beha Eddins Essenz der Rechenkunst; arabisch und deutsch heraus

gegeben von Nesselmann. Berlin 1843. Biographisches in den Anmerkungen
auf S. 74—75. Suter 194, Nr. 480. ^) Beha Eddin S. 9.
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anderungen auf andere Faktoren aus. Die komplementare Division

ist dagegen auch in Beha Eddins Essenz nicht eingedrungen, und an

ahendlandische Zutat erinnert bei der Division nur das Ziehen von

Vertikallinien, welches freilich zur Vermeidung von Irrtumern jeder
mann erfinden konnte, welches aber auch eiu Uberbleibsel von

Kolumnen sein kann, welche in Europa benutzt wurden. An Heron

werden wir in dieser spttt entstandenen Sammlung durch Hohen-

messungen aus Schattenlangen und mit Hdfe von Beobachtungsvor-

richtungen') erinnert, an ihn durch die Aufgabe die Breite eines

Flusses zu messen. Die Ausffihrung dieser Messung selbst erfolgt
in einer uns noch unbekannten Art: „SteUe Dich an das Ufer des

Flusses und beobachte sein anderes Ufer durch das Diopterlineal ;
dann kehre Dich um, so daB Du durch dasselbe eine Stelle des

Bodens siehst, wahrend das Astrolabium an seinem Platze bleibt;
nun ist der Abstand zwischen Deinein Standpunkte und jener Stelle

gleich der Breite des Flusses"^). An Indien erinnei-t uns das Ziffer

rechnen, die Neunerprobe, die Regeldetri, die Rechnung des doppelten
falschen Ansatzes, die Rechnung durch Umkehrung der Reihenfolge
und Ausftthrung der zu voUziehenden Operationen, die Netzmulti-

plikation^), welche letztere besonders deutlich gelehrt wird, wahrend

zwei andere Multiplikationsmethoden nur genannt, aber nicht erlautert

werden, so daB der Sinn, der mit der Multiplikation des Umgttrtens
und des Gegenttberstellens zu verbinden ist, ratselhaft bleibt.

Wenn wir diese Dinge griechisch -abendlandisch, beziehungsweise
indisch nannten, so ist unsere Meinung keineswegs die, als habe

Beha Eddin aus jenen entfernten Quellen selbst geschopft. Er hat

zuverlassig nur Schriften seiner Heimat benutzt. Aber in jene sind

frtther oder spater die Einschiebungen schon erfolgt und zwar, wie

es uns wenigstens vorkommt, die der Kolumnenuberbleibsel, mog

licherweise der komplementaren Multiplikation, vielleicht auch der

praktisch-feldmesserischen Aufgaben erst nach den Kreuzztigen. Ara

bische Originalquellen lieferten daneben die Unmoglichkeit, der Glei

chung a;' + y' = z^ zu genttgen'') oder eine Quadratzahl zn finden,

welche um 10 vermehrt oder vermindert wieder eine Quadratzahl

Uefere. Einheimisch war, soweit wir wissen,

V«'+^' = « + 2a'+l'

>) Beha Eddin S. 35— 36. ') Ebenda S. 36— 37. "■) Ebenda S, 12.

*-) Ebenda S. 56, Nr. 4. Diese Nummer bezieht sich auf sieben von Beha

Eddin in seinen SchluBworten S. 55—56 zusammengestellte Aufgaben, welche

er als solche bezeichnet, die „seit alter Zeit als unauflosbar ubrig blieben, sich

eraporend gegen alle Genies bis zu dieser Frist". Mit der Beleuchtung jener

Caktok, Geschichte (ler Mathematik I, 3. Aufl. 50
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Einheimisch kann auch die Vorschrift sein, den Kreisumfang

durch einen Faden zu messen'), sowie wir die falsche Regel den

Raum einer Kugel vom Durchmesser d durch

"•|('-n)-rd'-n)-n[(i-n)-i('-n)]l
zu berechnen^) einheimischem MiBverstandnisse spater Zeit zur Last

legen mochten. AugenscheinUch ist namlich der fttr den KugeUnhalt

(1
1 \ ^ /r7t\^

14^/
""

(~2^) ^' ^' ™^*'

dem Kubus des vierten Teils des Kreisumfanges, und bei aller Ver

wandtschaft mit der falschen Berechnung des Kugelinhaltes durch

Aryabhatta (S. 646) ist doch die Verschiedenheit wieder zu bedeutend,
um ein Abhangigkeitsverhaltnis anzunehmen. Weit eher mochten

wir an die spatroraische Kreisflachenausmessung (S. 591) uns erinnert

ftthlen. Einige geometrische Namen sind sowohl nach Bedeutung als

Ursprung zweifelhaft, einige ivenigstens in letzterer Beziehung. Einer

Art von Trapez, welche Gurke genannt wird, stehen wir ebenso rat

ios gegenttber wie der Kommentator, der da sagt: „Eine Beschreibung
dieser Art von Trapezen ist in keinem Buche zu finden, die es er

lauterte; vielleicht wird Gott nach dieser Zeit es lehren'"). Woher

stammt die Spitzenfigur, das ist ein Sternzehneck, dessen Seiten

nur bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt, nicht darfiber hinaus

gezeichnet sind, so daB das Innere der Figur leer bleibt? Hangt
der Name Figur der Braut, welcher dem pythagoraischen Dreiecke

beigelegt wird*), etwa mit talismanischer Verwendung desselben zu

sammen, ahnlich wie wir solche von magischen Quadraten berichtet

bekommen? Das sind Fragen, die ihrer Beantwortung noch barren.

Im ganzen aber dttrften unsere Leser von Beha Eddins Essenz der

Rechenkunst den Eindruck erhalten haben, daB hier ein Rttckschritt,
oder jedenfaUs mindestens ein Stehenbleiben der Wissenschaft zu be

merken ist, welche vorher ruckweise vorgeschritten war.

Man hat mit Fug uud Recht als ein kennzeichnendes Merkmal

der arabischen Mathematik den Umstand hervortreten lassen^), daB

sie durchaus von Fttrstengunst abhangig war, daB es einzelne

Herrscher waren, die zur Astronomie eine Yorliebe an den Tag
legten, und daB unter ihnen Astronomen und Mathematiker erstanden,
sonst nicht. Es ist vielleicht nicht minder kennzeichnend, daB keine

einzige HerrscherfamiUe ohne solche der Y^issenschaft huldigende

Aufgaben hat sich gelegentlich Genocchi beschiiftigt in Tortolini, Annali
di scienze -matematiche e fisidie VI, 297 3U4 (1855),

') Beha Eddin S. 31. ^) Ebenda S. 3.3. ^) Ebenda S. 29 und 66, An

merkung 17. -■) Ebenda S, 71, Anmerkung 33. -) Hankel S. 252.
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und dienende Vertreter war. Die ersten Abbasiden wie die Bujiden,
seldschukische wie mongolische Fttrsten, wie endUch jenen Enkel

Tamerlans haben wir rtthmend zu nennen gehabt. Es iNar, als wenn

der auch nur vorttbergehende Besitz von Bagdad die Geister mit

Wissensdrang erfttUte und Bagdad so wirkUch die Stadt des Heils

war, als welche ihr Name sie bezeichnete. Und in anderer Beziehung
ivar es, als wenn derselbe Besitz, jenem Kleinode der nordischen

Sage vergleichbar, ffir den, der sich desselben bemachtigte, den Keim

des Unheils in sich getragen hatte, so rasch verfielen die aufeinander

folgenden Herrscherfamilien dem Fluche der Zwietracht und des Ver-

wandtenmordes.

Folgende Zeitpunkte traten uns in unserer ausftthrlichen Dar

stellung vor Augen, deren wir nur noch einmal unter Erwahnung
der wichtigsten Namen uns erinnern wollen. Unter den Abbasiden

in dem etwa 150 Jahre dauernden Zeitraum vom letzten Viertel des

vm, his zum ersten Viertel des X. S. ist es der Hauptsache nach

Aneignung indischer und mehr noch griechischer Mathematik, letztere

in zahlreichen Ubersetzungsarbeiten sich iluBernd, welche ivir einem

Muhammed ibn Musa Alchwarizmi, einem Tabit ibn Kurrah, einem

Albattani nachzurtthmen haben. Bei ihnen beginnt daneben eine

zahlentheoretische und eine trigonometrische Selbsttatigkeit, welche

indessen gegen den Ubersetzungseifer zurttcktritt. Ihm sind wU zu

besonderem, zu um so groBerem Danke verpfiichtet, als, wie wir

noch sehen werden, die griechische Mathematik hoherer Natur dem

Abendlande wesentlich durch arabische Kanale zugeftthrt wurde, jeden
faUs von da aus iveit frfiher bekannt wurde, als die Neuentdeckung
der Originaltexte es ermoglichte, Ja in einzelnen Fallen sehen wir

uns heute noch auf arabische Ubersetzungen zum alleinigen Ersatze

fttr die verloren gegangenen Originalien angewiesen. Um das Jahr

1000 herum gruppieren sieh sodann unter bujicUschem Schutze die

groBen SchriftsteUer, welche wieder durch zahlentheoretische, aber

aucb durch geometrische und vorzugsweise durch algebraisch -geo
metrische Forschungen die Wissenschaft vermehrten, ein Abud AYafa,
welcher daneben noch eine gewisse Stetigkeit nach rfickwarts her

stellend zu den Ubersetzern gehort, ein Alkuhi, ein As.sidschzi, ein

Alchodschandi, ein Abu'l Dschud, ein Alkarchi. Ihnen gleichzeitig
vertrat Albiruni uns die Blttte des gaznawidischen Holes, lm letzten

Viertel des XL S. begttnstigen seldschukische Sultane MJniar Alchai

jami, den systematischen Algebraiker, dem zuerst mit voUem BewuBt

sein die SchwierigkeU der kubischen Gleichung entgegentrat, und dem

die Geometrie nur dienendes Werkzeug fttr seine Zwecke wurde. Die

Schule Nasir Eddins knttpfte in der Mitte des XHL S. an die von

50*
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mongolischen Fttrsten errichtete Sternwarte zu Maraga ihr Bestehen,
und eine Schule des XV S. hatte zu Samarkand in dem tartarischen

Fttrsten Ulug Beg Gonner und Mitglied zugleich. Die beiden letzten

Schulen gehorten mehr der Geschichte der Astronomie als der der

Mathematik an, und nur Gijat eddin Al-Kaschi verdiente ffir uns be

sondere Berttcksichtigung wegen einer sinnreichen Naherungsrech-

nung zur Auflosung kubischer Gleichungen von einer gewissen ge

gebenen Form.

Der Hohepunkt der Mathematik war fttr die Araber des Ostens

etwa auf 1050 zwischen die Namen Alkarchi, Alchaijami anzusetzen.

Von da an ging es bergab, erst mit teilweise neuen kleinen Er-

hebungen, dann in trostlose Ode sich verfiachend, als deren Sohn

allein Beha Eddin am Ende des XVI. und Anfang des XVII. S. uns

noch beschaftigen durfte.

Die auBersten Grenzen des ostarabischen und des westarabischen

Kulturbereiches sind durch ungeheure Entfernungen voneinander ge

schieden und gewahren dadurch und durch die politische Trennung,
mitunter verstarkt durch religiose Gegensatze, die MogUchkeit und

die Notwendigkeit gesouderter Betrachtung der beiderseitigen Ent

wicklungen. Minder streng laBt sich aber die Sonderung fttr die an

einander stoBenden Bezirke beider Reiche durchftthren, und insbe

sondere hatte von den beiden Personlichkeiten, welche jetzt noch die

agyptische Mathematik uns vertreten soUen, mindestens die zweite

als im Osten geboren und herangebildet mit gleichem Rechte wie

hier im vorigen Kapitel behandelt werden konnen. Das macht, daB

die agyptischen Fttrsten Schi'iten waren und darum den sunnitischen

Abbasiden viel schroffer, den gleichfaUs schi'itischen Bujiden dagegen
kaum feindlich gegenttberstanden, so daB unter diesen aUmahlich Be

ziehungen vorkommen, welche noch unter den ersten Bujiden zu den

Unmoglichkeiten gehoren.
Ibn Junus von Kairo, seinem ausftthrlichen Namen nach Abu'l

Hasan 'AU ibn Abi Sa'id 'Abderrahman, starb 1008, war also in der

Bltttezeit seines Wirkens Zeitgenosse des Abu'l Wafa, ahnelte in

seinen astronomisch-trigonometrischen Leistungen ebendemselben und

scheint doch von dessen Arbeiten in keiner Weise Notiz genommen

zu haben, sei es, daB er sie wirkUch nicht kannte, sei es, daB er

sie nicht kennen wollte. Die agyptischen Herrscher Al-'Aziz,
975—996, und Al-Hakim, 996— 1021, waren fttr Ibn Junus frei-

gehige Gonner. Sie sorgten fttr seine wissenschaftlichen Bedttrfnisse

durch Erbauung und Ausstattung einer Sternwarte, durch Anlage
einer Bttchersammlung usw. Er arbeitete auf ihr GeheiB seine

astronomischen Tafeln aus, welche Al-Hakim zu Ehren die hakimi-
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tischen Tafeln genannt warden') und in der Geschichte der Astro

nomie eine rtthmliche Stellung emnehmen. Fttr die Geschichte der

Mathematik ist weniger daraus zu entnehmen, hOchstens die Auf

losung einiger Aufgaben der spharischen Trigonometrie unter Ein

ftthrung von gewissen Hilfswinkeln und die unbewiesene Naherungs
formel

smlo = -3..-.sm(-) +-.-smy •

Die erstere Neuerung hatte wichtig werden konnen, fand aber keine

Nachahmung. Ob Ibn Junus bei Benutzung des Y^ortes Schatten

um den Quotienten des Sinus eines Winkels durch den Kosinus des

selben Winkels zu benennen wirklich vollstandig unabhangig von

Abu'l Wafa verfuhr, mag dahingestellt sein. GewiB ist, daB er in

sofern unter jenem blieb, als er seine Schattentafel nie zur Berechnung
anderer Winkel als wirklicher Sonnenhohen verwertete, ivahrend Abu'l

Wafa, dessen Tod fast 10 Jahre frtther als die letzte von Ibn Junus

angesteUte Beobachtung eintrat, die VeraUgemeinerung des Schatten-

begriffes, wie wir wissen (S. 748), vollzogen hat.

Der zweite Schriftsteller, welchen wir hier der Besprechung
unterziehen, ist in Al-Basra geboren und nur im Mannesalter in

Agypten eingewandert. Sein voUstandiger Name lautet Abu 'AU al

Hasan ibn al Hasan ibn Alhaitam, kttrzer als Ibn Alhaitam be-

zeicbnet, mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit derselbe

groBe Gelehrte, dessen Optik von lateinischen Ubersetzern mit dem

Verfassemamen Alhazen ttberschrieben ist"). Dttrfen wir diese

Identitat festhalten, so bleibt allerdings aus der Optik, so bedeutend

ihr Y'^ert fttr die Geschichte der angewandten Mathematik ist, fttr

uns nur eine Aufgabe merkwttrdig, namUch die den Spiegelungs-

punkt eines kugelformig gekrttmmten Spiegels zn finden, von welchem

aus das Bild eines an einem gegebenen Orte befindlichen Gegen
standes in ein gleichfalls an einem gegebenen Orte befindliches Auge

geworfen wird, eine Aufgabe, welche analytisch behandelt zu einer

Gleichung des 4. Grades ftthrt'). Den aus Al-Basra gebttrtigen Ibn

') Der Anfang ist von Caussin iibersetzt und erlautert in den Notices d

cdraits de la bibliotheque nedionede T. VII, pag. 16
— 240, Die ungedruckte

Ubersetzung der spiiteren Kapitel durch Sedillot hat Delambre fiir seine

Histoire de I'astronomie du moyen-age benutzt. Vgl. Hankel S. 244, 2s2, 2S8.

Suter 77—78, Nr. 178, -) Wiistenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher

S, 76—77, Nr, 130. L'algebre d'Omar Allcayami pag. 73— 7(5, Anmerkung ***,

und Narducci, Intorno ad una traduzione italiana fatta nd secolo decimo-

quarto del trattato d'ottica d'Alhiczcn, matematico del secolo undecimo ed ad altri

lavori di quedo scicnziato im Bullettino Boncompagni IV, 1—48 (1871). Suter

91 — 95, Nr. 204, ^) Chasles, Apereu hist, pag, 498, deutsch S, 576,
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Alhaitam haben wir jedenfalls, und zwar noch zur Zeit als er im

Osten lebte, als Verfasser einer in einem Yatikankodex noch vor

handenen Abhandlung ttber die Quadratur des Kreises anzuer

kennen'). Sie ist allerdings herzlich unbedeutend und zeigt nur die

Quadratur der gewohnlichen Mondchen des Hippokrates, in deren

eines ein kleiner Kreis einbeschrieben ist, welcher zu dem Mondchen,

also auch zu dem ihm flachengieichen Dreiecke, in einem gewissen

Verhaltnis stehe. Ein Hinausgehen fiber Archimed in dem Sinne,
daB eine nahere Bestimmung der Zahl n versucht ware, ist nicht

vorhanden.

Ebeuderselbe Ibn Alhaitam hat auch ungemein zahlreiche

sonstige 'Schriften zustande gebracht, von welchen wenigstens eine

geometrische zur Ubersetzung gelangt ist, die zwei Bficher der

gegebenen Dinge'). Der Verfasser sagt darfiber in der Ein

leitung: „Das I. Buch enthalt voUkommen neue Dinge, deren Gattung
nicht einmal von den alten Geometem gekannt war, und das II.

enthalt eine Reihe von Satzen, welche denen ahneln, die in dem

I. Buche von den gegebenen Dingen des Euklid zu finden sind, ohne
OoO 7-

jedoch selbst in jenem Werke vorzukommen." Was hier von dem

II. Buche gertthmt ist, entspricht aUerdings der Wahrheit, nicht so

was Ibn Alhaitam als den Wert des I. Buches ausmachend schddert.

Allerdings sind solche Satze, wie sie im I. Buche enthalten sind, und

welche kurzweg als Ortstheoreme, wenn nicht gar als Porismen im
o

-

o

eukUdischen Sinne des Wortes bezeichnet werden mttssen, den Alten,
d. h. den Griechen bekannt gewesen. Die euklidischen Porismen

sind aber den Arabern bekannt gewesen, wenn sie auch vou ihnen

fttr unecht, d. h. nicht von Euklid verfaBt, gehalten wurden'). Y^

wissen nicht, ob das Gleiche von den kleineren Schriften des Apol
lonius von Perga gilt, welche sonst auch der Ruhmredigkeit Ibn

Alhaitams ihr Verbot entgegenzustellen berechtigt gewesen waren,

jedenfaUs aber ist seine Uberhebung keine minder unerlaubte an-

gesichts der Sammlung des Pappus, von der wir iviederholt gesehen
haben, daB sie Arabern des X, S, bekannt war. Wir mttssen daher,
woUen wir einen so tttchtigen Gelehrten, wie Ibn Alhaitam es jeden
faUs war, nicht der absichtlichen Unwahrheit verbunden mit groBer

') Bullettino Boncompagni IV, 41 sqq. Suter hat die Abhandlung in der

Zeitschr. Math. Phys. XLIV, Histor.-literar. Abtlg. S, 33—47 (1899) im Urtext

mit deutscher Ubersetzung herausgegeben. -) Nouveau Journal Asiatique XIH,
435 flgg. (1834). Sedillot, Mate'riaux pour servir a I'histoire comparee ties sciences

mathematiques chez les Grees et les Orientaux pag. 379—400. Chasles, Aperpt
hist. pag. 498

—

501, deutsch S. 577— 581. ") Fihrist 17 unter Vergleichung
vou Suters Anmerkung 49 (Fihrist 49).
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Unvorsichtigkeit bezichtigen, zu der Annahme uns bequemen, die

Sammlung des Pappus sei fttr die groBe Mehrzahl auch der arabi

schen Gelehrten doch zu hoch gowesen und sei darum wenig bekannt

geworden, beziehungsweise bald wieder in Vergessenheit geraten.
Die Orter, von welchen Ibn Alhaitam handelt, sind ttbrigens aus-

schlieBUcb Kreise imd gerade Linien, gehoren mithin zn den ein

fachsten, welche ttberhaupt vorkommen. Wir nennen einige von den

Satzen des 1. Buches: 6. Zieht man von zwei gegebenen Punkten

aus Gerade, die beim Durchschnitte einen gegebenen Winkel bilden,
so liegt der Durchschnittspunkt auf einer gegebenen Kreislinie. —

7. Zieht man von zwei gegebenen Punkten aus Gerade, die bei ihrem

Durchschnitt einen gegebenen Y'inkel bilden, verliingert man darauf

die eine Gerade so, daB das Verhaltnis der Strecke vom Anfangs
punkte bis zum Durchschnitte zu ihrer Verlangerung ein gegebenes

sei, so liegt der Endjiunkt auf einer der Lage nach gegebenen Kreis

linie. — 8. Zieht man von zwei gegebenen Punkten gleichlangeO O O O

sieb in ihrem Endpunkte treffende Strecken. so liegt der Durch

schnittspunkt auf einer der Lage uach gegebenen Geraden. — 9. Zieht

man von zwei gegebenen Punkten aus Gerade, deren Langen bis zum

Durchschnittspunkte in gegebenem Verhaltnisse stehen, so befindet

sieb der Durchschnittspunkt auf riner der Lage nach gegebenen
Kreislinie. — 19. Zieht man an einen Punkt der kleineren von zwei

sich innerlich bertthrenden Kreislinien eine Bertthrungslinie bis zum

Durchschnitt mit der umgebenden Kreislinie und verbindet man

diesen Durchschnittspunkt geradUnig mit dem Bertthrungspunkte der

beiden Kreise, so ist das Verhaltnis der beiden Strecken gegeben.
Mit dem II. Buche mogen folgende Muster uns bekannt machen:

o o

2. Die Gerade, welche von eiueni gegebenen Punkte aus gezogen von

einem gegebenen Kreise ein der GroBe nach gegebenes Stttck ab-

schneidet, ist der Lage nach gegeben.
— 5, Zieht man von einem

gegebenen Punkte eine Gerade zum Durchschnitt mit einer gegebenenDo o ,^

Strecke, so daB das begrenzte Stttck der Geraden mit dem einen Ab

schnitte der Strecke eine gegebene Suinuie bilde, so ist die Gerade

der Lage nach gegeben.
— 12. Zieht man an einen gegebenen Knds

eine BertthrungsUnie bis zum Durchschnitte mit einer gegelienen

Geraden, und ist die so begrenzte Bertthrungslinie der Liinge nach

gegeben, so ist sie es aucb der Lage nach,

Ibn Alhaitam wurde nicht wegen seiner theoretisch-wissenschaft-

hchen Leistungen, sondem nm praktischer Dinge willen nai>h Kairo

berufen. Er hatte sich nandich geauBert, er halte es fttr leicht, am

NU solche Einrichtungen zu treffen, daB der FluB jedes Jahr gleich

maBig anstrete, ohne daB Witterungsverhaltnisse einen EinfluB ttben
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konnten. Diese Zusage zu erfttUen, UeB Al-Hakim ihn kommen, ging

ihm bis zur Vorstadt von Kairo entgegen und empflng ihn tiberhaupt

mit den groBten Ehren. Ibn Alhaitam zog hierauf guten Mutes mit

zahlreichen Gefahrten nilaufwarts, bis er zu den ersten Nilfalien bei

Syene gelangte, wo er erkannte, daB er zu voreilig Sicherheit an den

Tag gelegt hatte, und daB die Verwirklichung seines Planes unmogUch

war. So muBte er sich zu entschuldigen suchen, so gut es eben ging,

und als er, nunmehr in anderen Staatsarbeiten beschaftigt, sich auch

hier Fehler zuschulden kommen UeB, niuBte er sich verbergen, um

ALHakims Zome zu entgehen. Erst nach dessen Tode kam er

wieder zum Vorschein und ftthrte ein wesentlich schriftstellerisches

Leben. Er starb 1038.

Das sind die beiden Manner, welche die agyptische Mathematik

fttr uns kennzeichnen sollten. Wir gehen zu der Entwicklung unserer

Wissenschaft in Spanien uud in dem gegenttberliegenden westlichen

Teile der afrikanischen Nordkttste, in Marokko, ttber.

37. Kapitel.

Die Matliematik der Westaraber.

Von der Entstehung eines selbstandigen arabischen Reiches in

Spanien im Jahre 747 unter dem Omaijaden 'Abd Arrahman haben

wir gelegentUch (S. 707) gesprochen. In unaufhorlichen Kampfen

gegen die westgotischen Christen sowie gegen afrikanische Araber

erhob sich seine Dynastie bei 300jahrigem Bestande zu unsterhlichem

Ruhme, rieb sich aber auch vollstandig auf). In die Zeit der Omai

jaden fallt die Entstehung aller jener glanzenden Uberreste maurischer

Baukunst, die noch heute den Anschauer mit Bewunderung erfttUen

sollen, und die nach den Berichten solcher SchriftsteUer, welche sie

in ihrer ganzen Pracht sahen, die Wundermarchen der Tausend und

eine Nacht zur Wahrheit stempelten. Besonders 'Abd Arrahman HI.

und sein Sohn Al-Hakam II,, welche von 912 bis 976 regierten,
spielten eine glanzende RoUe in der Geschichte der Entwicklung west-

arabischer Kultur. Von allgemein kulturgeschichtlichem Interesse ist

es vielleicht, daB der letztgenannte Herrscher eine Geheimschreiberiu

Lubna^) beschaftigte, welche als sehr bewandert in Grammatik,

Metrik, Dichtkunst und Rechenkunst gertthmt wird und eine sehr

schone Schrift hatte. Eine BibUothek von 600 000 Banden entsteht

') Aschbach, Geschichte der Umaijaden in Spanien Bd. II. Frankfurt a. M.

1830. ») Suter 61, Nr. 135.
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in dem Palaste in Cordova. Ein Bibliotheksverzeichnis in 44 Banden

untersttttzt die Benutzung. Gelehrte sammeln sich, aber, wie wir

nicht fttr ttberflttssig halten, besonders zu betonen, ausschlieBUch

Moslims, denn 'Abd Arrahman, der Yerteidiger des Glaubens, wie er

sich nennen lieEi, wttrde so wenig wie sein Sohn fremde christUche

Schttler geduldet haben. Dieselben beiden Fttrsten fanden ihre Freude

in der Herstellung baulicher Denkmale ihres Glanzes und der hohen

YoUkommenheit, bis zu welcher arabische Kunstfertigkeit gelangt war

Mag manches nach frttheren praktisch gewordenen und ihres geo

metrischen Grundes verlustig gegangenen Regeln hergestellt worden

sein, so ist doch schlechterdings nicht moglich, daB eine solche

Architektur sich nur empirisch entwickelte. Die Baumeister, und

wenn nicht .sie selbst, so doch diejenigen, bei welchen sie sich in ge

gebenen Fallen Rats erholten, muBten Mathematiker sein.

Freilich steht uns mehr als dieser zwingende SchluB nicht zu

Gebote, Von westarabischen mathematischen Schriften bis zum XL S.

ist nichts veroffentlicht. Von Namen sogar steht uns kein alterer

als Abu'l Kasim Maslama ibn Ahmed Almadschriti') zu Gebote,
der uns schon zweimal gelegentlich vorgekommen ist. Er wollte

(S. 735) die befreundeten Zahlen in ihrer Wirkung kennen gelernt
haben. Er oder sein Schttler Alkarmani, von welchem letzteren

Reisen in den Orient bekannt sind, sollen die Abhandlungen der

lauteren Brttder in Sjianien eingeffihrt haben (S. 738), Alkarmani

war ttbrigens vorzugsweise Ghirurg. Die mathematische Lehrtatigkeit
Almadschritis in Cordova, der Residenz der Emire, fallt in die Re

gierung Al-Hakam II. und dessen Nachfolgers. Er starb 1007. Von

seinen Schttlern haben Ibn as-Saffar und Ibn as Samli el Muhandis

Al-Garnati, der erste in Cordova dann in Dania, der zweite iu

Granada eigene Schulen eroffnet, in welchen Mathematiker und Astro-

nomen gebildet wurden'-). Der Geometer von Granada starb 1035

in einem Alter von 56 Jahren, hatte aber schon vieles geschrieben,
worunter eine Einleitung in die Geometrie zur Erklarung Euklids,

das groBe Buch ttber die Geometrie, die er nach geradlinigen und nach

krummlinigen Gebilden einteilte, ein Buch ttber das Geschaftsrechnen,

ein solches uber das Luftrechnen d. h. Kopfrechnen lobend erwahnt

werden.

Die Tatsache, daB die letztgenannten auBerhalb Cordova sich

niederUeBen, beruht gewiB zum Ted auf den Unruhen, welche seit

>) Wustenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher S. 61, Nr. 122. Stein

schneider, Pseudoepigi-aphische Literatur usw. S. 28 flgg. und 73 flgg. Suter

76—77, Nr. 176. ^) Wiistenfeld, Arabische Aerzte und Naturforscher S. 62,

Nr. 123 und S. 64, Nr. 127. Suter 85, Nr. 194 und 86, Nr, 196.
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1008 in Cordova an der Tagesordnung waren und mit wechselndem

Glttcke der Parteien bis 1036 dauerten, um mit dem Tode Hischams

des letzten Omaijaden zu endigen. Ein einheitliches spanisch-ara-

bisches Reich hat es seit dieser Zeit nicht mehr gegeben'). Kleine

Gebiete, teils als Freistadte, teils unter besonderen Fursten, bildeten

sich und gingen zugrunde, sich gegenseitig befehdend und dabei

die christlichen Nachbarn wechselweise zu Hilfe rufend, welche bei

solcher Gelegenheit nicht ermangelten, eine Stadt, eine Provinz nach

der anderen den Moslimen abzunehmen und fttr sich zu behalten.

Seit der Mitte des XIII. S. war nur noch das Konigreich Granada

dem Islam unterworfen. Spater als um diese Zeit wird uns aber auch

kein westarahischer Mathematiker in Spanien begegnen. Nur von Be-

wohnern der afrikanischen Kttstengegenden werden wir in jener spaten
Zeit zu reden haben und brauchen uns deshalb um die langjahrigen

Kampfe nicht zu kttmmern, welche erst kurz vor dem Jahre 1500 mit dem

ganzlichen Sturze arabischer Herrschaft auf spanischem Boden, mit

der Einnahme von Granada am 2. Januar 1492 durch Ferdinand den

Katholischen endigten, denselben Fttrsten, ftir welchen Christoph
Columbus Amerika entdeckte. An diesem Tage entstand, wenn man

so sagen darf, das Sultanat von Marokko als Ersatz fttr das west-

arabisch- spanische Reich.

Der erste Schriftsteller, von welchem wir seit dem Beginne der

Zersplitterung zu reden haben, lebte im XI. S. in Sevdla. Es war

Abu Muhammed Dschabir ibn Aflah^j, gewohnlich Geber genannt,
von dessen Namen man, ivie wir uns erinnern (S. 722), eine Zeitlang
das Wort Algebra herzuleiten sich geivohnt hatte. Die Araber

nannten ihn auch wohl Alischbili d. h. den von SeviUa. Er gehorte
zu den hervorragendsten Astronomen seiner Zeit, verfaBte aber, wie

so viele seiner Zeitgenossen, auch mystische Schriften, an deren In

halt er nicht minder fest glaubte als seine Leser. Seine Lebenszeit

ist dadurch festgesteUt, daB sein Sohn in Spanien mit dem bertthmten

Moses Maimonides personlich verkehrte, was nur um das Jahr 1100

herum moglich war. Ibn Aflah selbst muB also in der zweiten Halfte

des XI. S, am Leben gewesen sein, Sein Hauptwerk, eine Astronomie
in 9 Bttchern, wurde im XIL S, durch Gerhard von Cremona ins

Lateinische ttbertragen-^), und diese lateinische Bearbeitung erschien

1534 im Drucke, Das erste Buch*) enthalt eine vollstandige Tri

gonometrie, welche mit Vorbedacht an die Spitze gesteUt wird, um

') Weil S. 284—296. '-) Steinschneider, Pseudoepigraphischo Lite
ratur usw. S. 15 flgg. und 70 flgg. Suter 119—120, Nr. 284, '>) B. Boncom
pagni, Delia vita e delle opere di Gherardo Cremonese. Roma 1851. pag. 13.
-^
Delambre, Histoire de I'astronomie du moye-n-dge pag. 179-185.

'

Hankel
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Wiederholungen zu vermeiden. Der Verfasser, der fast 200 Jahre

vor Nasir Eddin (S. 779) lebend von ihm nicht beeinfluBt gewesen

sein kann, aber auch aus (S. 788) angeftthrten Grttnden ohne EinfluB

auf diesen blieb, legte eine Probe geistiger Selbstandigkeit ab, indem

er es wagte, iu dieser Trigonometrie von dem althergebrachten flange
des Ptolemaus, von der Regel der 6 GroBen (S. 413 und 420) ab-

zuweichen und sogar polemisch gegen den alten Meister der Stern

kunde an den verschiedensten SteUen vorzugehen, was die Albattani,

die Abu'l Wafa, die Ibn Jttnus, welche in ihrer Lebenszeit Ibn Aflah

vorangehen, niemals auch nur versuchten. Ibn Aflah sttttzt sich bei

seinen Beweisen — und daB er solche gibt, ist eine weitere rtthm

liche EigentttmUchkeit, durch welche er von den ttbrigen arabischen

Astronomen sich unterscheidet — auf eine Regel der vier GroBen,

welche in folgendem Satze besteht und von welcher eine ^^orahnung

sich in der Schrift des Tabit ibn Kurrah ttber den Satz des Menelaus

(S, 736) vorfand. Diese arabische Schrift dttrfte aber Ibn Aflah ge

kannt haben, wie daraus geschlossen worden ist, daB hebraische Uber

setzungen des Tabit und des Ibn Aflah in einer und derselben Hand

schrift vereinigt vorkommen. Es seien (Fig. IOS) P^P.^ sowie Q^Q,

zwei Bogen groBter Kreise, welche in A sich schneiden. Yon P^

und P^ werden die Bogen groBter Kreise P^ Q^ und Pg Q^ senkrecht

zu A Q^ Q^ gezogen, so verhaU sich sin AP^ : siu P^ ^^ = sinJ,P. : sinP^ Q. .

Nun sei (Fig. 109) das bei E rechtwinklige spharische Dreieck ABE

vorgelegt, iu welchem ^BAE=a, BE=a, AB
= h heiBe. Man

veriangeri AB und AE Vk zur Lange von 90° nach C und E, so

ist A der Pol von GE, also der Bogen CE das MaB des Winkels a

und der Bogen AF senkrecht auf EC. Die Regel der vier GroBen

liefert jetzt als 13. Satz das Verhaltnis sm AC : &in CE ^ %in A B

: sinBE oder sm 90" : sino; = sin/; : sina, mithin sino = sinfe • sina.

An einer auderen Figur (Pig. 11<»), bei welcher wieder ABE ein bei

S. 285— 287. A. V. Braunmiihl, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigono

metrie I, 81—83.
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E rechtwinkliges spharisches Dreieck darsteUt und AE = b und

■^ABE= fi genannt ist, werden BA und BE bis nach F und F

verlangert, so daB

BF^BF= 90", FF=fi und ^ BFE == BEF= 90"

werden. FE und EA treffen sich verlangert in D, so ist wegen

<^ BED = BED = 90«

jener Punkt B der Pol von FE, also DE= 90" Die Regel der

vier GroBen Uefert, weil jetzt AF und EF senkrecht zu EF sind,.

das Verhaltnis: sinDJ. : sinAE = sinDE: sinEF oder

sin (90°
-

b) : sin (90°
- h) = sin 90° : sin (90«

-

a),

also cos /« = cos ft - cos & der Inhalt des 15. Satzes. In derselben

Figur ist aber das Dreieck BEA bei E rechtwinklig, die Anwendung

des 13. Satzes ergibt deshalb sinBE= sinDA sinDAE d. h.

sin (90" —

fi) = sin (90"
— b) sin a oder cos fi = cos & ■ sin a

als Inhalt des 14. Satzes. Letzterer Satz ist weder bei Ptolemaus

noch bei einem arabischen Vorganger des Ibn AHah zu finden und

wird deshalb haufig unter Anwendung des Namens, unter welchem

dieser Gelehrte, wie wir sagten, bekannt zu sem pflegt, der Geher-

sclie Lehrsatz genannt. DaB wir vorzogen, hier regelmaBig von

Ibn Afiali zu reden, hat seinen Grund darin, daB es mehrere nach

Zeit, Ort und wissenschaftlicher Tatigkeit ungemein verschiedene

Personlichkeiten gegeben hat oder gegeben haben soil, welche alle
o o ^ rD 7

Geber genannt werden, so daB Verwechslungen sehr leicht sind, Es

ist mit groBem Rechte als fiberraschend bezeichnet worden, daB Ibn

Aflah, in der sjiharischen Trigonometrie ein geradezu ktihner Neuerer,
in der ebenen Trigonometrie um keinen Schritt weiter gegangen ist

als Ptolemaus, daB er sogar Sinus und Kosinus anzuwenden hier ver

meidet und noch in griechischer Weise mit den Sehnen der doppelten
Winkel sich begnttgt. So war noch fttr Ibn Aflah offenbar die

spharische Trigonometrie weitaus die Hauptsache und eine eigentliche
ebene Trigonometrie nur zur VoUstandigkeit der Betrachtungen vor

handen, aber nicht der wichtige Teil der Mathematik, zu welchem

sie erst durch Nasir Eddin werden soUte.

Wir haben gesagt, daB Gerhard von Cremona die Astronomie

des Ibn Aflah etwa in der zweiten Halfte des XH. S. ttbersetzte. Er

hat die dazu notigen Kenntnisse in dem den Arabern bereits ab-

gemngenen Toledo sich erworben, wo um jene Zeit eine wahre Uber-

setzungsschule vorhanden war. Raimund, Erzbischof von Toledo

zwischen 1130 und 115G, stand geistig au ihrer Spitze. Nicht als
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oh er selbst dabei tatig gewesen ware, aber er veranlaBte Dominicus

Gondisalvi in Gemeinschaft mit einem jtidischen Schriftgelehrten,
Johannes von Luna oder Johannes von Sevilla (Johannes His

palensis) genannt'), arabische Bttcher und zwar hauptsachlich solche,
die sich auf aristotelische Philosophie bezogen, zu bearbeiten. Die

Bearbeitung erfolgte auf einem Umwege, der nicht ohne Folgen bUeb.

Man muBte den arabischen Text durch einen der kastilianisehen wie

der arabischen Sprache kundigen Mittelsmann verdolmetschen lassen.

bevor ein anderer oder auch mehrere dem Gelehrtenstande angehorende

Manner nun wieder einen lateinischen Wortlaut herstellten, der nach

mals irgend einem unter den Mitwirkenden zugeschrieben wurde ^).

Uberlegt man nun, daB der arabische Text durch nicht ttber alle

Zweifel erhabene IJbersetzungskunst dem Griechischen entnommen

war, so laBt sieb denken, welcherlei aristotelische Philosophie aus

solchen dreifacher Verpfuschung ausgesetzt geweseneu lateinischen

Darstellungen dem Mittelalter zur Kenntnis kam. Y^eniger schlimm

waren die Yeranderungen, welche solche Schriften erlitten, die wenig
stens von Ursprung her arabisch waren und ihrem Inbalte uach nicht

so dunkel wie phdosophische Gegenstande, selbst in der Sprache eines

Aristoteles, es einem Laien gegenttber immer sein muBten. Gar keinen

sinnentstellenden Yeranderungen waren solche Schriften unterworfen,
bei deren Ubertragung in die lateinische Sprache der Verfasser selbst

mitwirken konnte.

Wie unsere Leser sofort bemerken, haben wir bei dem zuletzt

Ausgesprochenen ein ganz bestimmtes Werk eines bestimmten Ver

fassers im Auge. Abraham bar Chijja ha Nasi'), d. h. Abraham

Sohn des Chijja der Fttrst, war ein gelehrter Jude in Barcelona, von

wo er zu gelegentlichem Aufenthalte wohl auch nach der Provence

kam. Er stand bei Konigen und Fttrsten in hohem Ansehen, welches

er vermutlich astrologischer Tatigkeit verdankte. Er untersttttzte
Do

einen Ubersetzer Plato von Tivoli bei dessen Ubersetzungen aus

dem Arabischen, und da ebeuderselbe auch ein Werk Abrahams ttber

setzte, so ist es mindestens wahrscheinlich, daB auch hierbei der Ver-

') Noui'clle Biographie -universelle .\XVI, 565 (Paris 1858). Jourdain,

Becherches critiques ■'<ur I'dge et I'origin-e des trailudions latines d'Aristote.

2. edition, Paris 1843, pag. 115 flgg, halt den Namen Johannes Hispalensis fur

entstellt aus Johannes His-panensis de Luna d. h, Johannes der Spanier aus

Luna, Ebenda pag, 117, Anmerkung 1 ist eine Stelle aus einer Widmung des

Johannes an Raimund abgedruckt, durch welche seine Lebenszeit gesichert ist,

*) Darin hat man den Grund erkannt, varum die gleiche in mehreren Hand

schriften erhaltene tibersetzung bald einem, bald einem andereu tjbersetzer zu

geschrieben ist, Vgl. H, Bosmans, Revue des (Juedions scientifiques. Octobre

1904. ') Steinschneider in der Bibliotheca Mathematica 1896, S, 34—38.
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fasser Dienste geleistet haben wird. Abraham bar Chijja ist ttbrigens

bekannter unter dem Namen Abraham Savasorda, und darunter

verbirgt sich der Ehrentitel Sa'hib cd Sehorta d. h. Oberst der Leib-

wache. Das von Plato von Tivoli ubersetzte ursprtiuglich in hehrai

scher Sprache verfaBte Werk ftihrte die 'Uberschrift Ghibburta Me-

seliilca. we ha Tischboret und ist ttbersetzt als Liber embadorum a

Savasorda in hebraico composit-us et a Platone Tiburtino in latinum

sermonem translatus anno Arabum DX mense saphar, wodurch die

Datierung auf Juni 1116 gesichert erscheint. Das „Werk der Raum-

ausmessungen", wie man den Titel etwa verdeutschen konnte, besteht

aus vier Kapiteln').
Das 1. Kapitel enthalt die Erklarungen, Forderungen und Grund

satze Euklids, soweit sie geometrischer Natur sind, aber auch die in

Euklids arithmetischen Bttchem vorkommenden Erklarungen der ver

schiedenen Zahlenarten bis zu den vollkommenen Zahlen, diese mit

eingeschlossen, sind aufgenommen. Ferner enthalt das 1. Kapitel

einige der geometrischen Lehrsatze Euklids ttber Gleichflachigkeit von

Dreiecken und Parallelogrammen und die Erklttrung der AhnUchkeit

zweier Dreiecke. Das 2. Kapitel zerfallt in fttnf Teile, deren erster

in geometrischem Gewande und mit Anwendung von Satzen aus dem

zweiten Buche Euklids, der ausdrttckUch genannt ist, die drei ver

schiedenen Formen der unreinen quadratischen Gleichung behandelt.

Hier ist gezeigt, daB x^ Y b ^= ax zwei Wurzelwerte besitzt, und

Platos Ubersetzung- von 1116 ist demnach das alteste lateinisch

geschriebene Buch, von welchem wir Kenntnis haben, aus

welchem das Abendland die Losung der quadratischen

Gleichungen mit EinschluB des doppeldeutigen Falles zu

erlernen imstande war. Fragen wir aber rttckwarts woher Sava-

sordas Wissen stammte, so verweist uns eine Aufgabe^), bei deren

Behandlung die Summe von vier Strecken als Rechteck gezeichnet
ivird, auf Al Karchi, welcher (S. 770) einer ahnlichen ganz un-

griechischen Yersinnlichung sich bediente. Al Karchi lebte aber

etwa ein Jahrhundert vor Savasorda, so daB inzwischen trotz des

Gegensatzes zwischen Ost und Y^est seine Lehren irgendwie bis nach

Spanien gedrungen sein konnen; werden doch die spanischen BibUo-

theken nicht alles ausgeschlossen haben, was im Osten entstand, wo
fttr die in Spanien entstandenen Ubersetzungen ostarabischer Werke

') Das Liber embadorum ist durch Curtze mit deutscher tibersetzung und

unter Vorausschickung einer Einleitung, deren wir uns zum Teile wortlich be

dienen, in den Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften

mit EinschluB ihrer An-wendungen XH, 3—183 (Leipzig 1902) herausgegeben.
Wir zitieren Savasorda. -) Savasorda pag. 40,
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ein deutliches Zeugnis ahlegen. Der zweite Teil des 2. Kapitels be

handelt die Ausmessung der Dreiecke. Wir machen hier nur auf

y3 = —

aufmerksam, welches bei der Flache des gleichseitigen Drei

ecks benutzt wird'), und auf die Formel zur Auffindung der Drei

ecksflache aus den drei Seiten, fttr welche kein Urheber genannt ist,

und von deren Beweis gesagt ist^i, er sei sehr verwickelt und konne

deshalb nicht leicht auseinandergesetzt werden. Hier kann das Buch

der drei Brttder (S. 734j Savasordas Quelle gewesen sein. Der dritte

Teil des 2. Kapitels ist den verschiedenen A'ierecken, der vierte Teil

dem Kreise gewidmet. In diesem Tede ist bald mit ;t = 3
,
bald

17
mit :r = 3—-- gerechnet, die Gewahrsmanner Archimed und Ptolemaeus

finden keine Erwahnung. Die ElUpsenfiache wird als Kreis, dessen

Durchmesser das arithmetische Mittel der beidenAchsen ist, berechnet^).
AuBerdem findet sich hier eine Sehnentafel von geringer Ausdehnung*),
die alteste, welche in einem lateinisch geschriebenen Buche

hat nachgewiesen werden konnen. Der fttnfte Teil des 2. Ka

pitels miBt Vielecke, welche zu diesem Zwecke in Dreiecke zerlegt

werden, und dann noch Felder, welche an Bergabhangen gelegen sind,
wobei mittels einer Nivellierungs-Vorrichtung die senkrechte Hohe

des Berges gemessen wird^). Im 3. Kapitel, der Darlegung der Felder-

teilung, sehen wir die geometrische Abteilung der oft erwahnten
o ? O D

arabischen Erbteilungsaufgaben vor uns, welche in dem euklidischen

Buche von der Tedung der Figuren ihr Vorbild besitzt. Das 4. Ka-

pitel endlich ist ttberschrieben als Ausmessung der Korper nach Lange,
Breite und Hohe. Unter den dort befindlichen Satzen heben wir den

hervor^), der die Diagonale eines rechtwinkligen Parallelejiipedon von

den Abmessungen a, b, c als j/a^ Y b" Y e'^ finden lehrt. Den SchluB

bilden einige sehr einfache Aufgaben praktischer Feldmessung,

Der hier gegebene UberbUck ttber das Werk der Raumaus-
a o

messungen zeigt uns Savasorda als einen nicht gerade gelehrten, aber

gewandten Lehrer, der ohne eigne Zutaten aus den ihm in arabischen

Ubersetzungen bekannt gewordenen Schriften des Euklid, des Archimed,

des Ptolemaeus, aber auch aus arabischen Originalwerken Wissens

wertes auszuziehen verstand. Um so auffaUender erscheint es, daB

an einer Stelle') eine Berufung auf die Arithmetik des Boethius sich

vorfindet, Man hat, wie uns scheint mit Recht, die Vermutung aus

gesprochen, diese Stelle habe gar nicht im hebraischen Urtexte ge-

') Savasorda pag, 52, -) Ebenda pag. 74, =) Ebenda pag, 108, ^) Ebenda

pag, 108, ^) Ebenda pag. 122, '^) Ebenda pag, 162, ') Ebenda pag. 16, letzte

Zeile und Curtzes Anmerkung 1 auf pag. 18.
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standen, sondern sei die einzige Zutat Platos von TivoU, der sein

Licht auch einmal leuchten lassen wollte. Eine sichere Entscheidung

ware aUerdings nur dann moglich, wenn es gelange den Urtext Sava

sordas aufzufinden. Die geschichtUche Bedeutung des Werkes der

Raumausmessungen kann erst in unserem II. Bande im 42. Kapitel

erkannt werden, wo es sich zeigen wird, wie sehr Savasorda einem

viel hoher stehenden Nachfolger als Vorlage gedient hat.

Gehort Savasorda und seine in hehraischer Sprache verfaBte

Raumausmessungslehre nur uneigentlich in dieses der Mathematik

der Westaraber gewidmete Kapitel, so verhalt es sich nur wenig

anders mit einigen Schriften, welche durch Johannes von Sevilla,

welche etwas spater durch Gerhard von Cremona aus dem Arabi-

Bchen in das Lateinische ttbertragen wurden.

Von wem die Originalien herrtthren, wissen wir nicht. Wo sie

verfaBt wurden, ob im Westen ob im Osten, ist uns gleichfalls un

bekannt. Ebensowenig wissen wir, ob wir gut daran tun gerade iu

diesem Zeitpunkte, also gegen die Mitte des XII. S., von ihnen zu

reden. Unsere Berechtigung entnehmen wir einzig dem Umstande,

daB sie damals in Toledo vorhanden gewesen sein mtissen und jeden
faUs zu den geschatzten Schriften gehorien, weil sonst doch wohl

nicht sie ttbersetzt worden waren, wenn eine Auswahl auch bertthm-

terer Y^erke zu Gebote gestanden hatte. Die ttbersetzten Schriften

sind ein Lehrbuch der Rechenkunst und eine Algebra.
Jenes wird in scheinharem Widerspruche zu unseren eben ge-

auBerten Bemerkungen von dem Ubersetzer Johannes von Sevilla

dem Alchwarizmi zugewiesen. Ineipit prologus in Id/ro alghoarismi
-de pradica aris-meirice a magistro Johanne yspalensi lautet der Anfang').
Ist aber, woran wir zu zweifeln keinen Grund haben, die Schrift,
welche wir frtther als Rechenbuch des Muhammed ibn Musa Alch

warizmi geschildert haben, echt, so kann es diese nicht sein. Der

gleiche SchluB gilt freilich auch in umgekehrter Reihenfolge, aUein

wir glauben jene schon besprochene als die altere, die von Johannes

von Sevilla bearbeitete als die jttngere betrachten zu mttssen, weil

jene einfacher und kttrzer, diese mehr als dreimal umfangreicher,
weitschweifiger, ausftthrlicher ist, und somit eher den Charakter einer

spateren Bearbeitung einer alteren Vorlage aufweist, wahrend jene
nicht wohl als Auszug aus dem groBeren Buche gedacht werden kann,
wed sie einzelne die unmittelbare Abhangigkeit ausschlieBende Ab

weichungen von demselben wahrnehmen laBt. So heiBt es z. B. in

') Trattati d'a-ritmetica pubblicati da Bald. Boncompagni H (und letztes

Heft) pag. 25 (der durch beide Hefte durchlaufenden Pagination).
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der kttrzeren Fassung die Zahlzeichen fttr 5, 6, 7, 8 wttrden ver

schiedentlich gebddet; in der Tangeren wird dasselbe von 7 und 4

behauptet. In der kttrzeren Fassung ist die Algebra des Verfassers

erwahnt; und dieses Zitat, auf welches wir uns (S. 715) sttttzen

durften, um die Personlichkeit des Verfassers festzusteUen, fehlt in

der langeren Fassung usw. Das Rechenbuch des Johannes von Se

villa, wie wir es von jetzt an mit dem Namen des Ubersetzers be

nennen wollen, da der eigentliche Verfasser nicht zu ermitteln zu

sein scheint, enthalt nun sehr mannigfache interessante Dinge, teils

solche, welche schon gegenwartig fttr uns von Interesse sind, teils

solche, welche ihre Bedeutung fttr nns erst gewinnen, wenn es sich

um die Entwicklung der Wissenschaft im christlichen Abendlande

handelt. Wir werden alsdann, im 40. Kapitel, auf die Schrift des

Johann von Sevilla zurttckverweisen, schildern sie aber gegenwartig/ OOO

schon, um nicht eine Zersplitterung eintreten zu lassen.

Der Verfasser lehnt sich durchweg so viel als moglich an die

Inder an, welchen er z. B. die Erfindung der Sexagesimalbrttche zu

schreibt'). Von ihnen hat er wohl auch die naherungsweise Aus

ziehung der Quadratwurzel mit Hilfe von Dezimalbrttchen^), natttrlich

nicht in einer Schreibart, wie sie den modernen Dezimalbrttchen zur

erhohten Bequemliehkeit ihres Gebrauches auhaftet, aber dem Ge

danken nach damit ttbereinstimmend. Es werden der Zahl, aus

welcher die Wurzel gezogen werden soU, 2n NuUen angehangt, und

die sodann gefundene Wurzel gilt als Zahler eines Bruches, dessen

Nenner aus einer mit n NuUen versehenen Einheit besteht. Die

Auflosung quadratischer Gleichungen^) wird an drei Beispielen ge

lehrt, den drei bekannten Fallen entsprechend. Das erste Beispiel
ist wieder das althergebrachte -x^ Y 10;r = 39. Fttr den zweiten Fall

ist dagegen x^ Y ^ = ^x als Beispiel aufgesteUt, eine merkwttrdige
Wahl insofern als bei dieser Gleichnng wegen

nur eine einzige Wurzel rr = 3 auftritt, so daB man wohl fragen

mochte, ob die Wahl eine absichtUche, ob eine durch eigentttmlichen
ZufaU dieses Ergebnis liefernde war? Am Schlusse der Schrift*) ist

das magische Quadrat
4 _ 9 _ 2

I
^^ / i

3—5 — 7

I \ I
s - 1 - 6

') Trattati d'aritmetica pubblicati da Bald. Boncompagni II, pag, 49.

*) Ebenda pag, 87—90, ") Ebenda pag. 112, ') Ebenda pag. 136.

Cantor, Geschichte der JIathematilr I, 3, Aufl, 51
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mit die einzelnen Zahlen in Beziehung zueinander setzenden Strichen

hergestellt, aber ohne jeden erklarenden Text. Negativ heben wir

hervor, daB komplementare Rechnungsverfahren, wie wir sie schon

mehrfach vergebUch gesucht haben, nicht vorkommen. Einige latei

nische Ausdrttcke scheinen zwar an jene Rechnungsverfahren zu er

innern, aber es ist nur Schein.

Da kommt das Wort differentia mehrfach vor, auch bei der

Division, aber es bedeutet nur die Stelle, bis zu welcher man vor-

beziehungsweise zurttckrttckt. Das gleiche Wort im gleichen Sinne

hat auch der tJbersetzer der kleinen ^bhandlung, welche wir als

die des Alchwarizmi selbst anerkennen, angewandt. Da braucht

Johannes von SeviUa die Worter digitus und articulus. Finger- und

Gelenkzahl, genau in dem gleichen Sinne, in welchem diese Worter

iu der gefalschten Geometrie des Boethius zur Anwendung kamen

(S. 583). Wir konnten als Erganzung darauf hinweisen, daB auch

in einer mittelalterlichen Ubersetzung der Algebra Alchwarizmis das

Wort articulus fttr Gelenkzahl im antiken Sinne, aber ohne das Wort

digitus vorkommt'). Aber es waren Trngschlttsse, aus diesen Uber

setzungen, von deren Entstehungsweise wir gesprochen haben, den

Wortlaut des Urtextes wiederherstellen zu woUen und dabei an jeden
einzelnen Ausdruck sich festzuklammern. Jene Ubersetzer des XH. S.,
die anderen so gut wie Johannes von SeviUa, benutzten eben die

Worter, welche in ihrer Zeit die weiteste Verbreitung hatten, sofern

sie mit dem Sinne des Arabischen, hier z. B. mit Einern und Zehnern,
sich deckten. Sie wollten ja nicht historische Untersuchungen an

stellen und darum den Wortlaut des Gegebenen so genau als moglich
festhalten. Sie beabsichtigten vielmehr den verbreitungswerten Inhalt

zur Kenntnis ihrer des Arabischen nicht machtigen Landsleute zu

bringen und muBten darum danach streben, bereits bekannter leicht

verstandener Ausdrttcke sich zu bedienen. Nur wo etwas dem Be

grifi'e nach ganz Neues vorkam, wurde mit mehr oder weniger Geschick

dem Wortlaute nach ttbersetzt. So nennt Johannes von Sevilla bei

den quadratischen Gleichungen das Quadrat der Unbekannten res, die

Unbekannte selbst rculix^), ersteres eine schlechte Ubersetzung von

-mtU, letzteres eine gute von dschidr.

Wir konnten schlieBlich noch ratselhafter Buchstabenfolgeu ge

denken, welche nur dadurch zu lesbaren Wortern werden, daB man

annimmt, es sei jeder Vokal durch den ihm nachfolgenden Konso-

') Libri, Histoire des sciences mathematiques en Italic I, 265. Die Stelle

entspricht in Rosens englischer Ubersetzung pag. 21. ^) Trattati d'aritmetica II,

pag. 112,
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nanten ersetzt worden, und man mttsse die entsprechende Rttck-

verwandlung z. B. von xnxm in unum, von dxp in iluo vor

nehmen').
Gerhard von Cremona hat sicherlich (he Algebra des Alch

warizmi ttbersetzt, aUein es ist fast mehr als wahrscheinlich, daB die

Bearbeitung, welche als jene Ubersetzung gedruckt worden ist 2), nicht
von Gerhard herrtthrt und nicht die Algebra des Alchwarizmi isf-"'),
daB man dagegen als die genannte Ubersetzung jene anzuerkennen

hat, welche als anonyme Ubersetzung*) zur Verofi'entlichung gelangte
(vgl, S. 719 Anmerkung 1), und welche auch iu einer Madrider Hand

schrift als von Gerhard von Cremona herrtthrend bezeichnet ist.

Die andere nach dieser Auffassung nicht von Gerhard von Cre

mona sondern von irgend einem uns Unbekannten ttbersetzte Ab

handlung kttndigt sich selbst an als das Buch, welches nach dem

Gebrauche der Araber algebra und edntucabala und „bei uns" (apud

nos) Buch der Wiederherstellung (liber restauracionis) genannt ivird,
zu Toledo aus dem Arabischen in das Lateinische ttbersetzt durch

Magister Gerhard von Cremona. Das Original muB als eine andere

Bearbeitung des von Alchwarizmi in seiner ahnlich betitelten Schrift

behandelten Stoffes angesehen werden. Die Beispiele

x"- Y lOx = 39
,

Y Y 21 = lO.r ,

letzteres mit seinen beiden Wurzelwerten a; = 7 und x = S treten

auf. Geometrische Beweise der drei FaUe der quadratischen Glei

chungen fehlen nicht. Sonstige bedeutsame Verschiedenheiten notigen
aber an einen anderen Verfasser des arabischen Textes als an Alch

warizmi zu denken. Sehr wichtig erscheint z. B. der Umstand, daB

die Auflosungen der drei Formen quadratischer Gleichungen in Ge

stalt von Gedachtnisversen gelehrt sind"'). Das ist durchaus indische

Sitte, wahrend sie den Arabern, so viele uns deren bisher zur Rede

kamen, fremd ist. Und doch konnen gerade diese Verse nicht aus

indischen Mustern iibersetzt sein, denn die Inder — wir iviederholen

hier frtther Gesagtes
— wuBten gar nichts von drei Formen quadrati

scher Gleichungen, weil sie vermoge ihrer Fahigkeit mit negativen
Zahlen zu rechnen nur eine quadratische Gleichung

aa-- Y bx = c

mit bald positiven, bald negativen Koeffizienten in Behandlung

') Trattcdi d'aritmdica II, pag. 126. -) B. Boncompagni, Delia vita e

delle opere di Gherardo Cremonese pag, 28—51, *) Axel Anthon Bjornbo

in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge, VI, 239—241. *) Libri, Histoire des

sciences matMmatiques en- Italic I, 253—297. ") B. Boncompagni, Delia i-ita

e delle opere di Gherardo Cremonese pag. 31, 32, 34,

51*
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nahmen. Dieser Widerspruch scheint zu der Annahme zu notigen,

der Verfasser des hier ttbersetzten Buches sei ein Gelehrter gewesen,

welcher selbstandig vorgehend die indische Sitte auf arabische, um

nicht geradezu zu sagen auf griechisch -arabische Gegenstande an

wandte. Er muB mit indischen Werken bekannt gewesen sein, muB

ihnen das entnommen haben, was er fttr besonders brauchbar hielt,

wahrend er gleichzeitig von den unter den Arabern langst einge-

bttrgerten drei FaUen nicht UeB, sei es, daB er sie wirkUch ftir not

wendig hielt, sei es, daB er als echter Araber anhangend an dem

durch Alter der "Uberlieferung Geheiligten doch nicht allzu groBe

Neuerungen wagte. Waren es doch neben den Gedachtnisversen noch

andere ungemein tiberraschende Dinge, welche er seinen Landsleuten

bot: eine algebraische Schrift durch Abktirzungeu und tibereinkomm-

liche Zeichen, wie die Inder sie benutzten.

Fast ganz indisch ist die Bezeichnung abzuziehender GroBen

durch einen unter die Benennung angebrachten Punkt'), indisch da

rum wahrscheinlich auch die Darstellung der Benennung selbst durch

den Anfangsbuchstaben des Benannten, sei es, daB es um die Un

bekannte, oder um ihr Quadrat, oder um die absolute Zahl der Auf

gabe sich handelte^). Welcher Buchstaben das Original sich bediente,
ist nicht mit voUer Sicherheit zu behaupten, indem der Ubersetzer

einen Beiveis scharfsinnigen Verstandnisses ablegend, oder aber irgend
wie und irgendwo tiber den abktirzenden Ursprung der im Urtexte

gebrauchteu Buchstaben richtig belehrt, die Anfangsbuchstaben der

lateinischen Worter gewahlt hat, deren er selbst sich bedient, der

Worter: radix fttr die Unbekannte, census fttr das Quadrat der

selben, dragma fttr die absolute Zahl, doch ist die WahrscheinUch-

keit eine bedeutende, es seien diese Worter die Ubersetzungen von

dschitjr, mdl, dirham, deren Abkttrzungen uns noch im Laufe

dieses Kapitels in westarabischen Werken begegnen werden. In dem

Gebrauche von census fttr mdl hat der Ubersetzer richtiger ttber

setzt als Johannes von Sevilla, welcher res dafttr sagte, wahrend

eine Ubereinstimmung beider in den Wortern digitus und articulus

herrscht *).
Wer der arabische Gelehrte war, welcher Gedachtnisverse, welcher

Abkttrzungen und fast algebraische Zeichen zuerst anwandte, ist uns,
wir wiederholen es, nicht bekannt, denn die Vermutung, er habe

Sa'id geheiBen*), steht auf nicht so festen FttBen, daB wir ihr Ver

trauen schenken mochten. Dagegen kennen wir die Namen west-

') B. Boncompagni, Delia vita e delle opere di Gherardo Cremonese

pag. 38—39, ") Ebenda pag, 36 sqq, ») Ebenda pag, 38, *) Ebenda pag. 56.
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arabischer Schriftsteller, welche vor dem Ende des XHI, S. — ob

vor oder nach dem Aufenthalte tierhards von Cremona in Toledo

wissen wir nicht — lebten und welche ahnlich verfuhren. Der Be-

ricbterstatter ttber die Namen ist Ibn Chaldun, jener Schriftsteller

des XIV. S., von dem wir eine SteUe ttber befreundete Zahlen schon

(S. 735) benutzt haben. Er erw'ahnt') ein algebraisches Werk,
welches unter dem Titel: Der kleine Sattel im Magrib, also im

afrikanischen Nordwesten geschrieben worden sei, und aus welchem

Ibn Albanna einen Auszug verfertigte habe. Von diesem Auszuo-e

von der Hand des in der zweiten Halfte des XIIL S, wirkenden Ge

lehrten haben wir nachher zu reden. Vorlaufig bleiben wir bei dem

Berichte Ibn Chalduns, welcher fortfahrend erzahU, Ibn Albanna habe

auch einen Kommentar: Die Aufhebung des Schleiers zu dem

kleinen Sattel geschrieben. Dieses Werk sei ungemein wertvoU,
aber schwierig fttr Anfanger. Ibn Albanna habe sich dabei an zwei

Vorganger angelehnt: an „die Wissenschaft des Rechnens" von Ibn

Almun'im und an „den VoUkommenen" von Alahdab. Er habe

die Beweisftthrungen dieser beiden Werke zusammengefaBt und noch

anderes, namlich die technische Anwendung von Symbolen bei diesen

Beweisen, welche zu gleicher Zeit einen doppelten Zweck erfiillen,

die abstrakte SchluBfolge und die sichtbare Darstellung, worin eben
o o ?

das Geheimnis und die Wahrheit der Erklarung von Lehrsatzen der

Rechenkunst durch Zeichen bestehe. Es kann nicht wohl ein Zweifel

obwalten, daB diese an sich etwas dunklen Worte richtig auf Dinge

bezogen worden sind, wie sie etwa in der Vorlage des Gerhard von

Cremona vorkamen, und daB diese in mindestens mittelbarer Ab

hangigkeit von Ibn Almun'Un oder Alahdab stehen mttBte, wenn der

Beweis erbracht werden konnte, daB diese Schriftsteller bis auf

das XII. S. also bis reichlich hundert Jahre vor Ibn Albanna zu

rttckgreifen.
Ibn Albanna, d. h. der Sohn des Baumeisters^), ist 1252 oder

1257 in Marokko geboren. Der Vater stammte, wie es scheint, aus

Granada. Der vollstandige Name unseres Gelehrten war Abud Abbas

Ahmed ibn Muhammed ibn 'Otman Al-Azdi Al-Marrakuschi ibn

Albanna Algarnati. Er hat eine groBe Zahl von mathematischen und

anderen Schriften verfaBt, welche in seiner Lebensbeschreibung auf

gezeichnet sind. Auffallenderweise fehlt in diesem von einem Lands-

') Journed AsicUique fur Oktober und November 1S54, pag. 371—372.

') Aristide Marre, Biographic d'lhn Albanna in den Atti dcU'Aecademia pon

tificia dd Nuovi Lined unter dem Datum des 3, Dezember 1865 (Bd, XIX).

Steinschneider, Bedificcdion de quclques erreurs etc. Bullettino Boncompagni X,

313—314 (1877), Suter 162—164, Nr, 399,
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manne Ibn Albannas herrtthrenden Yerzeichnisse die durch Ibn Chaldun

so hoch gesteUte Aufhebung des Schleiers, fehlt in ihm auch der

Auszug aus dem kleinen Sattel. Gerade dieser letztere Auszug, talchis

nennt ihn Ibn Chaldun, dttrfte uns aber erhalten sein. Ein arith-

metisch-algebraisches Werk unter dem Titel „Talchis des Ihn Albanna"

ist namlich in der Bodleyanischen Bibliothek aufgefunden und in

franzosischer Ubersetzung des arabischen Textes dem Drucke ttber

geben worden'). Da Name und Inhalt mit der von Ibn Chaldun er

wahnten Schrift in voUeni Einklange stehen, so ist an der tatsach

lichen Ubereinstimmung kaum zu zweifeln, eine Zweifellosigkeit, welche

sich nur noch steigert, wenn dem Leser von Zeile zu Zeile zwingen
der die Notwendigkeit erlauternder Zusatze sich aufdrangt, so daB

er begreift, daB Ibn Albanna selbst die Aufhebung des Schleiers

untemahm.

Spatere Gelehrte folgten seinem Beispiele, erlauterten aber nicht

das ursprttngliche Hauptwerk des kleinen Sattels, sondem den Aus

zug, den Talchis, wie wir von nun an mit dem jetzt gebrauchlich

gewordenen Fremduamen sagen wollen. Es gibt mehrere Kommen

tare zum Talchis, es gibt auch Werke, welche ohne sich als Kom

mentare zu geben als solche benutzt werden konnen, weil sie dessen

Auseinandersetzungen weiter ausftthren, und von diesen ist eines,
dem XV. S. angehorend, durch eine gedruckte Ubersetzung zugang

lich. Wir werden ttber manches Dunkle im Talchis besser aus jenem

spaten Werke uns unterrichten, vorher aber wenigstens einige Stellen

des Talchis selbst reden lassen.

Ibn Albanna unterscheidet Rangordnungen der Zahlen unter dem

Namen mukarrar und takarrur^). Der Sinn ist der, daB Gruppen
von je 3 Ziffern von rechts nach links abgeteilt werden, die Gruppe
der Einheiten, der Tausender, der Tausendtausender usw. Bildet man

lauter einzelne Kolumnen fttr jede Ziffernordnung und begrenzt die

selben oben durch einen kleinen Bogen

Ta

ta

usei

uae

id-

id
Tt

la

Luseiid

^

Ein

1e

') Le lallchys d'lbn Albanna public et traduit piar Aristide 2Iarre. Rome

1865, 2) Talkhys pag, 3 und 9.
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(ein kleines Gewolbe oder Dach), so sind groBere Dacher ttber drei

Kolumnen zu spannen und damit jene ( irupponeintedung versinnlicht,

Jede vollstandige Gruppe von drei Kolumnen bddet einen takarrur;
mukarrar dagegen ist die Gesamtzahl der Kolumnen, in welche eine

gegebene Zahl sich eintrag-f, Der mukarrar ist der dreifache takarrur

einer Zahl nebst der Zahl der links ttberschieBendeu Kolumnen, welche

nur 2, 1 oder 0 betragen kann. So ist der mukarrar von 5 000 000,
welches 2 takarrur und noch 1 Kolumne braucht ==3x2-kl = 7.

Der mukarrar von 30 000 ist = 3 x 1 -(- 2 = 5, der mukarrar von

400000 000 ist 3 X 3 -k 0 = 9,

Wir sehen hier aufs deutlichste Kolumnenrechnen und Ziffer

rechnen vereint, aber wir sehen es erst hier gegen Ende des

XIII. S., und es ist uns personlich kaum fraglich, daB wir statt von

einer Vereinigung der beiden Verfahren von einem Ubergreifen des

Kolumnenrechnens in das Zifferrechnen zu reden haben, daB hier

abendlandischer EinfluB erhartet ist, der gerade an der afrikanischen

Kttste unabweisbar war. Hatten doch z. B. in Bugia die groBen
italienischen Kaufleute schon vor dem Jahre 120i> eigene Handels-

komptoire, eigene ZoUbeamte, und war doch damit die Anwesenheit

von im Rechnungswesen gettbten Personlichkeiten mit Notwendigkeit
verbunden. Was aber dasselbe Bugia den Arabern war, schddert ein

spanischer Araber aus Valencia, welcher 1289 jene Gegend bereiste,
mit beredten Worten'): „Bugia ist ein groBer Seehafen und eine be

festigte Stadt, deren Name in der Geschichte bertthmt ist. Sie ist

auf steden Hohen und in einer Schlucht angelegt, die Mauern ziehen

sich bis ans Meer. Die Festigkeit der Hauser kommt der Zierlich-

keit ihrer Formen gleich. Vorwerke schtttzen sie, so daB der Feind

vergebens einen Angriff versuchen wttrde. Die Wut der kriegerischen
Horden wttrde an diesen Mauern zersehellen. In Bugia steht eine

Moschee, deren Pracht alle bekannten Gotteshauser tthertrifft, und

deren Minaret sowohl von dem Meere als von dem Land aus gesehen
wird, Gleichsam Mittelpunkt der Stadt erfreut dieses entzttckend

schone Bauwerk ebensosehr den Blick, wie es die Seele mit einem

Geftthle unsaglicher Glttckseligkeit erfttllt. Die Einwohner versaumen
o o

nie ihren fttnf durch das Gesetz vorgeschriebenen Gebeten dort zu

genttgen, und sie unterhalten die Moschee mit groBter Sorgfalt, weil

sie ihnen gewissermaBen als Yersammlungsort dient, und selbst gleich

einem belebten Wesen den Menschen GeseUschaft leistet. Bugia ist

') Einen Auszug aus dem Reisebericht des Ar.A.bderi hat Cherbonneau

in dem ..Toiirnal Asiatique fiir 1854, II. Halbjahr, pag, 144—176 herausgegeben.

Die Beschreibung von Bugia S, 158,
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eine der altesten Hauptstadte des Islams und ist bevolkert mit be

rtthmten Gelehrten."

Wir kehren zum Talchis zuruck. Bei Gelegenheit der Addition

werden die Summenformelu fttr die Reihen der Quadrat- und der

Kubikzahlen angegeben'). Bei Gelegenheit der Subtraktion kommt

der Rest zur Rede, welcher entsteht, wenn von irgend einer Zahl 9,

8 oder 7 so oft als moglich abgezogen wird^). Die Auffindung dieser

Reste, welche alsdann als Proben bei Rechnungen angewandt werden,

wie wir es von der Neunerprobe schon wissen, beruht bei der 9 auf

dem Satze 10" = 1 (mod. 9), bei der 8 auf den drei Satzen 10' = 2,

102 = 4^ 10-°' = 0 (mod. 8). SomU ist der Rest einer Zahl nach 9

ihrer Ziffernsumme gleich, der Rest nach 8 der Eiuerziff'er nebst dem

Doppelten der Zehnerziffer noch vermehrt durch das Vierfache der

Hunderterziffer. Umstandlicher ist das Verfahren den Rest nach 7

zu finden. Ibn Albanna begrundet es mit den Satzen, welche nach

modei-ner Schreibweise

10' s 3, 10^ = 2, 10^ = 6, 10*^4, 10-' = b, 10« eee 1 (mod. 7)

heiBen und setzt hinzu „von da an beginnt die Reihenfolge aufs

neue". Man hat also von der Rechten zur Linken fortschreitend

unter die einzelnen Ziff'ern der zu prufenden Zahl der Reihe nach

1, 3, 2, 6, 4, 5 sich stets wiederholend niederzuschreiben, die be

treffenden Ziffern mit diesen Werten zu multiplizieren und die Snmme

dieser Produkte zu bilden, welche dann selbst wieder nach 7 zu priifeu
ist. Die Zahlen 1, 3, 2, 6, 4, 5 besser zu behalten ersetzt man sie

durch die gleichwertigen Buchstaben des alteren arabischen Alphabetes,,
welche durch Einschiebung von Vokalen zu zwei nicht ganz richtig

geschriebenen Wortern sich verbinden lassen, deren Bedeutung etwa

die eines ein Aufznbewahrendes bergenden Grabens ist.

Bei der Quadratwurzelausziehung unterscheidet Ibn Albanna zwei

FaUe^), ob namlich, nachdem ]/«.^-krooa gefunden ist, der Rest

sich als kleiner beziehungsweise als gleich, oder aber als groBer als

der schon gefundene Wurzelted erweist. Ist r ^ « so soil man

l/a^ + /• = "^ +
^fj ) dagegen hei r > a lieber

y^-^- - " + 2-a'+Y
setzen. Wir erinnern daran, daB Alkarchi (S. 766) der letzteren Formel
sich bedient hat, ohne auf das GroBenverhaltnis zwischen a und r

Rttcksicht zu nehmen. Die Methode des doppelten falschen Ansatzes

lehrt Ibn Albanna als das Verfahren mit Hilfe der Wagschalen

') Talkhys pag, .5—6, ^) Ebenda pag, 9, «) Ebenda pag. 53.
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und sagt, es beruhe auf Geometrie'). Er zeichnet eine Figur (Fio-. Ul)
welche bei einem Kommentator die etwas abweichende Gestalt Fig. 112

besitzt, und welche die eigentttmliche Schreibweise gestattet, auf welche
wir (S. 732) zum voraus hingewiesen haben. Seine Vorschrift ist,.
wenn wir uns unserer frfiheren Buchstaben bedienen, folgende. Die

Zahl b, welche der Gleichung ax = b

zufolge herau,skommen muB, schreibt

man in die obere Einbiegung. Die

Zahlen n^ und n.^, welche die -^'s-

beiden Ansatze fttr die Unbekannte

sind, schreibt man zwischen die L

ParaUelen rechts und links, oder, wie

Ibn Albanna sagt, man legt sie

auf die beiden Wagschalen. Die

Fehler e^ und e.^ werden auf derselben

Seite, wo schon n^, beziehungsweise
-It-., steht, iiber oder unter die beiden die Wagschale darstellenden

ParaUelen geschrieben, je nachdem sie positiv oder negativ sind.

Dann wird der Fehler rechts mit der Annahme links, die Annahme

rechts mit dem Fehler links vervielfacht und beide Produkte addiert,
wenn die Fehler von entgegengesetzter Natur waren, das kleinere

vom groBeren subtrahiert, wenn die Fehler gleichartig waren. Wie

man mit den Produkten verfuhr, verfahrt man ferner mit den Fehlern,
man addiert ungleichartige, man bildet die Differenz von gleichartigen.
Man dividiert endlich die aus Fehlern und Annahmen gebildete Zahl

durch die aus den Fehlern allein erhaltene, so ist der Quotient die

Unbekannte. Der Ausspruch, daB die Methode des doppelten falschen

Ansatzes auf Geometrie beruhe, ist einigermaBen auffallend. Man

hat versucht, denselben zu erkliiren und hat zivei sehr voneinander

abweichende Auswege ermittelt. Entweder erklart man die Sache mit

der Klangverwandtschaft des Y'ortes handasn. welches Geometrie heiBt,
und hindi indisch^); beide hieBen ursprttnglich „indische Kunst", wie

denn auch in der Tat die Methode des doppelten falschen Ansatzes

indischen Ursprunges sei. Oder aber man scheut den gewichtigen

Einwurf, daB sodann ttbrig bleibe die unleugbar vorhandene Bedeutung

von Geometrie fttr haitdasa zu rechtfertigen, und zwar aus derselben

Klangverwandtschaft zu rechtfertigen, wahrend die arabische Geometrie

nichts weniger als indischen Ursprunges ist, und man gerat alsdann

anf deu Yersuch, die Methode graphisch, also geometrisch zu ver-

') Talkhys pag, 26
—27, *) AVoepcke in dem Journal Aid-atique fiir

1863, I. Halbjahr, pag, 50."> fl.gg.

x:
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sinnUchen'). Von A aus trage man (Fig. 113) nach P^ und nach

Pg die falschen Annahmen ylPj = w^ und AP^ = n^ auf. 1st nun

der Sinn der beiden Fehler q und e^ derselbe, so errichtet man

P^Q^ = e^ und P^Q^ = e^ senkrecht zu AP^^P^ nach derselben Seite;

sind gj und e^ ungleichartig, so zieht man jene Senkrechten nach

entgegengesetzten Seiten der Geraden

AP^P^. Jedenfalls verbindet man

Qi Qi geradUnig und bestimmt den

DurchschnittspunktB mit derAPj P^.
Alsdann ist AB der richtige Wert

der Unbekannten. Das ist gewiB
P ■ ■ ■

^

ungemein scharfsinnig und im Er

gebnisse auch richtig, auch in eine

^..

^^ Jl Formel umgesetzt ttbereinstimmend

^^^ mit der gegebenen Vorschrift. Ob

Pj aber in der Figur wirkUch eine zwin-

"^^^ ^^^'

gende Ahnlichkeit mit der von Ibn

Albanna gezeichneten Wage zu finden ist, ob, wenn Ibn Albanna oder

einem seiner Vorgttnger eine solche geometrische Begrttndung zu eigen

gewesen ware, sie sich nicht bei einem Kommentator hatte erhalten

mttssen, das sind Fragen, deren erste ebensowenig unbedingt bejaht,
wie die zweite unbedingt verneint werden diirfte. Wir selbst sehen

daher keinen der beiden Auswege als den richtigen und begnttgen
uns mit dem Eingestandnisse, keine Erklarung ftir Ibn Albannas Aus

spruch, das Verfahren mit Hilfe der Wagschalen beruhe auf Geometrie,
zu wissen.

Es ist kennzeichnend fttr den Talchis, daB fttr alle ta ihm ent

haltene Regeln keinerlei Zahlenbeispiele gegeben sind, daB vielmehr

nur in ganz allgemeinen Worten die Yorschriften ausgesprochen
werden, ein wissenschaftlicher Vorzug dieses Werkes, welchen in

solcher AusschlieBlichkeit kein anderes von denen, welche uns bisher

zur Kenntnis gekommen sind, teilt. Um so notiger aber, wir wieder
holen es jetzt, war fttr die gleichzeitigen Leser, und noch fttr Leser

spaterer Jahrhunderte ein Kommentar zum Talchis oder eine schein

bar selbstandige weitere Ausftthrung des gleichen Gegenstandes.
Zu einer solchen geben wir jetzt ttber. Sie ist verfaBt von

Alkalasadi^), geboren in Baza, ansassig in Granada, von wo er aus-

wanderte, als die Christengefahr immer drohender herannahte. Fern

') Matthiessen, Grundzttge der antiken und modernen Algebra der lit

teralen Gleichungen S, 924—926. '-) Woepcke im Journal Asiatique fiir Ok

tober und November 1854 pag. 358—360. Hadschi Ghalfa nennt ihn uberah

Alkalsawi. Suter 180—182, Nr. 144.

^
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von der Heimat starb er 1486. Ebeuderselbe hat auch einen Kom

mentar zum Talchis verfaBt, aus welchem aber nur eine Stelle ver

offentlicht ist'), auf welche wir uns (S. 712) bezogen haben, um zu

beweisen, daB bei Arabern die Erinnerung stets wach bUeb, daB die

Pythagoraer die Manner der Zahl gewesen seien. Der Titel des

Werkes, mit welchem wir es gegenwartig zu tun haben, ist in ver

schiedenen Angaben bekannt. In der einen Handschrift heiBt es

„Aufhebung der Schleier der Wissenschaft des Gubar'-, in einer

anderen „Entbttllung der Geheimnisse der Anwendung der Zeichen

des Gubar", in einem Yerzeichnisse von Handschriften „Enthttllung
der Geheimnisse der Wissenschaft von den Zeichen des Gubar"

Gubar, ursprttnglich Staub, ivie wir uns erinnem (S. 712), heiBt hier
so viel wie Tafelrechnen mit Ziffern im Gegensatze zum Kopfrechnen.
Ob dabei die Gubarziffern des Westens oder ob die ostarabischen

Ziffern in Anwendung kommen, ist sehr gleichgttltig, wenigstens gibt

es in der Pariser Bibliothek eine Abschrift des AU alasadi, in welcher

nur ostarabische Ziffern vorkommen, und die gleichwohl das Wort

Gubar in ihrem Titel an der Spitze tragt. Das Werk, oder vielmehr

der Auszug aus dem Werke von Alkalasadi selbst angefertigt, welchen

wir allein besitzen, bestelit aus vier Bttchern, deren erstes die Arith

metik der ganzen Zahlen enthalt, das zweite die Brttche, das dritte

die Y'urzeln, das vierte die Auffindung der Unbekannten. Es ist in

franzosischer Ubersetzung gedruckt^).
Gleich das erste Buch ist ungemein lehrreich fttr jeden, welcher

sich mit der Form des arabischen Rechnens bekannt machen ivill,

die vielfach von dem heute gebrauchlichen abweicht, z. B. darin,
daB die Rechnungsergebnisse bei der Addition, der Subtraktion und

der Multiplikation nach oben angeschrieben werden, der neueren

Gewohnheit geradezu entgegengesetzt und ein unbefangenes Weiter-

schreiben an einem Blatte, wenn der Text durch eine Rechnung
unterbrochen wird, verhindernd, wed der Araber vor Beginn der

Rechnung erst im Kopfe ttberschlagen muB, wieviel Raum er etiva

gebrauchen werde, wie weit unten auf der Seite also er die Rechnung
werde beginnen mttssen. Folgende Beispiele dttrften nunmehr leicht

verstanden werden, wenn wir noch bemerken, daB bei der Addition

das UberschieBende unter die Ziffer nachsthoheren Ranges ange

schrieben, nicht im Kopf behalten wird, uud daB ahnlicherweise hei

der Subtraktion ein fttr den Minuenden zu borgendes 10 dem Sub-

^) Woepcke im Journal Asiatique fiir 1863, I. Halbjahr, pag. 58—62.

') Woepcke, Traduction du traite d'eirith-mdique d'Abtd Hasan Ali ben 3Ioham-

med Alkalsadi in den Atti dell' Aceademia pontificia de' Nuovi Lined 1859,

Bd. XII, pag. 230—275 uud 399—438.
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trahenden als Einheit der nachsten Ordnung wieder zugesetzt wird')

(S. 610).
Die Addition 48 -k 97 = 145 schreibt sich demnach:

U5

"48

97

1

Die Subtraktion 725 — 386 = 339 schreibt sich:

339

725

386

11

Die Subtraktion heiBt tarh, einem von taraha = wegwerfen abge
leiteten Stammworte, also gleichen Stammes mit Tara, welches als

Verpackuug, die bei der Berechnung des Wertes oder des zu ver-

zoUenden Gewichtes einer Ware usw. nicht mit eingerechnet, sondern

abgezogen wird, in Gebrauch geblieben ist. Die MultipUkation
73 X 52 =3796 erfolgt „in geneigter Weise", wenn zunachst 70x50

-k 3 X 50 dann unter Weiterrtickung des Multiplikators 73 auch

70 X 2 -k 3 X 2 gebildet und aUes addiert wird. Das Exempel sieht

dann so aus:

3796

^^

14

15

35

i^2
73

73

Es werden noch mancherlei andere Multiplikationsverfahren ge

lehrt. Ohne auf alle eingehen zu wollen, erwahnen wir nur, daB die

sogenannte netzformige Multiplikation als MultipUkation dschadwal

vorkommt^) und daB bei einem Verfahren der Stellenzeiger der mit

einander zu vervielfachenden Einzelziffem, ihr ass oder Exponent
berttcksichtigt wird^). Die komplementare Multiplikation, welche wir

bei Beha Eddin nachweisen konnten, findet sich dagegen bei Alkalasadi

nicht. Ebensowenig findet sich bei ihm die komplementare Division.

Die Division ist ttberhaupt gegen die MultipUkation etwas dttrftig
behandelt und nur nach der einen uns von frtther bekannten Weise

') Additionen vgl. 1. c. pag. 233, Subtraktionen pag. 235, Multiplikationen.
pag. 237, 2) Alkalasadi pag. 244. «) Ebenda pag. 239.
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gelehrt'), daB der fortrttckende Divisor unter, die TeiUeste ttber den

Dividend geschrieben werden, der Quotient wieder unter den Divisor,
nachdem ein Strich dazwischen gezogen wurde. Das Beispiel 924 : 6

= 154 sieht also so aus:

32

924

666

r54

Ob man dabei den Divisor auf einmal oder in Faktoren nachein

ander berttcksichtigt, ob man also gleich durch 15 dividiert, oder erst

durch 5 und dann nochmals durch 3, ttbt auf das eigentliche Ver

fahren eine Wirkung nicht aus.

Aus dem II. Buche von den Brttchen sind die voneinander

abhangigen Brttche besonders bemerkenswert, eine Art von Zahlen-

verbindung, welche die neuere Mathematik aufsteigende Kettenbrttche

zu nennen pfiegt. Auch frtthere Schriftsteller haben dieselben Formen,
aber Alkalasadi setzt ihre Entstehung durch wiederholte Division mit

Hilfe der Faktoren eines Divisors am deutlichsten auseinander^).
253

SoU etwa ^ in eine solche abbttngige Bruchform gebracht werden,

so zerlegt man zunachst 280 in 5 X 7 x 8 und dividiert mit 8 in 253.

Das geht 3 1 mal und laBt 5 als Rest. Man schreibt den Rest als

Zahler, den Divisor 8 als Nenner. In den fi-ttheren Quotient 31 wird

wiederholt mit 7 dividiert und der Quotient 4 nebst dem Reste 3 er

halten. Dieser neue Rest nebst dem eben gebrauchten Divisor kommen

ttber und unter dem schon gezogenen Bruchstriche rechts, aber durch

einen kleinen Zwischenraum getrennt neben die von vorhin vorhan

denen Zahlen zu stehen. Nun dividiert man mit 5 in den Quotient 4,
das geht Omal und 4 bleibt Rest, worauf man mit diesem Reste

und dem Divisor 5 nach der schon einmal befolgten Regel verfabrt.
253 5 3 4.

Es ist also
;^
= - —

,=
—-

oder, wie man gegenwartig schreibt.

Vermutlich dttrfen wir hier, wie bei den Brttchen des Diophant mit

gemischtzahligen Zahlern (S. 478) eine spate Nachwirkung altagypti

scher Gewohnheit (S. 71) erkennen. Bruchbrttche^) sind .solche

wie

4 3 6 , _. TTT__.i.
60

._^ __j T„,_,.
5

5
von

— von -^ ,
dessen Wert ^,,—

ist und welcher --

7 8
'

2b0 o

geschrieben wird.

') Alkalasadi pag. 249—252, *) Ebenda pag, 256 De la denomination

und pag, 266 Fractions relatives. ') Ebenda pag. 265 Fraction divisee en parties.
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Im III. Buche von den Wurzelausziehungen begegnen wir inter

essanten Naherungsverfahren'). Anch Alkalasadi unterscheidet, ob bei

Ausziehung der Quadratwurzel "/a^ Y r der erste Rest r ^ a oder

r > rt. Im ersteren FaUe setzt auch er wie Ibn Albanna (S. 808)

aber im zweiten Falle nicht wie jener

y^^X^ = '' +
2YY~i'

sondern

Y^Y~r-aY^,-
Als noch genaueren Naherungswert gibt er, ohne FaUe zu unter

scheiden,

an. Alkalasadi weiB auch, daB p Y Y^ ^it P ~Yl ^i^^ ^'^ einem

rationalen Produkte vervielfacht und benutzt diese Kenntnis zur Um

wandlung^) von

m . m(p — V en
_

m —~ '—JijL .

P Y Vi p
—

1

Weitaus das Wichtigste in diesem Buche ist aber fur uns das Auf

treten eines Wurzelzeichens, insbesondere wenn man es mit den

Zeichen des IV. Buches zusammenhalt, und an die frtther begrttndete
Annahme denkt, daB diese symbolischen Bezeichnungen bis jenseits
Ibn Albanna hinaufreichen. Wurzel, insbesondere Quadratwurzel heiBt

bei den Arabern dschidr (S. 723) und dieses Wort wurde vor den

betreffenden Zahlen, aus welchen die Quadratwurzel zu ziehen war,

ausgeschrieben. Jetzt tritt statt des ganzen Wortes der Anfangsbuch
stabe dschim desselben auf. Das wttrde fredich aUein eine eigent
liche Zeichenschrift nicht begrttnden, sondern eine Abkttrzung sein

konnen. Aber der Buchstabe ■=" steht nicht vor — d. h. also, da wir

es mit arabischen Texten zu tun haben, zur Rechten — der be

treffenden Zahl, sondern ttber derselben und durch einen Horizontal

strich von derselben getrennt 5). Die Horizontalstriche fehlen auch

mitunter, wenn nicht jn^ der Mehrzahl "der Falle, und insbesondere

die beiden Beispiele 1/20} und 3"|/6 entbehren denselben Un Origi
nale. Ein die WurzelgroBe aUenfaUs vervielfachender Zahlenkoeffizient

') Alkalasadi pag. 402—405. =^) Ebenda pag, 413, «) Ebenda pag. 407

bis 414 und Journal Asiatique fur Oktober und November 1854, pag. 362—364.
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steht noch ttber dem Wurzelzeichen. Mit Anwendung unserer Ziffern

sieht also ein derartiger Ausdruck so aus:

3

j/48 = 48 y^Oj = -i 20 3l/6 = 6 .

Symbole finden sich, sagten wir, noch haufiger im IV. Buche,
welches dem Aufsuchen der Unbekannten gewidmet ist Schon bei

der Regeldetri') werden drei ein Dreieckchen bildende Punkte .'.

zwischen je zwei Zahlen der Proportion gesetzt und die unbekannte

GroBe durch ein dschim bezeichnet. Man vermutet, es sei dieses

dschim nicht als Anfangsbuchstabe von dschidr gedacht, sondem als

Anfangsbuchstabe des Zeitwortes dschahala = nicht kennen, des

Stammwortes fttr madscbhiTd, welches gewohnlich in dem Sinne „un-

bekannte GroBe" gebraucht wird. So ist 7 : 12 = 84 : x geschrieben:

:?- .-. 84 .-. 12 .-. 7

In der eigentlichen Algebra kommen folgende Symbole vor^): Die

Unbekannte selbst, schai oder dschidr genannt, wird durch ein schin ijii,
das Quadrat der Unbekannten mal durch ein niim ■*, der Kubus der

Unbekannten ka'b durch ein kaf ■*' geschrieben, welche ttber den

zugehorigen Zahlenkoeffizienten stehen. Ein Zeichen der Addition

ist nicht vorhanden, unvermittelte Aufeinanderfolge genttgt, um die

additive Vereinigung der so geschriebenen Glieder zu veranlassen.

Die Subtraktion bedient sich des Wortes iUa (auBer) '^J, links von

welchem der Richtung der Schrift gemaB das Abzuziehende ge

schrieben wird. Das Merkwttrdigste endlich ist ein Gleichheitszeichen.

Wir erinnern uns, daB in manchen HandschrUten des Diophant der

Anfangsbuchstabe t von I'ffot gleich hieB (S. 472). Gleichsein heiBt

auf Arabisch 'adala, wird aber nicht etwa durch seinen Anfangs

buchstaben, sondei-n durch ein finales lam J, mit welchem das Wort

abschlieBt, ersetzt, eine Bezeichnung, welche noch mehr als die

ttbrigen das Wesen bloBer Abkttrzung abgestreift und das eines Sym

bols angenommen hat. So schreibt also Alkalasadi 3a;^ = 12;c -k 63

in folgender Y'^eise:

6 3 J= (■*
12 "^3

und -^x^ Y X = 1
-^-

in folgender Weise :

A

1
7
(LT 1

¥
'"^

1 Y'

') Alkalasadi pag. 415, Journal Asiatique 1. c. pag, 364, ^ Ebenda

pag, 420
—429. Journal Asiatique I. c. pag. 365—367.
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endUch den Ausdruck 2x Y ^x^ — (5 + ^x^) durch

" ■^
J"

6 5 ■J'.f 8 2

In einzelnen Handschriften ist auch das ilia (auBer) ahnlich wie das

'adala (gleich sein) durch eine auffallende Abkttrzung, durch die End-

silbe la "i ersetzt, wodurch das algebraische Aussehen der Formeln

noch erhoht wird. Wir haben schon des Stellenzeigers oder des

Exponenten ass erwahnt, der bei Alkalasadi vielfach vorkommt. Er

tritt audi bei der Multiplikation von Potenzen der Unbekannten in

Gebrauch, und zwar immer in der Einzahl des Wortes, nicht in der

Mehrzahl isas. Es heiBt also nicht „der ka'b hat 3 isas", sondern

„der ass des ka'b ist 3" und ahnlich auch bei hoheren Potenzen.

Einer nicht genau bestimmbaren Zeit gehort noch ein kleines

Hechenbuch an, dessen Ubersetzung ebenfaUs veroffentlicht ist').
JedenfaUs ist es spater als die Lebenszeit des darin zitierten^) Ibn

Albanna entstanden, und vor Ende des XVI. S., da die Handschrift,
aus welcher es ttbersetzt ist, am 26. Januar 1573 vollendet wurde ^).
Das Schriftchen heiBt Einleitung zum Staub- (gubari) und Luft-

(hawa'i) Rechnen. Letzterer Ausdruck ist uns fruher (S. 793) schon

begegnet und als Kopfrechnen im Gegensatze zum Zifferrechnen ver

standen worden, wenn auch sonderliche Kopfrechnungsmethoden nicht

beschrieben werden. Abgesehen von der sehr geringfttgigen Abande-

rung, daB bei der Addition wie bei der Multiplikation nicht nur ein

Horizontalstrich ttber den untereinandergestellten Zahlen sich findet,
sondern auch ein zweiter Horizontalstrich unter jenen Zahlen, wahrend
das Rechnungsergebnis doch wieder oben hingeschrieben wird, ist nur
eine kleine Neuerung bei der Subtraktion zu bemerken^). SoU namlich

eine Ziffer hoheren Wertes g im Subtrahenden von der im Range ent

sprechenden Ziffer niedrigerenWertes k imMinuenden abgezogen werden,
wo man also 10 borgen muB, so sei es gleichgttltig, ob man g von

10 Y k abziehe, oder aber k von g und den Rest von 10. Mit anderen

Worten der Verfasser weiB, daB

(10Ylc)-g=10~(g-lc).
Fassen wir wieder in Kttrze zusammen, was wir von westarahi

scher Mathematik kennen gelernt haben, so ist ein Unterschied gegen
die ostarabische Mathematik nanientiich in dreifacher Beziehung wahr

nehmbar. Sie ist erstens einseitiger. Sie hat zweitens erst m spaterer

') Introdudion au calcul gobdri et hawdi traduit par F, Woepcke. Atti
dell' Aceademia pontificia de' Nu,ovi Lined (1866) XIX. «) pag. 5 des Sonder-

abzugs. 3) pag. 18 des Sonderabzugs. -*) pag. 3 des Sonderabzugs.
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Zeit Schriftstttcke geUefert, welche auf uns gekommen sind. Sie

wurde drittens mindestens seU dem XII. S. dem christiichen Enropa
durch in Spanien angefertigte "Ubersetzungen bekannt. Ihre einseitige
arithmetisch -algebraische Entwicklung, welche hauptsachUch unser

Augenmerk fesselte, lieS, sie auf diesem Gebiete Fortschritte machen,
von welchen bei den Ostarabern nichts zu bemerken ist. Es bildete

sich allmahlich eine formUche algebraische Schreibweise aus, welche

auch den "Ubersetzungen in die lateinische Sprache sich mitteilte,
und welche somit den Europaern gestattete, schon im XII, S, die

Lehre von den Gleichungen in groBerer YoUkommenheit kennen zu

lernen, als wenn sie deren Entwicklung einzig im Oriente bei dem

durch die Kreuzzttge hervorgerufenen Zusammentreffen mit arabischer

Kultur verfolgt hatten. Was die Rechenkunst, den elementareren

aber weitest verbreiteten Teil der Mathematik betrifft, so sehen wir,
wie sie im Westen immerhin einige auBere Verschiedenheiten von

Zeit zu Zeit sich aneignete, wie wahrscheinlich durch italienische

Kaufleute Elemente nichtarabischer Methoden, Spuren des Kolumnen

rechnens oder mit anderen Worten eines gezeichneten Abacus, sich

eingemischt zu haben scheinen, Spuren, welche wir aber freiUch erst

vom XIII. S. an bemerken konnten. Eines nur finden wir in keiner

Weise, und dieses negative Ergebnis ist zu wichtig, um nicht fort

und fort darauf aufmerksam zu machen: wir finden kein komple
mentares Rechnen, nicht die komplementare Division, nicht einmal

die komplementare Multiplikation, wahrend doch gerade die Multipli
kation emsig gepfiegt und nach verschiedenartigeren Yerfahrungsweisen

gelehrt wurde, als sie es eigentlich verdient.

Cantob, Geschichte der Mathematik 1, 3. Aufl, 52
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38. Kajiitel.

Klostergelelirsamkeit bis zum Ausgange des X. Jalirliuiiderts.

Wir mttssen den Faden wieder anknttpfen da, wo wir ihn ahge-
brochen haben, um aus Europa hinuberzuschweifen nach dem Osten

und die Summe zu ziehen aus dem, was asiatische Yolkerschaften im

Laufe der Jahrhunderte aus dem mathematischen Wissen zu machen

-wuBten, von welchem ihnen, wie wir in verschiedenen Kapiteln nach

zuweisen gesucht haben, wenigstens was die geometrischen Tede

und nicht unwesentUche Bruchstttcke der algebraischen Teile be

trifft, mancherlei von Griechenland aus ttberkam. Die Araber, das

haben wir insbesondere gesehen, mit ihrer frischen Wttstenkraft, sie,
die sich, zum Unheile ihres Reiches, zum Heile fttr die Wissenschaft,
in den verschiedensten Zeitraumen mit nicht minder empfanglichen,
nicht minder geistig unverbrauchten Elementen vermischten und

ihnen sich unterwerfen muBten, waren die treuesten Erben. Sie

haben das ihnen anvertraute Gut nicht nur zu bewahren, audi

zu vermehren geivuBt. Wohin die Araber, solange ihr Reich im

"Wachsen begriffen war, der Eroberungspfad ftthrte, dahin nahmen

sie ihre Wissenschaft mit, Krieger und Lehrer zugleich. Wo die

Araber sich eindringenden Herrschern beugten, gaben sie diesen als

ersten Tribut ihre Bildung. Wo die Araber aber nicht unterjocht,
sondern verdrangt wurden, da nahmen sie auf der Flucht ihre Kennt

nisse wieder mit fort, welche rasch sich anzueignen die Sieger noch7 O O

nicht fahig waren. Das deutlichste Beispiel zeigt uns Spanien, wo

mathematische Wissenschaft verkttmmerte, nachdem die letzten Araber

vom spanischen Boden verdrangt waren.

Jenen mittelasiatisehen Steppenvolkern, die dem Dschingizchan
und Tamerian gehorchten, fehlte es an Bildungsfahigkeit keineswegs,
und die Moglichkeit war einmal vorhanden, daB Stamm- oder Sitten-

verwandte derselheu verhaltnismaBig frtthe in Griechenland selbst mit

altgriechischer Bildung bekannt geworden waren. Eine andere Mog
lichkeit war die, daB der frankische Stamm von griechisch-arabischer

Bildung durchdrungen worden ware. Beide MogUchkeiten haben sich

nicht erfiillt. Theodosius der GroBe wehrte am Schlusse des IV S.
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den Strom der Volkerwanderung von den Balkaniandern ab, so daB

er erst bei der apenninischen Halbinsel den westlichen Lauf in einen

sttdlichen verwandeln konnte. Die Scharen Attilas, Dschingizchans

Mongolen am nachsten verwandt, blieben gleichfalls nordlich in ihrer

tjberflutung Europas, die im V. S. kurz aber gefahrdrohend sich ergoB.

Und als 732 ein westarabisches Heer die Pyrenaen fiberschritten hatte

und eine Schlacht darfiber zu entscheiden hatte, ob Christentum ob

Islam siegen sollte, da gelang es Karl Mariel bei Poitiers seine Fahnen

aufrecht zu erhalten.

Wir haben keineswegs die zwecklose Absicht, Vermutungs-

geschichte zu schreiben und darfiber in Ausffihrungen uns zu er

geben, welche Wendung die Entwicklung der Wissenschaften, in

erster Linie der Mathematik, genommen hatte, wenn nur eines jener

Ereig-nisse anders ausgefaUen ware, genug, es war so, wie wir sagten.
Griechischer EinfluB, unmittelbarer wie durch Araber vermittelter,
blieb den in Europa auBerhalb Griechenland und Italien angesiedelten
Stammen fremd, wenn wir von Spanien absehen, dessen Ausnahme-

steUung wir oben einige Worte gewidmet haben. Nur was durch

romische Zwischentrager eingeftthrt werden konnte, kam der nordi

schen Mathematik, um uns dieses wenn auch im einzelnen nicht

immer zutreffenden Sammelnameus zu bedienen, zugut. Wir wissen

aus den Kapiteln, in welchen wir mit den Romern uns besonders be

schaftigten, wie blutwenig das war, wenn auch immerhin mehr, als

man lange Zeit meinte. Wir mussen jetzt verfolgen, wie jenes Wenige
in fast noch absteigender Reihenfolge da und dort zu erkennen ist,
bis seit den Kreuzzttgen, also seit dem XH. S., die europaische WiB-

begier sich hungrig abwandte von den stets leereren Sacken romisch-

klosterlicher Speisekammern, um an den voUen Speichem arabischer

Gelehrten sich so zu sattigen, daB die Uberladung merklich wird, daB

nicht aUes verdaut werden konnte.

Vorlaufig befinden wir uns noch in der Zeit, welche an unseren

romischen Abschnitt sich anschlieBt, am Ende des VI. S. Damals

wurde 570 in Carthagena Isidorus geboren'). Seine Mutter war

die Tochter eines gotischen Konigs, eine seiner Schwestern soil den

Thron des Konigs Levigild geteilt haben. Seine ubrigen Geschwister

waren samtlich hohe kirchliche Wttrdentrager. Bei solchen Ver-

bmdungen kann es nicht Wunder nehmen, daB Isidorus schon nach

kaum zurttckgelegtem 30. Lebensjahre im Jahre 601 Bischof von

Sevilla wurde, eine Stellung, die er bis zu seinem Tode 636 bekleidete.

Aber Isidorus Hispalensis, wie er von seinem WohnsUze heiBt, recht-

') Math. Beitr. Kulturl. S. 277—279.
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fertigte nachtragUch die Wahl, die ihn getroff'en hatte. Seine Bered

samkeit machte, um das Wort eines Sehttlers ttber ihn zu gebrauchen,
seine Zuhorer erstarren. Beinamen wie „Zierde der katholischen

Kirche", wie „der hervorragende Gelehrte" wurden ihm beigelegt,
und zweimal 619 und 633 wurde ihm die Ehre zuteil, bei einem

Konzil den Vorsitz zu ftthren. Seine Schriften waren zahlreich, doch
haben wir es nur mit einem Werke zu tun, einer Art von Enzyklo
padie in 2U Bttchern, welche er verfaBte, und in welcher er sich

wenn nicht der Form so doch dem Inhalte nach streng an die schon

vorhandenen romischen Enzyklopadien eines Martianus Capella, eines
Cassiodorius Senator anschloB, welche er von nun an ersetzte, fast

verdrangte.
Die Ursprttnge, Origines, oder auch die Etymologien ist der

Titel des Werkes. Isidorus Uebt es namlich, die Erklarung des Sinnes

eines Ausdruckes aus dessen sprachlichem Ursprunge zu entnehmen,
und so bilden Wortableitungen einen groBen Teil des umfassenden

Werkes. Gleich zu Anfang ist die Wissenschaft als aus 7 Teilen

bestehend angegeben. Es sind dieselben Teile, dieselbe Reihenfolge,
welche wir bereits kennen. Es ist das Trivium : Grammatik

,
Rhe

torik, Dialektik und das Quadrivium der inathematischen Wissen

schaften: Arithmetik, Musik, Geometrie, Astronomie. Die Kapitel 21

bis 24 des 1. Buches handeln von den Abkttrzungszeichen der xllten,
doch wttrde man fehl gehen, wenn man hier die Apices suchen

wollte. Sie sind ebensowenig behandelt wie gewisse musikalische

Zeichen, deren die Romer sich doch unzweifelhaft bedienten. Nur

im XV. Buche, KapUel 15 und 16 von den AckermaBen und von

den Reisemarschen und im XVI. Buche, Kapitel 24, 2b, 26 von den

Gewichten, von den MaBen, von den Zeichen der Gewichte
'
) finden

sich MaBvergleichungen und in dem letztgenannten Zeichen von

Gewichtsteden. Es sind das dieselben von den altromischen sich

unterscheidenden Namen und Zeichen, deren auch Victorius sich be

dient hatte (S. 531), die auf dem Abacus in der gefalschten Geo

metrie des Boethius vorkommen, dem man also um dieser besonderen

Zeichen avegen nicht ein spateres Datum als die Lebenszeit des Isi

dorus zuschreiben mttBte^), sondern nur als die des Victorius, eine

Notwendigkeit, welche durch die Lebenszeit des Boethius selbst
O 7

reichlich erfttllt ware. Jene vorerwabnten Kapitel des I. Buches der

Origines enthalten dagegen Erklarungen von mancherlei grammati-

') Diese 5 Kapitel sind abgedruckt bei Hultsch, Metrologicorum Scripto

rum Beliquiae II, 106-123, Auf pag, 114 lin. 6—12 findet sich eine Ableitung

von sidus aus dem hebraischen sicel. ") Friedlein, Zahlzeichen und elemen

tares Rechnen usw, S, 59.
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scheu Zeichen, von Sternchen, von besonderen Anftthrungszeichen fttr

biblische Stellen und dergleichen mehr. Das III. Buch handelt von

den vier mathematischen Wissenschaften, unter welchen, wie Isidorus

sagt, die weltlichen SchriftsteUer alle mit Recht die Arithmetik vor-

angestelU haben; denn sie bedfirfe zu ihrer Darlegung keiner ander

weitigen Vorkenntnisse, wie es hei der Musik, der Geometrie, der

Astronomie der Fall sei. Diesem Beispiele folgend schickt auch Isi

dorus die Arithmetik voraus, deren Ursprung und Ubergang zu den

Romern er in den vielfach angeftthrten Worten schddert: „Man halt

daftir, daB Pythagoras bei den Griechen die Wissenschaft der Zahl

zuerst aufgeschrieben habe, daB sie alsdann von Nikomachus weit

iaufiger behandelt wurde; den Romern wurde sie durch Appuleius
und Boethius bekannt." Im 3. Kapitel erklart Isidorus die lateinischen

Zahlennamen in einer Weise, welche dem Leser mitunter als Spott
erscheinen mttBte, konnte man nicht die feste Uberzeugung von dem

emstesten wissenschaftUchen Streben des Isidorus haben. Da soil

decem, zehn, von dem griechischen d£6^evsii\ zusammenbindeu, her-

kommen, weil die Zehii alle niedrigeren Zahlen erst vereinige. Da

stammt centum, hundert, von xavOog, das Rad, warum, wird nicht

gesagt. Da wird miUe, tausend, aus multitudo, die Menge, erklarti

Glttcklicherweise wird der undankbare Gegenstand bald wieder ver

lassen, und die folgenden Kapitel bringen die bekannten Unterschei

dungen der Zahlen iu gerade und ungerade, in voUkommene und

ttberschieBende, in nach gegebenen Verhaltnissen proportionate, iu

lineare Zahlen, Flachenzahlen und Korperzahlen usw. Die Zahl hat

fttr Isidorus eine solche Wttrde, daB er einem anderen kirchlichen

Schriftsteller folgend in die Worte ausbricht'), welche von ihm aus

sich durch die verschiedensten SchriftsteUer weiter vererbt haben:

„Nimm die Zahl aus aUen Dingen weg, und aUes geht zugrunde.
Raube dem Jahrhundert die Rechnung und die Gesamtheit wird von

blinder Unwissenheit ergriffen, und nicht kann von den ttbrigen
Tieren unterschieden werden, wer die Verfahren des Kalkuls nicht

kennt," Wir haben hier computus mit Bechnung ttbersetzt. SoUte

es notig sein zu beweisen, daB das Wort diese aUgemeine Bedeutung
besitzt, so konnten wir auf den Astrologen Julius Firmicus Ma-

ternus verweisen, wenn er sagt: Siehst Du, wie die welche die ersten

Rechnungsverfahren (computos) lernen in langsamer Bewegung ihre

Finger biegen^)?

^) Origmes Lib. HI, cap. 4, §4: Tolle numerum rebus omnibus et omnia

pereunt. Adime seculo computum et cuncta ignorantia caeca compUcUtur, nec

differri potest a ceteris animalibus qui calculi nescit rationem. ^ Firmicus
Maternus, JMathesis Liber I, cap. V, § 14 (ed. Sittl, Leipzig 1894, pag 13
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Aber wie hat man denn gerechnet? wird im stillen jeder Leser

fragen. Darttber gibt Isidorus keinerlei Auskunft. Nur an einer

Stelle sagt er uns, wie uns scheint, wie zu seiner Zeit nicht mehr

gerechnet wurde. Im X. Buche, welches nicht weiter in Kapitel ab

geteilt bestimmt ist, Worter zu erklaren, welche selbst in ziemUch

alphabetischer Ordnung aufeinander folgen, heiBt es in der 43. Nummer

unter calculator: a calcidis i. e. lapillis ininutis, quos a,ntiqui in- manu

fenenfes contpinnlmnt numerum, also Rechnen von Rechenpfennigen
d. h. kleinen Steinchen, welche die Alten in der Hand zu halten

und die Zahlen daraus zusammenzulegen pflegten.
Was in dem III. Buche von Geometrie, Musik und Astronomie

vorkommt, ist noch dttrftiger als das Arithmetische, auch in dieser

Beziehung an die Vorganger des Isidorus erinnernd. Die groBe

Menge, auch der bertthmten Gelehrten, wuBte von diesen Teilen

der Mathematik wenig mehr als einige Wort- und Sacherklarungen
und muBte es dabei bewenden lassen. Auch Isidorus macht hierin

keinerlei Ausnahme.

Das war, wie wir schon gesagt baben, das Werk, welches fttr

lange Zeit die eine Hauptquelle des Wissens bildete, aus welcher die

Nachkommen schopften, wttbrend die Werke des Martianus Capella,
des Cassiodorius Senator in den Hintergriind traten und nur Macro

bius und Boethius einer Gunst sich erfreuten, welche dem einen fttr

seine groBere Selbstandigkeit, dem anderen fttr seine groBere Aus

ftthrlichkeit in der Tat gehttbrte.
Mehr vielleicht als durch seine Schriften machte sich Isidorus

durch seine Fiirsorge fiir den Unterricht verdient. Die Regel des

heiligen Benedikt von Nursia hatte die Aufnahme von Kindern als

Klosterzoglingen vorgesehen und Klosterschulen zum Bedttrfnisse ge

macht. Isidorus stiftete seit seiner Erhebung zum Bischofe gleich
faUs eine Art von Schule, in welcher die notwendigsten Lehrgegen
stande eingettbt ivurden.

Etwa ein Jahrhundert nach der Geburt von Isidorus von Sevilla

erblickte der Mann das Licht der Welt, zu welchem wir uns jetzt zu

wenden haben, und der uns nach dem fernsten Norden von Europa

ftthren wird: Beda, genannt der Ehrwiirdige, venerabilis '■). Die Ge-

lin, 30—31) rides ut primos discentes computos digitos tarda agitatione defledant?

Die Mathesis ist, wie Mommsen (Hermes XXIX, 468—472. Berlin 1894) ge

zeigt hat, zwischen dem 30. Dezember 336 und dem 22, Mai 337 verfaBt.

1) Karl Werner, Beda der Ehriviirdige und seine Zeit. Wien 1875, Vgk

daneben auch die Vorredeu von Giles zu dem I. und VI, Bande seiner Ausgabe

von Bedas Werken: renerabilis Bedae opera queue supcnunt omnia. London 1843.

12 Biinde s».
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schichte dieses Mannes und seiner folgereichen Leistungen ist so un

trennbar mit der Geschichte der Bekehrung der britischen Inseln ver

bunden, daB wir notwendig etwas weiter ausholen und bei dieser

einen Augenblick verweilen mttssen.

Irland war schon in der ersten Halfte des V. S. von Gallien aus

bekehrt worden. Kloster entstanden dort, in welchen, getreu den

tJberlieferungen des heiligen Benedikt und des Cassiodorius (S. 569),

geistliche und weltliche Schriftsteller, lateinische sowohl als grie

chische, zum Gegenstande des Studiums gemacht wurden. Dazu ge

horte besonders das Kloster Bangor, von welchem in der zweiten

Halfte des VI. S. der heilige Kolumban auszog, neue Kloster an ver

schiedenen Orten grttndend, so das Kloster Luxeuil in Burgund, so

Bobbio in Oberitalien, wo er selbst 615 starb. Amdere irische Monche

zogen dieselbe HeerstraBe des Glaubens durch Jahrhunderte hindurch.

Die Kloster, welche von Kolumban, von seinen Landsleuten GaUus,
Pirmin und anderen in Deutschland, in der Schweiz, in Norditalien

eingerichtet worden waren, erhielten so immer frischen Zuzug, und

in zierlichen irischen Buchstaben entstanden an den verschiedensten

Orten saubere Abschriften des gemischtesten Inhaltes. Die Kloster

irischen Ursprungs wetteiferten so in ihren bildungsfrenndlichen Be-

strebungen mit denen der Benediktiner, da und dort mit ihnen ver

schmolzen.

Gleichfalls von Irland aus ging ein fruher Zug von Missionaren

hinttber nach der nahe gelegenen groBeren Insel, nach Schottland

und England. AUerdings war ihr Wirken dort nicht von nachhaltigem
Erfolge. Nachdem am Anfange des V. S. bereits Ninian im sttdUcheu

Schottland das Christentum verbreitet hatte, wurde es nach der

erobemden Einwanderung der Angeln und Sachsen um 450 teils

wieder vemichtet, teils in die Gehirge zurttckgedrangt. Unter Papst
Gregor dem GroBen begann von Rom aus 596 der wiederholte Yer

such, jene Lande zu bekehren, und bald war Canterbury der Sitz

eines Erzbischofs, und der Konig von Kent nahm den neuen Glauben

an. So gab es auf der britischen Hauptinsel zwei Kirchen, die

altere und die jttngere, ortiich voneinander getrennt, in Gewohnheiten

und Einrichtungen mehrfach voneinander abweichend, namentlich in

einem Punkte, der von Wichtigkeit wurde, so geringfttgig der Streit

punkt an sich uns erscheinen mao-

Die sttdUche, romische Festordnung veriangte, daB die Feier des

Osterfestes als des Festes der Auferstehung frfihestens am Abend des

14. Nisan, spatestens am Abend des 20. Nisan jtidischer Rechnung
beginne. Die nordische, britische Ordnung wollte das Fest zwischen
lira einen Tag frtther gelegenen auBersten Grenzen feiern.
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Es kam im Jahre 664 zu einer off'entiichen Disputation ttber

diesen Gegenstand unter dem Vorsitze Konigs Oswin, und dieser ent

schied zugunsten der romischen Auffassung. Es IttBt sich denken,
daB solche Vorgange ein reges Interesse fiir den Gegenstand erwecken

muBten, ttber den man offentUch gestritten batte, ein Intere.sse, das

in letzter Linie dem Rechner und seiner Kunst zugute kommen

muBte. Der nun geeinigten Kirche festeren Zusammenhalt zu geben
schickte Papst VitaUan, nachdem der Bischofssitz in Canterbury 669

erledigt war, zwei neue hochbegabte ^Manner, Theodor als Bischof,
Hadrian als seinen Ratgeber. Theodors persiiuliche wissenschaftliche

Neigungen begegneten sich mit dem eben hervorgehohenen Interesse,
sei es, daB wir darin eine Gunst des Zufalles zu ei-blicken haben,
sei es, daB bei seiner Wahl Rttcksicht darauf genommen worden

war. Er achtete streng darauf, daB fttr den ihm untergebenen angel-
sachsischen Klerus neben der heiligen Schrift und den mit dem Stu

dium derselben zusammenhangenden sachlichen und sprachlichen Unter-

weisungen auch Metrik, Astronomie und kirchliche Festrechnung
Gegenstande des klosterlichen Unterrichts wurden. Sprachstudien
waren nicht weniger gefordert. Es gab zu Bedas Zeiten, also wenige
Jahrzehnte nach Theodors um 690 erfolgtem Tode, Manner in Eng
land, welche des Griechischen und Lateinischen ehen so gut wie

ihrer eigenen Muttersprache kundig waren. Leider waren die grie-
cbischen Werke, welche sie lasen, nicht solche, wie wir sie zum

Besten der mathematischen Wissenschaften wttnschen mttBten.

Wie wir frtther gesagt haben, alles, auch das Griechische, kam

von Rom, und griechische Mathematik war in Originalwerken darunter

offenbar gar nicht vertreten. Es war schon verhaltnismaBig sehr

viel, daB ttberhaupt eine gewisse Neigung zur Erledigung kirchlich-

matheinatischer Fragen anders als auf von auswarts eingetroflene

Anordnung hin in den damals an der schottisch- englischen Grenze

gegrttndeten Klostern groBgezogen wurde, eine Neigung, die von da

aus, wie ivir sehen werden, durch Schttler jener Kloster ttber Frank

reich und Deutschland sich fortsetzte, wahrend in den alteren irischen

Klostern z. B. an solche Fragen kaum gedacht wurde.

Um jene Zeit 674 und 082 war es, daB durch Biscop, einen

edeln Tban, der als Monch und Abt den Namen Benedikt erhielt,

dicht an der Grenze Schottlands, wo Tyne und Y'ere unweit von

einander in das Meer sich ergieBen, zwei Kloster erbaut und

St. Peter und Paul geweiht wurden. Der Einrichtung der Kloster

war durch Biscop, der vielfach Reisen nach Rom machte und stets

neue Bttcherschatze, ReUquien, Gemiilde zur Ausschmuckung der Kirche

von dort mitbrachte, die Regel des Benediktinerordens zugrunde ge-
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legt. In dieser Gegend ist Beda 672 geboren, iu diesen Klostern

wurde er erzogen, hier verbrachte er den Verlauf seines ganzen

Lebens in ruhiger Emsigkeit, hier starb er am 26. Mai 735, am Feste

Christi Himmelfahrt.

Beda hat als ein Hauptwerk eine Kirchengeschichte hinterlassen,
welche bis zum Jahre 731 hiuabreicht, und an deren Ende er das

Verzeichnis derjenigen Schriften gibt, welche er bis dahin — bis zu

seinem 59. Lebensjahre, wie er sagt
— verfaBt hat. Dadurch ist einer

seits die Zeit seiner Geburt genau bestimmbar geworden^), anderer

seits auch mogUch geworden, viele ihm frtther wohl beigelegte und

unter seine Werke aufgenommene Schriften als unecht wieder zn ent

fernen, da er unmoglich neben den Pfiichten eines Messepriesters, die

er zu erfttUen hatte, neben dem Unterrichte der zahlreichen Schttler,
welche er heranbildete, in den vier Jahren, um welche er nur die

Anfertigung jenes Verzeichnisses ttberlebte, vieles schriftstellerisch

geleistet haben kann. Zwei Werke sind in dem Yerzeichnisse als

von Beda herrtthrend anerkannt, die in einem gewissen geistigen Zu

sammenhange stehen. Das eine, eine physische Weltbeschreibung,
ftthrt den Namen De natura rerum, ttber die Natur der Dinge. Es

ist nach Plinius bearbeitet, wie Beda selbst an einzelnen Stellen er

klart. An die Weltkunde schlieBt sich sodann die Zeitkunde an,

der die Abhandlung De temporibus, ttber die Zeiten, gewidmet ist.

Diese Schrift gibt im 14. Kapitel selbst ihr Datum an, sie ist 703

verfaBt.

Eine ausftthrUchere Bearbeitung ftthrt den Titel: Be temporum

ratione, ttber Zeitrechnung. Sie ist mindestens 14 Jahre spater als

die kttrzere Fassung voUendet, da sie dem Able Huaetberct zugeeignet
ist, welcher erst 716 in diese SteUung eintrat. In der Vorrede beruft

sich Beda ausdrttcklich auf die beiden genannten Schriften von der

Natur der Dinge und von den Zeiten. Sie seien nach dem Urteile

derjenigen, welche sie zu benutzen Gelegenheit hatten, allzugedrangter
Schreibweise gewesen, als daB sie den Nutzen hatten stiffen konnen,,
den er beabsichtigte. Namentlich die Osterrechnung scheine einer

weitlaufigeren Auseinandersetzung zu bedurfen, und so habe er sich

denn entschlossen, ein derartiges Lehrbuch der Zeitrechnung seinen

Schttlem zu ttbergehen. Als QueUen, welche Beda dabei benutzte,
hat man Macrobius und Isidorus nachweisen konnen^). Fttr anderes

sind uns seine QueUen unbekannt, wo er der aUeste SchidftsteUer ist,,
von welchem eine ausftthrUchere DarsteUung des Gegenstandes sich

erhalten hat. Wir meinen damit gleich das 1. Kapitel der ZeUrech-

1) Werner, Beda S. 81. ^) Ebenda S. 122 und 125.
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nung, von welchem wir schou (S. 527j ankttndigend gesprochen haben.
Es gait sonst auch wohl fttr eine selbstandige Abhandlung unter dem

Titel „Uber die Fingerrechnung", bis es auf Grund einiger Hand

schriften des britischen Museums an diesen seinen rechtmaBigen

Platz gebracht wurde. Das gleiche Schicksal teilte das 4. Kapitel,
welches fttr eine Abhandlung „"Uber die Rechnung mit Unzen" galt^)
Das erste Kapitel beziehungsweise die ganze Schrift ttber Zeitreclinung
leitet Beda mit den Worten ein: ,,Wir hielten es fttr notig, erst in

Kiirze die ttberaus ntttzliche und stets bereite Geschicklichkeit dor

Fingerbeugungeii zu zeigen, um dadurch eine moglich groBte Leichtig
keit des Rechnens zu geben; dann, wenn der Geist des Lesers vor

bereitet ist, wollen wir zur Untersuchung und Aufhellung der Reihe

der Zeiten mittels Rechnung kommen." Und einige Seiten spater
heiBt es: „Bezttglich der oben bemerkten Rechnung kaun auch eine

gewisse Fingersprache gebildet werden teils zur Ubung des Geistes,
teils als Spielerei" Man sieht hier einen scharfen Gegensatz^). Die

Fingersprache ist, wenn audi Geistesttbung mit ihr verbunden ist,
nicht mehr und nicht weniger wie Sjiielerei. Das Fingerrechnen ist

eine Notwendigkeit. Man hat gewiB mit Recht mehrfach aus diesen

Stellen gefolgert, daB zu Bedas Zeiten ein Fingerrechnen, man wttrde

wohl besser sagen ein Kopfrechnen mit Untersttttzung durch die zur

besseren Erinnerung an die allmahlich sich ergebenden und im Gedacht

nisse festzuhaltenden Zahlen vorgenommenen Fingerbeugungen, all

gemein in Ubung war. Beda lehrt in ausftthrlicherer DarsteUung,
wie man von der linken Hand beginnend und zur Rechten fort

schreitend die einzelnen Zahlen darstellen solle, Er lehrt es im

groBen und ganzen in Ubereinstimmung mit Nikolaus von Smyrna

(S. 514 -

515), in Einzelheiten von ihm abweichend, so daB eine un

mittelbare Abhangigkeit dieses letzteren SchriftsteUers von Beda, an

nnd fttr sich nicht recht wahrscheinUch, nur um so weniger anzunehmen

sein dttrfte'). Allein wenn nun der Schttler so vorbereitet ist, wenn

er seinem Gedachtnisse ttberall, wo er geht und steht, mit den

Fingern zu Hilfe kommen kann — denn das ist ja die Bedeutung der

solertia promptissima, der stets bereiten Geschicklichkeit — wie ver

fuhr man dann eigentlich?
Wir sind nicht imstande, aus Bedas Schriften diese gewiB

') Beda (ed, Giles) VI, 139—342 das Werk De tempjorum ratione. Dessen

Caput 1. De comqmto vel loquela digitorum pag, 141-144 und Caput 4, De

ratione unciarum pag, 147—149. ^) Stoy, Zur Geschichte des Rechenunter

richtes I, 38 (Jena 1878) hat wohl zuerst durch Xebeneinanderstellung der beiden

Ausdriicke darauf aufmerksam gemacht. ') Auch diese Bemerkung hat Stoy

1, c. S, 36—37 gemacht.
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wichtigste Frage zu beantworten. Beda sagt nicht eine Silbe ttber

die Rechnungsverfahren selbst. Nur zweierlei konnen wir als SchluB

folgerung Ziehen. Erstens, daB Beda bei seinem Schweigen nur an

die verhaltnismaBig sehr einfachen Rechnungen (hauptsachUch Addi

tionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen durch 4) dachte,

welche bei der kirchlichen Zeit- und Festrechnung vorkamen, und

welche in der Tat leicht im Kojife auszuftthren waren. Zweitens

konnen wir ihm unmittelbar entnehmen, daB es eine weitverbreitete

Sitte war, die er schilderte. Er sagt namlich, der heilige Hieronymus

musse schon das Verfahren des Fingerrechnens gekannt haben, da

gewisse Anspielungen desselben nicht anders zu verstehen seien.

Beda hat demgemaB bei Hieronymus das Fingerrechnen wieder

erkaunt, mit welchem er vertraut war und seine Schttler vertraut zu

machen beabsichtigte. Eine Quelle muB also vor dem Tode des

Hieronymus d. h. vor 420 vorhanden und wahrscheinlich in latei

nischer Sprache vorhanden gewesen sein. Eine anderer Frage ist die,
ob die Lehren sich an eine geschriebene QueUe anknttpften. Uns

scheint es fast natttrlicher, an eine durch Jahrhunderte sich fort-

setzende mttndliche UberUeferung der Fingerbeugungen zu glauben,
wie das Rechnen unter Anwendung der Finger sich unzweifelhaft nur

durch mttndliche Lehre fortpflanzte. Diese unsere letztere Behauptung
ist in der Natur der Dinge begrttndet, hat aber auBerdem eine

wesentliche Untersttttzung in der Tatsache, daB wie Beda und Nikolaus

von Smyrna so auch jener Araber, der in Versen die Fingerstellungen
lehrte (S. 710), fiber das wirkUche Rechnen keine Silbe verliert.

Ist diese Lticke schon ftir das Rechnen mit ganzen Zahlen vor

handen, so kann man zum voraus versichert sein, daB ein umfassendes

Bruchrechnen erst recht nicht gelehrt wird. In der Tat findet sich

in dem 4. Kapitel tiber die Rechnung mit Unzen kaum mehr als die

Einteilung des aus 12 Unzen bestehenden Asses und der Unze selbst,
ein Beleg, wenn ein solcher verlangt wtirde, ftir den unmittelbar

romischen Ursprung des Ganzen. Beda bemerkt, der Begriff als Ge

wicht habe den Ausgangspunkt gebildet, dann aber sei abgeleitet
davon nur der Begriff des Ganzen und seiner Teile tibrig geblieben.
Wenn man von einem Ganzen sein Sechstel wegnehme, so nenne

man den Rest dextans usw. Auch die Zeichen ftir die Brttche fehlen

nicht. Solche waren, wie wir wiederholt zu bemerken hatten, seit Jahr
hunderten in Gebrauch. Es hat wohl die Bedeutung des einen oder

des anderen Bruchnamens sich verandert; es haben neue Namen sich

eingeschoben; die Zeichen haben sich abgerundet, sind neuen Namen

entsprechend neu hinzugetreten, aber begriffUch Neues tritt uns

nicht entgegen.
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Die Osterrechnung, der eigentiiche Mittelpunkt der Zeitrechnung,
grttndet sich bei Beda wie bei Cassiodorius, wie bei anderen (S. 573)
auf die 19jahrige Wiederkehr des Zusammenfallens von Sonnen- und

Mondzeiten und stellt, wie wir oben andeuteten, an die Rechenkunst

des Sehttlers, der nur diese Aufgabe zu losen beabsichtigte, kerne

ttbermaBige Anforderung, so daB die ErfttUung der auf einem Aus

spruche des heiligen Augustinus beruhenden Vorschrift i), es mttsse in

jedem Monchs- und Nonnenkloster wenigstens eine Person vorhanden

sein, welche es verstehe, die Ordnung der kirchUchen Feste 'und

damit den Kalender fiir das laufende Jahr festzusteUen, nicht gerade

schwer war.

Dasselbe Jahr 735, in welchem Beda starb, war das Geburtsjahr

Alcuins^). Er war ein vomehmer Angelsachse und hieB mit

heimatlichem Namen Alh-win, d, h. Freund des Tempels, woraus

eben Alcuin entstanden ist. Fast noch haufiger nannte er sich selbst

Albinus. Sein Lehrer war Egbert von York, ein naher Freund

Bedas, wie aus einem vertrauten Briefe Bedas an ihn ttber kirchliche

Verhaltnisse hervorgeht. Egbert legte an der mit einer reichen Bi

bliothek ausgestatteten Schule seines Bischofssitzes das neue Testa

ment aus, die ttbrigen Facher waren seinem Verwandten Aelbehrt

anvertraut, zu welchem Alcuin in enge Beziehungen trat. Er be

gieitete ihn noch als Jttngling auf einer wissenschaftlichen Reise

nach Rom, dem Hauptmarkte fttr die Erwerbung von Handschriften,
er wurde sein Nachfolger in der Leitung der Yorker Schule, als Ael

behrt 766 nach Egberts Tode den erzbischoflichen Stuhl bestieg.
Alcuin erzahlt uns selbst, worin der Unterricht an der Schule

bestand. Die Geheimnisse der heiligen Schrift wurden erlautert.

Daneben wurden Grammatik, Rhetorik, Dialektik, Musik und Poesie

gelehrt. Auch die exakten Wissenschaften kamen nicht zu kurz.

Astronomie und eigentliche Naturgeschichte, die Osterrechnung bil

deten besondere Lehrgegenstande, die in gleichem Inhalte uns auch

bei Beda begegnet sind, und die von Alcuin mutmaBUch nicht viel

anders gelehrt wurden als es bei seinen Vorgangern aufwarts bis zu

Isidorus, zu Cassiodorius, zu Victorius der Fall gewesen war.

Er wurde durch die gleichen Y'erke romischer Gelehrsamkeit

untersttitzt, welche in der Bttchersamnilung von York samtlich vor-

') Histoire litteraire de la France -par des rdigieu-x Bdiedictins VI, 70, und

Sickel, Die Lunarbuchstaben in den Kalendarien des Mittelalters. Sitzungsber.

d. Wiener Akademie. Phfiosoph.-histor. Klasse XXXVIII, 153 (1875). ^ Karl

Werner, Alcuin und sein Jahrhundert. Paderborn 1876. Kurz, aber ubersicht-

hoh ist Diimmlers Artikel „AIkuin" in der AUgemeinen deutschen Biographie I,

343—348 (1875).
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ratig waren. Hat doch Alcuin in dem Gedichte^), in welchem er

der Unterrichtszweige gedenkt, auch ein Verzeichnis von solchen

Schriften gegeben, die in York zu finden waren:

Finden wirst dort du die Spur der alten Vater der Kirche,

Finden was fiir sich der Komer im Erdkreis besessen

Und was Griechenlands Weisheit lateinischen Volkern gesandt hat.

Auch was das Volk der Hebraer aus himmlischem Eegen getrunken,
Oder was Afrika hat hellflieBendeu Lichtes verbreitet.

Natfirlich ist bei dem letzten Verse vorwiegend an Augustinus zu

denken, bei dem auf Griechenland bezttglichen an ihn selbst den

scharfsinnigen Aristoteles — ipse aeer Aristoteles — welche beide im

weiteren Yerlaufe ausdrttckUch genannt sind. Kaum festzusteUen

dttrfte freilich sein, ob aristotelische Originalschriften, ob, worauf

die Bemerkung Griechenlands Weisheit sei den Lateinern zugesandt
eher zu deuten scheint, nur die lateinischen Bearbeitungeu durch

Boethius vorhanden waren. Von romischen Schriftstellern waren

nach Alcuins Aussage unter vielen anderen Victorinus, wahrscheinUch

der Grammatiker dieses Namens aus dem IV. S., vielleicht aber auch

der Schriftsteller, den wir als Victorius kennen gelernt haben,

Boethius, Plinius vertreten. Beda wird neben diesen als ebenbttrtiger
Schriftsteller genannt.

Erzbischof Aelbehrt starb 780, und nun wurde Alcuin nach Rom

gesandt, um fttr dessen Nachfolger die papstliche Bestatigung eiiizu-

holen. Auf dieser Reise traf er in Parma mit Karl dem GroBen

zusammen, welcher ihn schon vorher sei es personlich, sei es dui-ch

den Ruf der Gelehrsamkeit, der um den Yorker Schulvorsteher sich

weiter und weiter verbreitete, kennen gelernt hatte. Karl wttnschte

dm bei sich zu haben, um den Stand des Wissens in Deutschland

auf eine bessere Stufe zu bringen, und nach Einholung der Erlaub-

nis seiner Vorgesetzten folgte Alcuin der kaiserlichen Einladung 782.

Nach achtjahrigem Aufenthalte an dem Kaiserhofe, der ttbrigens nicht
an einem und demselben Orte sich aufhielt, sondern bald da, bald
dort seinen SUz hatte, kehrte Alcuin nach der Heimat zurttck, dann

wieder zu Karl, der ihn nicht missen woUte, und als Alcuin ge-
brechlich und von haufigen Krankheiten heimgesucht das beschwer-

Uche Leben eines wandernden Hofstaates nicht langer mitmachen

konnte, wurde ihm die ersehnte Zurttckgezogenheit in einer Art, wie

') Poema de Pontificibus et Sanctis eeclesiae Eboracensis (d. h. von York)
in den Monumenta Aleuiniana (ed. Wattenbach et Dummler). Berlin 1873

als VI. Band der Bibliotheca rerum Germanicarum. Der Studienplan ist ge
schildert V. V. 1431 sqq, (S, 124-125), das Bucherverzeichnis v, v. 1534 sqq.
(S. 128).
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er sich dieselbe keineswegs g<.-dacht hatte. Karl der GroBe schickte

ihn 796 als Abt nach dem Kloster St. Martin in Tours, dessen

Monche einer strengeren Zucht als unter dem gerade verstorbenen

Able in hohem Grade bedurftig waren. Alcuin bat hier eine be-

riihmte Klosterschule gegrttndet, aus welcher zahlreiche Lehrer her

vorgingen, die alsdann in gleichem Sinne, wie sie erzogen und

unterrichtet i\'orden ivaren, an anderen Orten wirkten. Alcuin hat

auch die groBartige Bttchersammlung in Tours ins Leben gerufen.
So waren seine letzten Lebensjahre reich erfttllt. Er starb den

19. Mai S(j4.

Die Bedeutung, welche Alcuin fttr die Geschichte der Mathematik

besitzt, Uegt auf zweifachem Gebiete. Sie ist zu suchen in seinen

Verdiensten um das Unterrichtswesen und in seiner schriftsteUerischeu

Tatigkeit.
Wir haben Alcuin am Morgen seines Lebens als Lehrer in York

wirken sehen. Wir haben von den nachhaltigen Erfolgen andeutungs
weise gesjirocben, die seine Lehrtatigkeit in Tours am Abende seines

Lebens gehabt hat. Lehrer ivar er auch am Hofe Karls des GroBen.

War doch der Kaiser selbst, der an Y''issenslust es alien zuvortat,
kaum des Schreibens kundig, und so der Schule nur dem Alter nach

entwachsen. Die Roheit der Zeit brachte das nun einmal mit sich,
und ihr mttssen wir es auch zuschreiben, wenn wir dem Gelehrtesteu

der Gelehrten, wenn wir Alcuin selbst fast nichts nachrtthmen konnen

als eine Aneignung fremden Stoffes. Der Yerkehr Alcuins mit den

hochgestellten Schttlern und Schttlerinnen muBte selbstverstandlich

ein anderer sein als er in der Klosterschule gebrauchlich war, ein

anderer auch als er zwischen denselben Personlichkeiten und sonstigen
Hofbeamten herrschte. Damit groBere Zivanglosigkeit gestattet war,

legte Alcuin alien Mitgliedern der Schule, den Kaiser und sich selbst

nicht ausgenommen, Beinamen bei, die der Bibel oder dem Alter

tum entnommen waren. Der Kaiser war Konig David oder Konig

Salomo, Alcuin war Flaccus, die geistreiche Guntrada, Karls Ge-

schwisterkind, war Eulalia genannt usw. Damit aber der mitunter

trockene Lehrgegenstand den Schttlern nicht zuwider wttrde, kleidete
CD (D '

der Lehrer die an sieh ernsthaft gemeinten Fragen nicht seiten in

das Gewand scherzhafter Ratsel, mitunter sogar dem derben, unfeinen

Ton huldigend, welcher am Karolingerhofe zu Hause war. Der von

Alcuin auf solche Weise erteilte Unterricht fand begeisterten Anklang.

Um so dringender wurde Karls Wunsch ahnUch gebildete Lehrer

seinem Yolke zu geben. Ein Kapitulare von 789 aus Aachen datiert

bestimmt, die Domstifte und Kloster soUen offentliche Kiiabenschulen

unterhalten, in ivelchen der Unterricht in den Psalmen, in Noten, im

Cantou, GescMchte der Mathematik I, 3, Aufl, 53
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Gesang, im Computus, in der Grammatik erteiU werden solle i). Wir

haben absichtUch das Fremdwort Computus hier beibehalten, um es

zweifelhaft zu lassen, ob nur der vorzugsweise so genannte computus,

d. h. die von uns mehrfach besprochene Osterrechnung gemeint sein

mag, oder, wie es uns viel wahrscheinlicher daucht, da von einem

Lehrgegenstande ffir irgend welche Knaben, nicht ffir angehende

Monche die Rede ist, das Rechnen ttberhaupt. Wenige Jahre spater

beruft Karl Theodulf als Bischof von Mainz (794) aus ItaUen, ihn

an die Spitze einer Domschule zu stellen. Fttr den Unterricht darf

nichts genommen werden, als was von den Eltern freiwUlig gegeben
wird. DaB die Kinder aber zur Schule geschickt werden, bleibt

nicht dem freien WiUen der Eltern ttberlassen. Mit Strafen werden

diese zur ErfttUung ihrer Pfiicht angehalten. Mit der Volksschule

tritt der Schulzwang ins Leben ^).
Wir haben von Alcuins schriftstellerischer Tatigkeit zu reden

und bringen unter diesem Titel Aufgaben zur Sprache, von denen es

aUerdings nicht sicher ist, ob sie Alcuin angehoren. DaB sie ein

altes Geprage tragen, mag schon daraus entnommen werden, daB sie

frtther in den Druckausgaben nicht bloB von Alcuins, sondem auch

von Bedas Werken Aufnahme fanden, wahrend sie diesem letzt

genannten wohl unter keinen Umstanden angehoren^). Die Zuweisung
an Alcuin beruht auf mehreren Grttnden, deren jeder einzeln fttr sich

nicht sonderlich schwerwiegend ist, die jedoch in ihrer Gesamtheit

vielleicht genttgen, den Ausschlag zu geben. Wir haben erst davon

gesprochen, daB Alcuin es Uebte, bei seinem Unterrichte eine gefallige,
oft scherzhafte Form der Fragestellung oder der Beantwortung zu

wahlen, letztere Form insbesondere nach griechischem Muster des

Atheners Secundus aus dem I. und II. S. n. Chr., von welchem einige
Alcuinische Fragen und Antworten ethischer und kosmographischer
Art wortlich entlehnt erscheinen''). Die Ratselform ist aber auch die

der Aufgaben zur Verstaudesscharfung, p-roposdiones ad acuen-

dos i-u-venes. Man hat ferner darauf aufmerksam gemacht, daB deren
o 7

Schreibweise ttberhaupt mit der Alcuins ttbereinstimme^). Man hat

weiter auf einen Brief Alcuins an Karl den GroBen sich bezogen, in

welchem der BriefsteUer sagt, er schicke gleichzeitig einige Proben

arithmetischen Scharfsinnes zur Erheiterung^) und hat vermutet diese

Proben seien eben jene Aufgaben, insgesamt oder teilweise. Dem

') Werner, Alcuin S. 35, =) Lorenz von Stein, Das Bildungswesen
des Mittelalters, II. Auflage, S, 66 (Stuttgart 188:3). «) Bedae Opera (ed.
Giles) Bd. VI, Vorrede S. XEL ■*) Werner, Alcuin S, 18, ^) Giles I. c.

'^) Monumenta Aleuiniana, Epistida 112, pag. 459: Misi aliquas figuras Arith

meticae subtilitalis laetitiae causa.
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gegenttber hat man freUich einzuwenden gewuBt'), unter Proben

arithmetischen Scharfsinnes zur Erheiterung habe Alcuin ganz anderes

verstanden, namUch Anwendung zahlentheoretischer Begriffe auf

Bibelerklarung, wie sie in einzelnen seiner Briefe und Schriften vor

kommen. So habe, nach ihm, Gott, der alles gut schuf, sechs Wesen

geschaff'en, weil 6 eine voUkommene Zahl sei; 8 aber ist eine mangeh
hafte Zahl,

l+2 + 4 = 7<H,

und „desivegen geht der zweite Ursprung des Menschengeschlechtes
von der Zahl 8 aus, Wir lesen nttmlich, daB in Noahs Arche acht

Seelen gewesen, von welchen das ganze Menscbengescldecbt abstammt,
um zu zeigen, der zweite Ursprung sei unvoUkommener als der erste,
welcher nach der Sechszahl geschaffen wurde" "j. Beispiele solcher

Zahlenmystik konnten gehauft werden. Man konnte an einen Brief

Alcuins erinnern, in welchem von den Zahlen 1 his 10 gesagt wird,
welche Beziehungen zu Gegenstanden der Heiligen Schrift sie haben 'j.
Man konnte bis auf Isidorus zurttck*) merkwttrdige Gedankenver-

knttpfungen verfolgen, in deren Nachahmung Alcuin die Zahl lb';>

der Fische, welche Petrus auf einen Zug fing^), zu erklaren weiB,

ausgehend von

153 = 3 • 3 • 17 = 1 -k 2 ~k 3 -k - • -k 17

in Verbindung mit 51 = 50 -k 1 usw.*). Wir lassen es dahingestellt,
ob diese Verweisungen, mogen sie selbst dem, was Alcuin an Karl

schickte, einen anderen Inhalt geben konnen als nach der zuerst aus

gesprochenen Vermutung, in Widerspruch stehen zu der Annahme,
Alcuin habe die Aufgaben zur Verstandesscharfung zusammengesteUt.
Wir geben zu bedenken, daB, wer nach der einen Richtung mit

Zahlenspielereien, die ihm freilich mehr als das, die ihm heiliger
Ernst waren, sich beschaftigte, auch nach der anderen Seite Freude

an Zahlenbetrachtungen haben und erregen konnte.

Wir wenden uns zur Erorterung dessen, was die Handschriften

zur Entscheidung der Frage, von wem die Aufgaben der Verstandes

scharfung herrtthren, beizutragen vermogen? Recheni-atsel, welche

einander insgesamt ahnlich sehen, finden sich in den allerverschieden-
D 7

sten Handschriften vor'). Wohl die alteste solche Handschrift ist

') Hankel S. 310—311. ^) Monumenta Aleuiniana, Epist. 259, pag. 818

bis 821. ») Ebenda Epist. 260, pag. 821
— 824. '') Isidorus, De numeris

cap. 27. Auf diese Quelle ist zuerst aufmerksam gemacht bei Werner, Gerbert

vonAuriUac. Wien 1878, S, 66, Anmerkung 2, ^) Evangelium Johannes XXI, 11,

") Werner Alcuin S. 153, ') Herm, Hagen, Antike und mittelalterliche

Ratselpoesie, H, Ausgabe. Bern 1877. S. 29—34.

53*
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diejenige, aus welcher die uns hier beschaftigenden Aufgaben zum

Abdruck'e gelangt sind'). Sie geh.">rt, wenn nicht alle Zeichen der

Schriftvergleichung trttgen, dem Ende des X. oder Anfange des XI. S.,

in runder Zahl dem Jahre 1000 an, und stammt aus dem Kloster

Reichenau, welches auf einer Rheininsel am Ausgange des Bodensees

durch den Irlander Pirmin um 725 gegrttndet worden war und wie

wir uns erinnem (S. 577) schon 821 im Besitze einer schonen ord-

uungsgemaB aufgezeichneten Bttchersammlung sich befand. Die Hand

schrift ist eine Sammelhandschrift und beginnt mit Alcuins Eriaute

rungen zur Genesis, welche durch den in einer Widmungsformel ent

haltenen Namen ihren Verfasser selbst verraten. Die Eriauterungen

schlieBen mitten auf der Yorderseite eines Blattes, und nun folgen

ohne irgend welche Raumunterbrechung enge sich anschlieBend die

Aufgaben zur Verstandesscharfung: incipiunt eapitula propositionum

ad acuendos iu-venes von dem gleichen Schreiber auf das Pergament

gebracht. Ein Verfasser ist nicht angegeben, aber eben deshalb hat

man gefolgert, Alcuin sei es, weil die LTnmittelbarkeit des Anschlusses

zu dieser Behauptung aufmunterte, welche in den schon angegebenen

allgemeinen Betrachtungen Untersttitzung fand.

Eines kann mit Bestimmtheit gesagt werden: die Handschrift

rtthrt nicht von dem sachverstandigen Sammler der Aufgaben her,

moge er Alcuin oder wie immer geheiBen haben, sondern von einem

Monche, der als Schreibkttnstler geschickter war denn als Rechner,
sonst wttrde er nicht so verhaltnismaBig haufige Fehler in den

Zahlen sich zuschulden haben kommen lassen, wie sie nur einem

Abschreiber, nicht einem, der selbst rechnet, vorkommen konnen.

Auch dieser Umstand dient dazu, die Entstehung der Sammlung in

eine Zeit hinaufzurttcken, die alter ist als das Jahr 1000, und wir

machen darum von der nun einmal durch den Herausgeber^) von

Alcuins Werken hergestellten Uberlieferung Gebrauch, jene Aufgaben,
die in einer Geschichte der Mathematik unter alien Umstanden be

sprochen werden mttssen, unter Alcuins Namen einzureihen, SoUten

spatere Untersuchungeu je einen anderen Verfasser an das Licht

ziehen, so werden sie den Umstand doch sicherlich nicht zu ent

kraften imstande sein, daB er vor 1000 gelebt haben muB, daB

also die Aufgaben ein Bdd klosterlicher Gelehrsamkeit vor diesem

Zeitpunkte uns bieten. Glanzend freiUch ist das Bild nicht, aber

') tiber die Handschrift vgl. Agrimensoren S. 139—143, ^) Abt Frobenius
von St. Emmeran in Regensburg 1777. Sein welthcher Name war Frobenius

Forster. Er lebte 1709—1791. VgL Allgemeine deutsche Biographie VU, 163.

Die Propositiones ad acuendos iu-venes sind abgedruckt in Alcuini Opera (ed.
Frobenius) II, 440—448.
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doch nicht so farblos wie nach den dttrftigen Nachrichten, welche

wir tiber das mathematische Wissen eines Isidorus, eines Beda aUein

zu geben imstande waren, erwartet werden mochte. VieUeicht ist

zum Vergleiche darauf hinzuweisen, daB auch in einer A'eroneser

Handschrift des IX. Jahrhunderts eine poetisch eingekleidete arith

metische Aufgabe gefunden worden ist'j.
Es sind algebraische und geometrische Aufgaben, welche hier

auftreten, daneben solche, die nicht durch Rechnung, sondem mehr

durch einen witzigen Einfall gelost werden konnen, und tiberall, wo

es moglich ist von einer Geschichte der betreffenden Aufgaben zu

reden, d. h. ihr fruheres Vorkommen zu bestatigen, sind es immer

romische Quellen, auf ivelche man hinweisen miiB, Von diesen Auf

gaben seien einige hier erwahnt. Die 6. Aufgabe ist eine von denen

mit nicht niathematiscber Aufliisung. Zwei Manner kauften ftir 100

solidi Schweine, je 5 Schweine zu 2 solidi. Die Schweine teilteu

sie, verkauften dann wieder 5 ftir 2 solidi und machten dabei ein

gutes Geschaft, wie ging das zu? Sie hatten die 250 Schweine,
ivelche sie gemeinschaftUch besiiBen, in zwei gleiche Herden von

je 125 Schweinen geteilt, so daB der eine alle fetteren, der andere

alle iveniger fetten Schweine vor sich hertrieb. Der erste verkaufte

120 von seiner Herde, indem er 2 fttr einen solidus gab, der zweite

verkaufte gleichfalls 120, indem er 3 fiir einen solidus gab. Tat-

sachlich wurden 5 Schweine fttr 2 solidi hergegeben. Der Erb'i.s des
<D O

ersten betrug 60, der des zweiten 40 solidi, und damit war die Aus-

lage gedeckt, wahrend den Handlern noch 10 Schweine, je 5 von

jeder Wertsorte, ttbrig bUeben. — Die 8. Aufgabe ist eine Brunnen

aufgabe, wie sie so haufig seit Heron uns begegneten.
— Die 23.

und 24, Aufgabe lehren die Flache eines viereckigen und eines drei

eckigen Feldes nach denselben Naherungsregeln messen, deren die

gefaischte Geometrie des Boethius (S. 5-0) und die Vorschrift zur

Juchartausmessung (S, 591) sich bedienen: das Viereck gdt als Pro

dukt der halben Summen einander gegenttberliegender Seiten, das

Dreieck als Produkt der halben Summe zweier Seiten in die Halfte

der dritten Seite. — An die Juchartausmessung erinnert auch die

25. Aufgabe von dem runden Felde, dessen Flache gefunden wird,

indem der Umfang 400 durch 4 geteilt und der Quotient quadriert,

d. h. TT = 4 angenommen wird. — Wir konnten noch recht vielerlei

Aufgaben vergleichen und meistens Dinge erkennen, welche den romi

schen Ursprung ivahrscheinUch machen, Nur drei Aufgaben heben

wir noch hervor. Die 26. Aufgabe ftthrt die "Uberschrift De cursu

') E. Diimmlerin der Zeitschr, f deutsch, Altert, XXIII, 261 flg. (1879).
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cbnks bc fugb lepprks. Nach Vertauschung von Konsonanten mU

ihnen im Alphabete unmUtelbar vorhergehenden Vokalen, wie sie

(S. 803) auch hei Johannes von Sevilla an gewissen SteUen sich als

notivendig erwies, wird daraus De cursu canis ac fuga leporis. Es

ist die allbekannte Aufgabe von dem Hunde, welcher dem Hasen

nachlauft, wahrend der Hase 150 FuB voraus ist, dagegen nur 7 FuB

iveite Sprttnge macht, der Hund aber 9 FuB weit springt. Zum

Zwecke der Auflosung wird 150 halbiert und daraus mit Recht ge

folgert, daB der Hund den Hasen in 75 Sprttngen einholen werde.

— Die 34. Aufgabe lautet wie folgt: Wenn 100 Scheffel unter

ebensoviele Personen verteilt werden, so daB ein Mann 3, eine

Frau 2 und ein Kind
y

Scheff'el erhalt, wieviele Manner, Frauen

und Kinder waren es? Die Antwort ist 11 Manner, 15 Frauen,

74 Kinder. Das ist die erste unbestimmte Aufgabe in lateinischer

Sprache, die uns vorkommt. Es ist dabei bemerkenswert, daB der

Text der Aufgabe die Moglichkeit nicht ganzzahliger Auflosungen

ausschlieBt, daB von den ganzzahligen Auflosungen nur eine ange

geben ist, daB die Art wie dieselbe gefunden worden sei, auch nicht

einmal angedeutet isi
— Noch interessanter ist die 35. Aufgabe.

Ein Sterbender verordnet letztwillig, daB, wenn seine im schwangeren
9

Zustande zurfickgelassene Y''itwe eiuen Sobn gehare, der Sohn —

3 3 1

oder -r, die Witwe :— oder -— ties Vermogens erben soUe; gehare
4 ' 12 4 ^ ' o

7 . -. 5

sie aber eine Tochter, so solle diese die Witwe — des Ver

mogens erben. Das ist dem Inhalte, ivenn auch nicht den bestimmten

Zahlen nach, die in den Pandekten enthaltene Teiluugsfrage, deren

romische Auflosung wir (S. 562) kennen gelernt haben. Der Sammler

der Aufgaben zur Verstandesscharfung hat sich in der vou ihm ge

gebenen Auflosung als einen Mann erwiesen, der in den Sinn letzt-

wiUiger Verfttgungen einzudringen nicht imstande war, als einen

Nachahmer der Romer, der unmoglich selbst Romer gewesen sein

kann. Er lost deshalb auch die Aufgabe so verkehrt, als sie ttber-

haupt aUenfaUs gelost werden kann. Er sagt: Um Mutter und Sohn

zu befriedigen, bedarf es 12 Teile, um Mutter und Tochter zu be

friedigen, gleichfalls, zusammen also 24 Teile. Davon erhalt in

erster Linie der Sohn 9, die Mutter 3, in zweiter Linie die Mutter 5,
die Tochter 7, die Teilung voUzieht sich also in dem Verhaltnisse,

daB die Mutter
'^

Y° = --

,
der Sohn ^

=

^ , die Tochter — der
24 3

'
24 8 ' 24

Hinterlassenschaft zu beanspruchen hat. -—■ Wir haben unsere Aus

wahl mit einer Scherzfrage begonnen, welche durch Rechnung allein
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nicht zu losen ist. Mit der Erwahnung 'ahnUcher Aufgaben wollen

wir schlieBen, nachdem wir die mathematisch interessaiiteren durch-

gesprochen haben. Da dttrfte vor allem die IS. Aufgabe unsere

meisten Leser wie eine Erinnerung- aus der Kinderzeit anheimeln.

Es ist die Aufgabe von dem Wolfe, der Ziege und dem Krautkopfe,
welche in einem Boote, dessen Fahrmann nur einen Reisenden gleich

zeitig befordert, ttber einen FluB gesetzt werden sollen, so daB nie

mals Ziege und Krautkopf oder Ziege und Wolf, also niemals zwei

Feinde allein auf einem Ufer sich befinden sollen, w'ahrend der

Ftthrer mit dem Boote unterwegs ist'). Noch ein zweites Ratsel,
welches mit einigen anderen zusammen unter der besonderen Uber

schrift: „Ratsel zum Lachen" am Schlusse der Handschrift vereinigt

ist, hat bis auf deii heutigen Tag sich erhalten; es bezieht sich auf

die von der Sonne verzehrte Schneefiocke, welche an dem im Winter

blattlosen Baum haftete-).
So bergen die Aufgaben zur Verstandesscharfung mannigfachen

Stoff in sich, der unverwttstliche Lebenskraft in Volkskreisen wie in

halbwegs wissenscheftlichen Schulbttcbern an den Tag gelegt hat.

So befinden sich unter ihnen Aufgaben, welche auch nach rttckwarts

eine verfolgbare Geschichte besitzen, andere, ivelche zu immer emeuten

Versuchen auffordern, die noch nicht gelungene Rttckverfolgung zu

vollziehen. Fragen wir uns, welche mathematische Anfordernngen

die Aufgaben an den, welcher der Losung sich befieiBigte, steUten,

so sehen wir, daB er geometrisch nicht mehr zu wissen brauchte, als

einige wenige dem praktischen Feldmesser gebrauchliche Formeln,

algebraisch nicht mehr als die Behandlung der Gleichungen vom

ersten Grade, daB Wurzelausziehungen nicht vorkommen, sondern

nur die vier einfachen Rechnungsarten und diese fast ausschlieBUch

an ganzen Zahlen.

Aber wie fuhrte jene Zeit, wie ftthrte Alcuin, wenn wir voraus

setzen dttrfen, die Sammlung rtthre von ihm her, die Rechnungen

aus? Wir haben (S. 829—830) bei Beda die gleiche Frage mit dem Zeug

nisse des Nichtwissens abgelehnt, wir sind bei Alcuin bis zu einem

gewissen Grade in derselben Lage, aber nur bis zu emem gewissen

Grade. Zwei Stellen aus Alcuins Schriften ftthren namlich zur Ver

mutung, er habe das Kolumnenrechnen und die Apices gekannt,

welche wir bei GelegenheU der gefalschten Geometrie des Boethius

') Wenn Hagen 1. c. S, 31 und Anmerkung 22 dieses Riitsel ak in den

Anncdes Stadeuses "vorkommeud bezeugt, so ist damit fur dessen Alter gar nichts

gewonnen, da diese Annalen erst um 1240 geschrieben worden sind, *) Vgl,

Max Curtze in einer Rezension unserer Agrimensoren in der Jenaer Literatur

zeitung vom 12, Februar 1876.
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beschrieben haben. Beide SteUen finden sich in Schriftstttcken, welche

wir schon angeftthrt haben, ohne jedoch diese bestimmten Satze und

deren Bedeutung hervortreten zu lassen. Wir haben den Unterrichts-

plan, welchen Egbert an der Yorker Domschule einhalten UeB, aus

einem Gedichte Alcuins, welches zwischen 780 und 796, wahrschein

lich sogar zwischen 780 und 782 entstand^), angegeben. Den 1445.

Vers dieses langatmigen Gedichtes haben wir nachholend hier noch

anzugeben: Egbert lehrte „diversas numeri species variasque figuras",

auseinandergehende Arten der Zahl und deren verschiedene Gestalten.

Wir mochten so ttbersetzen, weil wir entschieden glauben, daB der

Genitiv numeri nicht minder zu variasque figuras als zu diversas

species gehort, und ist diese Meinung richtig, so kannte nicht bloB

Alcuin verschiedene Gestalten der Zahlen, so waren dieselben ein

regelmaBiger Unterrichtsgegen stand in York, mutmaBlich wenn nicht

zuverlassig auch spater in Tours. Was aber konnten jene ver

schiedenen Gestalten der Zahlen sein? Wir sehen nur zwei Mog
Uchkeiten der Erklarung. Entweder sind die Apices genieint, wie sie

in der gefalschten Geometrie des Boethius beschrieben sind, oder und

vieUeicht wahrscheinlicher die Dreiecke, Vierecke, Vielecke der Zahlen,
die man aus der Arithmetik des gleichen Verfassers kannte. Beide

MogUchkeiten sind vorhanden, und eine endgttltige Entscheidung wird

wesentlich von der Auffindung neuen Materials abhangen.
Die zweite Stelle konnte allerdings die Deutung auf die Apices

begttnstigen. Wir haben eines Briefes gedacht, in welchem Alcuin

von arithmetisch-mystischen Erklarungen zu hiblischen Texten Ge

brauch macht. In ehen diesem Briefe heifit es^): „Ebenso sehen wir

die Reihenfolge der Zahlen iu Gelenken, gleichsam gewissen Ein

heiten, durch endliche Gestaltungen zum Unendlichen tvachsen. Denn

die erste Reihenfolge der Zahlen ist von 1 bis zu 10, die zweite von

10 bis zu 100, die dritte von der Hundertzahl bis zur Tausendzahl."

Das ist die alteste bestimmt nachweisbare Anwendung des Wortes

articulus, Gelenk, fttr Zahlen, und zwar fttr Zahlen, welche die Rolle

von Einheiten gleichsam spielen, d. h. etwas anders ausgesprochen
runde Zahlen sind. Das ist zugleich die Hervorhebung der drei

Hauptordnungeu, in welche die Zahlen von 1 bis 1000 zerfallen, oder

wieder etwas anders ausgesprochen der romischen Triaden. Beide

') Uber die Datierung vgl. Wattenbach in den Monumenta Aleuiniana

S. 80. ^) Monumenta Alcui-niana
, Epist. 259, pag. 820. Item progressionem

numerorum articulis, quasi quibusdam unitatibus, ad infinita cresce-re per quasdam
finitas formas videmus. Nam prima progressio numerorum- est ab uno usque ad

decem. Secunda a decem -usque ad centum. Tertia a centenario numero usque
ad inillenarium.
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Kenntnisse .sind dadurch bis vor das Todesjahr Alcuins 804, in

welchem allerspatestens jener Brief geschrieben ist, hinaufgerttckt,
und es entstiinde wenigstens die Frage, ob da.s Wort articulus fttr

alter als die Apices zu halten ist?

Sei dem, wie da woUe, Eines konnen wir fortfahrend feststellen:

eine Stetigkeit der Lehren, welche von dem Kloster St. Martin bei

Tours ausgingen und an bestimmte PersonUchkeiten als Trilger der

selben sich anknttpften. Sehen wir, auf welche Weise dieselben nach

Deutschland gelangten. In der Mitte des VIIL S. war in Fnlda ein

Kloster, begleitet van einer Klosterschule entstanden. Ratgar, der

dritte Abt dieses Klosters 802—814 schickte, um die Schule auf die

Hohe der Zeit zu bringen, drei junge Monche nach St. Martin bei

Tours, daB sie dort Alcuins Unterricht genossen und so zu voll

endeten Lehrern wttrden. Einer dieser jungen jedenfalls unter den

begabtesten KlosterzogUngen ausgesuchten Manner ivar Hrahanns

Maurus'), der erste Lehrer Deutschlands, primus praeceptor Ger-

maniae, wie er genannt worden ist. Die Yerdienste desselben um

die deutsche Sprache, welche er zu einem lateinisch-deutschen Bibel-

glossar anwandte, wie die meisten seiner zahlreichen Schriften liegen
weit auBerhalb des Bereiches unserer Untersuchungeu. Wir wttrden

uns nur mit den Schriften ttber die sieben freien Kttnste zu be

schaftigen haben, welche er in mindestens ebensovielen Teilen be

handelt hat, ivenn dieselben uns erhalten waren. Leider ist dieses

nicht der Fall. Die Arithmetik, die Musik, die Geometrie sind ver

loren gegangen, Statt einer eigentlichen Astronomie ist ein in Ge

sprachsform gehaltener Computus auf uns gekommen-), wekher, wie

zahUeiche Stellen beweisen^), im Jahre 82(1 verfaBt ist. Dieser

Computus ist ziemlich genau nach Bedas chronologischen Arbeiten

gebddet und enthalt kaum etwas fttr die Geschichte der Mathematik

Wissenswertes, so daB man ihn wohl in negativer Weise verwertet

hat, um zu schlieBen, ein x4,bacus und dergleichen konnten damals

nicht Lehrgegenstande gewesen sein, weil auch gar nicht davon die

Rede sei. Wir ttberlassen es unseren Lesem, wieviel Gewicht sie

auf das Nichtvorhandensein einer Beschreibung in einer Schrift legen

woUen, welche in innigem Zusammenhange mit anderen Schriften

stand, die samtlich verloren gegangen sind. Zu einer Bemerkung

notigt uns die Unpartedichkeit. In einem Kapitel des Computus

des Hrabanus erscheinen in auftallendem Zusammenhange die Worter

') Werner, Alcuin S, 101— 109, Dummler, Hrabanusstudien in den

Sitzungsberichten der Berliner Akademie 1898, S, 24 flgg, ^ Abgedruckt in

Baluze, Miscellanea I, 1—92, Paris 1678, ') Ebenda pag. 43, 51 und hilufigrr.
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digitus und articulus'). Sie betreffen nicht, wie man zunachst ver

muten konnte. Finger- und Gelenkzahlen, sondern eine eigenttimUche
Gedachtnishilfe an den Knocheln der Hand. Von alteren Schriften

sind bei Hrabanus genannt: die Arithmetik des Boethius^), die

Origines des Isidorus^), die Osterrechnung des Anatolius^). Zwei

Jahre, nachdem Hrabanus seinen Computus verfaBt hatte, wurde

er zum Able seines Klosters gewahlt und stand ihm 20 Jahre hin

durch bis S42 mit wirksamem Eifer vor. Dann zog er sich in ein

stilleres Leben zurtick, welches er jedoch 847 wieder aufgeben muBte,

um Erzbischof von Mainz zu werden. Als solcher starb er 856.

Manner der Fuldaer Schule trugen ihrerseits die Wissenschaft

weiter, welche Hrabanus Maurus und seine Genossen aus Tours mit

gebracht hatten. Walafried Strabo, 806 in AUemanien geboren,
wurde 842 Abt zu Reichenau. Aus den Schriften dieses 849 ver

storbenen Mamies und anderen gleichzeitigen Werken ist 1857 durch

Pater Martin Marty in Einsiedeln eine Abhandlung „Wie man vor

1000 Jahren lehrte und lernte" zusammengesteUt worden, worin die

Stelle vorkommt: „Iin Sommer 822 begann ich unter Tattos Leitung
das Studium der Arithmetik. Zuerst erkiarte er uns die Bticher des

Konsuls Manlius Boethius tiber die verschiedenen Arten und Eintei

lungen, sowie tiber die Bedeutung der Zahlen; dann lernten wir das

Rechnen mit den Fingern und den Gebrauch des Abacus nach den

Bttchern, welche Beda und Boethius dartiber gesctrieben haben."

Leider stammt diese Erzahlung nicht aus einem wirkUch vorhandenen

Tagebuch, sondem wurde vom Verfasser als seinen personUchen ge

schichtlichen Ansichten entsprechend Strabo in den Mund gelegt^),
so daB man eiue Beweiskraftigkeit dieser, wenn auf Angaben aus

dem IX. S. gesttitzten, unwiderlegbaren Erzahlung nicht zu behaupten

vermag.

Ein anderer Schtiler Hrabans war Heiric von Auxerre, der selbst

wieder in Remigius von Auxerre^) seinen Nachfolger sich heran

bildete. Schon vorher hatte Remigius in dem Kloster Ferrieres den

Unterricht von Servatus Lupus, einem Zoglinge des Klosters St. Martin

bei Tours, genossen und so aus doppelter Vermittlung die wissen

schaftlichen Anregungen Alcuins in sich aufgenommen. Remigius
muB daher, wenn einer, als mittelbarer Schuler Alcuins gelten, und

er selbst trat nach 877 an die Spitze einer Schule, deren spatere

') Abgedruckt in Baluze, Miscellanea I, pag. 70— 71. De reditu et com

puto articidari utrarumque epadarum solis et lunae. '-) Ebenda pag. 7.

") Ebenda pag. 8. ') Ebenda pag. 33. °) Vgl. einen Brief von P. Marty
an H. Suter in Zeitschr. Math. Phys. XXIX. Histor.-literar. Abtlg. <*) Werner,
Alcuin S. 110.
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groBe Bedeutung uns notigt, ihres Stifters zu gedenken. Es war

eine Schule zu Paris, und zwar eine Schule, die nur als solche, nicht

in Verbindung mit einem Kloster eingerichtet wurde. Aus ibr ent

wickelte sich spater die Pariser Universitat. Aber vor seiner

Pariser Lehrtatigkeit machte sich Remigius um das Schulwesen einer

Stadt verdient, welche uns im nachsten Kapitel von Y'ichtigkeit sein

wird, um das Schulwesen von Rheim,s, wohin er durch den Erzbischof

Fulco berufen worden war. Remigius starb 908,

Ftihrten diese Manner die Lehren und das Lehrverfahren der

Schule von St. Martin bei Tours in ostUcher und nordlicher Rich

tung weiter, freilich ohne daB ihre Bemtihungen von gianzendem

Erfolge begleitet gewesen waren, indem vielmehr von der Mitte des

IX. S. an die Zahl derer, ivelche realen Lehrgegenstanden sich zu

wandten, mehr und mehr wieder abnahm, zuletzt aus einzelnen Per

sonlichkeiten nur bestehend, so kntipft sich an einen anderen Zog

ling derselben Mutteranstalt eine .siidlich gewandte Fortleitung, an

Odo von Cliiny'). Ein Edelmann, der am Hofe Wilhelms des

Starken des Herzogs von Aquitanien lebte, hatte lange kinderlos

seine Nachkommenschaft, wenn ihm solche wtirde, dem Dienste des

heiligen Martin zugelobt, und so war ttber die Bestimmung des

jungen Odo schon verfttgt, als er um 879 geboren wurde. Im KJnahen-

alter in das Kloster St. Martin aufgenommen, genoB er den Unter

richt des Scholastikus, d. i. des Stiftslehrers Odalric. Nicht ganz im

Einklang mit seinen Lehrern, welche ihn I'anger bei weltlichen Lehr

gegenstanden festhalten wollten als es ihm behagte, verlieB er Tours

und begab sich zu Remigius nach Paris. Nach einiger Zeit kehrte

er nach Tours zurttck, wo aber das zttgellose Leben, welches unter

den dortigen Monchen eingerissen war, ihn mit Widerwillen erfttUte.

Nun zog er sich in die Zisterzienser-Abtei Baume zurttck, welche

mit verschiedenen anderen Klostern im engsten Zusammenhange

stand, und wurde 927, als der gemeinsame Abt Bemo dieser Kloster

starb, auf die letztivUUge Verordnung des Verstorbenen hin zum

Able von Cluny gewahlt. Mit eiserner Strenge ftthrte er dort die

Herrschaft, so daB sein Kloster und die damit verbundene Schule

bald allgemein als Musteranstalten an Zucht und Ordnung galten, und

er selbst bald da bald dorthin gerufen wurde, um gleiche Reformen

einzuftthren (wie z. B. nach dem am Anfange des X, S. in der Anvergne

gegrttndeten Kloster AuriUac, dessen dritter Abt er war, wie 937

nach dem Mutterkloster des Ordens auf Monte Casino), oder um

mannigfache StreUigkeiten zu schUchten. Odo starb 942 oder 943.

1) Math. Beitr. Kulturl, S, 292—302. Werner, Alcuin S. 112— 114,
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Ein wahrscheinUch dem XII. S. angehorender unter dem Namen des

Anonymus vou Melk bekannter Schriftsteller, welcher in 117 Kapiteln

in ttberaus trockenem aber dadurch nur um so vertrauenswerterem

Tone einzelne Monche nennt uud deren Werke angibt, hat im

75. Kapitel zwei Schriften Odos gertthmt 'j: ein Werk fiber die Be

schaftigungen von hochster Trefflichkeit und ein ziemlich brauchbares

Zwiegesprach ttber die Kunst der Musik. Als Datum jener Schrift

gilt 926, also die Zeit, welche der Erwahlung Odos zum Able vor

anging, was die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit der Angabe nur

erhoht. Viele mittelalterliche Abhandlungen ttber Musik haben hand

schriftlich sich erhalten, nicht gerade wenige davon sind auch ge

druckt, und daunter sind mehrere, welche Odo von Cluny als Ver

fasser beigelegt werden. Eine solche Abhandlung, in verschiedenen

Abschriften erhalten, entspricht der von dem Amonymus von Melk

gegebenen Beschreibung insofern, als sie aUein von alien in Gesprachs
form abgefaBt und wirkUch „ziemlich brauchbar" ist. Eine Hand

schrift dieser musikalischen Abhandlung stammt aus dem XIII. S.

und gehort der Wiener BibUothek an.

In demselben Bande, in welchem das Gesprach ttber Musik znm

Abdrucke kam^), ist auch eine andere Schrift nach demselben dem

XHI. S. entstammenden Wiener Kodex 2503, welcher jenes Gesprach
ttber Musik enthalt, veroffentlicht. Diese andere Schrift ftthrt den

Titel: „Regeln des Abacus von dem Herrn Oddo" und wttrde, wenn

sie wirklich mit Recht Odo von Cluny beigelegt werden dttrfte^),
von ungemeiner geschichtlicher Bedeutung sein. Leider ist eine Ge

wiBheit dafttr so wenig vorhanden, daB die meisten Geschichts

forscher weit mehr der Auffassung sich zuneigen, die Regeln des

Abacus seien nicht so gar lange vor Entstehung ihrer Niederschrift

aus dem XIIL S. von irgend einem anderen spateren Oddo oder Odo

nicht vor dem XI. oder XII. S. zusammengesteUt, eine Meinung, fttr
welche man aUenfaUs auch auf den Umstand sich beziehen konnte,
daB Odo von Cluny, wie wir oben sahen, bei seinem eigenen Bildungs-
gange dem Verweilen bei abnUchen Dingen sich widerwiUig zeigte.

') Dtalogum satis utilem de 3Iusica arte composuit. Scripsit piraderea librum

praestantissimum monachisque -utilissimum
, librum videlicet Occupat-ionum. Als

Randzahl steht daneben 926, '-) Scriptores eeclesiadid de musica herausgegeben
durch Abt Martin Gerbert von St. Blasien. St. Blasien 1784, I, 252— 264

der Dialog iiber Musik, ibid, 296-302 Begiilae Domini Oddonis super abaeum.
Ambr. Sturm in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge III, 139 (1902). =) Th.
H, Martin, Originc de notre systhne de -numd-ation ecrite in der Bevue archeo-

logique vou 1856, S, 33 des Sonderabzuges hat wohl zuerst diese Autorschaft ver
treten, eine Ansicht, der vfir uns iu den Math, Beitr. Kulturl. anschlossen.
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Ohne diese Grttnde als zwingend anzuerkennen, da man gar oft als

Schttler andere Ansichten von dem zu Erlernenden oder zu Vernach-

Jassigenden hat als spttter als Lehrer, kijnnen wir doch ebenso ivenig
eine unbedingte Widerlegung fuhren. Wir woUen daher diese Regeln
erst im 40, Kapitel unter dem XII. S. naher beschreiben.

Wir wenden uns gegenwartig zu einer Schrift, welche gesicher-
terer Entstehung eine Anzahl von Jahren vor 985 geschrieben ist

und von Abbo von Fleury heiTtthrf). Abbo ist in Orleans ge

boren, hat an den uns bekannten Schulen von Paris und Rheims,
zuletzt in seiner Vaterstadt Orleans studiert, und trat darauf in das

Benediktinerkloster Fleury ein. Nachdem er ihm eine Anzahl von

Jahren angehort hatte, trat er eine zweijahrige Reise nach England
an, und von dort zurttckgekehrt wurde er Abt seines Klosters. Als

solcher scheint er zu GewaltmaBregeln, die sein leicht aufbrausender

Zorn ihm eingab, geneigt gewesen zu sein, und er starb wirklich

eines gewaltsamen Todes auf einer Reise, wie die einen sagen auf

Anstiften eines seiner Monche ermordet, wie die anderen sagen in

einem auf dem Wege entstandenen Raufhandel. Sein Todesjahr war

1003 oder 1004. Auch die Angaben ttber die Reise nach England

wechseln von den Jahren 960—962 bis zu den Jahren 985—987.

In England hat Abbo grammatische Untersuchungen angestellt, welche

er als Quaestiones grammaticales niederschrieb. Unter die gramma-

tischen Untersuchungen gerieten auch Betrachtungen ttber die ge

heimnisvoUe Bedeutung der einzelnen Zahlen, welche aber Abbo

ziemUch kurz abtut, weil er, wie er sagt, ausftthrlieh darttber in

einem Bttchlein gehandelt habe, welches er einst durch die Bitten

seiner Klosterbrttder bezwungen zu dem Rechenbuche des Victorius

ttber Zahl, MaB und Geivicht herausgegeben habe'). Da nun ein

Kommeutar zu dem Rechenknechte des Victorius (S. 531) sich anf-

gefunden hat, welcher zwar nameulos ist, aber in den ersten Eiii-

leitungszeilen genau dieselbe Redewendung von den notigenden
Bitten der Klosterbrttder, dieselbe Inhaltsangabe ttber Zahl, MaB

und Geivichte aufweist, welcher Zahlenmystik bis zum Uberdrusse

breitschlagt, welcher handschriftlich nicht spater als im XI. S. ent

standen sein kann, welcher aber auch nicht frtther als in karolin-

gischer Zeit verfaBt sein kann, weil darin von dem Grammatiker

Virgd von Toulouse und von der erst unter Pipin eingeftthrten Ein-

') Christ, Deber das Argumentum cidculmidi des Victorius und dessen

Commentar (Sitzungsberichte der k. bair, Akademie der Wissenschaften zu

Miinchen, 1863, I, 100—152), Uber Abbos Personlichkeit S. 118, ^) In libel-

lulo quem prceibus fratrum coadus de numero mcnsura et pondere olim cdidi

suqjcr caleidum ridorii.



846 38, Kapitel.

tedung des SoUdus in 12 Denare die Rede ist, so hat man aus

alien diesen scharfsinnig entdeckten Merkmalen die Folgerung ge

zogen, daB man es nur mit dem Kommentare des Abbo von Fleury
zu tun haben konne, von welchem dieser spatestens 987 sagte, daB

er ihn einst, olim, also gewiB ziemlich viele Jahre frtther verfaBt

habe. Man konnte mit einigen Erwartungen an diesen Kommentar

eines Mannes herantreten, welchen ein Zeitgenosse, Pulbert von

Chartres, den hochbertihmten Lehrer des ganzen Frankenlandes

genannt hat'), und welcher in den einleitenden Worten sich seiner

Eigenschaft als Rechenlehrer gewissermaBen rtilimt. Seit seiner

frtthesten Jugend beklage er, daB die Kenntnis der freien Kttnste

schwinde und kaum noch auf wenige sich beschranke, die habstichtig
ihrem Wissen einen Preis steUen. Daraus, nicht aus Stolz noch aus

Neid moge man es ableiten, wenn er auf die Gemtiter der weniger
Unterrichteten durch Rechenuuterricht wirke^). Abbo nennt an ver

schiedenen Stellen die alteren Schriftsteller, deren Werke ihm ge

dient haben. Martianus CapeUa und Boethius werden des ofteren

angeftihrt, neben ihnen Chalkidius und Macrobius. Er war mit

Schriften des Priscian bekannt, in welchen von den Zahlen die Rede

ist, mit Isidorus und Beda, wohl auch noch mit anderen QueUen, die

uns nicht mehr erhalten sind. Leider sind nur einzelne SteUen des

umfassenden Kommentars abgedruckt, und in diesen ist die Ausbeute

keineswegs den Erwartungen entsprechend. Man kann aUeufalls

einen Abschnitt tiber Zahlenbezeichnung an und mit den Fingern

erwahnen, in welchem der sprachliche Ausdruck reiner sei als bei

Beda, von welchem tiberdies einzelne Abweichungen stattfinden; es

scheine, dafi Abbo hier eine altere QueUe ausschrieb^). Was das

Rechnen mit ganzen Zahlen betrifft, so hat Abbo dem Multiplizieren,
aber nicht dem Dividieren seine Aufmerksamkeit zugewandt. Er lehrf)
an einem gezeichneten Abacus mit senkrechten Kolumnen, daB Zehner

mit Zehnern vervielfacht Hunderter geben, deren eigene Gelenkzahlen

(artifuli) dann Tausender sind. Er lehrt tabellarisch geordnete Yiel

fache von 7, von 59 kennen, WU erfahren ferner, dafi das Hersagen
des Einmaleins in Wortern der Vulgarsprache untermengt mit

deutschen Klaugen —

z. B. cean, wohl fur zehn — noch immer

in den Schulen stattfand^), eine an sich ganz wissenswttrdige Be

merkung, welche aber fttr die Frage, die wir schon iviederholt ge-

') Summae philosophiae Abbas et omni divina et saeculari auctoritate totius

Franeiae magister famosissimus. '-') Christ 1. c. S. 121, ') Ebenda S. 125—126,

■') Vgl. einige Bruchstucke aus Abbos Kommentar, welche von Bubnov, Gerberti

Opera mathematica (Berlin 1899) pag. 199—204 zum Abdruck gebracht sind.

") Christ I. c. S. 108—109.
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stellt haben, ohne sie jemals sicher beantworten zu konnen, fttr die

Frage, wie die Klosterschule jener Zeit mit ganzen Zahlen rechnen

lehrte, kaum einen Beitrag zu einer Beantwortung liefert. Das Ein

maleins war stets und ist zu einem bequemen Rechnen notwendig, es

ist seit den Griechen immer dabei benutzt worden, aber es ist nicht

das Rechnen selbst. Es gibt uns nicht einmal Auskunft darttber, wie

man Zahlen vervielfachte, deren eine mindestens groBer als 10 ist,

geschweige denn, daB es vou den anderen Rechnungsverfahren uns

unterrichte.

Uber dieses Rechnen mit ganzen Zahlen erhalten wir erst Aus

kunft, wenn wir zu einem Schriftsteller uns ivenden, der viel be

sprochen einen geistigen Mittelpunkt seiner Zeit gebildet hat, und

der unsere ganze Aufmerksamkeit nunmehr in Anspruch nehmen

soU: Gerbert.

39. Kapitel.

Glerbert.

So interessant das Leben Gerberts ist^), werden wir uns mit

einem nur sehr kurzen tTberblicke ttber dasselbe begnttgen mttssen,(DO 7

und wttrden noch kttrzer uns fassen, wenn seine Leistungen nicht

zum Ted nur dann verstandlich waren, wenn man die Kenntnis der

Verhaltnisse, unter welchen sie entstanden sind, besitzt. Gerbert

muB in der ersten Halfte des X. S. wahrscheinlich von armen Eltern

in der Anvergne unweit des Klosters AuriUac geboren sein. Dort

ivuchs er dann auf, erzogen durch den Scholastikus Raimund, der

selbst ein Schttler Odos von Cluny war, und durch den nachmaligen
Abt Gerald. Etwa 967 verlieB Gerbert das Kloster mit Einwilligung
seiner Obern, um den Grafen Borel vou Barcelona, den eine jiolitische
Reise an dem Kloster vorbeigeftthrt hatte, in seine Heimat zu be

gleiten, und dort in der spanischen Mark gewann er sich in Hatto,
dem Bischof von Vich, einen vaterlichen Freund, bei welchem er

weitere Studien machte, sich auch in der Mathematik vielfach mit

Nutzen beschaftigte ^).

1) Math. Beitr. Kulturl. Kapitel XXI und XXH, S, 303— 329, Olleris,

Oeiivres de Gerbert^ Clermont-Fd. et Paris 1867. XVII— CCV. Karl Werner,

Gerbert von Aurillac, die Kirche und Wissenschaft seiner Zeit. Wien 1878,

Nicol. Bubnov, Gerberti Opera mathematica. Berlin 1899. *) Richerus,

Histor. Ill, 43 {Monument. German. Script. Ill, 617) HaUoni episcopo instru-

endiim commisd. Apud cpiem etiam in mathesi plurimum et effieaciter studuit.
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Das ist alles, was wir ttber den Unterrichtsgang Gerberis aus

dem Munde seines Sehttlers Richerus wissen, der, so wenig zuver

lassig er als Geschichtsschreiber im aUgemeinen sich erweist, doch

in dieser Beziehung unser Vertrauen verdient, da er seinen Lelirer

aufs hochste verehrend lieber zu viel als zu wenig gesagt haben

wttrde, wenn er mehr gewuBt hatte. Er hatte uns z. B. nicht

verschwiegen, wenn Gerbert sich bei Hatto Kenntnisse in der

arabischen Sprache erworben hatte, wenn er die Gefahren nicht

scheuend, welche den Christen in den arabischen Stadten bedrohten

und gerade damals unter den glaubenseifrigsten Emiren unvermeid-

liche und unttbersteigliche Hindernisse bildeten (S. 793), unter die

Gelehrten jenes Volkes sich gemischt hatte, um deren Wissen sich

anzueignen.
So zerfallt von selbst die Notiz, welche eineii Zeitgenossen

Gerberts, den Chronisten Adhemar von Chabanois, zum Verfasser

hat. Dieser erzahlt namlich: „Gerbert war aus Aquitanien von niederer

Geburt. Er war seit seiner Kindheit Mitglied des Klosters des heiligen
Geraldus von AuriUac. Er durchwanderte der Weisheit wegen erst

Frankreich, dann Cordova. Er wurde dem Konig Hugo bekannt und

mit dem Bistume Rheims beschenkt. Dann lernte Kaiser Otto ihn

kennen, ivorauf er das Bistum Rheims verlieB und Erzbischof von

Ravenna wurde. Als spater Papst Gregor, der Bruder des Kaisers,
starb, wurde derselbe Gerbert scheinbar seiner Weisheit wegen vom

Kaiser zum romischen Papste erhoht. Da veranderte er seinen Namen

und hieB seit der Zeit Sylvester'"'). In dieser fast mehr als kurzen

Lebensgeschichte ist Y^ahres und Falsches in buntem Wechsel ge

mengt, und falsch ist off'enbar die Durchwanderung von Cordova,
welche zu der Frankreichs in Gegensatz gestellt ist. Man hat eine

Erklarung dazu darin gefunden^), daB fttr Adhemar, der, ahnlich wie

es auch bei Richer der FaU ist, in Frankreich ertraglich, auBerhalb

Frankreich ganz und gar nicht Bescheid wuBte, Cordova das ge
samte Land jenseits der Pyrenaen bezeichnete, die spanische Mark

mit eingeschlossen, in welcher Gerbert tatsachlich seinen AufenthaU

nahm, so daB also ein eigentlicher Widerspruch gegen das von Richer

uns wahrheitsgetreu Bezeugte nicht vorhanden sei.

Wohl Uegt dagegen ein ausdrttcklicher Widerspruch gegen die

Beschrankung des Aufenthaltes Gerberts auf die spanische Mark in

den Worten eines anderen Chronisten: Gerbert habe mit Bestimmt

heit den Abacus den Sarazeneu geraubt und die Regeln gegeben.

'; Monument. German. VI, 130, ^) Budinger, Ueber Gerberts wissen

schaftUche und politische Stellung, Marburg 1851, S, 8.
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welche von den schwitzenden Abacisten kaum verstanden werden').
AUein dieser Berichterstatter ist aus mancherlei Grttnden zu verwerfen.

Wilhelm von Malmesbnry lebte als englischer Chronist aus der Mitte

des XII. S. nach Zeit und Ort in einer Umgebung, in welcher durch

die "Ubersetzungen arabischer SchriftsteUer z. B. des Rechenbuchs

des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi die Vermutung nahe creleo-f

wurde, ein irgendwie vereinfachtes Rechnen konne nirgend anders

als bei den Arabern entstanden sein. Ferner ist seine Glaubwttrdig-

keit, soweit es um Gerbert sich handelt, eine so geringe als nur

irgend mogUch. Er verbramt die Geschichte von dem Raube des

Abacus mit den tollsten Zaubermarchen, die deshalb nicbt ivahrer

sind, weil sie spater da und dort Glauben fanden^). Er verwechselt

mitunter sogar Gerbert mit Papst Johann XV. Kurz er ist alles eher

als ein zuveriassiger Zeuge, wo er allein und gar in Widersprnch zu

den zahlreichsten sonstigen Erwagungen aussagt.
Um 970 begieitete Gerbert den Bischof Hatto und den Grafen

Borel nach Rom, wo er durch den Papst Johann XIIL dem deutschen

Konige Otto I. vorgestellt ivurde, und auf dessen Wunsch ihn als

Lehrer irgendwo anzustellen erwiderte, er wisse zu diesem Zwecke in

der Mathematik zwar genug, aber nicht in der Dialektik. Um darin

sich weiter auszubilden ging nun Gerbert mit Ottos Einwilligung
nach Rheims, wo er vermutlich zehn Jahre, von 972 bis 982, ver

weilte und eine anfangs gemischte SteUung einnahm, welche bald

vollstandig in die eines Stiftslehrers ttberging. Zu den Mannern,
welche ihn damals in der Dialektik, vielleicht auch noch in der

Grammatik unterrichteten, welchen er aber dafttr schon mathematischen

Unterricht erteUte, gehorte nach aller Wahrscheinlichkeit Constan

tinus, der von einem spateren Aufenthaltsorte den Namen Constan

tinus von Fleury erhalten hat.

Wir sind wieder durch Richerus in die Lage versetzt, den Lehr-

plan genau schildem zu konnen, welchen Gerbert als Scholasticus

in Rheims einzuhalten pflegte-'). Zuerst wurden die Schtiler an

phdosophische Auffassung gewohnt. Die Hilfsmittel ivaren gi-iechische
Werke in lateinischer Ubersetzung, zumeist in der des Konsul

Manlius, d. h. des Boethius. Darauf folgte die Rhetorik verbunden

mit dem Lesen lateinischer Dichter, und nach ihr eigentlich dialek

tische "Ubungen, die unter der Leitung eines besonders dazu an-

gesteUten Lehrers stattfanden. Yon dieser AbteUung der Unterrichts-

') Abaeum certe u Saracenis rapiens regulas dedit quae a sudantibus aba-

cistis vix intclliguntur. -) Doellinger, Papstfabeln des Mittelalters, Miinchen

1863. '->) Richerus, Histor. HI, 46—54. Das letzte dieser Kapitel handelt

vom Abacus yMonument. Girman. Script. IH, 618).

Oahtoe, Gesciiichte der Mathematik I. 8, Aufl, 54



850 39. Kapitel.

gegenstande unterscheidet Richerus alsdann ganz besonders die

mathematischen Facher, auf welche Gerbert viele Mtthe verwandte.

Er begann mit der Arithmetik als dem ersten Teile, UeB darauf

die Lehre vom Monochorde und die ganze Musik folgen, ein fttr

Frankreich fast ganz neues Kapitel der Wissenschaften, und lehrte

alsdann die Astronomie, deren schwer verstandlichen Inhalt er durch

mancherlei Yorrichtungen zu erlautern wuBte. Richerus nennt die

wichtigsten astronomischen Apparate, deren Gerbert sich bediente.

Sie weisen ebenso wie das beim Unterrichte in der Musik gebrauchte

Monochord ausschlieBlich auf griechisch-romische Quellen hin').
Die dem mathematischen Unterricht von Gerbert zugrunde gelegten
Bttcher nennt Richerus nicht.

Sollen wir daraus den SchluB ziehen, es seien ttberhaupt Bttcher

dabei nicht benutzt worden? Es will fast so scheinen. Wenigstens
wird sonst einigermaBen unbegreiflich, wie in spaterer Zeit jener

Constantinus, den wir eben genannt haben, an Gerbert die Bitte um

schriftliche Mitteilung des frtther Gelehrten richten konnte. Damit

ist freilich keineswegs ausgeschlossen, daB Gerbert selbst, als Lehrer,
sich an schon vorhandene Schriften anlehnte, Schriften jedenfalls

griechisch-romischen Ursprunges gleich den Kenntnissen, welche ihren

Inhalt bildeten. Wir mttssen annehmen, es sei die Arithmetik des

Boethius darunter gewesen, nicht aber die ttbrigen Schriften des

gleichen Verfassers, sondeim nur Auszttge und Bearbeitungeu derselben

von uns freilich nicht naher bekannten Personlichkeiten. DieseMeinung
wird wesentUch untersttitzt in ihrem negativen Teile durch den Um

stand, daB Gerbert, wie wir noch sehen werden, erst viel spater mit

der Astronomie und vielleicht mit der Geometrie des Boethius be

kannt wurde, in ihrem positiven Teile durch das letzte Kapitel von

Richers Erzahlung, in welchem von der Geometrie nnd von dem

Rechenunterrichte die Rede ist.

„Bei der Geometrie wurde nicht geringere Mtthe auf den Unter

richt verwandt. Zur Einleitung in dieselbe UeB Gerbert durch einen

Schildmacher einen Abacus, d. h. eine durch ihre Abmessungen ge

eignete Tafel anfertigen. Die langere Seite war in 27 Teile ab-

getedt, und darauf ordnete er Zeichen, 9 an der Zahl, die jede Zahl

darstellen konnten. Ihnen ahnlich UeB er 1000 Charaktere von Horn

bilden, welche abwechselnd auf den 27 Abteilungen des Abacus die

Multiplikation oder Division irgendwelcher Zahlen darstellen soUten,
mdem mit deren HiUe die Division oder Multiplikation so kompen-
dios vonstatten ging, daB sie bei der groBen Menge von Beispielen

') Budinger I. o, S. 38—42.
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viel leichter verstanden als durch Worte gezeigt werden konnte. Wer

die Kenntnis davon sich voUstandig erwerben wiU, der lese das Buch,
welches Gerbert an C. den Grammatiker schrieb. Dort findet er es

zur Genttge und darttber hinaus beschrieben."

Fragen wir uns sogieich, bevor wir iveitergehen, ob diese SteUe

in Einklang zu bringen ware mit der Annahme, Wilhelm von Malmes

bnry hatte mit seiner allein dastehenden Behauptung von dem ara

bischen Ursprunge des Abacus doch recht. Wir mttssen mit ent-

schiedenstem Nein antworten. Das Rechnen als Ted der Geometrie

ist nicht arabisch, Kolumnen sind, wenigstens in der zweiten Halfte

des X, S. soweit wir irgend wissen, nicht arabisch. Der Gebrauch

von nur neunerlei Zeichen, also ohne die Null, ist nicht arabisch.

Das alles stimmt aber voUkommen zur Geometrie des Boethius, wenn

dieselbe echt ware, stimmt also auch vermutlich selbst in der Zu

gehorigkeit des Rechnens zur Geometrie mit romischen Traditionen,
die sich in den Klostern erhalten hatten, und deren der Falscher der

Geometrie des Boethius sich nachmals bediente, um seiner unzweifelhaft

geschickt angelegten Falschung den Schein der Y'ahrheit zu verleihen.

LaBt sich doch eine ahnUche Tradition gerade in der Zeit, um

welche es sich gegenwartig handelt, auch an einem ganz anderen

Orte nachweisen, wo Gerbert nicht lebte, ivohin seine Lehre, die

Lehre eines damals noch unbekannten einfiuBlosen Monches, so rasch

unmoglich gedrungen sein kann. Ein Monch mit Namen Walther')
ist gerade damals in Speier aufgewachsen, von wo er den Beinamen

Walther von Speier erhielt. Er schrieb dann dort als Subdiakonus,
und zwar im Jahre 983, ein umfangreiches Gedicht ttber das Leben

des heiligen Christoph^). Im ersten Gesange schddert er den Studien-

gang, welchen er selbst durchgemacht hatte. Die Einrichtung des

selben geht auf Bischof Baldrich zurttck, der 970—987 dem Bistume

vorstand und, von St. Gallen dahingekommen, die Unterrichtsweise

seines frttheren Aufenthaltes mitbrachte. Was also Y^alther von

Speier 983 schildert, ist nichts anderes als die Art und Weise, in

welcher vor 970, mithin zu einer Zeit, wahrend ivelcher Gerbert

noch in der spanischen Mark sich aufhielt, in Sk Gallen

unterrichtet wurde. Von dort gilt also folgendes:

Et postquam- planas limabant rite figuras

Intervallorum mensuris et spatiorum

Ordine com-positis, cubicas effingere formas

Nituntur, mediumque vident ineurrere triplum.

') Wattenbach, Deutschlands Geschichtsquellen im Mittelalter (4. Aus

gabe 1877) I, 263, *) Abgedruckt in Bernh, Fez, Thesaurus Anecdot. II, 3,

pao-, 29—122. I»ie fiir uns wichtige Stelle pag. 42.

54--'
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CoUatum primi distantia colligat una,

Alterius numeros propiortio continet aequo,

Bespuit haec umbo mediatrix clausa sub imo.

Ordinibus Mathesis ejaudebat rite paratis,

Haec missura tibi solatia, clare Boe'ti.

Inde Abaci metas defert Geometrica mints,

Cumque charaetcribus iniens certamina lusus

Ocyus oppositum redigens corpus numerorum

In digitos propere disperserat articulosque.

Inde superficies ponens ex ordine plures

Trigona tetragonis eoniunxit pentagonisque,

Strenua Pyramidum speciem dudura sub alium.

Tum laterum ini-ras erexit ut ipsa figuras,

Arripiens radium semetretas fecit agrorum,

Quos quodeem rcfluus confudit tempore Ndus!

Tradidit et varias in sedo pulvere metas.

Die ganze Stelle bezieht sich, wie wir um jedes MiBverstandnis

auszuschUeBen von vornherein bemerken, auf das Zahlenkampf ge

nannte Spiel, welches Boetbius im Gefangnisse zu seinem Troste er

dacht habe (S. 580). Aber wichtiger als der wesentliche Inhalt der

SteUe sind die fttr den Verfasser nebensachlichen fttr uns das Haupt-

augenmerk bildenden Anspielungen. Y^ir erlauben uns, die in ent-

setzlichem Latein verfaBte dem schwttlstigen Stile des Martianus

CapeUa augenscheinUch nachgebildete Schilderung zunachst zu ttber

setzen: „Nachdem sie die ebenen Figuren regelrecht genau auszuftthren

verstanden mit nach der Ordnung zusammengesetzten MaBen der

Zwischenraume und der Strecken, bestreben sie sich kubische Ge

staltungen zu bilden, und sie sehen, daB dieselben auf ein di-eifaches

Mittel hinauslaufen. Eine und dieselbe Entfernung verbindet das,

was durch das erste Mittel zusammengebracht ist; gleiches Verhaltnis

halt die Zahlen des zweiten zusammen; diese beiden Dinge verwirft

die Mittlerin, welche unter dem letzten verschlossen ist. An regel
recht bereiteten Ordnungen erfreute sich die Mathematik, Dir, he

rtthmter Boethius, diesen Trost zuschickend. Hierauf bringt die Geo

metrie die wundersamen Linien des Abacus herbei und mit den

Zeichen die Kampfe des Spieles beginnend hatte sie schnell Ordnung

hineinbringend die gegenttbergestellten Korper der Zahlen in Finger-
und in Gelenkzahlen zerstreut. Hierauf stellte sie mehrere Ober

flachen ordnungsmaBig hin, verband Dreiecke mit Yierecken und Fttnf

ecken eifrig die Gestalt der Pyramide zur Spitze zuzuftthren. Dann

errichtete sie Figuren der Seiten wundersam wie sie selbst, machte

den MaBstab ergreifend die regellosen Grenzen der Felder, welche zu

einer Zeit zurttckstromend der Nil vermengt hat, nnd sie ttberlieferte

die verschiedenen Linien im Staube gezeichnet."
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Wir sehen hier die Kenntnis der drei verschiedenen MittelgroBen,
des arithmetischen, des geometrischen und des harmonischen Mittels,
letzteres aUerdings nur negativ geschildert als weder gleiche Ent

fernung noch gleiches VerhaUnis zu den auBeren Gliedern aufweisend.

Wir horen die seit Herodot unendlich oft wiederholte Erzahlung von

der Verwischung der Ackergrenzen durch den aus den Ufern ge-
tretenen NU und von der so vermittelten Erfindung der Geometrie.

Wir erkennen in der letzten Zeile einen Halbvers des romischen

Satirendichters'), der sich in dieser Umgebung recht verlassen vor

kommen muB. Y^ir vernehmen, daB die Geometrie den Abacus

herbeibringt und die Zahlen in Finger- und Gelenkzahlen zer

streut. Das sind aber gerade dieselben Begriffsobjekte, welche Gerbert

vereinigt benutzt hat, und sie weisen mit Notwendigkeit darauf hin,
daB damals an verschiedenen Orten die Erinnerung an Lehren, viel

leicht ein Werk vorhanden geivesen sein muB, welches in seiner An

ordnung an dasjenige mahnt, welches nachmals Geometrie des Boethius

hieB, und daB die Quelle, aus welcher diese Erinnerung geschopft

war, eine romische gewesen sein muB. Dabei sehen wir sogar von

der Anrufung des Boethius selbst in unserer Stelle ab, iviewohl man

in ihr eine gewisse Gedankenbeziehung zu einem Ausspruche der

Chronik von Verdun^) erkennen mochte. In dieser Chronik ist nam

lich Gerbert ein zweiter Boethius genannt, wodurch, wenn nicht die

Quelle alles seines Y^issens doch jedenfalls so viel gesichert ist, daB

die damalige Zeit gewohnt war, Boethius als den allgemeinen Lehrer

insbesondere fttr mathematische Gegenstande zu betrachten.

Damit sind wir wieder zu Gerbert zurttckgelangt, dessen Lehr

tatigkeit in Rheims, wie wir sagten, bis etwa 982 gedauert hat.

Etwa ein Jahr vor dem Ende dieser Zeit, um Weihnachten 980, war

Gerbert als Begleiter des Bischofs Adalbero von Rheims in Ravenna

am Hofe Otto II., den er gleich seinem Yater fttr sich einzunehmen

wuBte. Er zeichnete sich in einer off'entlichen Disputation ttber

philosophisch-mathematische Gegenstande, welche er gegen einen der

ersten Dialektiker der Zeit bestand'), und aus welcher er wenn nicht

als Sieger doch unbesiegt hervorging, indem der Kaiser am spaten

Abend wegen Ermttdung der Zuhorer den noch andauernden Rede-

kampf unterbrach, rtthmlichst aus, und mutmaBlich infolge dieser

zum Kaiser angekniipften Beziehungen wurde Gerbert als Abt an das

Kloster Bobbio versetzt, jenes reiche Kloster an der Trebbia, wo

der irische Glaubensprediger Columban gestorben ist, wo handschrift-

') Persius Satyr, I, 132: Nec qui abaco numeros et secto in pulvere metas

seit. «) Monument. German. VI, 8, ') Werner, Gerbert S, 46—55,
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liche Sch'atze aller Art den wissensdurstigen Geist empfingen, wo

insbesondere damals der Codex Arcerianus vorhanden war, die Samm

lung romischer Feldmesser, von welcher frtther (S. 552) die Rede war.

Gerbert hat, das werden wir noch nachweisen, diese Sammlung in

Bobbio studiert und in Verbindung mit anderen romischen Schrift

stellern, deren Personlichkeit sich nicht genau feststellen' laBt, zur

Grundlage einer eigenen Geometrie gemacht, welche wahrend des

Aufenthaltes in Bobbio entstand.

Dieser Aufenthalt wahrte allerdings nicht lange. Otto II. starb

am 7. Dezember 983. Er allein war Gerberts Freund gewesen, wah

rend Papst Johann XIV. geradezu als dessen personlicher Gegner

aufgefaBt werden muB. An diesem letzteren hatte mithin Gerbert

nichts weniger als eine Sttttze in den Kampfen, welche er, der auf-

gedrungene Fremdling, als Abt von Bobbio zu bestehen hatte. Wider-

spenstigkeit der untergebenen Monche, Anfeindungen umwohnender

GroBen, welche Gttter des Klosters an sich gerissen hatten, ver

einigten sich, Gerbert den dortigen Aufenthalt zu verleiden, und kurz

nach dem Tode Otto II. war er wieder in Rheims, in der Umgebung
seines dort lebenden Freundes, des Bischofs Adalbero. Seine auBeren

Geschicke, welche mit der politischen Geschichte der damaUgen Zeit

im engsten Zusammenhange stehen und namentlich durch das freund-

schaftliche Verhaltnis, welches Gerbert an die noch lebenden weib

lichen Personlichkeiten der deutschen Kaiserfamilie, an die Mutter

Theophania und an die GroBmutter AdeUieid des jungen Otto HI.

fesselte, beeinfluBt worden sind, sind ungemein wechselnd. Wahr

scheinlich im Sommer 983 schrieb Gerbert von Bobbio aus an Adal

bero ttber wissenschaftliche Funde, welche ihm geglttckt seien'), er

moge sich nur Hoffnung machen auf acht Bttcher des Boethius ttber

Astronomie und ganz Ausgezeichnetes ttber Figuren der Geometrie

und nicht minder Bewundernswertes, was er allenfalls noch finden

werde. Das ist die Stelle, auf ivelche man sich zu beziehen pflegt,
um das Vorhandensein der Geometrie des Boethius iu jener Zeit zu

begrttnden (S. 576), um zugleich zu begrttnden, daB Gerbert dieselbe

in der frtthen Zeit seines ersten Rheimser Aufenthaltes nicht zur Be

nutzung gehabt haben kann.

Wahrscheinlich 990 im Lagei- Hugo Capets, welcher damals

Laon helagerte, schrieb Gerbert einen anderen dem Mathematiker

nicht uninteressanten Brief an Remigius von Trier^). Es ist aller-

') Oeuvres de Gerbert (ed, Olleris) Epistola 76, pag. 44: et quae post re-

perim.us spcrdis: id est nil volumina Boetii de astrologia praeclarissima quoque
figurarum geometriae cdiaque non minus admiranda si reperimus. ^) Ebenda
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dings nur eine im Texte recht sehr verderbte Antivort auf zwei ver

loren gegangene Anfragen und darum nicht mit aller Bestimmtheit

herzusteUen. Die wahrscheinUcbste Ubersetzung lautet: „Das in

bezug auf die erste Zahl hast Du richtig verstanden, daB sie sich

selbst teilt, wed einmal eins eins ist. Aber deshalb ist nicht jede
sich selbst gleiche Zahl als ihr Teller zu betrachten; z. B, einmal

vier ist vier, aber deshalb ist nicht vier der Teiler von vier, sondern

vielmehr zwei, denn zwei mal zwei sind vier. Femer das Zeichen 1,
welches unter der Kopfzahl X steht, bedeutet X Einheiten, welche

in sechs und vier zerlegt das anderthalbmaUge Verhaltnis gewahren.
Dasselbe lieBe sich auch an zwei und drei sehen, deren Unterschied

die Einheit ist."

Wieder um einige Jahre spater fallt, wahrscheinlich in den Spat-
sommer 994, ein Brief Otto III. an Gerbert'), der inzwischen 991

zum Metropolitan von Rheims gewahlt ivorden war, wozu ihn schon

988 der sterbende Adalbero bezeichnet hatte, der aber seiner unter

Widerwartigkeiteu der verschiedensten Art errungenen SteUung nicht

frob werden konnte. Gerbert hatte offenbar an Otto geschrieben
und ihm Verse zugeschickt, oder gefragt, ob Otto welche zu machen

verstehe, denn nur so hat der SchluB von Ottos Brief einen Sinn,

ivorin es ohne jeden Zusammenhang mit vorhergehendem heiBt, daB

er bisher keine Verse gemacht, wenn er aber diese Kunst mit Erfolg
erlernt haben werde, wollte er so viele Verse senden als Frankreich

Manner zahle. Fttr uns hat nur eine friihere Stelle des Briefes Be

deutung, in welcher Otto die dringende Einladung an Gerbert er

geben laBt, personlich zu kommen, in ihm der Griechen lebendigen

Geist zu erwecken und ihm das Buch der Arithmetik zu erklaren,

damit er, voUkommen durch die Beispiele desselben belehrt, etivas

von der Feinheit der Altvorderen verstehe, Mit groBter Wahrschein

hchkeit ist als das Buch der Arithmetik, von welchem hier die Rede

ist, die Arithmetik des Boethius erkannt worden, und die Tatsache,

daB jenes Werk damals am Kaiserhofe vorhanden war, ist durch das

Auffinden einer etwa gleichalterigen, zwar Ittckenhaften aber sehr

richtigen Handschrift zur GewiBheit geivorden^). Otto war 987 der

Epistola 124, pag. 68, Wir geben die tibersetzung aus Math, Beitr. Kulturl,

S, 318 nach Friedleins Verbesserungen des lateinischen Textes. Friedleins Uber

setzung dagegen [Zeitschr. Math. Phys. X, 218, Anmerkung **] halten wh am

Anfange fiir ganz falsch, wahrend der SchluB nicht nenuenswert von dem uns

rigen abweicht.

') Oeuvres de Gerbed (ed, Olleris) Epistola 208, pag, 141— 112, Vgl,

Werner, Gerbert S, 93, -) Der liber mathematicalis des heiligen Bernward im

Domschatze zu Hildesheim, eine historisoh-kritische Untersuchung von H, Diiker.

Beilao-e zum Programm des Hildesheimer Gymnasium Josephinum fiir 1875.
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Schttler Bernwards, des Bischofs von Hildesheim. Der Domschatz

dieser alten Stadt bewahrt aber unter dem Namen des liber mathe'

-maticalis des heiligen Bernward eine durch diesen verbesserte wenn

nicht gar durchweg mit einer alteren Handschrift verglichene Ab

schrift der Arithmetik des Boethius, an deren damaligem Vorhanden

sein demnach nicht der leiseste Zweifel ttbrig bleibt'). Ob Otto be

reits durch Bernward mit dem Inhalte des Werkes bekannt gemacht
Gerbert noch um die nahere Erlauterung zu bitten beabsichtigte, ob

er das Werk nur von Horensagen oder durch ohne Hilfe unternommene

und deshalb fruchtlos gebliebene eigene Durchsicht kannte, das siud

Fragen untergeordneten Ranges, auf welche eine Antwort schwerlich

gefunden werden mochte. Gerbert nahm die Einladung an und sagte
dabei anknttpfend an Ottos eigene Worte: „Wahrlich etwas Gottliches

Uegt darin, daB ein Mann, Grieche von Geburt, Romer an Herrscher-

macht, gleichsam aus erbschaftlichem Rechte nach den Schatzen der

Griechen- und Romerweisheit sucht"^).

Davon, daB auch andere Weisheit moglich sei, daB Araber sich

um die Mathematik verdient gemacht hatten, ist hier, wo es so nahe

lag, den kttnftigen Lehren, welche Gerbert dem jungen Fttrsten er-

teUen sollte und woUte, diesen erhohten Reiz fremdartigen Ursprunges
zum voraus zu verleihen, mit keinem Buchstaben die Rede, so wenig
wie an irgend einer anderen SteUe der von Gerbert herruhrenden

Briefe oder Werke. Es ist wahr, Gerbert redet um 984 wahrend

seines zweiten Rheimser Aufenthaltes zu zwei verschiedenen Person

lichkeiten'), zu Bonafilius dem Bischofe von Girona und zu seinem

alten Lehrer dem Able Gerald von Aurillac, von einer Schrift des

weisen Josephus, des Spaniers Josephus tiber Multiplikation
und Division der Zahlen, ivelche Adalbero zu besitzen wtinsche, und

welche ersterer oder letzterer zu besorgen gebeten wird, letzterer mit

Berufung darauf, daB der Abt Guarnerius ein Exemplar in AuriUac

zurttckgelassen habe. Man hat in diesem Weisen, in diesem Spanier
lusuf ibn Harun al Kindi vermutet''), weil derselbe um 970 in

Cordova lebte. AUein von diesem lusuf weiB man nicht, daB er sich

je mit mathematischen Studien beschaftigt haben sollte, und daB der

') DaB in der zweiten Halfte des X. S, die Arithmetik des Boethius -in

Deutschland genau bekannt war, ist durch eine Stelle des Schauspiels Hadrian
der Hrotsvitha von Gandersheim gesichert, welche bei Giinther, Ge

schichte des mathematischen Unterrichts im deutschen Mittelalter (Berlin 1887)
S. 83—85 in der Note abgedi-uckt ist. ^) Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris)

Epistola 209, pag. 142. ') Ebenda Epistola 55, pag. 34 und Epistola 63,

pag. 38. ■') Suter in den Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik X,
79 (1900).
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„Spanier Josephus" ein Araber gewesen sei, ist aus seinem Namen

ebensowenig wie aus sonstigen Grttnden zu schlieBen. Die Sprache,
in welcher der Betreffende schrieb, war ohne Zweifel nicht die ara

bische, sondern die lateinische, denn was hatte sonst Adalbero mit

dem Buche anfangen konnen, iveshalb hatte Guarnerius es in AuriUac

zurttcklassen soUen zu einer Zeit, in welcher geiviB Kenntnis der ara

bischen Sprache in den Klostern vergehlich gesucht worden ware?

Wenn nicht aUes tauscht, so ist hier der Angelpunkt, um welchen

weitere Forschungen nach dem weisen Josephus sich werden drehen

mttssen, nachdem andere Versuche') schlechterdings zu keinem Er

gebnisse geftthrt haben. Man ivird Handschriftenkataloge insbesondere

von spanischen und sttdfranzosischen BibUotheken nach lateinisch ge-

schriebenen Stttcken mathematischen Inhaltes eines Josephus durch-

mustern mttssen. Ein solcher Katalog aus dem XVIII. S. gibt z. B.

an^), der Codex CXV der ehemaligen (jetzt in Paris befincUicben)
Bibliothek des Erzbischofs Charles de Montchal von Toulouse ent

halte eine vieUeicht von Josephus verfaBte Geometrie. Nur freUich

ist gerade diese Spur nicht weiter zu verfolgen, ivie an Ort und

Stelle vorgenommene Untersuchungen bewiesen haben').
Auf ein arabisches Werk ist wahrseheinlich nur ein aus wenigen

Zeilen bestehender Brief zu beziehen*), welcher dem gleichen Zeit

raume wie die beiden ebenerwahnten Briefe angehoren durfte, und

iu welchem Gerbert von einem gewissen Lupitus von Barcelona,
um welchen er selbst sich keinerlei Verdienst erworben habe, ver

moge seines hohen Geistes und seiner freundlichen Sitten das von ihm

ttbersetzte Buch ttber Sternkunde erbittet und sich zu jeglichem

Gegendienste bereit erklart. Jenes Buch kann nicht leicht ein anderes

als ein arabisches gewesen sein. Aber auch dieses hat Gerbert wohl

nie frtther und ebensoivenig auf seinen Brief hin zu Gesicht bekommen,

wenn man diesen SchluB aus dem Umstande ziehen darf, daB, wie in

frttherer so in spaterer Zeit mit einer einzigen weiter unten zu be

rtthrenden Ausnahme, keinerlei Spuren arabischer Sternkunde bei

Gerbert erkennbar sind. Dergleichen bedurfte es freilich auch nicht

fttr die Dinge, welche Gerbert vornahm, uud ivelche von trigono-

metrischen Rechnungen, einem Gegenstande, bei welchem der Gegen
satz zwischen griechisch-romischen und arabischen Lehren sich be-

o

') Zur Geschichte der Einfuhrung der jetzigen Ziifern in Europa durch

Gerbert. Eine Studie von Professor Dr. H. WeiBenborn, Berlin 1892. ^) Bern, de

Monfaucon, Bibliotheca bibliothecarum manuscriptarum I, 902. Wir -wurden

durch M. Curtze auf diese Angabe aufmerksam gemacht. ^) Briefliche Mit

teilung von Tannery, *') Oeuvres dc Gerbert (ed, Olleris) Epistola 60,

pag. 36.
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sonders gezeigt haben mttBte, voUkommen frei waren. Solcher be

durfte er z. B. nicht durchaus bei der Herrichtung einer Sonnenuhr

in Magdeburg, welche er zwischen 994 und 995 vollzog, und zu deren

Richtigstellung er Beobachtungen des Polarsternes machte').
Das Y^anderleben Gerberts hatte mit der Reise nach dem Kaiser

hofe keinen Ruhepunkt erreicht. Bald sehen wir ihn nach Frankreich

zurttckkehren, um auf der Synode zu Mouson sein Recht auf das

Bistum Rheims personlich zu verteidigen, bald finden wir ihn in

Ottos Heerlager auf einem Feldzuge gegen slavische Stamme an Elbe

und Oder, bald fiberschreitet er im Gefolge Otto III. die Alpen, um

dem wusten Regimente ein Ende zu machen, welches in Rom herrschte

und dem deutschen Konige soivohl Argernis bereitete als die er

wttnschte Gelegenheit zur Einmischung gab. Am 9. Mai 996 starb

Papst Johann XV., unter dem Drucke der Nahe des deutschen Heeres

wurde Bruno aus dem sachsischen Fttrstenhause als Gregor V. zum

Papste gewahlt, am 21. Mai kronte der neue Papst bereits Otto in

Rom zum Kaiser. Gerbert blieb auch nach des Kaisers Abreise in

Rom als Ratgeber des noch jugendlichen Papstes. Er erfttUte diese

Aufgabe so pfiichtgetreu, daB er 998 mit dem Bistume Ravenna be-

lohnt wurde, und im folgenden Jahre erfttUte sich der Schicksals-

spruch:
Seandit ab B Gerbertus in B, post Papa viget B,

der ihm in dreifacher Erhebung ein dreifaches B verheiBen hatte,
von Rheims nach Ravenna, von Ravenna nach Rom! Gregor V.

starb am 5. Februar, Gerbert feierte am 2. April 999 seine Inthro-

nisation unter dem Namen Sylvester II. Er verwaltete den papst-
lichen Stuhl fast genau vier Jahre lang his zu seinem Tode, der am

12. Mai 1003 erfolgte.
Die letzten sieben Lebensjahre Gerberts, welche er demnach

politisch und kirchlich ttberaus beschaftigt in Italien zubrachte, gaben
ihm daneben Gelegenheit zu schrUtstellerischer Tatigkeit. Er ver

faBte eine freiUch nur aus zivoU Hexametern bestehende Inschrift zu

einem Denkmale des Boetbius^ mit welchem Otto III. zu Pavia auf

seine Veranlassung das Grab des in den Klosterschulen beliebtesteu

SchriftsteUers schmttckte^). Er schrieb mutmaBUch um 997 eine

Abhandlung ttber das Dividieren, welche dem Constantinus von Fleury
gewidmet ist und als jene Schrift betrachtet wird, von der Richer

') In Magdab-urgh orologium fecit, illud recte constit-uem considerata per
fistulam quadam stella -nautarum duce sagt daruber Thietmars Chronik L. VI,
cap. 61. Thietmar f 1019 als Bischof von Merseburg. Vgl, Werner, Gerbert
S, 221. 2) Ebenda S. 328.
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spricht, indem er diejenigen, welche die Division und die MuUiplika
tion groBer Zahlen erlernen woUen, auf das Buch verweist, welches

Gerbert an C. den Grammatiker schrieb. Als Papst sogar fand

Gerbert Zeit, einen astronomischen Brief an Constantinus, der in

zwischen im Jahre 995 Abt von Mici geworden war, zu schreiben').
Als Papst erhielt er einen Brief geometrischen Inhaltes von Adah

boldus ttber die Ausmessung des Kreises und der KugeP), in dessen

Schreiber man wohl berechtigt ist, Adelbold von Utrecht zu er

kennen, einen Gelehrten, der in vielen S.'ltteln gerecht, Schriften ttber

Musik'), aber anch ein Geschichtswerk hinterlassen hat, welches an

Thietmars Chronik sich anlehnt''). Vielleicht in die gleiche Zeit faUt

ein Schreiben Gerberts an denselben Adalboldus ttber einen geome

trischen Gegenstand, von dem wir noch zu reden haben. Gelegenheit
bietet uns die Gesamtbesprechung der inathematischen Schriften

Gerberts, zu welcher ivir jetzt ttbergehen, und bei welcher wir erst

die geometrischen, dann die arithmetischen Dinge behandeln.

Die Geometrie^) Gerberts ist in mehreren Ittckenhaften, sodann

in vollstandigem dem XI. S. angehoreudem Texte ^) in der Miinchener

Handschrift 14836 und auch in einer bis gegen das Ende voUstan

digen dem Stifte St. Peter in Salzburg angehorenden Handschrift er

halten. Die Entstehungszeit der Salzburger Handschrift dttrfte ziem

lich genau bestimmbar sein. Im Jahre 1127 wurde das Kloster

St. Peter durch einen furchtbaren Brand zerstort. Damals konnten

nur wenige Schriftstttcke gerettet werden, und Codex a. V. 7, welcher

die Gerbertsche Geometrie enthalt, befindet sich nicht unter den als

geborgen bekannten. Von da an wurde nur um so emsiger an der

Wiederbeschaffung einer BibUothek gearbeitet, und es existierte be

reits wieder um 1160 ein Katalog, der sich erhaUen hat. In ihm

kommt aber vor: Hermannus contracus [^ie!) super astrolabium,
d. i. dasjenige Y^erk, mit welchem Codex a. V 7 beginnt. Da nun

eine anderweitige Abschrift des gleichen Werkes, die mit jenem Kata-

logeintrag gemeint sein konnte, in St. Peter nicht vorhanden ist,

so glauben wir uns um so berechtigter, eben jenen Codex darunter

zu verstehen und anzunehmen, er sei zwischen 1127 und 1160 ge

schrieben, als alle Zeichen der Schiiftvergleichung hiermit in EUi-

klang stehen.

') Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris) pag. 479: Gerbertus Constantino Mi-

ciaeensi Abbati. tJber Constantinus vgl. Bubnov pag. 6, Note 3, '^ Oeuvres

dc Gerbert (ed. Olleris) pag, 471—475. ") Werner, Gerbert S. 69. *) Ebenda

S, 222, °) Ao-rimeusoren S, 150 flgg. ") Curtze, Die Handschrift Nr. 14836

der Konigl. Hof- und StaatsbibHothek zu Munchen in den Abhandlungen zur Ge

schichte der Mathematik VII, 75-142 (1895).
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Die Glaubwttrdigkeit dieser sauberen, unserer Auseinandersetzung

zufolge nicht spater als hochstens 1150 mithin nicht ganz anderthalb

Jahrhunderte nach Gerberts Tode entstandenen Abschrift, welche in

ihren Anfangsworten sich selbst als Geometrie des Gerbert beneunt,

ist mit Rttcksicht auf Einzelheiten und insbesondere auf die ungemein

verschiedenartigen Gegenstande, welche in ihr zur Rede kommen, an

gezweifelt worden und auch der Mttnchener Handschrift hat man kein

groBeres Vertrauen entgegengebracht. Die Mttnchener Handschrift

trug ui-sprttnglich keinen Verfassemamen. Erst nachtraglich, aber

immerhin in noch recht frtther Zeit^) ist der Titel Geemietrict Gerberti

dem dem Sammelbande vorausgehenden Inhaltsverzeichnisse eingefttgt
worden. In der Salzburger Handschrift ist die Uberschrift Ineipit

Geometria Gerberti und der Text, jene in roter, dieser in schwarzer

Tinte, unzweifelhaft von demselben Schreiber zu Pergament gebracht.
Als feststehend ist also zu betrachten, daB in der ersten Halfte des

XH. S. als einheitliches Werk Gerberts gait was schon 100 Jahre

frtther, wenig mehr als 50 Jahre nach Gerbert, als ein einheitliches

Werk vorhanden war. Der Geschichte der Mathematik Uegt ganz

gewiB mehr an diesem einheitlichen Vorhandensein als daran, ob der

Verfasser, der vor 1050 in lateinischer Sprache schrieb, Gerbert hieB

oder irgend einen anderen Namen ftthrte. Um nicht an unseres Er-

achtens ziemlich mttBigen Streitfragen zu haften, erklaren wir, daB wir

Gerbertsche Geometrie nennen, dessen Verfasser moglicherweise einen

anderen Namen ftthrte. Es ist nicht zu verkennen, daB kleine Wider

sprttche, Wiederholungen und dergleichen den Eindruck hervor

bringen, es sei einzelnes vom Abschreiber verfehlt worden, der z. B.

ein Kapitel, das im Urtexte zuerst an einer Stelle vorkam, dann

durch den Verfasser anderswohin gebracht uud au der frttheren Stelle

durchstrichen wurde, zweimal abgeschrieben haben kann. Dagegen
sind jene groBen Verschiedenheiten behandelter Dinge umgekehrt
danach angetan, die Echtheit der Gerbertschen Geometrie voUauf zu

heglaubigen. Wir haben (S. 554) uns darttber ausgesprochen, was

bei romischen Feldmessern zu finden war. Geometrische Definitionen

und einfachste Satze der Geometrie der Ebene, MaBvergleichungen
und feldmesserische Vorschriften, geometrische Rechnungsaufgahen
nnd die Lehre von den figurierten Zahlen, das alles bildete, meistens
nachweisUch aus Heron ttbernommen, den Gegenstand ihrer unselbst-

sfandigen SchriftsteUerei, Genau dasselbe finden wir in Gerberts

Geometrie, mfissen wir in ihr finden, wenn der Verfasser zu sammehi

und durch gleichmaBige Schreibweise zn vereinigen trachtete, was

') Curtze 1. 0, S, 78 und 79.
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ihm aus riimischen QueUen sei es in Bobbio durch den Codex Arce

rianus, sei es durch andere Quellenschriften, bekannt geworden war.

Namentlich fur den dritten Teil der Gerbertschen Geometrie ist der

Nachweis geftthrt worden'), daB geradezu nichts in demselben steht,
was nicht dem Codex Arcerianus entnommen sein kann. Am schla-

gendsten fttr die Benutzung des Codex Arcerianus ist wohl das Auf

treten jenes Schreibfehlers aus Nipsus (S. 556), wo das Wort hypo-
tenusae hinter podismus ausgefaUen ist, im 42. Kapitel der Gerbert

schen Geometrie. Aber der Verfasser war kein gewohnlicher Ab

schreiber. Er bemerkte, daB hier nicht aUes in Ordnung war,

und um deu Sinn der Stelle zu retten, legte er im 10, Kapitel die

Definition nieder, die schrag von oben nach unten, oder von unten

nach oben gezogene Linie heiBe Hypotenuse oder auch Podismus^).
Ja er freute sich dieser Definition so sehr, daB er im 12, Kapitel
verschiedentlich Podismus sagte, wo Hypotenuse gemeint ist. Es war

aUerdings ein unfehlbares Mittel, die Richtigkeit einer NipsussteUe zu

wahren, wenn man ihr zuliebe eine neue Worterklarung schmiedete,
wenn man, um dieser Eingang zu verschaffen, das neue Wort sofort

in Gebrauch nahm.

Wenn sich der Verfasser der Gerbertschen Geometric hipr nicht

als hervorragenden Geometer bewahrte, so ist dieses ebensowenig der
CD 7 ID

Fall, wenn er im 9. Kapitel den inneren, beziehungsweise den auBeren

Winkel fur gleichbedeutend mit einem spitzen, beziehungsweise stumpfen
Winkel halt. Er faBt den rechten Winkel mit einem wagrechten,
einem zu diesem senkrechten Schenkel als ursprttnglich gegeben auf

Damit ein spitzer Winkel entstehe, muB der zweite Schenkel, der ihn

mit dem wagrechten Schenkel bilden soil, im Innern des rechten

Winkids liegen, auBerhalb dagegen wenn ein stumpier Y^inkel ent

stehen soil. Das ermangelt ja nicht eines gewissen Scharfsinnes, nur

zeugt es dafttr, daB wer so schrieb die Euklidischen Elemente nicht

kannte, wo im 16. Satze des I. Buches innere und auBere Winkel,
d. h, innere und auBere Dreieckswinkel, unzweideutig erklart sind.

Wir haben die unmittelbare Quelle wenigstens einer groBen

Abteilung von Gerberts Geometrie im Codex Arcerianus erkannt.

Andere Quellen gibt der Verfasser selbst an. Er nennt wenigstens

folgende SchriftsteUer: Pythagoras im 9. und 11. Kapitel, Platons

Timaeus im 13. Kapitel, des (!halkidius Kommentar zu dieser letzteren

Schrift im 1. Kapitel, Eratosthenes im 93. Kapitel, den Kommentar

') Agrimensoren S. 229, Anmerkung 304. *) Oeuvres de Gerbert (edit,

Olleris) pag, 417: Ilia autem quae, obliqua iusum si-ve susu,m deduda, liebetis

vel acuti angidi effedrix videtur hypotenusa id c^t oblicpta sive podismus

nominatur.
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des Boethius zu den Kategorien des Aristoteles im 8. Kapitel und

endlich die Arithmetik des Boethius in der Vorrede, im 6. und im

13. Kapitel. Wir konnen es dahingesteUt sein lassen, ob alle diese

Zitate des Verfassers eigener Gelehrsamkeit entstammen oder selbst

wieder zum Teil abgeschrieben sind, jedenfalls wird man andere Namen,

Namen, welche nicht nach Griechenland und Rom verweisen, vergebUch
suchen. Der mittlere Teil der Gerbertschen Geometrie, Kapitel 16

bis 40, dem Raume nach ein starkes VierteU des Werkes, enthalt

kein Zitat und hat bisher noch nicht zurttckgeftthrt werden konnen.

Es ist die praktische Feldmessung, welche hier gelehrt wird, in Vor

schriften Hohen, Tiefen und Entfernungen zu messen').
Da begegnet uns, um nur einiges zu nennen, im Kapitel 16 eine

Methode, nach welcher der Beobachter stehend und durch ein unter

45 Grad geneigtes Astrolabium visierend eine Hohe messen soil. Da

lehren die Kapitel 21 und 22, teilweise auch 24, Hohenmessungen
aus dem Schatten. Im 22. Kapitel ist als einzige (S. 857) angekttn

digte Verwandtschaft zu Arabischem das auch ausschlieBlich in der

Salzburger Handschrift an dieser Stelle vorkommende Wort lialhidada

zu bemerken, welches zweimal, das zweite Mal in der Form alhidada,

vorkommt^). Wir deuten uns diese einzige Ausnahme als eine von

den (S. 860) erwahnten kleinen Abschreibersttnden. Das Wort wird

in der Vorlage Randbemerkung gewesen und in den Text herttber

genommen worden sein, ganz ahnlich wie es in einer Archimedhand-

schrift mit dem Worte Ellipse ging, dessen Archimed sich zuverlassig
nicht bedient haben kann. DaB unsere Erklarung das Richtige zu

treff'en scheint, geht auch daraus hervor, daB die Mttnchener Hand

schrift, welche gerade den feldmesserischen Abschnitt in offenbar viel

zweckmaBigerer und klarerer Anordnung besitzt, als man es der

Salzburger Handschrift nachrtthmen kann, jenes 22. Kapitel fiberhaupt
nicht aufweist^).

') Agrimensoren S, 162—165. Bubnov 1. c. halt diese mittlere und die

letzte Abteilung fur eingeschoben, wahrend die erste Abteilung seiner Ansicht

nach von Gerbert herriihren kann. Tannery {Une correspondance d'EcolcUres

du XI Siecle) halt die beiden ersten Abteilungen fur nicht-Gerbertisch und

schreibt die letzte Abteilung Gerbert in dem Sinne zu, es sei ein von diesem

herriihrender Auszug aus romischen Feldmessern. -) Das arabische Wort

al-'idada bedeutet eigentlich einen Tiirpfosten, dann als technischer Ausdruck

ein Lineal. Die Englander gebrauchen seit Ende des XVI. S. das Wort in der

Verketzerung athelida. Weigand, Deutsches Worterbuch, 2, Auflage 1876, ist
der Meinung, aus diesem athelida sei unter Vereinigung mit dem vorgesetzten
Artikel the das sonst in seiner Ableitung unerkliirhche Theodolit entstanden.

VgL K. Zoppritz in den Annalen der Physik und Chemie, Neue Folge XX,
175-176 (1883), ^) Curtze L c. S. 96.
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Im 24, Kapitel knttpft sich dann wieder ganz in romischer Y^eise

eine Methode an, bei der von der MiBlichkeU eines Verfahrens ge

sprochen ivUd, welches den Beobachter zwingt, sein Gesicht glatt an

die Erde zu drttcken. Da erinnert an Epapbro<htus (S. 556) und an

Sextus Julius Africanus (S. 440) eine im Kapitel 31 gelehrte Hoben

messung mit Hilfe eines massiven rechtwinkligen Dreiecks von den

Seitenlangen 3, 4 und 5. Wieder eine den HUfsniitteln nach ver

schiedene Hobenmessung ist sodann die im Kapitel 35, welche wir

die Messung mUtels der festen Stange nennen woUen, da sie darauf

hinauslauft, eine Stange von bekannter Hohe in den Boden zu be-

festigen und alsdann rttckwarts gehend den Punkt aufzusuchen, von
welchem aus die Sehlinie aus dem Auge des Beobachters nach der

Stangenspitze in ihrer Verlangerung die Spitze des zu messenden

Gegenstandes, eines Turmes oder dergleichen, erreicht. Kapitel 38

und 39 messen FluBbreiten, die Aufgabe des Nipsus wie vor ihm des

Heron. Kapitel 40 endlich kennzeichnet sich selbst als militarische

Methode zur Hobenmessung. Z-wei Pfeile werden, ein jeder an eine

lange Schnur befestigt, gegen die Mauer abgeschossen, auf deren

Hobenmessung es abgesehen ist, und zwar richtet man den einen

SchuB nach der Spitze, den anderen nach dem FuBe der Mauer, Die

beidemal abgewickelten Schnurlangen geben Hypotenuse und Grund

linie eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hohe zu berechnen nun

mehr keine Schwierigkeit mehr hat.

Solche Methoden werden nicht auf einmal erfunden. Der Ver

fasser dieser Abteilung, wer es auch gewesen sein mag, ob Gerbert,
ob ein anderer SchriftsteUer im oder vor dem XL S., ob ihm die

ganze Gerbertsche Geometrie, ob nur deren mittlere Abteilung an

gehort, erhebt auch keinerlei Anspruch darauf als Erfinder angesehen
zu werden. Er sagt stets ,,die Hohe usw. wird gemessen", niemals

„ich messe" auf diese oder jene Y^eise, und um derartige Worte der

Aneignung war das Mittelalter nie verlegen, selbst wo sie nicht voU

standig der Wahrheit entsprachen. Sagt doch der Verfasser der ersten

Abteilung, bevor er im 13. Kapitel hochst unbedeutende Bemerkungen

ausspricht „Ich glaube unter keiner Bedingung schweigend an Aus-

blicken vorbeigehen zu sollen, welche, wahrend ich dies schrieb, die

eigene Natur mir eroffnete"'). Ein Weiteres tritt hinzu, welches erst

im folgenden Bande im 42. Kapitel zur vollen Geltung kommen kann.

Am Anfang des XHI, S. finden wir einige dieser Messungsmethoden,

') Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris) pag. 425: Sed necpiaquam silentio

puto f-ranseunduin quod interim dum haec scriptitarem ipjsa mihi natura ohtulit

sqjceulandum.
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aber nicht aUe bei einem SchriftsteUer wieder, von welchem kaum

anzunehmen ist, er habe aus der Gerbertschen Geometrie geschopft,

so daB die unmittelbare weniger wahrscheinlich sein dfirfte, als eine

beiden gemeinsame Abhangigkeit von einer noch alteren, jedenfalls

romischen QueUe, mag deren Urheber Frontinus oder Balbus geheiBen,

oder einen anderen bekannten oder verschoUenen Namen geftthrt

haben. Von dieser Annahme aus steigert sich die Wichtigkeit von

Gerberts Geometrie nach zwei Seiten hin. Sie lehrt uns nicht bloB,

was durch Jahrhunderte hindurch von Methoden der Feldmessung
sich erhalten hat, sie fttUt uns auch eine empfindliche Lttcke in unserer

Kenntnis der romischen Yerfahrungsweisen aus, wenn wir nicht gar

in Erinnerung an die Erzahlung des Polybius (S. 362), es sei mog

lich die Hohe einer Mauer von weitem zu messen, fttr die Entstehung
mancher Methoden bis in das griechischeAltertum hinaufgreifen mfissen.

Was den ersten Teil dieser Geometrie betrifft, so haben ivir

schon auf die Definition von podismus aufmerksam gemacht, welche

in ihm sich befindet. In ihm kommt auch das Wort coraustus fttr

ScheiteUinie vor, den griechisch-romischen Ursprung bezeugend, Andere

Bemerkungen lassen sich an Definitionen und einfachste Satze der

Geometric kaum knttpfen. Sie sind uns hochstens als StUprobe von

Wert, in welcher die dem Verfasser eigene behabige Breite hervor

tritt, ein Bestreben, recht klar zu seiu, welches er aber niemals da

durch betatigt, daB er Satze kttrzer faBte und den Sinn Verwirrendes

weglieBe, sondern stets so, daB er von dem Seinigen beifttgt.
Mit dem dritten Teile haben wir uns oben so iveit beschaftigt,

daB wir seine Quellen enthullten. Einige wenige Gegenstande mttssen

wir noch aus ihm hervortreten lassen. Wir haben (S. 377) die

heronische Konstruktion des regelmaBigen Achtecks ausgehend von

dem Quadrate besprochen; wir haben (S. 560) die Figur, an welcher

die Richtigkeit der Konstruktion sich nachiveisen laBt, bei Epaphro
ditus wiedergefunden; wir haben sie (S. 586) bei dem Falscher des

Boethius auftreten sehen. Die Gerbertsche Geometrie hat die Kon

struktion selbst im Kapitel 89 aufbewahrt, die Figur dagegen nicht

abgebddet, weder bei Gelegenheit der Konstruktion, noch bei Gelegen
heit der Achteckszahlen. tJberhaupt fuhlte der Verfasser offenbar

deutUcher als die romischen Schriftsteller, die ihm als Vorlage dienten,
daB die Lehre von den figurierten Zahlen nur gewohnheitsmaBig in

die Geometrie aufzunehmen sei, nicht eigentUch dort ihren richtigen
Platz babe; der ganze Gegenstand war ihm klarer. Er hat nicht eine

einzige Figur in seinen arithmetischen Kapiteln benutzt. Er hat fttr

die Fttnfecks- und Sechseckszahlen die richtigen Formeln angegeben,
wo Epaphroditus und der gefaischte Boethius sich Rechenfehler zu-
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schulden kommen lieBen, In der Gerbertschen Geometrie finden wir

in Kapitel 55 die aUgemeine Formel, um aus der Seite die Polygonal

zahl, in Kapitel (55 diejenige, um aus der Polygonalzahl die Seite zu

entnehmen, in ihr zweimal in Kapitel 60 und 62 die Formel, welche

die Pyramidalzahl aus der Seite und der Polygonalzahl entstehen laBt.

Die Summierung der Reihe der Kubikzahlen ist dagegen nicht in

Gerberts Geometrie ttbergegangen. Es kann wohl sein, daB der Ver

fasser den betrefi'enden Paragraphen des Epaphroditus nicht verstand,
wie er im Codex Arcerianus auf ihn stieB, und wer mochte ihm das

verttbeln, da gerade jener Paragraph dort eine so verderbte Gestalt

angenommen hat'), daB er kaum zu verstehen ist, es sei denn, man

wisse schon, nach welcher Formel Kubikzahlen sich summieren und

ermittle rttckwttrts aus dieser Kenntnis die richtige Lesart.

Man hat die arithmetischen Kapitel von Gerberts Geometrie als

Zeugnis fttr die Unechtheit der ganzen Schrift angerufen. Wir halten

gerade umgekehrt diesen dritten Abschnitt fttr gesichertes Eigentum

Gerberts. Gerbert, das haben wir in dem biographischen Teile dieser

Erorterung gesagt, hat auch als Papst noch einen Brief von Adel

bold von Utrecht erhalten. In demselben ist, wie oben angedeutet,

von der Ausmessung des Kreises und der Kugel die Rede, deren

Korperinhalt, crassitudo, dadurch gefunden werde, daB von dem Kubus

des Durchmessers --

abgezogen, beziehungsweise
—

genommen werden.

Ein anderer Brief des Adelbold an Gerbert ist verloren gegangen, da

gegen ist Gerberts Antwort erhalten und z. B. in der Handschrift des

Salzburger St. Peterstiftes, welche die Gerbertsche Geometrie enthalt,

hinter der Geometrie und in uumittelbarem AnschluB an jenen Brief

Adelbold s ttber den KugeUnhalt vorhanden. Daraus hat sich die Ver

mutung gebUdet, hier Uege wohl die Antwort auf ein spateres Schreiben

vor, und mit Rttcksicht auf die Aufschrift des erhaltenen Briefes Adel-

bolds „an Gerbert den Papst" muBte man sie in die letzten Lebens

jahre Gerberts setzen. Adelbold hatte, wie ivir aus Gerberts Antwort

ersehen, Skrupel darttber bekommen, daB das Dreieck in seiner

Flache zweierlei Ausmessung besitzen soUte. Er konnte nicht be

greifen, wie das gleichseitige Dreieck, dessen Seite die Lange 7 be-

/ 7 8\

sitzt, ebensowohl den FiacheninhaU 28 i^= ^ )
als auch den Flachen

inhalt 21 (= ^^) besitze. Gerbert erlautert ihm die Sache ganz

richtio-. Der wirkUche geometrische Flacheuinhalt, sagt er, ist 21

und er o-ibt dabei die Regel: die Hohe des gleichseitigen Dreiecks

') Agrimensoren S, 127—128.

Cantob, Geschichte der Mathematik I, 3, Auil
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sei immer um
y

kleiner als dessen Seite. Die andere Zahl 28, fahrt

Gerbert fort, sei nur arithmetisch als Flache zu nehmen und besage,

man konne in das Dreieck 28 kleine Quadrate mit

der Langeneinheit als Seite einzeichnen, freiUch so,

daB Uberschttsse ttber das Dreieck erscheinen, wie

der Augenschein (Fig. 114) am deutlichsten lehre.

Gerbert, sagte man nun, hat also hier deutlich fur

die Geometrie verworfen, was in Gerberts sogenannter

Geometrie gelehrt ist, mithin ist letztere unecht.

Dieser Einwurf ist voUkommen nichtig. Wir wollen nicht bloB

darauf hinweisen, daB es eine und dieselbe Handschrift aus der Mitte

des XII. S. ist, welche beide Schriftstttcke fttr Gerbert in Anspruch

nimmt, noch darauf, daB die Geometrie, wenn sie in Bobbio unter

Benutzung des dort befindlichen Codex Arcerianus geschrieben wurde,
etwa 20 Jahre alter als der Brief an Adelbold ist, und daB in

20 Jahren Ansichten auch ttber wissenschaftliche Dinge sich klaren

und andern konnen. WU geben vielmehr namentlich zu bedenken,
was wir oben schon auf den Inhalt der arithmetischen Kapitel selbst

uns sttttzend gesagt haben, daB Gerbert diesen Abschnitt seiner

Geometrie als das erkannte, was er war, und ihn wohl uberhaupt
nur darum aufnahm, weil er auch in seinen Musterwerken sich an

ahnlicher SteUe vorfand. Ja man kann umgekehrt den Brief eine

willkommene Bestatigung der Geometrie nennen, wenn Adelbold,
dessen Anfrage ja verloren ist, gerade auf Gerberts Geometrie, wie

wir vermuten, sich berief, um die falsche Zahl 28 neben der als

richtig bekannten Zahl 21 durch ein Zeugnis zu sttttzen, welches

von dem, an welchen er seine Anfrage richtete, nicht zurtickgewiesen
werden konnte. Zu dieser Vermutung ftthren namlich die Anfangs
worte vou Gerberts Brief bin'): „Unter den geometrischen Figuren,
welche Du von nns entnommen hast, war ein gleichseitiges
Dreieck, dessen Seite 30 FuB lang war, die Hohe 26 FuB, die

Flache gemaB der Vergleichung von Seite und Hohe 390." Diese

Figur nebst den genannten Zahlenwerten ist namlich in Gerberts

Geometrie der Inhalt von Kapitel 49.

Zugleich zeigt sich in der Tat eine Ansichtsanderung Gerberts.

Wahrend er in dem aus Epaphroditus entnommenen Kapitel der Geo

metrie noch ")/3 = -

rechnete, sagt er jetzt, wie wir gesehen haben,

im Yerlaufe des Briefes, die Hohe des gleichseitigen Dreiecks sei

'-) In his geometricis figuris, quas a nobis sumpsisti, erat trigo-nus quidam
aecquilaterus, cuius erat latus XXX pedes, cathetus XXri, secundum collationem

lateris d catheti area CCGXG.
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immer um
-^

kleiner als dessen Seite, und darin steckt der Naherungs-

wert ■|/3 = y, dessen Vorkommen bei irgend einem frttheren Schrift

steUer wir nicht zu bestatigen imstande sind, wahrend er (S. 223)
Baumeistern der Perikleischen Zeit bekannt gewesen zu sein scheint,
vielleicht auch in den Bauschulen erhalten blieb, weil er bequemerer
Rechnung als der heronische Naherungswert, wenn auch weniger

genau als jener ist. Der Naherungswert Y2 = ^ findet sich, um

dieses gelegentlich hervorzuheben, gleichfaUs in der dritten Ahtedung
von Gerberts Geometrie, in Kapitel 66.

Diese Schriften Gerberts, von welchen wir bisher gehandelt

haben, waren geometrischen Inhaltes. Zwei andere beziehen sich

auf Rechenkunst. Zunachst ist aus zwei dem XI. und dem XII. S.

angehorenden Handschriften durch den letzten Herausgeber von Ger

berts Werken eine Abhandlung: Regel der Tafel des Rechnens,

Regida de abaco comp-uti ttberschrieben und als von Gerbert her

rtthrend bezeichnet zum Drucke befordert worden'). Der Titel dieser

ausftthrlichen Abhandlung ist nicht ohne Interesse in der Richtung,
daB in ihm das Wort Computus unzweifelhaft nicht als Osterrech

nung, sondern als Rechnen im aUgemeinen zu ttbersetzen ist, eine

erweiterte Bedeutung, deren MogUchkeit wir (S. 834) betonten. Er

findet seine Beglaubigung, wenn eine solche notig erschiene, in einer

AuBerung eines SchriftsteUers des XI. S., der im folgenden Kapitel
von uns besprochen werden miiB, Bernelinus. Dieser redet namlich

von der „Regel" des Papstes'-^). Wir werden indessen gleich nachher

ausftthrlicher ttber die Verfasserfrage zu reden haben, wenn wir fiber

den InhaU der Regel im klaren sein werden, und ttber diesen kommen

wir am raschesten hinaus, wenn wir denselben als in wesentUcher

Ubereinstimmung mit den seinerzeit im 27. Kapitel geschilderten
rechnenden Abschnitten der Geometrie des Boethius anerkennen. Die

Multiplikationsregeln sind soweit fortgesetzt, daB hochstens 27 Ko

lumnen des Abacus in Anspruch genommen werden, wodurch eine

Ubereinstimmung mit Richers Schilderung des Rechenbrettes, welches

Gerbert in Rheims seinem Unterrichte zugrunde legte, hergestellt ist.

Allerdings scheint ein nur flttchtiger Blick auf die Regel dieser Be

merkung zu widersprechen. Wo z. B. die Multiplikation von Einern

in Zehner, in Hunderter usf gelehrt wird, heiBt es ausdrttcklich, es

M Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris) pag. 311—348, -) Ebenda pag, 357:

Si domini papae regula de his .ntbtil issi-me scripta tantum sapientissimis non esset

reservata, frustra me ad has compelleres scribendas.

55*
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gebe 25 FaUe, und ahnlich, wenn der Multiplikator und ihm ent

sprechend der MultipUkandus von hoherer Ordnung gedacht sind. Da

konnte man auf das Vorhandensein von nur 26 Kolumnen zu schlieBen

sich versucht ftthlen, wenn man zu erwagen vergiBt, daB die zahlen

den Ziffern beider Faktoren fttr sich ein zweiziffriges Produkt zu liefern

imstande sind, also in der Tat das Vorhandensein einer bei manchen

Multiplikationen freibleibenden, bei anderen zu benutzenden 27. Ko

lumne voraussetzen. Das Dividieren ist das komplementare, sofern

der Divisor aus Zehnern und Einern besteht. Besteht derselbe aus

Hundertern und Einern, so wird wieder, wie bei Boetbius, eine Einheit

hochster Ordnung des Dividenden fttrsorglich beseitigt und dann zu

nachst durch die Hunderter des Divisors geteilt, als waren sie von

Einem gar nicht begleitet. Das Bruchrechnen bildet den SchluB und

wendet diejenigen Brttche an, welche wir als ursprttnglich romische

Duodezimalbrttche wiederholt in Frage tj-eten sahen.

Die ganze Schrift ahnelt in ihrer breitspurigen StUistik der

Geometrie Gerberts. Sie tragt, wie wir fast ttberflttssigerweise be

merken, in jeder Zede ein durchweg romisches Geprage. Man kann

sogar einiges Erstaunen darttber an den Tag legen, daB nur die ge

meinen romischen Zahl- und Bruchzeichen vorkommen, daB weder

im fortlaufenden Texte, noch auf den Zeichnungen des Abacus, welche

in der Handschrift jttngeren Datums sich vorfinden, jene Apices be

nutzt sind, welche doch nach Richers nicht miBzuverstehender

Schilderung Gerbert iu Rheims zu benutzen pflegte. Das laBt einigen
Zweifel in die Meinung setzen, Gerbert habe gerade wahrend seiner

Rheimser Lehrzeit die Regel aufgeschrieben, beziehungsweise seinem

dortigen Unterrichte zugrunde gelegt, eine Meinung, welche in

weiterem Y^iderspruche gegen unsere (S. 850) begrttndete Ansicht

steht, Gerbert habe dort ttberhaupt nicht nach einem den Schttlern

in die Hande gegebenen Buche das Rechnen gelehrt, in Widerspruch
auch gegen die Worte Richers, man soUe Gerberts Buch an C. den

Grammatiker zu Rate ziehen. Konnte Richer so schreiben, wenn

die ausftthrliche Regel alteren Datums als das Buch an Constantinus

war, in welchem wir sogieich eine wesentlich kttrzere Darstellung
kennen lernen werden? MuBte Richer die Regel, wenn sie in Rheims

in Gebrauch war, nicht unbedingt kennen, wahrend seine Worte die

Vermutung erwecken, er wenigstens habe nur von einer Schrift

fiber Rechenkunst aus Gerberts Feder gewuBt? Ahnliche nur noch

starkere Bedenken sind einer Berner Handschrift der Regel ent

nommen worden'). Die Vermutung, jene Handschrift gehore dem

') Gerbert und die Rechenkunst des X. Jahrhunderts vou Dr. Alfred NagI
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IX. S. an, sie sei also langere Zeit vor Gerberts Geburt geschrieben,
hat sich allerdings als irrig erwiesen. Die Zeit der Niederschrift

wird nicht tiber das X. S. hinaufzurttcken sein'), und somit konnte

das Original allenfalls um 970 entstanden sein. Aber aus dem Berner

Kodex geht deutlicher als aus dem dem Drucke der Regel zugrunde

gelegten hervor, daB man ttberhaupt nicht eine Abhandlung, sondern

deren zwei vor sich hat, eine ttber das Multiplizieren und Dividieren

mit ganzen Zahlen, eine zweite ttber das Bruchrechnen, und da nur

von einer Schrift Gerberts die Rede sein konnte, so ivare mindestens

die zweite Abhandlung einem Verfasser zuzuweisen, der spatestens
als Gerberts Zeitgenosse lebte, der durch seine Duodezimalbrttche

sich als Schttler romischer Rechenkunst zu erkennen gibt, und der

mit diesen Brttchen die komplementare Division austtbt! Wieder eine

andere Auffassung ist diejenige^), welche die ganze Schrift Gerbert

abspricht und sie zwar auch als aus verschiedenen Bestandteilen zu

sammengesetzt erachtet, aber Heriger von Lobbes ^ur den Ver

fasser des ersten Hauptteiles halt. Lleriger habe etwa zu gleicher
Zeit in Lobbes wie Gerbert in Rheims gelehrt, so daB eine Beein

flussung des einen durch den anderen, Gerberts durch Heriger wie

Herigers durch Gerbert, ausgeschlossen erscheine. Wir verzichten

darauf eine Entscheidung zu treff'en, wo nirgend strenge Beweise vor

liegen, vielmehr nur Vermutung gegen Vermutung steht. Uns darf

die eine Behauptung genttgen, in welcher, soweit wir sehen, alle ttber

einstimmen, daB die Regel zu Gerberts Lebzeiten verfaBt ist, und

daB die komplementare Division aus Rom stammt.

Dagegen wird gegen eine andere Schrift Gerberts kein Zweifel

erhoben. Bttchlein ttber das Dividieren der Zahlen, libellus de

numerorum divisione, ist die Uberschrift der Abhandlung^), welche

durch einen Brief an Constantinus eingeleitet, kttrzer und weniger

klar, als die Regel es tut, den genau gleichen Gegenstand behandelt

gleichfaUs ohne der Zahlzeichen auch nur mit einer Silbe zu gedenken.

Der Einleitungsbrief lautet in seinen ersten wichtigen Satzen wie

folgt*): „Der Stiftslehrer Gerbert seinem Constantinus, Die Gewalt

der , Freundschaft macht fast UnmogUches mogUch, denn wie wttrde

ich versuchen, die Regeln der Zahlen des Abacus zu erklaren, wenn

Dn nicht, Constantinus, mein sttBer Trost der Mtthen, die A'eran-

(Wien 1888, Sonderabdruck aus Bd, UG der Sitzungsberichte der phil-histor.

Klasse der Wiener .Vkademie),

1) So das Ergebnis genauer Eriviigungen von Herrn Delisle in Paris.

*) Bubnov S. 206, Note 1. ") Oevores de Gerbed (ed. Olleris; pag. 349—356.

-•) Math. Beitr. Kulturl. S. 320 verbessert nach dem in der Ausgabe von OUeris

abgedruckten gereinigten Texte,
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lassung botest? So wiU ich denn, obwohl etiiche Jahrfttnfe ver-

gangen sind, seit ich weder das Buch in Handen hatte noch in 'Ubung

war, einiges in meinem Gedachtnisse zusammensuchen, und es zum

TeU mU denselben Worten, zum TeU demselben Sinne nach vor

bringen." Es geht daraus hervor, daB Gerbert zu Constantinus auch

wohl frtther schon in dem Verhaltnisse des Lehrers zum Schuler ge

standen haben muB, weil er sonst nicht den Titel Stiftslehrer mit

seinem Namen in Verbindung gebracht hatte, was er auBerdem nur

dreimal in den uns bekannten Briefen tat'). Wir wissen auch, daB

die Bekanntschaft beider aus den Jahren 972 bis 982 herrtthrt, aus

der Zeit, in welcher Gerbert wechselweise lernend und lehrend aus

der Stellung des Stiftsschulers in die des Stiftslehrers ttbersprang, um

dann wieder fttr einzelne Stunden in die erstere zarttckzukehren. An

jene Zeit erinnert Gerbert off'enbar mit den Worten, es seien etliche

Jahrfttnfe, alicptot lustra, vergangen, und diese Zeit von mindestens

15 bis 20 Jahren zu der des Rheimser Aufenthaltes hinzugefttgt
liefert etwa das Jahr 997, in ivelchem (S. 858) der Brief an Con

stantinus hochst wahrscheinlich geschrieben ist. Seit einigen Jahr-

fttnfen, sagt Gerbert, habe er weder das Buch in Handen noch irgend
Ubung gehabt, und der letzte Teil dieses Satzes bezieht sich zu-

veriassig nicht auf Ubung im Rechnen, sondern im Rechenunterrichte,
denn das ist es, was Constantinus von ihm verlangte. Ein Buch zum

Rechenunterrichte war es also auch, welches als seit vielen Jahren

vermiBt bezeichnet ist. Damals, als Gerbert noch in Rheims lehrte,

ja da hatte er das Buch, damals UeB er auch die Vorschriften sich

aber- und abermals von den Schttlern hersagen, sagte er sie ihnen

vor, stets dieselben Ausdrttcke gebrauchend, und nur dadurch wird

es ihm moglich, auch jetzt noch teils mit denselben Worten wie

damals teils dem Sinne nach das Gleiche aus dem Gedachtnisse wieder

herzusteUen. Und so sind wir nun zu der letzten Frage gelangt:
Was fttr ein Buch war es denn, von welchem Gerbert redet? Man

hat vermutet, die „Regel" sei damit gemeint. Wir haben die Gegen-
grttnde entwickelt, welche uns gegen diese Vermutung einnehmen.

SoUten sie als entscheidend angesehen werden, dann iiiuB es freUich

em anderes Buch gewesen sein, ttberhaupt kein von Gerbert selbst

verfaBtes, fur welches er auch wohl eine andere Bezeichnung gehabt
hatte, als kurzweg das Buch, librum. Auch das Buch des weisen

Josephs des Spaniers kann es nicht wohl gewesen sein, da dieses im

') Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris) Epistola 11: Gerbertus quondam scola-

sticus Ayrardo suo salutem (pag. 7). Epistola 17: Hugoni suo Gerbertus quon
dam seolasticus (pag. 10). Epistola 142: Gerbertus scolaris abbas Bemigio monaco

Treverensi (pag. 78),
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Jahre 984, ivie wir sahen (S. 856), von Rheims aus gesucht wurde.
Aber uber diese negative Bestimmung, welches Buch es nicht war,
das Gerbert vermdJte, kommen wir freilich nicht hinaus. Die „Regel"
ist sodann von Gerbert als Papst — wie der Ausspruch des BerneUnus

gleichfaUs verstanden werden kann — verfaBt worden, erst nachdem

das Bttchlein fttr Constantinus aus dem Gedachtnisse zusammen-

geschrieben ivar. Gerbert, nehmen wir an, beabsichtigte, nachdem er

den Gegenstand sich wieder vollstandig gegenwartig gebracht hatte,
ihn endgttltig und in genttgender Klarheit fttr jeden Leser abzuschUeBen.

Doch gleichviel. Diese kleinen Meinungsverschiedenheiten sind im

Grunde sehr geringfttgig gegenuber der Aufgabe, die uns bleibt: zu

zeigen, welche Bedeutung Gerberts Lehren von Anfang an besessen

und mehr und mehr gewonnen haben.

Die realistischen Studien') waren mehr und mehr aus den

Klostern verschwunden, in welchen sie unter Alcuins unmittelbarem

und mittelbarem Einflusse ein, wie es schien, ewiges Bttrgerrecht
sich erworben hatten. Nur ganz vereinzelt waren noch Monche zu

finden, welche weltliches Wissen besaBen oder nach solchem strebten.

Bttchersammlungen von mehr als 15 oder 20 Banden gab es nur in

den wenigsten Klostern. Die Bttcher selbst waren ihrer SeUenheit

wegen einzeln an Kettchen befestigt. Der Abt hatte nicbt einmal

das Recht sie nach auswarts zu verleihen, auBer nach bestimmten

anderen Klostern, welche einen Mitbesitz an den Bttchern genossen.

Nun trat Gerbert auf Er gab dem Unterrichte zu Rheims, wo die

Erinnerung an Remigius, der einst jene Schule zu Ansehen brachte,
fast verloren gegangen war, ein neues Leben. Er lehrte freilich nicht

wesentlich Neues, aber er lehrte es mit neuem Erfolge, und der Er

folg wuchs noch mit der Zunahme der personUchen Bedeutung des

Lehrers. Gerbert hatte alien Anfeindungen zum Trotze die hochste

Stufe kirchlieher Wttrden erstiegen. Er war ein Papst an Sitten-

reinheit einzig dastehend unter den Papsten seines Jahrhunderts,
welche in wttster Sinnlichkeit dem heiligen Charakter ihrer Stellung
Hohn boten, so daB ihr Regiment mit Recht als eine Pornokratie

hat verunglimpft werden konnen. Ganz natttrlich, daB jetzt die

Gerbertsche Schule an Ansehen gewann. Der Glanz des Lehrers

strahlte auf seine frttheren ZogUnge zurttck, gab ihnen selbst eine

hohere Weihe. So ivttrde es unzweifelhaft, wenn vieUeicht auch nur

mit kurz andauerndem Erfolge, gewesen sein, wenn die Lehren

Gerberts weniger klar, weniger nutzlich, weniger vortrefflich gewesen

') Oeuvres de Gerbed (ed, Olleris): Vie de Gerbert pag. XXIV—XXXIIl

ist eine sehr hubsche Ubersicht iiber den Geisteszustand der Zeit.
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waren. Um wieviel machtiger muBte die Wirkung sein, wo der

innere Wert dem auBeren Rule gleich kam, wo unter papstUcher

Fahne zur Modesache wurde, was verdiente keiner Mode unterworfen

zu sein. Jetzt regie es sich wie auf ein gegebenes Zeichen aUer Orten.

Die BibUotheken wurden wieder zahlreicher. Neue Abschreiber ver-

vielfaltigten die seiten gewordenen Schriften. Der Unterricht, und

was fttr uns allein in Betracht kommt, auch der mathematische Unter

richt nahm an Umfang zu.

Gerberts Geometrie scheint freiUch trotz oder vielleicht wegen

ihrer verhaltnismaBig hoheren wissenschaftlichen Bedeutung eine

rechte Y^irkung nicht erzielt zu haben. Die geometrische Unwissen

heit war, wie wir mehrfach hervorgehoben haben, hei Romern und

folgUch auch bei Schttlern der Romer eine noch dichtere als die

arithmetische. Der Boden war in diesem Gebiete noch weniger zu-

bereitet fruchtbaren Samen aufzunehmen. Was wir wenigstens von

monchischen Versuchen in der Geometrie vor Gerbert kennen, be

schrankt sich auf eine Zeichnung'), welche ein Schreiber des X. oder

XI. S. einem Auszuge aus der Naturgeschichte des Plinius beifttgte,
und in welcher man eine graphische DarsteUung unter Zugrunde

legung des Koordinatengedankens erkannt hat. Wir stellen nicht in

Abrede, daB hier der Anfang zu einer Betrachtungsweise vorhanden

ist, die am Ende des XIV. S. an Wichtigkeit und Verbreitung ge

wann und das Wort latitudines, welches PUnius noch als Breite

braucht, mit dem Sinne der Abszissen begabte, aber in der Zeit, in

welcher jene Figur entstand, fallt es uns schwer an das BewuBtsein

ihrer Tragweite zu glauben. Auch von Nachfolgern Gerberts in geo

metrischen Untersuchungen ist so wenig bekannt, daB wir es fttgUch
hier anschlieBen konnen. Da ist zunachst von Briefen zu reden, deren

Schreiber teils wenig bekannt teils unbekannt sind, aber alle der

ersten Halfte des XI. S. angehoren. Da uberdies samtliche zehn Briefe

sich handschriftlich in Paris und nur in Paris erhalten haben, so war

es durchaus gerechtfertigt, sie gemeinschaftUch dem Drucke zu ttber

geben^). Zuerst sind 8 zwischen Radulf von Lttttich und Regim-
bold von Coin gewechselte Briefe zum Abdruck gebracht. Dann

folgt ein weiterer Brief an Regimbold, dessen Schreiber sich als

Monch B. bezeichnet, eine Bezeichnung welche voUstandiger Namen-

losigkeit gleichkommt. Das letzte Stttck der Sammlung ffihrt einzig

') S, Gunther, Die Anfange und Entwicklungsstadien des Coordinaten-

principes in den Abhandlungen der naturf Gesellsch. zu Niirnberg VI. Separat
abdruck S. 20 flgg. und 48—49. ^) Une correspondance d'ecoldtrts du XI. Siecle

publiee par M, Paul Tannery et M, I'abh^ Clerval in den Notices et e.v

traits XXXVI, 487—543. Paris 1900.
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den TUel De Quadratura Circuli. Radulf von Lttttich wird ge
meinsam mit Regimbold von Coin als Mathematiker aus der un

mittelbar auf Gerbert folgenden ZeU gertthmt '), allein diese Erwah

nung ist durch keinerlei Beziehung auf altere Schriftsteller gesttttzt
und darum unverwertbar. Der einzige Zeuge, welchen man anrufen

konnte ist Adelmaun, der in seinen Versen auf bertthmte Zeit

genossen Regimbold von Coin nennt und von ihm sagt, er habe sich

lange in Lttttich aufgehalten^). Alles, was wir sonst wissen, stammt
aus dem Briefwechsel selbst. Regimbold hat bei vorttbergehendem
Besuche in Chartres dort mit dem bertthmten Bischof Fulbert ver

kehrt*) und erwahnt diesen Besuch mit der Bitte Radulf moge bei

Fulbert eine Erkundigung einziehen. Fulberts Todestag war der

10. Aprd 1028, also ist der Brief vor diesem Tage geschrieben, Re

gimbold nennt femer den Bischof Adelbold von Utrecht^), und

dieser gelangte 1010 zu der ihm beigelegten Wttrde, also ist der

Brief nach 1010 geschrieben, Mehr aber, als daB der Briefwechsel

der Zeit zwischen 1010 und 102M angehort, laBt sich nicht behaupten.
Es ist ja ganz interessant, daB Regimbold sagt, er lehre seit mehr als

20 Jahren^), er werde nachstens nach Rom reisen^), daB von Wazo

in einer Weise die Rede ist, als ware er Reginibolds Lehrer ge-

wesen'), aber zur genaueren Datierung der Briefe dienen diese Tat

sachen keineswegs. Der Briefwechsel selbst geht davon aus, Boethius

habe in seinen Eriauterungen zu den Kategorien des Aristoteles ge-

sagt: scimus triangidum habere tres inferiores angulos equos duobus

rectis^). Diese Behauptung wird nach verschiedenen Richtungen be

sprochen. Radulf halt den Satz von der Winkelsumme eines Be

weises wert und sucht ihn fttr das gleichschenklig rechtwinklige
Dreieck zu liefern, indem er die Diagonale eines Quadrates zieht.

Bei dieser Gelegenheit bemerkt er, das Quadrat ttber der Diagonale
sei das Dopjielte des ursprttnglichen Quadrates und die Diagonale

7

selbst sei -.- der Quadratseite^). Regimbold dagegen entnimmt dem

17
Geometricum des Boethius die Diagonale sei

^,,,
der Quadratseite'").

Der Herausgeber des Briefwechsels hat mit Recht hervorgehoben,

') KarlWerner, Gerbert von Aurillac, die Kirche und Wissenschaft seiner

Zeit S. 77 (Wien 1878). ") Correspondance d'tccolatres pag. 522 lin. 14. =) Ebenda

pag. 532 lin. 22—23. *) Ebenda pag, 522 Un, 13 Trajedcnsem Episeopum Adel-

l.ioldum. ") Ebenda pag. 629 lin. 24, «) Ebenda pag. 532 lin. 4, ') Ebenda

pag. 522 lin. 14 und pag. 531 Kn, 8, *) Ebenda pag. 518 lin. 12, °) Ebenda

pag, 515 Hn. 24 superbipartiens quintas. ") Ebenda pag, 525 lin. 2—4 In Geo-

-metrieo dicit Boethius: Omne diagonium equilateri quadreai habet ipsum latus

in se et eius qitiiicuncem.
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diese Regel oder 1/2 = ^^ finde sich in keiner dem Boethius zuge

schriebenen Geometrie, auch nicht in der gefalschten, sie sei dagegen

im 66. Kapitel von Gerberts Geometrie, also in deren dritten Ab

teilung vorgetragen (S. 867). Es leuchtet ein, daB hieraus nur eine

einzige Folgerung gezogen werden darf, diejenige daB im ersten

Viertel des XI. S. in Coin eine Geometric des Boethius be

kannt war, welche nicht mit irgend einer von den Hand

schriften ubereinstimmte, die heute mit Recht oder Un

recht Boethius zugeschrieben werden. Regimbold wendet nun

die Regel, daB die Hypotenuse des gleichschenklig rechtwinkUgen
1 7

Dreiecks seiner Kathete sein muB, weiter an, um aus dem ge

gebenen Umfange die einzelnen Seiten zu finden. Diese Rechnung

ist dadurch besonders merkwttrdig, daB Regimbold sich nicht, wie

Radulf es tut, mit den romischen Duodezimalbrttchen begnttgt um

die Seitenlangen annahernd zu berechnen, sondem daB er den Bruch

-j^ anwendet'). Einen weiteren Gegenstand des Briefwechsels bilden

die Ausdrttcke pedes recti, quadrati, erassi, deren Bedeutung Radulf

entfallen war, bis Regimbold sie ihm als Langen, Flachen und Korper-

maBe in Erinnerung bringt. Da fallt es Radulf ein, daB er in

Chartres die Erklarung aus dem Albinus kennen gelemt habe, und

er benutzt die Gelegenheit um Regimbold dreist zu bitten, ihm den

Albinus oder, wenn der nicht vorhanden sein sollte, deu sogenannten
Podismus zuzuschicken^). Ob Albinus irgend ein Werk Alcuins

war, ob der Podismus eineii Auszug aus romischen Feldmessern be

zeichnete, wenn nicht Gerberts Geometrie, darttber ist nichts bekannt,
und ebenso verhalt es sich mit einer von Regimbold angerufenen

Regel der Divisionen und der Brttche, welche vorschreibe, wenn der

Divisor den Dividendus ttbersteige, solle man den Dividendus als

Rest bezeichnen oder zur intellektualen Division seine Zuflucht

nehmen^). Der letztere Ausdruck bedeutet offenbar einen geivohn-

lichen Bruch wie das vorerwahnte -7-;. Fast noch mehr Interesse als
246

an den auf Rechnung bezttglichen Fragen hatten aber Radulf sowohl

als Regimbold daran, was Boethius wohl unter inneren und unter

auBeren Dreieckswinkeln verstanden habe. Wir erinnern uns, daB

im 9. Kapitel der Gerbertschen Geometrie (S. 861) die gleiche Frage
dahin beantwortet wurde, der spitze Winkel sei ein innerer, der

') Correspondance d'ecoldires pag. 526 lin. S X et I'll ducentesimas qua-

dragesimas sextas siliquas. ') Ebenda pag, 531 lin. 15—20. ^) Ebenda pag. 518
lin. 21—24.
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stumpfe ein auBerer, bei jenem liege der mit der Grundlinie den spitzen
Winkel bildende Schenkel im Inneren eines rechten Winkels, bei diesem
befinde sich der den stumpfen Winkel bddende Schenkel auBerhalb

des rechten Winkels. Genau die gleiche Meinung besitzt Regimbold').
Auch Fulbert setzte den inneren und spitzen, den auBeren und stumpfen
Winkel einander gleich, aber mit anderer Begrttndung: bei dem spitz-
winkUgen Dreiecke faUe die Senkrechte von der Dreiecksspitze auf

die Grundlinie in das Innere des Dreiecks, bei dem stumpfwinkUgen
Dreiecke falle sie auBerhalb^). Radulf endlich meint, von inneren

Winkeln rede man in der Ebene, von auBeren im Raume'). Im

Laufe des Briefwechsels erscheinen noch andere Deutungsversuche,
auf welche wir einzugehen verzichten,

Ob der Monch B. von dem Briefwechsel zwischen Regimbold
und Radulf Kenntnis hatte, laBt sich weder behaupten noch leugnen.
Jedenfalls beginnt er seinen Brief an Regimbold mit der Verdoppe

lung des Quadrates, vou der er behauptet sie sei durch Messung

moglich, in Zahlen unmoglich*). Man solle die Diagonale des
17

kleineren Quadrates, welche
„
von deren Seite sei, als Seite des

groBeren Quadrates benutzen. Wir fassen die bei uns ges]ierrt ge
druckte Behauptung so auf, daB B. das BewuBtsein hatte ]/2 konne

durch Rechnung niemals genau, sondern nur annahernd, etwa in der
17

GriiBe
-^ gefunden werden, wahrend die Konstruktion des doppelten

Quadrates mittels der Diagonale des einfachen Quadrates voUziehbar

eei. Als zweite Aufgabe gilt fttr B. die Quadratur des Kreises.

Auch auf sie verweist eine Stelle aus den Eriauterungen des Boethius

zu den aristoteUschen Kategorien. Aristoteles hatte die Kreisquadratur
als moglich aber als unbekannt bezeichnet. Boethius hatte dazu be

merkt^), jene Unbekanntschaft gelte nur fttr die Zeit des Aristoteles,

spater habe man den Kreis quadrieren lernen. Ob Boethius das

22
archimedische ir = — fttr genau richtig hielt, ob er, wie vermutet

worden ist^), an eine Quadratur mittels eigens dazu erfundener Kurven,
wie die Quadratrix, dachte, ist wohl nicht zu entscheiden. JedenfaUs

rechnet B. mit der archimedischen Zahl, ivenn er den Durchmesser 7,
7 22

den Kreisumfang 22 wahlt und - mal -- ^^^ Kreisflache findet; das

sei die alte Regel fttr den Kreis in den geometrischen Schriften'').

') Correspondance d'lieoldtres pag. 526 lin. 16—27. •-■) Ebeuda pag. 532

liu. 27—28, ") Ebenda pag. 520 lin. 14—15. ■■) Ebenda pag, 533 lin, 13—14:

et hoc in mensivra, in numeris nunquam. ^) Ebenda pag. 534. '^) Ebenda

pag. 508 in der Einleitung Tannerys.- ') Ebenda pag. 534 letzte Zede: Haec

in Geometricis vetusta circuli habetur regula.
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Welche Schriften B. hier meint, ob vielleicht die Geometrica das

o-leiche bedeuten, was bei Regimbold Geometricum Boethii heiBt'),

dariiber kann man nicht entscheiden, nur so viel scheint aus dem

Wortlaute hervorzugehen, daB B. von eiaer ganz bestimmten, Regim

bold, an den sein Brief gerichtet ist, wie ihm bekannten alteren

Schrift redet. Als Seite des
-^

= 38,5 groBen Quadrates-) bezeichnet

B. die Lange 6 -f ^ +-^q- = 6,205. Als weniger beschwerUche Qua

dratur des Kreises konne man sich damit begnttgen
— des Durch

messers als Diagonale des Quadrates zu benutzen^). AugenscheinUch

entspricht diese Vorschrift dem Werte 7r = 3-—
_

Das letzte anonyme Stttck der im Druck vereinigten Samndung
heiBt De Quadratura Circuli^). Diese kleine Schrift lehrt verschiedene

Quadraturen kennen, unter welchen wir nur die erste hervorheben,
8

welche - des Kreisdurchmessers als Quadratseite wahlt, d. h.

jr = i—\ setzt, wie es im Rechenbuche des Ahmes der FaU war.

Da kein einziges Vorkommen dieses Wertes in den fast 3000 Jahren,
nm welche Ahmes von der anonymen Schrift absteht, bekannt ist, so

dttrfte nach unserem heutigen Wissen eine Abhangigkeit ausgeschlossen

sein, man wird vielmehr an eine selbstandige Nacherfindung zu denken

haben^). Der Anonymus spricht nach der Quadratur des Kreises auch

noch von auBeren und inneren Winkeln, welche er wie Regimbold
als stumpfe und spitze Winkel deutet, und von der Winkelsumme

eines gleichseitigen Dreiecks, welches er zu einem doppelt so groBen
Rechtecke vervoUstandigt, dadurch an Radulfs Beweisftthrung bei dem

gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke erinnernd.

Nachst den in der beschriebenen Sammlung vereinigten Stttcken

haben wir ein von Franco von Lttttich verfaBtes Werk in 6 Bttchem

ttber die Quadratur des Kreises^) zu nennen. Eine Chronik^)

berichtet, die Schrift ttber die Quadratur des Kreises sei dem Erz-

') Correspondance d'ecoldires pag. 525 lin. 2. -) Ebenda pag. 535 lin. 1—2.

') Ebenda pag. 536 lin. 21—24, *) Ebenda pag. 536—538, ^) Ebenda pag, 512
lin. 6—11 iu Tannerys Einleitung. ") Ang. Mai, Classici autores e vaiicanis

codicibus cditi III, 346—348. Roma 1831, veroffentlichte Bruchstiicke davon.

Dr, Winterberg gab das ganze Werk heraus, Abhandlungen zur Geschichte

der Mathematik IV, 137—183 (1882). Im AnschluB ist S. 183—190 noch eine

z-weite nicht von Franco herriihrende kleinere Schrift uber die Quadratur des
Kreises zum Abdrucke gebracht. Wh zitieren Franco mit der betreffenden:

Seitenzahl. ') Sigebert Gembl. Chron. ad ann. 1047 bei Pertz Mon. VIII,,
359. Vgl. PrantI, Geschichte der Logik im Abendlande II, 68, Anmerkung 27s.
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bischof Hermann gewidmet, und da Hermann IL, der allein in Frage
steht, von 1036 bis 1055 Erzbischof von Coin war, so wttrde da

durch die Entstehungszeit jener Schrift in sehr enge Grenzen einge
schlossen. Die in Rom erhaltene Handschrift nennt den Namen des

Erzbischofs, dem das Werk zugeeignet ist, nicht, und so erscheint

jene Angabe immerhin zweifelhaft. In der Vorrede sagt Franco, die

Kenntnis der Kreisquadratur von Aristoteles ausgehend habe sich,
wie man behaupte, unzweifelhaft bis zu Boethius erhalten'), dann sei

alles so sehr verloren gegangen, daB alle Gelehrten von Italien, von

Frankreich und von Deutschland hierin Fehler machten. Unter denen,
welche sich vergebliche Mtthe gaben, sei Adelbold gewesen, dann

Y^azo, der groBte der Gelehrten^) und Gerbert, der Wiederhersteller

der Wissenschaft. An anderen SteUen wird auf Gerbert, auf Re

gimbold und Racechiu^) Bezug genommen. Auch der Arbeiten

des Boethius ttber Kreisquadratur wird wiederholt gedacht*), an deren

Vorhandensein also damals kein Zweifel obwaltete. Wir wissen, daB

die Eriauterungen des Boethius zu den aristotelischen Kategorien

damit gemeint sind. Franco zeigt sich in der ganzen Schrift als ge

wandten Rechner, dem namentlich die Anwendung von Brttchen —

die durchweg romische Duodezimalbrttche sind — keine Schwierigkeit
bereitet. Sein geometrisches Wissen dagegen ist so gering, daB nicht

einmal die Kenntnis des pythagoraischen Lehrsatzes bei ihm anzu

nehmen ist. Die geschichtliche Ausbeute ist dem entsprechend eine

hauptsachUch arithmetische. Wir erfahren, daB Regimbold l/2 durch

17
—

ersetzte^), was wir aus Regimbolds Briefen schon wissen, ein Wert,

den (S. 436) Theon von Smyrna kannte, den (S. 640) wahrscheinlich

auch Inder benutzten. Wir horen ^), daB die Kreisflache bald als

7

Quadrat von -— des Durchmessers, bald als Quadrat des vierten Teils

der Peripherie betrachtet wurde. Beide Verfahren sind uns bekannt,

jenes aus Indien (S. 641), dieses aus spatromischen Feldmessern

9

(S. 591). Ferner halt Franco selbst')
-

r des Durchmessers fttr die

Seite des dem Kreise flachengieichen Quadrates, rechnet also mit

-=(ir=3,24.
DaB die Kreisflache des Kreises vom Durchmesser 14 durch die

Zahl 154 dargesteUt werde, zeigt Franco^), indem er den Umfang,

') Eius itaque scientiam hand dubium feriint usque ad Boetium perdurasse.

Franco 143, ") Wazo starb 1048 als Bischof von Liittich. ^) Franco 158

und hiiufiger. '') Ebenda 166, 184. =) Ebenda 158. «) Ebenda 145.

') Ebenda 187. ^ Ebenda 152.
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welcher die Lange 44 habe, in 44 gleiche Teile zerlegt und jeden

Endpunkt eines Teiles mit dem Kreismittelpunkt verbindet. So

entstehen 44 Dreiecke, welche paarweise in entgegengesetzter Rich

tung aneinander gelegt je ein Rechteck, im ganzen deren 22 liefem

mit den Seitenzahlen 1 und 7. Auch diese Beweisftthrung erinnert

so sehr an die des Inders Ganeea (S. 656), daB man versucht wird,

nach einer beiden gemeinschaftlichen Quelle zu fahnden. Wir wollen

endUch noch bemerken, daB Franco von den Streitigkeiten fiber die

Bedeutung eines auBeren und eines inneren Winkels weiB') und sich

dahin entscheidet, ein auBerer Winkel sei ein solcher der auBerhalb

der betreffenden Figur liege.
Hier ist der Ort einzuschalten, was wir von der gefalschten

Geometrie des Boethius wissen. Es ist blutwenig. Die Erlanger
Handschrift gehort dem XII. S. an. Damals spatestens ist also das

ungemein geschickt gemachte Schriftstttck verfaBt worden. Es war

dadurch vorbereitet, daB altere Handschriften zwar keineswegs gleichen

InhaUs, aber fast gleichen Titels vorhanden waren, deren einige bis

auf den heutigen Tag erhalten sind. Damit stehen wU am Ende

unseres Wissens. Wer der Falscher war, und — eine Frage, die

sich aufdrangen muB — was er mit seiner Falschung beabsichtigte,
das hat noch niemand erortert, noch niemand zu erortern gesucht.
Uherlassen wir es anderen Forschern hier Vermutungen aufzustellen.

Wir verlassen die Geometrie der Zeit vor dem Schlusse des XU. S.

und kehren zu der (S. 871) unterbrochenen Geschichte der Rechen

kunst zurtick.

Das Kolumnenrechnen fand mit Gerberts wachsendem Ansehen

allgemeine Verbreitung. Wir dttrfen uns mit der so aUgemeinen

Behauptung nicht begnttgen, wir mttssen ihr naher treten. Sie wird

uns die Gelegenheit geben, die Manner zu nennen, welche aus Ger

berts Schule hervorgegangen jene Verbreitung vollzogen, wird uns

zugleich Gelegenheit geben, zu sehen, wie seit 1100 etwa, seit dem

Beginn der Kreuzzttge, wirklich Arabisches in das Abendland ein

drang, wie ein eigentttmlicher Kampf um das Dasein zwischen der

alten und neuen Rechenkunst sich entspann, zwischen dem Kolumnen

rechnen und dem Zifferrechnen, deren jedes seine Vertreter besaB.

Man hat sich daran gewohnt, diese Vertreter als Abacisten und

Algorithmiker zu bezeichnen, und unter diesen Sammelnamen

wollen wir sie kennen lernen.

') Franco 143—144.
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40. Kapitel.

Abacisten und Algorithmiker.

Bei den Versuchen den Abacus mit den eigentttmlichen Zeichen,
die wir Apices nennen, nach aufwarts zu verfolgen, ist in frttheren

Werken stets von einer ratselbaften Handschrift der Kapitular-
bibliothek von Ivrea die Rede gewesen i), welche nach der An

sicht eines im allgemeinen zuverlassigen Handschriftenkenners von

einer Hand des X. S. herrtthrte oder gar, wie eine nachgelassene
Notiz desselben Gelehrten meinte, am Hofe Karls des GroBen ge

schrieben ward^). Es sei eine Anweisung zum Dividieren in arabi

schen Ziffern. Alle diese Augaben sind nun freilich wesentlichen

Abanderungen zu unterwerfen. Genaue wiederholte Untersuchnng
der Handschrift^) hat ergeben, daB sie erst dem XI, S. angehort,
mithin in die Zeit fallt, welche wir in diesem Kapitel*) zn besprechen

haben, in die Zeit nach Gerbert, wenn auch vielleicht nicht viel spater
als er. Der Inhalt ist ein eigentttmlicher.

Zuerst ist als Aufgabe gesteUt, 1111111537 durch 809 zu divi

dieren, wobei der Quotient 1373438 erscheint und 195 ttbrig bleibt.

Aufgabe und Auflosung sind teils in Worten, teils in romischen

Zahlzeicheu geschrieben. Dann folgen 19 Hexameter, welche auf das

Rechnen auf dem Abacus sich beziehen, welche aber voUstandig zu

verstehen uns nicht gelungen ist. Hieran schlieBt sich die Wieder

holung der Aufgabe und ihre Auflosung im Kolumnensysteme ge

schrieben, aber ohne daB senkrechte Striche die einzelnen Rang

ordnungen trennten. Zwolf Kopfzablen genttgen den Abacus anzu

deuten. Uber ihnen steht der Dividend, unter ihnen der Divisor,
unter diesem der Rest, unter diesem wieder der Quotient, samtlich

in richtiger Ordnung, so daB also bei Niederschreibung des Divisors

809 unter der Kopfzahl der Zehner ein freier Raum blieb. Die

Kopfzahlen des 12reihigen Abacus sind durch romische Zahlzeichen

angegeben, die samtlichen anderen Zahlen durch Apices. Endlich

folgt wieder nur in Worten und ohne durch irgend ein Beispiel

') Friedlein, Gerbert, die Cieometrie des Boetius und die indischen

Ziffern. Erlangen 1861, S, 41, Anmerkung 20 hat zuerst die Mathematiker auf

diese Handschrift aufmerksam gemacht. ^) Bethmann hn Archiv der GeseU

schaft fiir altere deutsche Geschichtskunde, herausgegeben von Pertz LX, 623

und XII, 594. ") Reifferscheid in den Sitzungsberichten der philosoph,-histor,

Klasse der k. Akademie der Wissenschaften. Wien 1871. Bd. 68, S. 587—589

die Beschreibung des Codex LXXXIV, die dem XI. S. angehore. Dann „f, 87,

88 AUerlei von spiiteren Hiinden"- ■■) Unsere Angaben beruhen auf einem

Faksimile, welches Furst Bald, Boncompagni die grofie Gute hatte, fiir uns

in I-vrea durchpausen zu lassen.
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Untersttttzung zu finden die Vorschrift, wie man bei der Division

durch einen aus Hundertern, Zehnern und Einem bestehenden un

unterbrochen dreiziffrigen Divisor — tres sint divisores nullo inter

posito
— verfahren soUe in offenbarer Anlehnung an die „Regel"

Gerberts. Alles zusammen fttUt nur eine einzige Seite und dttrfte,

wenn auch nicht so alt wie die einen hofften, die anderen ftirchteten,

doch einiges Interesse nicht entbehren, so daB ein voUstandiger rich-

tig-er Abdruck des kurzen Sttickes immerhin wttnschenswert erscheint.

Ein Schttler Gerberts war vieUeicht Bernelinus, der in Paris ein

durch den Druck veroff'entlichtes Buch ttber den Abacus geschrieben

hat^). Bernelinus beruft sich (S. 867) auf die Regel des Papstes Gerbert,

die freilich nur fttr die Weisesten geschrieben sei, und darauf, daB

sein Freund Amelius, auf dessen Andrangen er sein Werk verfasse,
es verweigerte, an die Lothringer sich zu wenden, bei welchen diese

Lehren in hochster Blttte standen. Nur diese beiden Erwagungen

vereinigt hatten ibn zum Schriftsteller gemacht. Er beginnt sodann

mit der Schdderung des Abacus und zeigt darin seine Selbstandig

keit, denn Gerbert selbst hat weder in der Regel, wenn die (S. 867)

als solche bezeichnete Schrift wirklich von ihm herrtthrt, noch in der

Abhandlung fttr Constantinus eine solche Schilderung an die Spitze
zu stellen fttr notig gehalten, ein Umstand, welchen wir uns nur so

erklaren konnen, daB Gerbert den Abacus nicht als etwas Neues

oder Schwieriges betrachtete, sondem als ein alt- und allbekanntes

Hilfsmittel, wahrend die Divisionsregeln allerdings wenig bekamit

gewesen sein mttssen. Der Abacus war, nach Bernelinus, eine vorher

nach alien Seiten sorgsam geglattete Tafel und pflegte von den Geo

metem mit blauem Sande bestreut zu werden, auf welchen sie auch

die Figuren der Geometrie zeichneten. Bis zur Hohe der eigentlichen
Geometrie wolle er sich aber nicht erheben, er bemerke nur, daB zu

rechnerischen Zwecken die Tafel in 30 Kolumnen abgeteilt werde,
von welchen 3 fttr die Brttche aufzubewahren, die ttbrigen 27 nach

Gruppen von je 3 zu bezeichnen seien. Die erste Kolumne wird

namlich durch einen kleinen Halbkreis abgeschlossen, die zweite und

dritte zusammen durch einen groBeren, aUe drei gemeinsam durch

einen noch groBeren. Bernelinus sagt zwar nicht Kolumnen, sondern

Linien, lineas, aber er meint es so, wie wir es ausgesprochen haben,
da ja ein AbschluB von einer, von zwei, von drei Linien durch an

GroBe verschiedene Halbkreise nicht gedacht werden kann, sondern

nur von Kolumnen. In jeder Dreizahl von Kolumnen, deren es un

endlich viele geben kann, ist eine Kolumne der Einer, eine der

') Oeuvres dc Gerbert (ed. Olleris) pag. 357—400 Liber Abaci. Die Anfangs
worte lauten: Ineipit praefatio libri abaci quem iunior Bernelinus edidit Parisiis.
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Zehner und eine der Hunderter zu unterscheiden, welche der Reihe

nach mit S und M, mit I), mit C bezeichnet werden sollen. C sei

namlich Anfangsbuchstabe von centum, D von decem, M von monas

— Bernelinus schreibt dafttr falschlich monos — oder von mille,
S endlich von singularis. In den Zahlzeichen spiegele die Grappierung
nach drei Kolumnen sich gleichfalls ab, da ein Horizontalstrich, titulus,
ttber dem I, dem X, dem C dieselben vertausendfache. Der Beschrei

bung der Kopfzahlen, welche ttber samtliche Kolumnen sich fort

setzen und mit den Bezeichnungen der in jeder Dreizahl unter

schiedenen Rangordnungen nicht zu verwechseln sind, laBt sodann

Bernelinus die Schilderung und Abbildung der neun Zahlzeichen

folgen. Es sind die Apices, welche hier auftreten, wenn uns dieses

Wort ein fiir aUemal die betreffenden Zeichen vertreten soil, von

denen schon soviel die Rede war. AuBerdem konne man sich auch

griechischer Buchstaben bedienen, und hier enthttUt Bernelinus wieder

hoU, wie vorher durch Anwendung des ungriechiscben monos, eine

mangelhafte Kenntnis dieser Sprache. Die Zahl 6 laBt er namlich

durch Z! bezeichnen, wahrend bekanntlich g das richtige Zeichen ware.

■— Das Einmaleins schlieBt sich an, bei welchem eine zunachst sehr

auffallende Lttcke sich darbietet : die Produkte gleicher Faktoren,

also 1 mal 1, 2 mal 2, 3 mal 3 bis 9 mal 9 fehlen, warum? ist

nicht gesagt. Wir konnen nur einen Grund vermuten, darin be

stehend, daB die Quadrierung einziffriger Zahlen, und nur um diese

handelt es sich, in dem Grade eine AusnahmeroUe spielte, als die so

genannte regula Nicomachi (S. 433) zur Ausftthrung derselben aU

gemeiner bekannt war, als irgend andere Regeln. DaB freilich jene

Regel besonders erwahnt werde, muB man aus unserer fast zaghaft

ausgesprochenen Meinung nicht schlieBen woUen. Bei der Multipli

kation der euizelnen Rangeinheiten bedient sich BerneUnus der Worter

Finger- und Gelenkzahl. Eine Erklarung wttrde man auch hier ver-

gebens suchen, doch steht dabei die Veranlassung auf festerem Boden.

Wir wissen durch Beispiele aus den verschiedensten Zeiten, daB jene

Worter so bekannt waren, daB jede Erlauterung ttberflttssig erscheinen

muBte. Als Ende des ersten Abschnittes, der also bis zur Multipli

kation einschlieBlich sich erstreckt, ist die Au.srechnung von 12^,

von 12=', von 12*, von 12^, von

12-kl2"-k 12«-k 12* -k 12^

zu betrachten, wobei wir vielleicht in Erinnerung bringen dttrfen,

daB 12 die Grundzahl des romischen Bruchsystems ist.

Der zweite Abschnitt handeU von der einfachen Division,

d, h. von denjenigen Teilungen, bei welchen der Divisor ein Emer

Oder ein einfacher Zehner ist. Drei Fade smd dabei unterschieden,

Oantoe, GeBoliichte
der Mathematik I, 3. Aufl, 56
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der erste, wenn der Divisor der Reihe nach in alien SteUen des Divi

dendus enthalten ist und nur bei den Einern allenfalls ein Rest bleibt,

wie z. B. 668 geteilt durch 6; der zweite, wenn Reste auch bei

frttheren Stellen bleiben, beziehungsweise wenn der Divisor einen

hoheren Wert hat als einzelne SteUen des Dividendus, so daB zwei

Stellen des Dividendus zur Vomahme der Teilung gemeinsam be

trachtet werden mttssen, wie z. B. 888 geteilt durch 5 oder 333 ge

teilt durch 6; endlich der letzte FaU, wenn der Divisor ein Zehner

ist, z. B. 1098 getedt durch 20. Die Divisionen konnen dabei mit

oder ohne Differenz, d. h. als komplementare Division oder ge

wohnlich vollzogen werden. Auf dem Abacus werden dabei vier

Horizontalliaien gezogen, welche von oben nach unten die erste,

zweite, dritte, vierte Zeile heiBen mogen. Auf die erste Zeile schreibe

man den Divisor, beziehungsweise bei der Division mit Differenz

auch seine Erganzung zu 10, oder im dritten FaUe zu 100. Die

zweite Zeile enthalt den Dividendus, die dritte ebendenselben noch

einmal geschrieben, die vierte den Quotienten. Die Zahl der zweiten

Zeile bleibt im ganzen Beispiele unverandert. Die Zahlen der da

runter folgenden Zeilen werden, wie es der Sand des Rechenbrettes

leicht gestattet, fortwahrend verandert. Die Division 668 : 6 sieht

z. B., wenn das Ausloschen uud Ersetzen von Ziffern durch Durch

streichen derselben bildlich dargesteUt werden darf, folgendermaBen aus:

6 : 6

2 * 4

Division 668 : 6 i \ 8 8

mit Differenz i 4 8

2 2

g

2

2

fi

2

1

1 1

6 6 8

8
i
8

9

Division 668 : 6

ohne Differenz
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Der Wortlaut der Rechnung ist bei der Division mit Differenz

folgender: 10 in 600 geht 60 mal, aber 4 mal 60 oder 240 sind

wieder beizufttgen; 10 in 200 geht 20 mal, aber 4 mal 20 oder 80

siud wieder beizufttgen, und nun schreiben wir statt GO -k 40 -k 80

ihre Summe 180 und sagen weiter 10 in 100 geht 10 mul md einer

notigen Erganzung 4 mal 10 oder 40, welche mit 80 zusammen

120 liefert. Jetzt ist 10 in 100 wieder 10 mal enthalten, und die

Erganzung 4 mal 10 oder 40 gibt mU 20 zusammen 60. Man dividiert

weiter 10 in 60 geht 6 mal, die Erg-anzung ist 4 mal 6 oder 24.

Mithin sagt man geht 10 in 20 weitere 2 mal mit der Erganzung
4 mal 2 oder 8. In der einheitlichen Kolumne sind jetzt vorratig
8 -k 4 -k 8 oder 20. Zehner sind wieder hergestellt und 10 in 20

geht 2 mal. Die Erganzung 2 mal 4 oder 8 ist durch 10 nicht

mehr teilbar, nur noch durch 6, wobei 1 als Quotient, 2 als Rest

erscheint. Alle Quotiententeile vereinigt geben so den Gesamt-

quotient 60 -k 20 -k 10 -k 10 -k 6 -k 2 -k 2 -k 1 = 111 nebst dem

Reste 2. Wir wollen nicbt versaumen, hier gelegentUch auf die

nicht unwichtige, wenn auch nur negative Tatsache hinzuweisen,
daB die hier beschriebene Ordnung des Divisors, des zweimal ange-

schriebenen Dividenden, des Quotienten bei keinem Araber vor

kommt.

Der dritte Abschnitt ist der zusammengesetzten Division

gewidmet, welche auch wieder ohne Differenz oder mit Differenz aus

geftthrt wird. An neuen Gedanken ist hier so wenig zu gewinnen,
als an neuen Ausftthrnngsmethoden, es ist eben nur wieder die

Unterscheidung in viele FaUe, wie sie dem Gettbten, insbesondere

dem mathematisch denkenden Gettbten sehr ttberflttssig erscheint, wie

sie aber dem Schiiler eines ersten Rechenunterrichtes wttnschenswert,

ja unentbehrlich sich erweisen mag.

Ein vierter Abschnitt lehrt das Rechnen mit Brttchen, natttrlich

mit Duodezimalbrttchen der uns bekannten Art. „Lasse uns denn

zu der Abhandlung ttber die Gewichtsteile und ihre Unterabteilungen

kommen, und wundere Dich nicht, wenn darin Richtiges mir entging,
denn die UnbequemUchkeit der Weinlese beschaftigt meine Seele

mannigfaltiu-, auch habe ich als Muster kein Werk als das des

Viktorius, und dieser ist bei dem Bestreben kurz zu sein, auBer

ordentlich dunkel geworden"^). Wir haben diese Stelle ihrem Wort

laute nach eingeschaltet, um an ihr die Richtigkeit einer Bemerkung

') Nunc itaque ad unciarum minutiarumepie tradat-u-m veniamus, in quo si

quid me Veritas praeteri-erit minime mireris, cum et vindemiurum importun-itate

mens animus per diversa quaeque rapiatur , et nullius praeter i'ictorii opus

habeam exemplar, qui, dum brcvis studuit fieri, fadus est obscurissimus.

56*
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ttber den Calculus des Viktorius zu erweisen. Das Vorhandensein

jenes Rechenknechtes (S. 531) kann nun und nimmermehr als Zeug

nis dafttr angerufen werden, daB der Zeit, in welcher er entstand,

das Rechnen auf dem Abacus fremd gewesen sei. Wir finden hier

in Bernelinus einen Mann, der dieses Rechnen selbst lehrt, der es

mit einer Klarheit lehrt, welche die DarsteUungen Gerberts tther

trifft, und derselbe Bernelinus sieht in dem Calculus des Viktorius

nichts weniger als einen fiberwundenen Standpunkt. Er findet ihn

auBerordentlich dunkel, also schwierig und verkenut nicht die Not

wendigkeit mehr zu tun als nur hinzuschreiben, daB
y

mal -- sich

zu — multipUzieren. Er erlautert vielmehr, man musse den einen

Bruch als Einheit betrachten, von welcher so viele TeUe zu nehmen

seien, als der andere ausspreche^), und erortert dieses an ver

schiedenen Beispielen, darunter an solchen, bei welchen die nur be

grenzt vorhandenen Duodezimalbrttche nicht gestatten anders als nur

mittels eines gesprochenen Bruches zu verfahren, wie z. B. duella

multipliziert in triens. Unter duella versteht man 8 scripulae, deren

24 auf eine uncia oder auf — des as als Grundeinheit gehen; unter

triens versteht man 4 Unzen. Wir wttrden also romische Gedanken

folge so viel als moglich uns aneignend sagen: ^
sei mit — zu ver-

1 11. .1
vielfachen und gebe -^ oder --- von

—

, beziehungsweise
--- Unze.

Weil ferner die Unze 24 Skrupeln hat, so ist ihr
-^

so viel wie

24 2

-^
= 2— Skrupeln. Aber zwei Skrupeln heiBen emisescla und so ist

das Produkt eine emisescla und ihr Drittel. Auch Bernelinus kommt

zu diesem Ergebnisse. DueUa in trientem ducta fit emisescla et

emisesclae tertia sagt Bernelinus. Die Rechnung, die ihn dahin ftthrt,

mttndet darin, es sei
-^

der duella zu nehmen, aber gerade diese letzte

Ausftthrung unterschlagt er. Das Bruchrechnen war in der Tat,
wie an der kurzen Auseinandersetzung, die wir hier gaben, erkannt

werden wird, ein schwieriges, ware sogar fttr uns noch schwierig,
wenn wir in derselben Gewohnheit befaugen waren, die Bruche nicht

durch zahler und Nenner, sondern unter Anwendung von Namen

auszusprechen, welche zwar dem Gettbten beim Horen sogieich ver-

'■) Quaelibet unciarum vel -minutiarum in quamcumque unciarum vel minu-

tia-rum fuerit ducta totam partem illius in qua ducitur quaerit, quota ipsa
est assis.
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standlich sind, aber zur Rechnung immer erst wieder in die Begriffe
verwandelt werden mttssen, mit welchen sie sich decken.

Ist es, fragen wir, denkbar, daB Gerbert fttr das ganzzahUge
Rechnen, welches solchen erheblichen Schwierigkeiten nie ausgesetzt

war, arabische Methoden sich angeeignet und in seiner Schule ver

breitet hatte, daB er dagegen das weit anlockendere Rechnen mit

Sexagesimalbrttchen vernachlassigt und weder selbst angewandt noch

einem einzigen Schttler mitgeteilt hatte? Wir konnen unseren Un

glauben damit begrttnden, daB die ersten Ubersetzungen aus dem

Arabischen sich sofort der Sexagesimalbrttche bemachtigten (S. 718),
daB die ersten nachweislichen Bearbeitungeu (S. 801) es ebenso

machten.

Bernelinus lehrt in AnschluB an die Multiplikation der Brttche

aucb noch deren Division, welche er komplementar ausftthrt, indem

er den Divisor zur nachsten ganzen Einheit erganzt, und sodann den

Quotienten jedesmal neu verbessert, nachdem die notwendige Richtig

stellung der Teilreste eingetreten ist.

Wir haben nur eines noch unserer DarsteUung hinzuzufttgen,

beziehungsweise zu verhttten, daB man ihr etwas eutnebme. Berne

linus, sagten wir, bilde die neun Apices ab. Man darf daraus nicht

schlieBen wollen, daB sie im weiteren Yerlaufe der Schrift benutzt

werden. Nur auf dem Abacus konnte ohne Null oder — wovon wir

spater auch ein Beispiel kennen lernen werden — ohne abwechselnde

Verwendung von Apices und romischen ZalUzeichen ein regelmaBiger
Gebrauch der Apices stattfinden. BerneUnus hat aber in seinem

Werke nirgend einen Abacus gezeichnet, kann sich also in der einzig

in Worte gefaBten DarsteUung der Regeln und der Beispiele nur

romischer Zahlzeichen bedienen. Wenn wir oben bei der Division

den Abacus wirklich abbildeten, so haben wir uns damit eine Untreue

der Berichterstattung zuschulden kommen lassen; wir haben zur

groBeren Deutlichkeit gezeichnet, was Bernelinus nur erklart, dessen

Nachahmung er seinen Lesem zumutet, ohne ihnen ein Muster vor-

zulegen.
Um die Zeit des Bernelinus hat auch Guide von Arezzo sich

md dem Abacus beschaftigt, der um 1028 eine Abhandlung ttber die

Kunst der Rechnung auf der mit Sand bedeckten Tafel verfaBte^).

Erhalten hat sich ferner die Abhandlung ttber den Abacus von

Hermannus Contractus^). Sie ist kurz und bttudig, lehrt das

") Nouveau traite de Diplomatique par deux rcligieux dc la congregation de

S. Maur T. ir, preface, pag, VII. Paris 1759. ^) Aus einem Karlsruher und

einem Mttnchener Kodex veroffentUcht durch Treutlein im Bullettino Boncom

pagni X, 643-647 (1877),
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Multiplizieren und Dividieren auf dem Abacus, dessen vier wagrechte
Zeilen unterschieden werden, wahrend vou einer gruppenweisen Ver

einigung der Kolumnen zu je dreien Abstand genommen ist, auch

eine Beschrankung der Anzahl dieser Kolumnen nicht stattfindet, von

denen vielmehr gesagt ist, daB sie, jede die vorhergehende um das

Zehnfache ttbersteigend, in das Unendliche sich erstrecken '^). Das

Dividieren ist einfach oder zusamniengesetzt und kann in beiden Fallen

mit oder ohne Differenz vollzogen werden. Hermann hat, wie wir

von Radulph von Laon, einem Schriftsteller des XH. S., der uns

gleich nachher beschaftigen wird, erfahren, nachst Gerbert am meisten

fttr die Verbreitung des Kolumnenrechnens getan. Es hat darum

Interesse hervorzuheben, daB von anderen Zahlzeichen als den ge

wohnlichen romischen bei ihm mit keiner Silbe die Rede ist.

Hermannus Contractus hat noch zwei andere Schriften verfaBt,
deren wir trotz ihres nicht eigentlich mathematischen Inhaltes kurz

gedenken mochten. Er hat ttber jenes eigentttmliche Zahlenspiel,
die Rhjtmomachie, geschrieben. In der Beschreibung einer dem XI.

bis XII. S. entstammenden Handschrift dieser Abhandlung ist der

Anfang derselben abgedruckt^), welcher die Erfindung dem Boethius

zuweist, in Ubereinstimmung, wie wir uns erinnern (S. 852), mit

Walther von Speier. Diese Ubereinstimmung kann uns fibrigens
nicht verwundern, wenn wir uns ins Gedachtnis zurfickrufen, daB

Speier von St. Gallen her seinen Studienplan erhielt, kurz bevor

Walther dort erzogen wurde, und zugleich berficksichtigen, daB auch

in Reichenau ein strenger Abt ebendaher das Regiment ftthrte kurz

bevor Hermann in die Schule trat.

Hermann hat ferner zwei Bttcher ttber den Nutzen des Astro-

labiums verfaBt, welche in dem Salzburger Kodex aus der Mitte des

XII. S., welcher eine Haupthandschrift von Gerberts Geometrie uns

darsteUte (S. 859), den Anfang jenes so wichtigen Sammelbandes

bildet^). Die Echtheit der Bezeichnung konnte, wenn man jenem
Kodex allein Glauben zu schenken Bedenken trttge, noch besonders

nachgewiesen werden. Das 2., 3. und 4. KapUel des H. Buches*)
beschaftigt sich namlich in einer mutmaBUch von Makrohius ab

hangigen Fassung mit der seinerzeit durch Eratosthenes voUzogenen
Messung des Erdumfanges. Der Verfasser will aus dem Umfange
den Durchmesser berechnen und sich dabei der archimedischen

') Sicque in ceteris unaquaque linea decuplum aliam superante usque in in-

f,nitum progreditur. *) Catalogue of the extraordinary collection of splendid
manuscripts of G. Libri. London 1859, pag, 103, Nr. 483. Vgl, auch E. Wapp-
ler, Bemerkungen zur Rhytmomachie in Zeitschr. Math. Phys. XXXVH, Histor.-
literar. Abtlg. S, 1—17 (1892). ■■') Agrimensoren S. 176. ") Ebenda S. 177.
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Verhaltniszahl
-^-- bedienen, d. h. er hat — des Erdumfanges von

252 000 Stadien zu ermitteln. Dazu ist eine mittelbare Methode an

gewandt^), welche auch im 56. Kapitel von Gerberts Geometrie, wir

wissen freilich nicht aus welcher Quelle, hat nachgewiesen werden

konnen 2). Es wird namlich, um _^., zu erhalten, zuerst — des Um-

fanges abgezogen, dann von jenen ^,^ der dritte Teil genommen:

„Gegeben ist der Umkreis 252 000. Sein
„., betragt 11454 — und -^•

" o
22 '^ 2 22

1 21 1
Durch Abziehen bleibt 240 544- und

.,,.^ ,
deren Drittel mit 80181—

7
und — den Durchmesser liefert." Das waren freilich Brttche, wie

sie Bernelinus z. B. nie geschrieben hatte, wie sie aber auch bei

einem griechischen Schriftsteller, der Stammbrttche zu brauchen ge

wohnt war, nicht vorgekommen waren. Es waren Brttche, welche

darauf hinweisen, daB, wer sie schrieb, das BewuBtsein hatte, man

konne Bruchrechnungen auch anders als an den romischen Minutien

oder zwolfteiligen Brttchen vollziehen, ohne jedoch voUstandig in das

andere Verfahren eingedrungen zu sein, Wir haben in einem Briefe

Regimbolds (S. 874) ein ahnliches Beispiel kennen gelernt. Um so

unverstandhcher muBte das so Herausgerechnete einem Leser er

scheinen, welcher neben ganzen Zahlen nur romische Minutien kannte.

Ein solcher Leser war aber Meinzo der Stiftslehrer von Kon

stanz. In einem Briefe, der, wie man Grand hat anzunehmen,

spatestens im Anfange des Jahres 1048 geschrieben ist, wandte er

sich um die ihm notige Erklarung an Hermann, und damit ist der

Beweis geliefert, daB Hermann wirklich der Verfasser jener Kapitel,

beziehungsweise der sie enthaltenden und unter seinem Namen auf

uns gekommenen Schrift ttber den Nutzen des Astrolabiums ist. Auf

diesen Nachweis einiges Gewicht zu legen haben wir aber einen s-ehr

triftigen Grund, indem die genannte Schrift unverkennbar unter ara

bischem Einflusse verfaBt ist, und arabischer EinfluB durch dieselben

deutlichen Anzeigen auch in einem anderen Texte der Bttcher ttber

das Astiolabium zu Tage tritt, welcher im ttbrigen an Verschieden

heiten gegen die auch im Druck bekannten Texte nicht arm ist").

Einio-ermaBen verstttmmelte, aber immer noch erkennbare arabische

') Ein Schreiben Meinzos von Konstanz an Hermann den Lahmen, heraus

gegeben von B. Diimmler im Neuen Archiv der GeseUschaft fiir iiltere deutsche

Geschichtskunde V, 202—206. '■) Oeuvres de Gerbed (ed. Olleris) pag. 453.

'^ Catalogue of the extraordinary collection of sqilendid vianuscript-s of G. Libri.

London 1859, pag, 103, Nr, 483,
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Worter, wie walzachora, almuchantarah, almagrip, almeri, walzagene
usw.

kommen namUch an den verschiedensten SteUen jener Bficher vor^)

und fordern die Frage herans, wie Hermann dazu kam, dieser Worter

sich zu bedienen?

Lassen wir Hermanns Leben rasch an uns vorttber gehen ^).

Dem schwabischen Grafen Wolverad wurde 1013 ein Knabe Hermann

geboren, welcher mit sieben Jahren, also 1020, der Schule, wahr

scheinlich in Reichenau, ubergeben wurde, wo ein Verwandter von

Hermanns Mutter mit Namen Rudpert als Monch lebte. Hermann

selbst wurde im Alter von dreiBig Jahren, 1043, unter die Zahl der

Monche aufgenommen. Er lehrte mit herzgewinnender Liebenswttrdig-

keit, welche ihm Schuler von den verschiedensten Orten herbeizog.

Er starb nur 41 Jahre alt am 24. September 1054. Von sehr fruher

Zeit an waren seine GliedmaBen schmerzhaft zusammengezogen,

wovon ihm der Name Hermannus Contractus geworden ist. Er

saB immer in einem Tragstuhle, er konnte ohne HiUe nicht einmal

seine Lage andern, ja er konnte nur mit Mtthe verstandlich sprechen.

Es ist nicht denkbar, daB Hermann in Gesundheitsverhaltnissen,

wie wir sie schildern muBten, noch vor seinem 30. Jahre —

spater

ist es gar nicht moglich
— Reisen gemacht haben sollte, von welchen

er die Kenntnis der arabischen Sprache mitgebracht hatte. Es ist

nicht denkbar, daB von solchen Reisen nirgend, anch nicht andeutungs

weise die Rede ware. Er mfiBte also das Arabische, wenn er dessen

machtig war, in Reichenau selbst sich angeeignet haben. Das setzt

voraus, daB es dort entweder Personlichkeiten gab, welche Unterricht

in jener Sprache zu erteUen befahigt waren oder aber eine geschrie
bene Sprachlehre und ein desgleichen Worterbuch, beides Annahmen,

avelche sich nicht wohl verteidigen lassen. Dazu kommt, daB von

Kenntnissen Hermanns im Arabischen keiner seiner zahlreichen alteren

Lobredner etwas weiB, daB nur seit dem XV. S. die Behauptung sich

findet, Hermann habe Schriften des Aristoteles aus dem Arabischen

ins Lateinische fibersetzt, eine Behauptung, die nach aUer Wahrschein

lichkeit auf einer Verwechslung beruht^). Ein solcher Ubersetzer

war namlich ein gewisser Hermauus Alemannus, der unmoglich der

selbe sein kann wie der unsrige, da er von Personlichkeiten spricht,
die erst dem XIH. S. angehoren. In der Vorrede zur Ubersetzung

') Jourdain, Becherches critiques sur I'dge et I'origine des traductions latines-

d'Aristote. 2. Edition. Paris 1843, pag. 146. ^) Wattenbach, Deutschlands

Geschichtsquellen im Mittelalter (4. Ausgabe 1877) II, 36—40 unter Benutzung
von Heinr. Hansjakob, Herimann der Lahme. Mainz 1875. ') Jourdain

I.e. pag. 135— 147. Chapitre III, § XI; D'Hermann sur-nomme Contractus et

d'Hermunn I'Allemand. Erreurs des biographes a leur egard.
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der Poetik des Aristoteles insbesondere nennt er den Bischof Robert

von LincoUi mit dem dicken Kopfe, Robertus grossi capitis Lincol-

niensis episcopus, welcher 1253 starb, zwei Jahrhunderte spater als

der Monch von Reichenau. Alle diese Grttnde zusammengenommen
lassen die gerechtesten Zweifel obwalten, ob Hermann der Lahme der

arabischen Sprache machtig war, machtig gewesen sein kann, und

da auf der anderen Seite kein Zweifel moglich ist, daB arabische

Ausdrttcke in seinen Bttchem ttber das Astrolabium vorkommen, so
ist nur ein Ausweg aus diesem Dilemma: daB Hermann jene Bttcher

unter Benutzung von damals bereits vorhandenen lateinischen Uber

setzungen arabischer astronomischer Schriften anfertigte, denen er

jene verketzerten Kunstausdrttcke entnahm^). DaB es in der Tat

solche Ubersetzungen gab, wenn auch vermutlich nur in sehr ge

ringer Anzahl, wissen wir. Wir wissen, daB Lupitus von Barce

lona ein astronomisches Werk ttbersetzt, daB Gerbert nach dieser

Ubersetzung Verlangen getragen hat (S. 857), und dieses oder ein

ahnliches mag Hermanns Quelle gewesen sein.

Dem XI. S. gehoren noch verschiedene andere Schriftsteller an,

welche ttber den Abacus und verwandte Gegenstande schrieben, oder

in ihren Klostern schreiben oder abschreiben lieBen^). Zu denen,
welche Abschriften aller Art anfertigen lieBen, gehoren Werner und

Wilhelm von StraBburg, sowie Fulbert von Chartres, und

es ist gar nicht unmoglich, daB unter des letzteren Einfiusse jene
Handschrift des Anonymus von Chartres entstand, der wir (S. 590)

einige Bemerkungen gewidmet haben. Fulbert von Chartres hat selbst

Verse ttber die Duodezimalbrttche, versus de uncia et partibus eius,

verfaBt'). Als groBe Astronomen werden genannt Engelbert von

Lttttich, Gilbert Maminot von Lisieux, Odo Stiftsherr von

Tournai. Uber den Abacus schrieb Heriger von Lobbes, einem

bei Lttttich gelegenen vielgertthmten Kloster, von dessen hierher ge-

horenden Schrift bereits (S. 869) die Rede war. Heriger war der

Freund, vielleicht der Lehrer von Adelbold von Utrecht, der jeden
falls seine Erziehung in Lobbes erhielt*). Uber den Abacus schrieben

auch Helbert von St. Hubertus in den Ardennen, Franco von

Lttttich, den wir schon (S. 876) als Geometer kennen lernten. Auch

Radulf von Lttttich und Regimbold von Coin (S. 872)

b Jourdain 1. o. pag. 147: II est plus naturel de croire quil composa ses

deux traites d'apres les traductions qui avaient cours alors, mais qu'il ne fit

a,ucune version de I'arabe. -) Math. Beitr. Kulturl. S. 332, ') Werner,

Gerbert S. 64, Anmerkung 4. ^) C. Le Paige, Notes pour servir a I'histoire

des mathematiques dans I'ancien- pays de Liege. Vgl, Bulletin de Vinstitut archeo

logique Liegeois XXI, 461,
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wurden aus der unmittelbar auf Gerbert folgenden ZeU als Mathe

matiker gertthmt^). Viele, ja die meisten Pflanzstatten mathematischer

Bilduno- von welchen die hier genannten PersonUchkeiten ihren Namen,

aus welchen sie ihr Wissen erhielten, Uegen in ziemUch engem Kreise

um Lttttich herum, damals dem geistigen Mittelpunkte von Lothringen

und bestatigen so ein Wort des Bernelinus: bei den Lothringern

bltthe die Kunst des Abacus^).
Wir ttberspringen nun fast ein Jahrhundert, um von einem

Manne zu reden, der am Anfange des XII. S. tatig war, und dessen

Schrift ttber den Abacus gegenwartig veroffentUcht ist und uns Ge

legenheit zu vielfachen Bemerkungen gibt. Wir meinen Radulph

von Laon, der 1131 gestorben ist^). In Laon war um 1100 eine

hochbertthmte Klosterschule, welche ihre Blttte namentlich Anselm

verdankte, der Leuchte Frankreichs, wie seine Bewunderer ihn nannten,

dem Lehrer des fast nocb bekannteren Abelard. Radulph war

Anselms Bruder und, wie er, Lehrer an der Klosterschule, bevor er

zum Bischofe eingesetzt wurde. Er schrieb, wie gesagt, tiber den

Abacus, und eiue Einleitungsstelle beschaftigt sich mit der geschicht
lichen Entwicklung der Rechenkunst auf dem Abacus^): „Jetzt ist

zu besprechen, welcher Wissenschaft diese Vorrichtung hauptsachlich
dient. Der Abacus erweist sich als sehr notwendig zur Untersuchung
der Verhaltnisse der spekulativen Arithmetik; ferner bei den Zahlen,
auf denen die Tonweisen der Musik beruhen; desgleichen fur die

Dinge, welche durch die emsigen Bemtthungen der Astronomen ttber

den verschiedenen Lauf der Wandelsterne gefunden sind und ttber

deren gleiche Umdrehung dem WeltaU gegenuber, wenn auch ihre

Jahre je uach dem Verhaltnisse der ungleichen Kreise sehr ver

schiedenes Ende haben; weiter noch bei den dem Platon nach-

gebildeten Gedanken tiber die Weltseele und zum Lesen all der alten

Schriftsteller, welche ihren scharfsinnigen FleiB den Zahlen zuwandten.

Am allermeisten aber zeigt der Gebrauch dieser Tafel sich bequem
und wUd von den Lehrern der Kunst benutzt bei Auffindung der

Formeln der geometrischen Disziplinen und bei Anwendung derselben

auf die Ausmessung der Lander und Meere. Allein die Wissenschaft,
von der ich eben rede, ist fast bei aUen Bewohnern des Abendlandes

in Vergessenheit geraten, und so wurde auch diese Kunst des Rechnens

beim Aufhoren der Kunst, als deren Hilfsmittel sie erfunden worden

>) Werner, Gerbert S. 77. ^ Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris) pag. 357.

") Histoire litteraire de la France VII, 89 sqq., 143. Der arithmetische Tractat

von Radulph von Laon, herausgegeben von A. NagI, Abhandlungen zur Ge

schichte der Mathematik V, 85—134 (1890). ') Compt. Bend. XVI, 1413, An

merkung 1.



Abacisten und Algorithmiker. 891

war, nicht gar groB beachtet; ja sie kam in MiBkredU, und nur

Gerbert, genannt der Weise, ein Mann von hochster Einsicht, und

der vortreffUche Gelehrte Hermann und deren Schttler pfianzten einiges
bis zn unseren Zeiten fort; in ihnen zeigt sich noch ein schwacher

AbfiuB jener Quellen der genannten Wissenschaft."

Es sind hier, der zu Radulphs Zeit vorhandenen wissenschaft

Uchen Uberzeugung folgend, Satze ausgesprochen, welche durchweg
mit den Ansichten in Einklang stehen, welche wir schon die ganze
Zeit her vertreten haben: Der Abacus ist sehr notweudio- zum Ver-

standnis der Platoniker; die Mathematiker bedienten sich seiner

hauptsachlich bei Berechnungen aus dem Bereiche der FeldmeBkunst,
und als diese letztere Kunst schwand, da wurde auch der Abacus

fast vergessen; Gerbert und Hermann und ihre Schulen haben nicht

etwa den Abacus neu eingeftthrt oder gar erfunden, sie habeii die

halbwegs vergessene Kunst nur in einiger Erinnerung erhaUen. Von

Arabern, bei welchen die Kunst geblttht haben konnte, ist auch bei

Radulph mit keinem Worte die Rede, Wir schalten hier vorgreifend

ein, daB auch von einem anderen Schriftsteller ein sehr beredtes

Schweigen zu melden ist, daB auch Atelhart von Bath, welcher,

sei es vor sei es nach Radulph, jedenfalls am Anfange des XII. S.

ttber den Abacus schrieb, in dieser Abhandlung den Abacus wohl den

Pythagoraern zuwies, dagegen der Araber keine Erwahnung tat, er,

der voUkommen Arabisch konnte und Ubersetzungen aus dem Ara

bischen voUzogen hat, daB er zugleich des Zusammenhanges des

Abacus mit der Geometrie sich wohl bewuBt war'-), und daB er von

Bruchen ausschlieBlich die romischen Minutien benutzte. EndUch ist

hervorzuheben, daB sowohl bei Atelhart als bei Radulph von einer

divisio aurea und einer dirisio ferrea die Rede ist^), Ausdrttcke, auf

welche wir etwas weiter unten zurttckkommen.

Radulph begnttgt sich nicht, der Verbreitung, des Verschwindens,
des Auffrischens des Abacus zu gedenken; er spricht auch fiber

dessen Erfindung und Einrichtung, und dabei bedient er sich der

Apices, die wir nur der Bequemliehkeit halber in unserer Uber

setzung durch die gewohnUchen Zahlzeichen wiedergeben^): „Bei der

Zeichnung dieser Tafel, wie wir zu sagen angefangen haben, wird

die Menge der Zwischenraume in drei mal neun eingeteilt, d. i. nach

') Chasles in den Compt. Bend. XVI, 1410— 1411 und XVH, 147, Die

ganze Abhandlung ist veroffentlicht im BuUdtino Boncompagni XIV, 91—134

(1881) unter Vorausschickung gelehrter biographischer und bibhographischer

Untersuchungen des Fursten Bald. Boncompagni, ebenda pag. 1—90. ^ Darauf

hat H. Enestrom (Biblioth. Mathem. 3. Folge VO, 83— 84) aufmerksam ge

macht. ') Journal Adedique 1863, I. Halbjahr, pag. 48-49, Anmerkung 3.
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der Gestalt eines Wfirfels, welcher die Lange drei auch nach der

Breite und Hohe in gleichen Abmessungen vermehrt. Und da die

Assyrer ftir die Erfinder dieses Instrumentes gehalten werden, welche

der chaldaischen Sprache und Buchstaben sich bedienten, und beim

Schreiben rechts anfingen und nach links fortfuhreu, so beginnt ge

maB des den Erfindern in fortgesetzter Verbreitung schuldigen An

sehens die Zeichnung dieser Tafel zur Rechten und setzt ihre Lange

nach links fort. Die Zwischenraume selbst sind aber so unterschieden,

daB, wahrend jeder einzelne seinen oberen AbschluB hat, auch je

drei von dem Anfange bis zum Ende der Tafel durch obere Ab-

schlttsse endigen, so daB, indem je drei Zwischenraume immer durch

einen Halbkreis geschlossen siud, auf der ganzen Lange der Tafel IX

obere Abschlttsse gefunden werden. Der erste AbschluB dreier

Zwischenraume ist mit dem Zeichen der Einheit ttberschrieben, welche

mit chaldaischem Namen igin heiBt; 1 stellt die Gestalt eines latei

nischen Buchstaben dar. Man erkennt, daB dieses deshalb geschieht,
damit jene drei Zwischenraume, welche das Zeichen der Einheit vor-

bemerkt haben, bezeugen, daB sie dadurch den ersten Rang erlangt
haben. Der zweite AbschluB von drei Zwischenraumen tragt dieses

Zeichen der zwei 2, welches bei den vorgenannten Erfindern andras

heiBt, damit durch diese Wendung erklart werde, jene drei Zwischen

raume, fiber welchen es geschrieben ist, nehmen den zweiten Rang
fttr sich in Anspruch. Der dritte AbschluB von drei Zwischenraumen

lehrt, daB er den dritten Rang einnehme, dadurch, daB er mit

folgender Gestalt der drei 3 bezeichnet ist, welche bei den Chaldaern

ormis genannt wird. Ahnlich bezeugt auch der AbschluB der

vierten Ordnung, daB er den vierten Rang behaupte, indem tiber ihn

dieses Zeichen 4 der vier geschrieben ist, das bei den Erfindern als

arbas gilt. Nicht weniger ktindigt die ftinfte Ordnung an, sie halte

den funften Rang ein, weil sie diese Gestalt 5 der fttnf tragt, welche

quimas heiBt. Ebenso gehabt sich die sechste Ordnung als sechste,
weil sie als Aufschrift das Zeichen 6 oder sechs hat, welches caltis

heiBt. Auch die siebente ist durch folgende Gestalt 7 der sieben

bezeichnet, welche zenis heiBt. Die achte hat folgende Form 8

der acht, welche man temeniam nennt; und die neunte ist mit dieser

Figur 9 der neun bezeichnet, welche bei den Erfindern celentis

genannt wird, Bei der letzten Ordnung wird auch die sipos ge
nannte Figur © angeschrieben, welche, wiewohl sie keine Zahl bedeutet,
doch zu gewissen anderen Zwecken dienlich ist, wie im folgenden er

klart werden wird,"

Wir werden Radulphs Beispiel folgend auch erst nachher von

dem sipos und seiner Benutzung reden, anderes vorausschicken. Es
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konnte zunachst auffallen, daB Radulph wiederhoU von der Lange
der Tafel redet, wo wir die Breite genannt erwarten. Allein wie

Heron im Anschlusse an agyptische Ubung (S. 395) Breite die

kleinere, Hohe die groBere Abmessung nannte, ohne auf die Lage
selbst zu achten, so ist fttr Vitruvius nur derselbe Gegensatz bei der

Anwendung der Worter Breite und Lange maBgebend i), und Radulph
steht mit BeibehaUung dieser aUertttmlichen Sitte durchaus auf

romischem Boden. Der mit 27 Kolumnen ausgestattete Abacus

muBte mehr breit als lang erscheinen, die Breite deshalb als Lange
benannt werden.

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf den assyrischen oder

chaldaischen Ursprung, den Radulph fttr den Abacus, fttr die Apices
und fttr deren Namen in Anspruch nimmt Wir pfiichten entschieden

der Meinung bei, welche hierin ein Anlehnen an griechische Er

innerungen findet^), die manche astronomische uud anderweitige
Kenntnisse von den Chaldaern ableiteten. Warum sollte Radulph
statt der Assyrer nicht die Araber oder die von diesen stets als Er

finder der Zahlzeichen gerfihmten Inder genannt haben, wenn er von

ihnen wuBte? Sein Schweigen ist mithin als Beweis anzusehen, daB

ihm und mit ihm gewiB den Zeitgenossen, vor welchen er durch

Gelehrsamkeit sich auszeichnete, ein Vorkommen des Abacus bei den

Arabern gerade so unbekannt war wie bei uns.

Drittens mussen wir zu jenen ratselbaften Wortern uns wenden,
die uns von Radulph als desselben chaldaischen Ursprunges wie der

Abacus genannt werden. Wir haben (S. 584) von Wortern gesprochen,
welche nicht im Texte, aber auf dem Abacus zwischen dem I. und

II. Buche der Geometrie des Boethius vorkommen und dort moglicher
weise erst nachtraglich ihren Platz gefunden haben. Es sind dieselben,
die wir hier nach Radulph mitgeteilt haben. Dieselben finden sich in

zehn Versen eines lateinischen Pergamentkodex des Vatikan^):

Ordine primigeno sibi nomen po^sidet Igin.

And ras ecce locum previndicat ipse secundum.

Ormis pod numerus non compositus sibi primus.

Denique bis binos succedens indicat Arbas.

Significat quinos ficto de nomine Quimas.

Sexta tenet Calc is perfedo munere gaudens.

Zenis enim digiie septeno fulget honore.

Octo beatificos Temenias cxqiri-mit unus.

Terque notat trinum Celentis nomine rith-mum.

Hinc seqndur Sipos est, qui rota namcque vocatur.

•) Agrimensoren S. 67 und 196, Anmerkung 129. -) Woepcke im ,7o»r)(aZ

Asiatique fiir 1863, I. Halbjahr, pag, 49. ") Vat. Univ. 5327, wie vidr freund-

licher Mitteilung von Prof. L. Gegenbauer entnehmen. Die gleichen Verse
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Der Sinn dieser Verse, welche vieUeicht nur als Gedachtnisverse zu

betrachten sind, welche die Einpragung jener fremdartigen Worter

erleichtern soUen, dttrfte aus folgendem Ubersetzungsversuche^) sich

ergeben:

Igin fuhret das Zeichen in erster SteUe zum Namen.

Auf den z-weiten der Platze erhebet Andras den Anspruch.

Dann als erste einfache Zahl folgt Ormis auf jene,

Zweimal zeiget die Zwei daa jetzt nachfolgende Arbas.

Quimas bildet die Funf mit ausersonnenem Namen.

Ihrer VoUkommenheit freut sich die Calc-is an sechseter Stelle.

Siebenfaltiger Ehre erglanzet am -wiirdigsten Zenis.

Und die gluckselige Acht zeigt nur Temenias einzig.

Dreimal schreibet die Drei das Zeichen mit Namen Celentis.

Ahnlich gestaltet dem Rade ist, was hier Sipos ich nenne.

Eben dieselben Worter finden sich bei einem etwas jfingeren

Zeitgenossen Radulphs, von dem wir noch zu sprechen haben, Ger-

land, und bei verschiedenen SchriftsteUern bis in das XIV. S. herab ^).

Meistens fehlt das Wort sipos. Hat nun Radulph recht, wenn er

die Worter aus dem Chaldaischen herstammen laBt, und sind sie in

der Tat ebenso alt, ebenso lange in Gebrauch als der Abacus, oder

wenigstens als die Apices'? Wfirde die letzte Frage noch weiter ein-

geschrankt auf die Zeit der Neubelebung und allgemeinen Verbreitung
des Abacus- oder Kolumnenrechnens, so ware sie entschieden mit

Nein zu beantworten. Gerbert, Bernelinus, Hermann der Lahme be

nutzten jene Worter nie, und sie sind doch als die hervorragendsten
Lehrer zu betrachten. Auch aus keinem anderen Schriftsteller des

XI. S. wird das Vorkommen jener Worter uns berichtet, und erst im

XII. S. scheinen sie aufzutreten. AUerdings steht diese Tatsache in

Widersjiruch zu den Worten Radulphs, der die Entstehung der Worter

in graue Urzeit zurfickverlegt.
VieUeicht sind die Worter selbst geeignet den Zweifel zu losen?

Ein Assyriologe will fttnf derselben als assyrisch erkannt haben ^);
igin sei ischtin, arbas sei arba, quimas sei lamsa, senis wohl in der

nur unter Weglassung des auf celentis beziigliohen hat Chasles, Aperi^u hist.

pag. 473, deutsch S. 540, aus dem Kodex von Chartres veroffentlicht, in welchem

auch die Geometrie des Anonymus von Chartres (^S, 590) steht.

') Math, Beitr, Kulturl. S. 244. '') Oeuvres de Gerbed (ed. Olleris)

pag, 578—579, ') Lenormant, La Idjcnde de Se-miramis, premier memoire de

mythologie comparative pag, 62 in den Memoires de I'Academic Boyale des sciences

et belles-lettres de Belgique. T. XL (Bruxelles 1873), Fruhere Untersuchungen
vgl. hei Vincent in Liouville, Journal de mathematiques IV, 261 und in der

Bevue arch&dogique II, 601; Math. Beitr. Kulturl. S. 245-246; Woepcke im

Journal Asiaticque fiir 1863, I. Halbjahr, pag. 51; Oeuvres de Gerbert (ed. Olleris)
pag. 579—581,
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gleichfaUs vorkommenden Form sebis sei schibit, temenia sei schumuitu.

Es gehort immerhin eme gewisse Phantasie dazu, um diese Verwandt-

schaften als offenkundig anzuerkennen, Arbas, rpiimas, temenias sind

aUerdings als semitisch wohl von alien Untersuchern anerkannt worden,
aber ohne daB EinigkeU darttber stattfande, ob das Arabische, das

Hebraische oder das Aramaische die Grundformen geliefert habe,
-worauf es natttrUch nicht wenig ankommt, wenn das Alter und die

UberUeferungsweise der Worter geprttft werden woUen. MU der

semitischen Ursprungserklarung der anderen Worter geht es nicht so

leicht. Man hat sie freilich ingesamt arabisch deuten wollen, aber

fraget nur nicht wie, mochte man ausrufen. Caltis, 6 und senis, 7

sollen als cadis und .zecbis aus der entsprechenden arabischen Kardinal-,

igin, 1 aus der arabischen Ordinalzahl stammen; ormis, 3 und ceJen-

tis, 9 sollen ihren Wert vertauscht haben, alsdann aber wieder

arabische Kiange geben, und and-ra, 2 soU diesem Ursprunge gleich
falls nicht widersprechen, vorausgesetzt daB man das arabische Wort

schlecht gelesen habe. Andere, weniger leicht mit Verstttmmelungen
und Wertvertauschungen zufrieden, haben zwar igin aus dem He

braischen, dem Persischen, der Berbersprache, andras aus dem He

braischen, dem Arabischen, senis aus dem Hebraischen abgeleitet,

aber, wie wir durch die NebeneinandersteUung der beigezogenen

Sprachen andeuteten, wieder in fast unlosbarem Widerspruche zu

einander, einig nur in dem Yerzichte auf jegliche Erklarung fur ormis,

calcis, celentis. Semitisch also, den SchluB konnen wir aUenfaUs

ziehen, sind die fremden Zahlworter nicht ausnahmslos, Man hat

auch versucht, einige der Y'orter, welche besondere Schwierigkeiten

bereiten, ormis und celentis, aus dem Magyarischen herzuleiten'). Eine

andere Richtung schlugen alsdann Gelehrte ein, welche den hebraischen

Ursprung von arbas, quimas, temenias als mit der alexandrinischen

Heimat der samtlichen von ihnen als neupythagoraisch vermuteten

Y^orter wohl vereinbarlich zugaben, dagegen die anderen aus dem

Griechischen ableiteten, und zwar aus Wiirtern, welche Begriffen ent

sprachen, die in der Tat in der Zahlensymbolik der spaten Pytha

goraer mit den betreffenden Zahlen im Zusammenhang stehen. Igin

soil aus () yvvij, andras aus «i'(fp4", ormis aus OQ^r'i entstanden sein,

weil die 1 das WeibUche, die 2 das Mannliche, die 3 die Vereinigung
beider bedeute; caleis, welches auch in den Formen caltis und chalcus

vorkommt, sei nach einer Meinung xaloTVjg, weil die 6 dem Begriffe

*) Fr. Th. Kopp en, Notizen iiber die Zahlworter im Abacus des Boethius

(in dem VI. Bande der Melanges Greco- Boma ins fire's du Bulletin de I'Acad.

imper. des sciences de St. Petersbourg).
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des VoUkommenen und des Schonen entspreche, wahrend die andere

Meinung chalcus, ^a^Jcotis damU rechtfertigt, daB xt^^^o^S und ovyyia

Synonyma seien, die Alten aber nach einer Behauptung des Cassio

dorius in einem Briefe an Boethius^) fttr 6 auch Unze sagten. Eine

Ableitung von senis als Tochter des Zeus beruht darauf, daB die 7

bei Theon von Smyrna Athene genannt wird^), eine dem Sinne nach

ahnliche von celentis aus as^vr] darauf, daB 9 die Zahl der Jung-

frau ist^), die Mondgottin aber sich vor aUen der JungfrauUchkeit

erfreut. Andere dagegen wollen celentis von drjlvvtog weibisch, oder

vielmehr unter der Annahme, das Anfangs-a eines Wortes konne,

auch wenn es verneinende Bedeutung habe, wegfallen, von adrjXvvrog

nicht weibisch, kraftig, ableiten, weil die 9 den Begriff der Kraft in

sich schlieBe. So steht eine nicht unbedingt zu vei-werfende Anzahl

von Erklarungen der fremdklingenden Zahlworter Radulphs zu Ge

bote. Weiter aber als bis zur Ablehnung der unbedingten Ver-

werfung mochten wir unsere Zustimmung doch nicht erstrecken und

betrachten das Ratsel als immer noch nicht mit GewiBheit aufgelost,

gern bereit eine zuverlassigere Deutung jener Worter freudig zu be-

grttBen, welche auch die Frage nach der Zeit der Entstehung end

gttltig beantworten wfirde.

Wir gehen nunmehr mit Radulph zu dem letzten Zeichen des

sipos ttber, zu dem Kreise mit angedeutetem Mittelpunkte, jene Figur

„welche, wiewohl sie keine Zahl bedeutet, doch zu gewissen anderen

Zwecken dienlich ist, wie im folgenden erklart werden wird" (S. 892)

Radulph erfttUt das gegebene Versprechen treulich*). Der vorsichtige
Abacist — providus abacista — wird, sagt er, unter den anderen

Zeichen auch ein nach Art eines Radchens — in modum rotulae —

gestaltetes sipos sich auf Marken — in calculis —

anfertigen, und

nun erlautert er deren Gebrauch. Wir begnttgen uns, ohne wortlich

zu ttbersetzen, auf den Kernpunkt hinzuweisen. Wenn die Multipli
kation mehrziffriger Zahlen miteinander vorgenommen wird, so

kommt es darauf an, immer zu wissen, wo man mit dem Vervielfaltigen
halte. Ist dieses schon notwendig, wofern alle Zwischenrechnungen
stehen bleiben, so ist es noch weit unerlaBlicher, wenn, wie wir von

Bernelinus gelernt haben, Ziffern fortwahrend verandert wurden. Sei

es daB man auf dem Sande neue Zeichen schrieb, sei es daB man

auf dem vom Schildmacher hergerichteten Abacus neue Marken auf-

') Va,riae I, epist. 10: Senarium vero, quem non immerito perfectum docta

Antiquitas dcfi-nuit, unciae, qui -mensurae primus gradus est, appellatione signavit.

*) Theon Smyrnaeus (ed. Hiller) pag, 103, lin, 1—5. ') Theologumena

(ed, Ast) pag. 58, lin. 12 flgg, '') Woepcke im Journal Asiatique fiir 1863,
I, Halbjahr, pag. 246—247, Anmerkung 1.
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legte, in beiden Fallen war dem vor Augen befindlichen Tedergeb-
nisse nicht anzusehen, welchem AugenbUck der Rechnung es ent-

stamnie. Da trat das sipejs in seine Rechte. Man rfickte nandich

eine solche Marke langs den Zifiern des MultipUkators von der Rechten

zur Linken fort, um anzugeben, mit welcher Stelle man gerade ver

vielfache; um aber auch zu wissen, welchen Abschnitt der Verviel

faltigung jeder MultipUkatorsziff'er mit dem ganzen MultipUkandus
man schon ausgeftthrt habe, UeB man gleichzeitig eine zweite sipos-
Marke Engs des MultipUkandus fortrttcken. Man sieht somit: das

sipos ist keine Null, is), wie Radulph ganz richtig bemerkt, ttberhaupt
kein Zahlzeichen, sondern nur ein Rechnungsbehelf ahnlich dem

Pttnktchen, dessen auch wohl in der heutigen Zeit Rechner beim

Dividieren sich bedienen, sowie beim Multiplizieren vielziffriger Zahlen

miteinander, vorausgesetzt, daB sie diese letztere Rechnung so voll

ziehen, daB alle Zwischenrechnungen bis zum Hinschreiben der ein

zelnen Ziff'ei-n des Gesamtproduktes im Kopfe vorgenommen werden.

DaB beim sipios ein Kreis das Pttnktchen umschlieBt, ist vielleicht

nur die Zeichnung einer runden Marke ttberhaupt und die Ahnlich

keit mit dem Zeichen der Null eine durchaus zufallige. Was das

Wort sipos betrifft, so ist es kaum weniger zweifelhafter Bedeutung
als die anderen Y^orter, von welchen wir oben gesprochen haben,

denn wenn die einen es mit dem as-sifr (leerj der Araber, andere

es mit dem sapjh (GefaB) der Hebraer in Verbindung setzen, leiten

noch andere, offenbar hier weit mehr in Ubereinstimmung mit der

Verwendung des sipos, es von iprjipog (Rechenmarke) ab, Man ist

sogar so weit gegangen') zu fragen, ob nicht das arabische as-sifr

selbst als Lehnwort mit dem griechischen il'i](pog in Zusammenhang
zu bringen sei.

Wir konnen hier einschaltend auch das Wort abacista hervor

heben, durch welches Radulph den auf dem .Abacus Rechnenden be

neunt, Der Name-) geht mindestens bis auf Gerbert zurttck, der

sich in seiner Geometrie desselben bedient, und seine Nachfolger ge

brauchen bald dieses Hauptwort, bald ein von demselben abgeleitetes

Zeitwort abacisare^), welches Rechnen auf dem Abacus bedeutet.

Die Hochschatzung Gerbeit.s als desjenigen, welcher das Rechnen

mehr als jemals frtther zum Gememuute gemacht hat, spricht sich

in dem gleichfaUs einmal aufgefundenen Worte gerbertista ^) fttr

Rechner aus.

1) Karl Krumbacher, Woher stammt das Wort Ziffer (chiffre)? in den

Etudes dc philologie neogrecque publiee-< par M. Jean Psichan. Paris 1892,

Dagegen Derselbe, Noch einmal das Wort Ziffer, in der Byzantinischen Zeitschrift.

Leip-iig 1893, ^) Math. Beitr, KulturL S, 331, ^) Franco 185, *) Oeuvres

C,A,NTOE, Gt'scbichto del- ;M.xthematik I, 3, Aufl, 57
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Jflngerer Zeitgenosse Radulphs war, wie wir schon sagten,.

Gerland'). Er war Schttler des von dem Bistum Besan^on ab

hangigen Benediktinerklosters iu der Stadt gleichen Namens. Er

wirkte selbst dort als Stiftslehrer, dann als Prior in den Jahren 1131

und 1132. Im Jahre 1148 begieitete er nebst Theodorich von

Chartres den Erzbischof Adalbero von Trier zu einem Reichstage
nach Frankfurt und ftthrte mit seinem Reisegefahrten wahrend der

Rheinfahrt ein glanzendes Wortgefecht. Er schrieb unter anderem

einen Komputus, d. h. wie wir wissen, eine Anleitung zur Oster

rechnung, und eine Abhandlung ttber den Abacus, die in einer Karls

ruher Sammelhandschrift aus dem XII. S., die also jedenfaUs kurz

nach der Abfassung der Abhandlung entstanden sein muB, sich er

halten hat^).
Wir heben nur weniges als bemerkenswert aus ibr hervor.

Gerland benutzt die fremdartigen Zahlworter beim Rechnen selbst:

Igin pone iuxta antlrain, setze ig'vn neben andras usw. Er benutzt

ferner fortwahrend einen gezeichneten Abacus, dessen einzelne Ko

lumnen Bogen, arcus, heiBen und einen oberen AbschluB durch einen

Kreisbogen finden. An einer einzigen Stelle vereinigt er, wie Berne

linus, wie Radulph es vorschrieben, tiberdies Gruppen von drei Ko

lumnen unter einem groBeren Kreisbogen und von diesen dreien

selbst wieder zwei unter einem mittelgroBen Bogen; aUein dabei

macht sich eine Verschiedenheit gegen Bernelinus geltend, denn Ber

nelinus will (S. 8)^0) den mittelgroBen Bogen tiber die Zehner- und

Huuderterkolumne gezeichnet haben, worin ein guter Sinn Uegt, der
der Unterscheidung vou Einern und Nichteinem der betreffenden

Gruppe, Gerland dagegen vereinigt, man weiB nicht wozu, die Einer-

und Zehnerkolumne unter einem mittelgroBen Bogen. Die Zahl der

Kolumnen ist 12, also auch nicht mit jenen Vorgangern in Uberein

stimmung. Eine andere Handschrift von Gerlands Abacusregeln hat

15 Kolumnen, und tiberhaupt ist der Wechsel in diesen Anzahlen ein

sehr haufiger und nur darin beschrankt, daB die Kolumnenzahl stets

durch 3 teilbar die Bildung von Triaden gestattet^); neben 27

kommen beispielsweise auch 30 Kolumnen vor, mutmaBlich so zu

erklaren, daB neun Gruppen von je 3 Kolumnen mit den Wortem

igin bis celentis fiberschrieben waren und dann noch eine zehnte

Gruppe hinzugenommen wurde, um die Uberschrift sipos verwerten

de Gerbert (ed, Olleris) pag. XXXVH aus dem Codex von MontpeUier
Nr, 491.

') Boncompagni im Bullettino Boncompagni X, 653— 656. '^ Zum

Drucke befordert durch Treutlein in dem Bullettino Boncompagni X 596-607

'') Com2it. Bend. XVI, 1405.
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ZU konnen, deren Sinn allmahUch verloren ging, als man mit der

wirklichen NuU der Araber bekannt wurde, Beim Dividieren lehrt

Gerland nicht das komplenientiire, sondern das unmittelbare Verfahren

sowohl an dem Beispiele 120:3 als an dem Beispiele 100:11, bei

welchem letzteren das ttbrig bleibende 1 zur Fortsetzung der Division

in Duodezimalbrttche verwandelt wird.

Greifen wir jetzt aus der zahlreichen Menge von dem Verfasser

und der AbfassungszeU nach nicht genau bestimmbaren Schriften

ttber den Abacus noch einige heraus, die uns bemerkenswerter er

scheinen und moglicherweise in die Zeit gehoren, bis zu welcher wir

gelangt sind. Dem XII. S, entstammen nach der Ansicht der meisten

Oddos Regeln des Abacus i) (S. 845). Diese Uegeln beginnen
wieder mit einer an geschichtlichen Erinnerungen reichen Einleitung:

„Will einer Kenntnis des Abacus haben, so muB er Betrachtungen
ttber die Zahlen sich aneignen. Diese Kunst wurde nicht von den

modernen SchriftsteUern erfunden, sondern von den Alten, und wird

deshalb von vielen vernachlassigt, weil sie durch die \'erworrenheit

der Zahlen sehr verwickelt ist, wie wir aus der Erzahlung unserer

Vorfahren wissen. Erfinder dieser Kunst war Pythagoras, wie uns

mitgeteilt wird. Deren Ubung ist bei einigen Dingen notwendig,
weil ohne Kenntnis derselben kaum irgend jemand es in dei- Arith

metik zur YoUkommenheit bringen, noch die Lehren der Kalkulation

d. h. des Komputus verstehen wird. Hatten doch unsere heiligen
Weisen niemals die fiir die heilige Kirche notwendigen Regeln auf

das Ansehen jener Heiden gesttttzt, wenn sie geftthlt hatten, es sei

eine mttBige Kunst, die jene lehrten. WiU z. B. einer die Bttcher

Bedas des Ehrwiirdigen ttber den Komputus lesen, so wird er ohne

Besitz dieser Kun,st wenig Nutzen erzielen konnen, Eben sie ist in

dem Quadrivium, d, h, in der Musik, Arithmetik, Geometrie und

Astronomie so notwendig und ntttzlich, daB ohne sie fast alle Arbeit

der Stiidierenden zwecklos erscheint. Ydr glauben, daB sie vor alters

griechisch geschrieben und von Boethius ins Lateinische ttbersetzt

wurde. Aber das Buch ttber diese Kunst ist zu schwer fttr den Leser,

und so haben wir einige Regeln hier auseinandergesetzt."

Wir sehen hier in den geschichtlichen Angaben eine ziemliche

Ubereinstimmung mit denen Radulphs, jedoch so, daB keiner der

^) Scripto-res ecclesiastici dc musica (ed. Mart. Gerbert). St, Blasien 1784,

I, 296—302: Begulae Domni Oddonis super abaeum. Vgl, Math. Beitr. Kulturl.

S. 295—302, Die -wichtigsten Grunde, welche fur eine spate Lebenszeit Oddos

sprechen, bei R, Peiper auf S, 216—22.) des Supplementheftes zu Zeitschr,

Math, Phys, XXV (18s0) und bei A. NagI, Gerbert und die Rechenkunst des

X. Jahrhunderts S 33.

57*
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beiden Schriftsteller eine AbhangigkeU von dem anderen verrat, die

AUgemeinheit der Uberlieferung also durch ihre ahnlichen Behaup

tungen nur um so sicherer bestatigt wird. Wenn Radulph die Not

wendigkeit des Abacus zum Verstandnis Platons betont, ftthrt Oddo

das Rechnen auf demselben auf Pythagoras zurtick. Wenn Radulph

ihn der Geometrie dienen laBt, ist er bei Oddo dem ganzen Qua

drivium ein ntttzliches Hilfsmittel. Wenn Radulph die Kunst in

MiBkredU, fast in Vergessenheit geraten laBt, bis Gerbert und Her

mann sie erneuerten, spricht Oddo die Meinung aus, Boethius habe

darttber eine Schrift aus dem Griechischen ins Lateinische ttbersetzt,

aber dieses Buch sei zu schwierig, und deshalb setze er seine Regeln
auseinander. Die letztere Bemerkung Oddos verdient unsere ganz

besondere Aufmerksamkeit, da es schwer fallt, dieselbe nicht auf die

gefaischte Geometrie des Boethius zu beziehen. Dann muB aber Oddo

nach der Entstehung dieser Geometrie, d. h. nicht frtther als im

XII. S. seine Regeln verfaBt haben.

Die Benennung der Einer und Zehner als Finger- und Gelenk

zahlen, der Kolumnen als Bogen, die Vereinigung von je drei Bogen
zu einer mit einem groBeren Bogen tiberspannten Gruppe, das Auf

treten der Apices, das sind lauter Dinge, die Oddo mit vielen gemein
hat. Die Zahlennamen igin usw. kommen bei ihm nicht vor, und

das konnte AnlaB geben, ihn ftir einen Zeitgenossen eines frttheren

als des XII. S. zu halten. Bei der Multiplikation unterscheidet er die

beiden Faktoren als Summe, summa, und Grundzahl, fundamentum,
wovon jene oben, diese weiter unten geschrieben wird. Das Produkt

kommt zwischen beide Zeilen zu stehen^). Dabei findet zwischen

den Faktoren Gegenseitigkeit statt: „Mag man 5 mal 7 oder 7 mal

5 nehmen, so entsteht XXXV." Der Gegensatz der Schreibweise in

diesem Satze, die DarsteUung einziffriger Zahlenwerte durch Apices,

mehrziffriger durch romische Zahlzeichen, ist die naturgemaBe Folge
des Nichtvorhandenseins der NuU, ohne welche die Apices die langste
Zeit ttber nur dann Stellenwert erhielten, wenn sie einem Abacus ein

gezeichnet waren,

Ein einziges Beispiel vom GegenteU ist bis jetzt bekannt ge

worden^). In einer Handschrift der alexandrinischen Bibliothek zu

Rom, welche um das Jahr 1200 herum entstanden ist, findet sich

') Summa vocatur quod in sn-mmitate arcu-um; fundamentum autem- quid-
quid infer-ius disponitur. Et quod ex utroque numero procedit inultiplicato inter

duas lineas ponitur. ^) Enrico Narducci, Intorno ad un manuscritto delta

Biblioteca Alessandrina conte-nente gli apici di Boezio senz' abaco e con colore

di pos-izione in den Memorie dell' Aceademia Beale dei Lincei, Glasse di science

fisidie, matematiche e naturali. Serie 3. Vol. 1. Seduta dell' 8. aprile 1877.



Abacisten und Algorithmiker. 901

namlich auf zwei eigentttmlichen kreisrunden Figuren eine ziemliche

Menge von Zahlen, teils einziffrige, teds zweiziffrige. Sie sind mit

geringfttgigen Ausnahmen darch Apices geschrieben, die zu diesem

Zwecke offenbar Stellungswert erhielten, DaB aber dem Schreiber

die NuU noch nicht bekannt war, oder, was auf das Gleiche heraus

kommt, daB er sie noch nicht zu gebrauchen wagte, geht mit Be
stimmtheit daraus hervor, daB mitten zwischen den Apices die

romischen Zeichen fttr X und XX vorkommen.

Doch wir kehren zu Oddo zurttck, Nach den Multijilikations-
regeln gelangt er zur Division und unterscheidet, wie wir es schon

wiederholt und auch in der gefalschten Geometrie des Boethius ge
funden haben, die einfache, die zusammengesetzte uud die unter-

brochene Division, je nachdem der Divisor einsteUig ist, mehrstelUg
in aufeinander folgenden Kolumnen, oder mehrstelUg, aber so, daB

dazwischen eine Kolumne leer bleibt. Der Dividend steht hier in

der Mitte, der Divisor oben, der Quotient unten ^), und es ist nicht

zu verkennen, daB hier eine vollig gleichmaBige Anordnung wie bei

der MuUiplikation gewahlt ist, die das Produkt zwischen beide Fak

toren steUt. AUerdings sind wir genotigt, die Stellung aus Oddos

Worterklarungen zu entnehmen, denn die Zeichnung eines Abacus

kommt bei ihm nicht vor. Er voUzieht die Divisionen unmittelbar,
nicht komplementar, und ttberhaupt ftthlt er sich bei der ttber-

nommenen Aufgabe, die Division in ihren drei Fallen schriftlich er

klaren zu mtissen, nicht wohl. Schon hei der zusammengesetzten
Division sagt er: „das Alles laBt sich viel leichter mit einem ein

zigen Worte mtindlich als schriftlich abmachen"^). Nach der Di

vision folgen die Brtiche, d. h. wie immer Duodezimalteile des as.

Oddo prunkt dabei ,mit einer gewissen Gelehrsamkeit, er sagt dragma
sei griechisch, sichel hebraisch usw., eine Gelehrsamkeit, welche er,

wie richtig bemerkt worden ist^), sich leicht in dem etymologischen
Werke des Isidorus von SeviUa verschaffen konnte. Er dividiert so

dann 1001 durch 1000 und verwandelt die zunachst flbrig bleibende

Einheit in immer kleinere Bruchteile, bis deren Anzahl 1000 Uber

steigt und eine Fortsetzung der Division zulaBk Die ^'erwandlung
selbst aufeinander folgende Multiplikationen erfordernd, wird auf dem

Abacus ausgeftthrt. SchlieBUcb kann man freilich nicht weiter zu

noch niedrigeren Einheiten ttbergehen. Da hort denn auch die Di

vision auf, und man konne am Ende sich nicht wunderu, wenn bei

') Quidquid dividcndiim est in abaco in medio ponitur; divisores pmiepjo-

nuntur; deno-mi-nationes autem, hoc est partes dicisae supiponuntur. ^) Quae

omnia magis iinieae vocis alloquio quam scripta advertuntur. ■-■) Friedlein in

der Zeitschr, Math, Phys, IX, 320,
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den Bruchteilen etwas ubrig bleibe, da auch andere Kttnste in vielen

Punkten wacklig seien M-

,Nur der die Dinge gemacht und bewahrt mit schutzendem Walten

Ist mit jedwelcher Macht allein fur voUkommen zu halten,"

Berum vero parens, qui solus cuncta tuetur.

Cum ■''it cundipiotens, perfectus solus habetur.

Eine anonyme Schrift ttber den Abacus^), einer Mttnchener

Handschrift aus der Mitte des XII. S. entstammend und folglich

spiitestens gleichzeitig mit Radulphs oder mit Gerlands Arbeiten ent

standen, zieht unsere Aufmerksamkeit dadurch auf sich, daB sie eiiUge

Kunstausdrttcke enthalt und deutUch erkErt, welchen wir (S. 891)
bei Atelhart von Bath und bei Radulph von Laon bereits begegnet

sind. Sie nennt namlich das unmittelbare Divisionsverfahren das

der goldenen Division, das komplementare das der eisernen,

jenes, weil es leicht zu verstehen und iiber die Annehmlichkeit des

Goldes hinaus ergotzlich ist, dieses dagegen weil es aUzuschwer ist

und gewissermaBen die Harte des Eisens fiberbietet -'). Die Apices

sind einmal gezeichnet und griechische Buchstaben als mit ihnen

abwechselnd auftretend genannt, ahnUch wie es bei BerneUnus der

Fall war, und eine andere Ahnlichkeit mit diesem Schriftsteller be

steht darin, daB fttr 6 nicht der richtige griechische Buchstabe

angegeben ist, aUerdings auch nicht 2^, sondern ein groBes latei

nisches S. Weitere Ahnlichkeiten mit Bernelinus konnten noch

darin gefunden werden, daB im ganzen Yerlaufe der Schrift die

Apices nicht weiter benutzt werden, daB kein Abacus gezeichnet ist,
daB aber die Regeln mit ungemeiner Klarheit an Beispielen erlautert

werden, bei welchen durchgangig nur romische Zahlzeichen in An

wendung kommen. Die Zahlenbeispiele selbst sind nicht die gleichen
bei beiden. In dieser Beziehung sind ttberhaupt die Abacisten sehr

unabhangig voneinander.

Es ist uns nicht erinnerlich, daB irgend zwei derselben in der

Benutzung des gleichen Zahlenbeispiels zusammentrafen. Dagegen
ist uns ein Beispiel Gerlands in seiner ganzen Einkleidung bei einem

Algorithmiker begegnet, welcher spatestens am Ende des XII. S.

gelebt hat.

Unter Algorithmikern verstehen wir diejenigen Schriftsteller,

') Nec mirandum est aliquid de min-utiis superesse, cum alias artes in multis

videam vacitlare. "; Abgedruckt im Bullettino Boncompagni X, 607—625. Uber

die Handschrift vgL Treutlein ebenda pag, 591 unter 2, ') Ebenda pag, 609:
Dicuntur au-reae divisioncs eo qu,od ad intelligendum faciles et suqier auri gratiam
■sint delcctabiles ; sicut contra ferrcae que sunt nimis graves quasi ferri duriciam

preq)onderant-cs.
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welche ihre unmittelbare Abhangigkeit von arabischen Vorbildem

durch Vorkommen des bald miBverstandenen Wortes algorithmus,
durch Anwendung des SteUenwertes der Ziffem mit EinschluB der

NuU, durch Nichtanwendung des Abacus, durch den beiden letzten

Eigentttmlichkeiten entsprechende Rechnungsverfahren an den Tag
legen. Wozu indessen in aUgemeinen Satzen die Erkennungszeichen
algorithmischer Schriften erortern, deren beide hervorragendsten wir

in frttheren Kapiteln einzeln besprochen haben, die lateinische

Ubersetzung des Rechenbuches des Muhammed ibn Musa

Alchwarizmi (S. 714 flgg.) und die an dasselbe Y^erk sich

anlehnende ausfiihrliche Schrift des Johannes von Sevilla

(S. 800 fig.)?
Wir mttssen einen Blick auf die aUgemeinen Verbalti»is,se werfen,

welche die Entstehung dieser Ubersetzungen begleiteten, Gerbert war

fur uns am Ende des X. S. vor alien Dingen der glanzende Lehrer

gewesen, der den Unterricht in den mathematischen Wissenschaften,

so viel oder wenig aus romischen Quellen ihm davon zur Kenntnis

gelangt war, neu belebte. Auch der Geschichte der Philosophie ge

hort der Philosoph auf dem Stuhle St. Peters an^). Nicht bloB das

Rechnen auf dem Abacus wurde von seinen Schttlern, als sie selbst

zu Lehrern geworden waren, ttber Frankreich, Deutschland und Italien

verbreitet, von wo sie einst zu den FttBen des Rheimser Stiftslehrers

gepilgert waren
,
es machte ttberhaupt um die Mitte des XI. S, ein

neuer Aufschwung des wissenschaftlichen Denkens sich geltend. Lan

frank, am Anfang des Jahrhunderts in Pavia geboren, in Frankreich

herangebildet, ftthrte die Dialektik in die Theologie ein und UeB den

Sinn fttr aristotelische Schriften erstarken. Freilich kannte man sie

zunachst nur aus Bearbeitungeu des Boethius, aber da und dort waren

doch immer einzelne Manner zu finden, welchen das Griechische ge

laufig genug war, dmen zu gestatten, die UrqueUe aufzusuchen, und

so entstanden jetzt schon einige wenige neuere Ubersetzungen, Die

dadurch genahrte und wachsende Neigung mit aUem bekannt zu

werden, was Aristoteles, dessen Name mehr und mehr den Inbegriff

aUer Wissenschaft darstellte, geschrieben hatte, trat besonders in zwei

Landern hervor: in England, wohin Lanfrank als Erzbischof von

Canterbury gekommen war, uud in Italien, wo gleichfalls eine be

stimmte Personlichkeit, Anselm der Peripatetiker, nicht zu ver

wechseln mit dem Bruder Radulphs von Laon, den geistigen Mitteh

punkt der neuen Bewegung bildete. Deutschland beteiUgte .sich erst.

') Herm. Reuter, Geschichte der reUgiiisen Aufkliirung im Mittelalter I,

78 flgg, Berlin 1875.
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nachdem, man kann fast sagen, Missionsreisende fttr die dialektischen

Studien es durchzogen hatten, wozu eben jener Anselm der Peripate

tiker gehorte.
Aber wie sollte man die Begierde nach der Kenntnis aristo

telischer Schriften stillen? Griechische Texte waren nur in seltensten

Handschriften zugangUch. Man erfuhr, daB die Araber eifrige Phdo

sophen waren, daB auch sie keinen der AUen hiiher schatzten, als

Aristoteles, daB bei ihnen Ubersetzungen und Eriauterungen in Menge
zu finden waren. Arabisches war schon frtther, jedenfaUs schon am

Ende des X. S. ins Lateinische ttbersetzt worden. Wir erinnern an

die Ubersetzungen astronomischer Schriften, welche Lupitus von Bar

celona angefertigt, Gerbert zu besitzen gewttnseht hat, wir erinnern

an die Voriage Hermann des Lahmen fttr seine Bttcher ttber das

Astrolabium. Wir bemerken bei dieser Gelegenheit, daB wir somit

es keineswegs an sich fiir unmogUch halten, daB Gerbert bei seinem

Aufenthalt in der spanischen Mark durch Ubersetzungen auch mit

arabischer Rechenkunst hatte bekannt werden konnen, sondem daB

wir nur durch den allerdings entscheidenden Umstand bewogen sind,

diese Kenntnis in Abrede zu stellen, daB gar nichts zwischen Gerbert

und den Arabern gemein ist, durchaus gar nichts in der Anordnung
wie in der Ausftthrung der Rechnungen als nur neun Ziffern ohne

das zehnte Zeichen der Null, uud daB diese tvemeinschaft sich uns

hinreichend mittels romischer Erinnerungen erklart, wahrend jeder
andere Ei-kiarungsvers'uch an der verhaltnismaBisen Geringfttgigkeit

des Gemeinschaftlichen neben den weit ttberwiegenden Verschieden

heiten scheitert.

Jetzt suchte man, etwa vom Jahre 1100 an, noch mehr der

arabischen Bearbeitungeu griechischer SchriftsteUer habhaft zu werden

und sie in das Lateinische zu ttbertragen. Dazu kommt ein anderer

Umstand, der, scheint es uns, nicht ttbersehen werden darf, wenn es

sich darum handelt, ein geistiges Bild jener Zeit zu entwerfen und

die mehr und mehr sich geltend machende Einwirkung arabischer

Wissenschaft auf das Abendland zu schddem. Mit dem Jahre 1100

beginnen die Kreuzzttge. Jeder wissenschaftliche Zweck war den

selben fremd, aber wissenschaftliche Erfolge haben sie gehabt. Wir

haben (S. 778) berttbrt, daB die Kreuzfahrer im Oriente auf eiue

ihneu ttberiegeue Bildung stieBen, .daB zwei Jahrhunderte lang der

Yerkehr ein meistens feindlicher, aber in langeren Pausen auch ein

nachbariich freundUcher war. Wie ehedem nestorianische Christen
die Arzte der Chalifen gewesen waren und zur Einftthrung griechi
scher Wissenschaft unter die Araber das meiste beigetragen haben,
so bildete jetzt wieder medizinisches und astrologisches Wissen den
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FreipaB, auf welchen hin arabische und judische in arabischer Schu

lung gebildete Arzte und Sterndeuter an den christiichen Hofen er

schienen. Sie kamen von Osten her, aber auch Spanien steUte seine

Manner, und Sizdien lieferte ftti- ganz UnteritaUen im XII. uud mehr

noch im XIII. S, den belebenden geistigen Sauerstoff,

Fttr Italien waren die Kreuzzttge noch in mehreren anderen Be

ziehungen von nicht zu unterschatzenden Folgen^). Die Menschen-

masse, welche in den Kreuzzttgen sich nach Osten -wiilzte, die einen

getrieben von hedigem Glauben seifer, die anderen beseelt von dem

Wunsche die auBeren Yortede zu genieBen, zu welchen die Kreuz-

nahme berechtigte, die dritten rait fortgerissen von dem allgemeinen
Zug, bezifferte sich auf viele MiUionen. Die meisten nahmen ihren

Y'eg ttber Italien; nicht wenige kebrten bis dahin, aber ;iuch nur

bis dahin zurttck. Der kaufmannische Geist der Italiener wuBte aus

dieser Stromung vielfach Nutzen zu ziehen. Italiener — Lombarden

wie man sie gewohnlich nannte — erschienen in den Mittelpunkten,
wo Kreuzfahrer sich sammelten, boten gegen wertvoUes Pfand und

hohen Zins ihre Geldhilfe an, welche gern in Anspruch genommen

ihnen gestattete, aus dem Gewinne ganze StraBen zu bauen, die bis

auf den heutigen Tag sich nach ihnen benennen. Die zurttckkehren

den Kreuzfahrer lieBen sich nicht minder auenutzen. Sie brachten

Beutestttcke mit, die sie in Geld umsetzten, um den tippigeren Nei

gungen zu genttgen, welche sie insbesondere in bezug anf Speisen
und Kleidung angenommen hatten. Und wieder waren es die Italiener,
die vorzugsweise es auszubeuten wuBten, daB die GeAN'ttrze, die Seide

des Orients zu Lebensbedttrfuissen geworden waren. An der Nord

kttste Afrikas, wie in Agypten, wie an dem Strande des ehemaligen

Tyrus entstanden italienische Handelsplatze, ttberall in nachster Be

ziehung zu arabischen Kaufleuten und, wie wir (S. 817) schon an

gedeutet haben, hier nicht ohne EinfluB auf das Wissen derselben,

andererseits jedenfalls auch vou ihnen Samen erhaltend, dessen Keinien

wir im nachsten Bande dieses Werkes verfolgen mttssen, wenn wir

in den reichen italienischen Stadten uns umsehen, deren Bttrger die

Feder nicht bloB zum Eintrag gewinnbringender Handelsgeschafte iu

ihre kaufmannisch geftthrten Bttcher, sondern auch zu streng wissen

schaftlichen Arbeiten zu benutzen wuBten und sich zu Tragern mathe

matischer Forteutwicklung machten.

Wir haben einen der ersten Schriftsteller, der nachweisUch mit

der Ubersetzung mathematischer Schriften aus dem Arabischen sich

') De Choiseul-Dailleoourt,
Dc I'-influencc des croi.'>-adcs sur I'dat des

qieujdi-s de I'Europe. Paris IsO'.i,
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beschaftigte, schon einigemal genannt: Atelhart von Bath^). Sein

Hauptwerk „Fragen aus der Natur" enthalt Bemerkungen, welche

vermoge der Personlichkeiten, auf die sie sich beziehen, nur in den

ersten 30 Jahren des XII. S. niedergeschrieben sein konnen, und so

mit zur Feststellung der LebenszeU ihres Verfassers ftthrten. Atel

hart hat, um zur Kenntnis der arabischen Sprache zu gelangen, weite

Reisen gemacht. Er ist in Kleinasien, in Agypten, in Spanien ge

wesen, ttberall die gleichen wissenschaftlichen Zwecke verfolgend und

um ihretwillen tausend Gefahren trotzend. Wir wissen schon, daB

Atelhart die astronomischen Tafeln des Muhammed ibn Musa Alchwa

rizmi ttbersetzt hat, daB von ihm eine lateinische Bearbeitung der

eukUdischen Elemente^) nach dem Arabischen herrtthrt (S. 713). Ob

Atelhart es war, welcher die Ubersetzung des Rechenbuches Alchwa

rizmis anfertigte, konnte nicht mit Bestimmtheit festgestellt werden.

Merkwttrdig ware es um deswillen, weil Atelhart auch ttber den

Abacus geschrieben hat (S. 891) uud somit Abacist und Algorithmiker
in einer Person ware.

Als Schttler Atelharts bezeichnet sich selbst Ocreat der Ver

fasser eines Auszuges aus einer arabischen Schrift ttber Multiplikation
und Division in den Einleitungsworten: Prologus H. Oereati in Sel-

ceph ad Adelhardum Baiofensem magistrum suum^). Man mochte zu

nachst an Atelhart von Bath als Lehrer denken. Dann mttBte es aber

Adelhardum Bathouensem heiBen. Die Form Baiotensem zwingt einen

im iibrigen unbekannten Atelhart von Bayeux anzunehmen. Ferner

hat man in Helceph den Namen des arabischen SchriftsteUers erkennen

wollen, von welchem die durch Ocreatus (der Gestiefelte?)'') aus-

gezogene Abhandlung herrfihrte. Man ist jedoch zu der nachtrag
lichen sehr anmutenden Meinung gekommen, es sei Helceph die Ver

ketzerung von Al kafi, die genttgende Untersuchung, und Ocreatus'

Vorlage sei ahnlich betitelt gewesen wie die Schrift Alkarchis, von

der wir unter dem Namen Al kafi fil hisc'ib gehandelt haben (S. 762 fig.).
Wir erinnern uns, daB wir dem Auszuge Ocreatus' (S. 433) die Be

merkung entnahmen, Nikomachus habe das Quadrat a" mittels einer

'■) Jourdain, Becherches sur les anciennes tratludions IcUines d'Aristote

(2ieme edition) pag. 27, 97—99, 258-277. ^) Vgl. daruber einen Aufsatz von

WeiBenborn iu dem Supplementhefte zur historisch-Iiterarischen Abteilung der

Zeitschr, Math. Phys, Bd, XXV (1880), ") Jourdain L c, pag. 99, Anmerkung 1

hat auf diese in einer Pariser Handschrift des XIII, S. enthaltene Abhandlung
hingewiesen, Zum Abdrucke gelangte sie im Supijlementhefte der histor.-literar.

Abtlg. Zeitschr. iMatli. Phys. Bd. XXV (1880) mit einer Einleitung von C. Henry,
welcher -wir die von L, Rodet herstammende im Texte folgende Vermutung
iiber Helceph entnehmen. *) Auf diese mogUche Bedeutung des Namens hat

uns W. Wattenbach aufmerksam gemacht.
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Art komplementarer MultipUkation sich zu verschaffen gewuBt, Ob

diese Angabe der arabischen Vorlage entstammt, ob sie durch Ocrea

tus etwa einer damals noch vorhandenen Bearbeitung des Nikomachus

von Appuleius entnommen wurde, ist durchaus nicht zu entscheiden.

Ein Johannes Ocreatus wird in dem englischen Handschriftenkataloge
als Euklidttbersetzer genannt. Ob dieses auf einem MiBverstandnisse

beruht, ware an Ort und Stelle zu untei-suchen^).
Am Anfange des XIL S. lebte auch Plato von Tivoli oder Plato

T i b urt i n u s ^), der vermeintlicheUbersetzer desAlbattani, durch weicheu,
wie man frtther annahm, das Wort Sinus (S. 737) iu die Trigonometrie
eingeftthrt worden sei. Wenn nicht Albattanis Astronomie hat Plato doch

verschiedene astrologische Schriften ttbersetzt. Eine derselben unter dem

Titel: Astrologische Aphorismen von oder an Almansur hat Plato in

Barcelona angefertigt und im Jahre 530 der Hidschra, d. h. 1136 n. Chr.

beendigt^). Auch die aus dem Hebraischen des Abraham Savasorda

durch Plato ttbersetzte praktische Geometrie, welche in mehrfachen

Handschriften vorhanden ist, tragt ein Datum 510 arabischer Zeit

rechnung d. h. also 1116 und ist als altestes Zeugnis seiner Wirk

samkeit aufgefaBt worden. Unter den mittelbar aus dem Griechischen

stammenden Werken ist die mathematisch wichtigste Schrift,
welche Plato aus dem Arabischen ttbersetzt hat, die Spharik des

Theodosius.

Noch ein Ubersetzer, an welchen wir uns zu erinnem haben,
ist Gerhard von Cremona*). Zufolge einer sehr alten biographi
schen Notiz ttber denselben ist Gerhard 1114 in Cremona geboren,
wurde frtthzeitig von philosophischen Studien angezogen und fand

insbesondere an der Astronomie seine Freude. Das Bedauern, der

groBen Zusammenstellung des Ptolemaus nicht hahharft werden zu

konnen, vereinigt mit der, wir wissen nicht wie, erlangten Kenntnis,

daB dieses Y^erk in arabischer Sprache vorhanden sei, ftthrte Gerhard

nach Toledo, wo er 1175 die Ubersetzung des Almagestes aus dem

Arabischen in das Lateinische voUendete -'"). Aber das war, wenn auch

die Veranlassung, doch keineswegs die einzige Frucht seines Toledoer

Aufenthaltes. Eine fast unglaublich groBe Menge von Schriften aller

Art wird uns genannt, welche Gerhard aus dem Arabischen in das

') Catalog, Mss, AngL Tom, II pag, 247 Nr, 8639, Wustenfeld, Die Uber

setzungen arabischer Werke in das Lateinische S 23, '-') B, Boncompagni,

Delle rc-rsion-i fatt-e da Platone Tiburtino traduito-re del secolo duodecimo. Roma

1851, ') Vgl, Steinschneider in der Zeitschr, Math. Phys. Bd. XII, S. 26,

«) B. Boncompagni, Delia vita e delle opere di Gherardo Cremonese Irad-uttore

del secolo duodecimo e di Gherardo da Sabbiondtu astronomo del secolo decimo-

terzo. Roma 1851. '') Ebenda pag 18,
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Lateinische ttbertrug^), so daB wir unter Erwagung des Todesjahres

Gerhards, welches auf 1187 fiel, kaum annehmen dttrfen, daB alle

seine Ubersetzungen erst uach der des Almagestes angefertigt worden

sein soUten. Unter den mathematischen Schriften, welche Gerhard

bearbeitet haben soil, sind 15 Bticher des EukUd genannt, jedenfalls

seine Elemente und die beiden Bticher, welche lange als 14, und

15. Buch mitgeschleppt wurden. Von der Ubersetzung der euklidischen

Elemente sind teils Bruchstticke teils vollstandige Handschriften ia

Paris, in Boulogne sur mer, in Brtigge aufgefunden worden^). Deren

Wortlaut laBt mit hochster Wahrscheinlichkeit darauf schlieBen, daB

zu Gerhards Zeiten auBer den arabischen Ubersetzungen Euklids, deren

eine ihm als Vorlage diente, auch eine ihm bekannte und von ihm

mitbenutzte lateinische Ubersetzung aus dem Griechischen vorhanden

war, eine Tatsache, die uns nicht allzusehr in Erstaunen setzen kann,
wenn wir an das Palimpsest von Verona (S. 565 ) denken. Von

Gerhards weiteren Ubersetzungen werden uns genannt Euklids Buch

der gegebenen Dinge, die Spharik des Theodosius, ein Werk des

Menelaus. Diese zahlreichen Ubersetzungen ursprtiuglich griechischer
Schriften bilden die geschichtliche Bedeutung Platos und Gerhards.

Nur was sie in lateinischer Sprache boten, konnte zu europaischem
Besitze werden und ist es geworden, wie wir im II. Bande uns uber

zeugen werden. Gerhard ttbersetzte femer auch mit gleichem ge-

scbicbtlichen Erfolge geometrische Schriften von arabischen Yer

fassern, von deu drei Brttdern, von Tabit, aber auch die Algebra des

Alchwarizmi^). Da Gerhard, wie wir wissen, eine Algebra ttbersetzt

hat (S. ■'^03), welche erhalten ist und als von der des Muhammed ibn

Musa verschieden sich erwies, so ist entweder in jener alten Notiz

ein kleiner Irrtum vorhanden, oder wir mttssen annehmen, Gerhard

habe neben der Algebra des Muhammed ibn Musa auch jene andere

voUkommnere ttbersetzt, die nur in dem genannten Yerzeichnisse

fehle, eine Annahme, welche darin ihre Sttttze findet, daB jenes Ver

zeichnis auch sonst nicht ganz voUstandig ist und medizinische

Schriften des Razi, des Ibn Sina, des Albucasis vermissen hiBt, von

deren Ubersetzung durch Gerhard uns anderweitig berichtet wird^).
VieUeicht darf man darauf gesttttzt auch einen Algorithmus des

Meister Gerhard, der handschriftUch in London sich befindet^),
unserem Gerhard von Cremona fiberweisen. Das ware alsdann der

erste Algorithmus vou bekanutem abendlandischem Verfasser, den

^) B, Boncompagni, Gherardo Crem, pag, 4—7 und 12. -') Bjornbo
in der Bibliotheca Mathematica 3. Folge VI, 242-248. ») B. Boncompagni,
Gherardo Crem pag. 5: Liljcr alchoai-ismi de iebra d almucabula tradatus I.

*) Ebenda pag, 12. -'j Ebenda pag. 57.
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wir zu nennen hatten. Vielleicht gibt es noch eine zweUe umfang-
reichere Handschrift desselben Algorithmus in einem Yatikankodex,
der den Tractatus magistri Gernardi^) enthalt. Genauer werden wir

auf diesen Algorithmus, der unter dem Namen Algorithmus de-

monstratus ohne Bezeichnung eines Verfassers 1533 gedruckt worden

ist, erst im IL Bande und zwar im 43. Kapitel eingehen.
Auch Rudolf von Brtigge, der im Jahre 1144 das Plani-

spharium des Ptolemaus nebst den Eriauterungen eines gewissen
Maslama al Madjriti dazu bearbeitete^), gehort unter die Ubersetzer

des XIL S.

Den Algorithmus des Johannes von Sevilla mttssen wir

wiederhoU an dieser Stelle in Erinnerung bringen, um nochmals

einige Einzelheiten zu betonen, die, wenn auch nicht so wesentlich

wie das Vorkommen des Wortes Algorithmus, der NulPj und da

gegen das Nichtvorkommen eines Abacus, doch als kennzeichnend

genug sich erweisen, um sofort die Verschiedenheit der QueUen fttr

Abacisten und Algorithmiker hervortreten zu lassen. Der Algorith
miker nennt die Inder, der Abacist nicht. Der Algorithmiker schildert

Verdoppelung und Zweiteilung als besondere Rechnungsvrerfabren,
bevor er zur MultipUkation und Division ttbergebt, der Abacist nicht.

Der Algorithmiker lehrt Wurzelausziehungen, der Abacist nicht. Der

Algorithmiker benutzt Sexagesimalbrttche nach indischem, der Abacist

Duodezimalbrttche nach romischem Vorbilde. Allen diesen Ver

schiedenheiten gegenttber, zu welchen wir noch beifttgen konnen, daB

die Zahlworter igin usw., welche bei Abacisten vorkommen, bei

Algorithmikern, so viel wir wissen, nie gefunden worden sind, ist

es nur die Ubersetzung von Einer und Zehner durch digitus und

articulus, welche Algorithmikern und Abacisten gemeinsam ist. Aber

wir wiederholen hier, was wir frtther gesagt haben (S. 802), der

Algorithmiker bediente sich dieser Worter, wed nur sie in seiner

Zeit landlaufige waren. Er dachte dabei so wenig an Uhernahme

von Ausdrttcken aus einem ganz anderen Gedanken- und Bddungs-

kreise, wie da wo er irgend eines Zahlwortes sich bediente. Ihm

hieB digitus Einer, articulus Zehner genau mit der gleichen Unbe

fangenheit wie septem sieben, viginti zwanzig. Es gab ihm in latei-

^) Bjornbo in den Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik XIV,

149—150 (1902). P. Duhem in der Bibliotheca Mathematica 3, Folge VI, 9— 15

(1905). ^) Cha'sles, A2xr(-u liist. pag, 511, deutsch S, 595, hat den Namen un

richtig Molsem. Der richtige Namen -wurde von Steinschneider angegeben.

Bibliotheca Jllathematica 3. Folge III, 76 (19u2). ') Wie langsam ttbrigens die

Null sich einbiirgerte vgl. Wattenbach, Anleitung zur lateinischen Palaeo-

graphie. 4. Auflage, Leipzig 1886, S. 104,
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nischer Sprache keine anderen Worter fttr diese Begriffe als die ge

nannten, und er fttblte sich weder verpflichtet, noch berechtigt, neue

Worter einzuftthren, wo es nur um alte Begriffe sich handelte. Der

Alo-oritbmiker stellt, das bleibt unter alien Umstanden wahr, eine

spatere Entwicklung dar als der Abacist, und hat, wenn Almlich-

keiten auch anderer Art auftreten, sicherlich aus seinen abendlandi

schen Vorgangern geschopft.
Ein Beispiel solcher Art scheint ein Algorithmus zu gewahren,

der einer nicht spater als 1200 geschriebenen frttheren Salemer, jetzt

Heidelberger Handschrift entstammt^). Er enthalt die samtlichen

wesentUchen Merkmale der Algorithmiker, aber dariiber hinaus die

komplementare Multiplikation^) fast in derselben Form, wie

wir sie frtther (S. 528) hauptsachlich der Ahnlichkeit des Gedankens

mit der komjilementaren Division wegen als romischen Ursprunges
vermutet haben. „Ziehe, so schreibt der Verfasser vor, die Differenz

des einen Faktors von dem anderen Faktor ab, der Rest gibt die

Zehner, dann multipliziere die Diff'erenzen beider Faktoren mitein

ander, und Du hast die Summe dee ganzen Zahl." Wir haben frei

lich diese komplementare Multiplikation, die der Formel

a-b = 10(a
~ (10 -

b)) Y (10
-

a) (10
-

b)

gehorcht, bei keinem alteren Schriftsteller, weder bei irgend einem

Abacisten noch bei einem Araber gefunden, nur Ocreatus' Regel des

Nikomachus ist ihr einigermaBen verwandt, aber um so gewisser
scheint es uns, daB nur ein romisch gebildeter Rechner sich ihrer

bedienen konnte. Darin beirrt uns auch der Umstand nicht, daB

die komplementare Division bei unserem Verfasser nicht Eingang

gefunden hat. Wohl fand solchen, wie schon (S. 902) angekttndigt,
ein Rechenbeispiel Gerlands. Gerland stellt die Aufgabe: unter elf

Kramer die Summe von 100 Mark zu verteilen^) und findet als

Quotient 9 nebst Bruchteilen, die in den bekannten duodezimalen

Untereinheiten ausgesprochen werden. Unser Algorithmiker hat die

Division von 100 Librae durch 11 voUzogen und jeder Teilhaber

ist ihm ein Kramer, iiistdor^). Die eine bei der Division ttbrig
bleibende libra verwandelt er nun freilich nicht in Zwolftel, sondem

er setzt sie gleich 40 solidi. Der weitere Rest von 7 solidi wird in

nuin-mi verwandelt^ deren 12 einen solidus ausmachen. Wieder bleiben

bei der Division 7 it-ummi ttbrig, und ftir diese solle man Eier kaufen,
deren die Kramer bei der Mahlzeit sich erfreuen werden. Ftir jeden

') Abgedruckt in der Zeitschr, Math. Phys. X, 1— 16. *) Ebenda S. 5.

') B'ullettino Boncompagni X, 604: Sint XI institorcs et div-idan-tur inter eos O

mareae. *) Zeitschr, Math. Phys X, 7: Exemplum librarum C.
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nummus erhalt man 13 Eier, im ganzen also 91, und teiU man

auch diese wieder durch 11, so bleibt abermals ein Rest von 3 Eiern.

Die soil man dem zum Lohne geben, der die Teilung voUzogen hat,
oder sie gegen Salz umtauschen, welches vermutUch zu den Eiern

gegessen werden soil.

Andere Algorithmiker aus der Zeit, welche wir hier besprechen,
also bis etwa zum Jahre 1200, sind gewiB noch mannigfach in hand-

schriftlichen Texten vorhanden, aber im Drucke nicht veroffentUcht

worden. Spatere Schriften der gleichen Natur mttssen wir zur Be

handlung uns aufbewahren, wenn wir das XIII. S, zu scbildern haben

werden, und mit noch spateren Perioden fallt erst die Erinnerung
an den Ursjirung des Abacus zusammen, die z. B. in Bildwerken aus

dem Jahre 1500 etwa nachzuweisen ware.

Wir schlieBen hier unsere Darstellung zunachst ab. Das Jahr

1200 ist fttr die Geschichte der europaischen Mathematik ein allzu-

wichtiges, um nicht durch das Ende eines Bandes ihm auch auBer

lich die Bedeutung beizulegen, welche es verdient. Mit dem Jahre

1200 ist das christliche Abendland im Besitze der Rechenkunst aus

den verschiedensten Quellen, im Besitze der Null und des durch sie

ermoglichten vollen Stellenwertes der Ziffem. Die Algebra als Lehre

von den Gleichungen ersten und zweiten Grades ist durch Gerhard

von Cremona zuganglich geworden. Die Geometrie des Euklid, die

Astronomie des Ptolemaus, Schriften des Theodosius, des Menelaus

sind in lateinischen Ubersetzungen vorhanden. Das BewuBtsein, wo

weitere griechische Schriften erhaltbar sein mttssen, die zum voraus
O 7

begrttndete Wertschatzung derselben macht sich mehr und mehr

geltend. In diesem Augenblicke auftretende mathematische Geister

trafen in eine glttckliche Zeit. Zum ersten Male war ihnen wieder

genttgender Stoff gegeben, mit welchem ihre Erfindungsgabe sich be

schaftigen, von welchem aus sie wesentliche Fortschritte machen

konnten. Und wie das im Wiude fliegende Samenkorn meistens ein

Fleckchen Erde findet, in welchem es sich entwickelt, so hat die

Schopfungskraft dafttr gesorgt, daB kaum jemals Gedanken zugrunde

gehen, die dem geistigen Luftzuge einmal angehiiren. Es finden sich

zur rechten Zeit die rechten Manner. Zwei Namen seien hier an-

kttndio-end o-enannt, welche die Trager der neu sich entfaltenden

Wissenschaft fttr uns werden: Leonardo der Pisaner nnd Jor-

danus Nemorarius.
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Zu S. 163—164. Herr Junge macht uns brieflich darauf aufmerk

sam, daB die (S. 164, Anmerkung l) angegebenen beiden Erklarungs

versuche von Martin und Hultsch wesentlich voneinander abweichen.

Ersterer habe die TimaussteUe erklart durch die Proportion: Feuer zu

Luft wie Wasser zu Erde; letzterer dagegen habe zwei aufeinanderfolgende

stetige Verhaltnisse angenommen: Feuer zu Luft wie Luft zu Wasser

-wie Wasser zu Erde, und in der Tat schlieBe diese Ubersetzung sich dem

Texte des Timaus besser an. Fiir die auf S. 164 gegebene Auseinander

setzung der Begriffe von Flachen- und Korperzahlen ist es allerdings ziem

lich gleichgttltig, welcher Yerdeutschung man den Vorzug gibt.

Zu S. 502. Herr Enestrom (Bibliotheca Mathematica, 3. Polge

VII, 203) rttckt gesttttzt auf Untersuchungen von Tannery und von Hei

berg die Lebenszeit des Eutokius um etwa 50 Jahre hinauf. Dieser

sei etwa 480 geboren und nicht Schiiler des Isidorus, sondem des Am

monius (S. 500) gewesen.

Zu S. 717. Herr Enestrom (BibUotheca Mathematica, 3. Folge
VH, 204

—

20.")J halt die Musterrechnung von 46 468 : 324 fur unrichtig
und schlagt eine andere Anordnung derselben vor. Das Original enthalt

keinerlei Musterrechnung, eine solche war vielmehr nach dem beigegebenen
Teste herzusteUen, und da scheint in der Tat die Enestromsche Anordnung

Vorzttge vor der frtther angenommenen zu besitzen.

S. 760—762. Herr Suter hat von dem Leidener Ms. 556 (Warn.),
in welchem Al-Nasawis Befriedigender Traktat foi. 68'^— 79'' sich be

findet, Einsicht genommen und hat darttber (BibUotheca Mathematica,
3. Folge VII, 113— 119) berichtet. Wir entnehmen seinem Berichte

folgende wichtige, vorher nicbt bekannte Tatsachen. Al-Nasawi lehrt die

Division von Brttchen dadurch zu vollziehen, daB er Divisor und Dividend

gleichnamig macht. Er sagt also dem Sinne nach

a, c ad bc ad

b
'

~d bd
'

bti
~~

be'

Er gibt aber a,uch die Eegel von der Multiplikation mit umgekehrtem
Divisor oder

a
_

c a d ad

b Yl b c bc
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Die Quadratwurzelausziehung wird zuerst in aUgemeinen wenig deut

lichen Oder nur Itickenhaft erhaUenen Vorschriften gelehrt, dann an dem

Beispiele: Quadratwurzel aus 57o42 erliiutert. Das Verfahren ist geradezu
modern. Die Zahl wird von der Rechten beginnend in zweisteUige
Gruppen zerlegt und 2^=4 als der 5 nachstliegende Quadratzahl erkannt.
Diese 4 zieht Al-Nasawi von der 5 ab und dividiert mit dem Doppelten
von 2 Oder mit 4 in 17. Der Quotient ist 3, worauf 3 mal 43 oder 129

von 173 abgezogen den Eest 44 laBt. Durch 2 X 23 = 46 wird nun

in 444 dividiert, wodurch 9 als Quotient erscheint. Dann ist 9 mal 469

Oder 4221 von 4442 abzuzielien und liiBt 221 als Eest. Das um 1 ver-

221
mehrte Doppelte von 234 ist aber 469, also -—- noch zu 239 als Quadrat-'

469

wurzel hinzuzufttgen. Man lu-kennt in dieser Auseinandersetzung die

Formel (a Y b)^ = a- Y ('2a Y b)b und den fttr die bruchweise Anniihe

rung gebrauchten Wert Y-^'^ Y r '^ A Y
^ , 'j^. Die Kubikwurzelaus

ziehung schlieBt sich an und wird an dem Beispiele der Kubikwurzel aus

3G52 296 erlautert. Wir gehen hier rascher ttber unsere Vorlage hinweg
und bemerken nur, daB sie den Gebra.uch der Formel (« Y &)^ = «'

Y [3c(^-k (3a Y l>)l>]b zu erkennen gestattet. Was aber die weitergeheiide
bruchweise Annaherung betrifft, so vermutet zwar unser Berichterstatter,

sie habe sich nach der Formel YA^ Y r ^ A Y ^ -;^. ,
„ ,

, 7 gerichtet,

kann jedoch diese Yermutung nicht durch den erhaltenen Text bestatigen.

Dagegen kommt in dem 4. dem Eechnen mit Sexagesimalbrttchen gewid
meten Buche deutlich zu erkennen, daB Al-Nasawi gleich dem von

Johannes von SeviUa (S. 8OI) ttbersetzten Schriftsteller den Gebrauch

von Dezimalbrttchen bei der Ausziehung von Quadratwurzeln liebte. Er

setzt z. B. "I/Tt" = -^^^ ]/ 1700000 = ^J^ • 412" = 4" 7' 12"

Zu S. S-i05, Wir haben leider versauint in unserem Handexemplare
seinerzeit anzumerken, daB die von Ibn Chaldun erwahnte Vorlage des

Ibn Albannii inzwischen naher bekannt geworden ist, Wir sehen uns

dadurch genotigt, noch nachtraglich auf Herrn Suters ausftthrlichen Auf

satz „I>as Rechenbuch des Ahii Zakarijd el Hassar'" (Bibliotheca Mathe

matica, 3. Folge n, 12—40) hinzuweisen, welcher in unseren Text hiitte

hineingearbeitet werden sollen. Diese Yorlage scheint dem XII. S. anzu

gehoren.

Cantor, GescMchte der MathematUc I, 3, Auil,
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Al Chirarizmi s. Muhammed ibn Mi'tsd

al Chirarizmi.

Aleitin 831—841. 842. 871. 874.

Al dschebr 715. 719. 722. 769.

Aleni 667.

Alexander s. Ptolemaeus XI.
— Aphrodisiacus 202. 204. 408.

— der Grofie 33. 38. 161. 240. 261. 252.

-268.

— Polyhistor 644.

— Severus 438, 562.

Alexandria 110, 117. 119. 258—259, 296.

327. 334, 361. 362. 364. 366. 381. 409.

427, 428, 465—466, 491. 496, 600, 503,

692. 600. 605. 676.

Alexandrinische Bibliotheken 269, 327,

329, 427. 496, 503—504.

AlexandrinischeLiteraturperiode 269. 426,
Al fard id 1-c'J.

Al Fazdri 697 698.

Algebra lib. 719. 721. 794, 803,

Algebraische Auffassung bei den Griechen

1.^8—159. 404. 406, 456, 466. 474, 485,

Algebrista 122.

Algoritmi 714.

Algorithmiker 611. 878. 902—911.

Algorithmus, Ableitungsversuehe des

Wortes 714—716, 721,

— demonstratus 909, •

— linealis 563.

Al Hak-am II 792, 793.

Al Hakim 788. 792.

Al Harrani = Tcibit -ibn Kurrah.

Al ilasan ibn as Sabbd lib.

Al Hasib 701.

Al-h-u-in = Alcuin 831.

Alhacen = Ibn Alhaitam 789,

Alhidada 862,

Alischbili 794,

Al kafi fil hisiib 708. 718. 762—767. 906.

Alk'aim 774,

Alkalasddi 810—816.

Alkalsi'avi 810.

Alkalivaddni 761.

Alkarchi 708, 760, 787, 798. 808, 906.

Al Karmrlni 738, 793.

Alkaurcsmus lib.

Al Kindi 718. 761. 762—77.0,

Alkinous 111.

Al Kiihi 742. 748—750, 769. IHl.

Allioli 49.

Allman 107. 136. 141. 142. 144. 162,

169. 186. 192. 590.

Al Madsc/liriti 735. 73.'^, 793,

Almacjest 39. 277, 31S, 333. 412. 415

—422, 433, 442. 447, 508, 699, 602.

659. 702. 705. 742, 907. 908. 911.

Al Mdhdni 774

Al Mahdi 696. 707.

.1/ Ma-miin 694, 696 698, 700. 702, 711,

713, 730. 733. 738, 761,

.1/ Mansur 696, 697. 698, 700,

Al Mdiic ur Biihim 774,

Almucahcda 803,

Al Miikdiicda 715. 719, 722, 769.

Alinukadclfisi 738,

Al Miiktadir 695,

Al Musta' sim 778,

Al M-u'tadid 704. 734. 736,

Al Mu'tasim 761,

Al Nairizi 386, .oS7. 701, 736.

Al Nasmvi 760—762, 765, 912—913,

&loyov 182, 192. 269, 764,

Alp Arslan 774,

Alphahdisehe Beihenfolqe 121—122, 606.

708.

Al Sindsehari = As Sidschzi 750,

Altai 19

Al Tiid = Nnsir Eddin 779.

Amaraja 600.

Amasis 138.

Amelius 880

A-menemhat 1 106. 109, 386,

— Ill bl 69, 74 106 109.

Ameristus 146,

Amethistus 146,

Ammonius Sukkas 457, 600.
— von Alexandria 600, 501, 575 912.

'Amr ibn 'Uhaid 697,

Amthor 312,

Amyklas von Heraklea 243,

Analemma 42:i 443, 660

Analogic 165, 238—239

Analysis 220—221, 230 235, 241, 247,

avacfOQiiioe des Hypsikles 360—361,

Anatolius 468, 464, 842,

Anaxagoras von Klazomenae 188 —190.

194, 197 202, 212. 271,

Anaximander von Mdet 60, 145—146,

Anaximenes 50, 146, 189.

Andras 893 flgg.
Andronikos II Palaealogos 508, 610,

— Ill 610,

Anfangsbuchstaben als Bezeichnung die-

nend 120. 205. 470, 471, 472, 524,

604. 614. 620. 621, 709, 804, 814, 816.

58*
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Angelsachsen 10.

Ariharmonisches I'erhdltnis 414. 462.

Annales Stadeuses 839.

Anonymus von Byzanz s. Feldmesser von

Byzanz.
— von Chartres 590 889. 894

— -von Melk 844.

Anselm der Peripatetiker 903, 904.

— von Laon 890,

Ansse de Villoi-on 155, 188. 202. 459.

Anthemius van- Tralles 501. 502.

Anthologie 461—462, 510.

Antiphon der Historiker 150.

— der Mathematiker 202—203, 204. 271.

301. 303,

Antoninus ilb. 428. 562. 563.

Antonius 427, 696,

— Diogenes Ibi.

aoQierov 158. 470.

Apagogischer Beiveis 182. 221—222. 247,

268. 301, 305. 340.

Apiastamba 636. 637, 639. 641 643. 644.

Apepa 58.

Apices 584. 585, 591, 604. 605, 609. 711.

823. 839, 840, 841, 868, 879. 885. 893.

900. 901. 902. 904.

— mit Stellungswert ohne Null 901.

Apollodor 136.

Apollodorus der Bechenmeister Ibi. 180.

320.

Apollodotus 180.

Apollonius Epsdon 330. 333,
— von Pergae 196. 227. 244, 245. 291.

333. 334. 349. 350. 380. 426. 448, 454.

502 670. 704, 705 764.
— I'oii Pergaes Kegelschnitte 196, 244.

246, 288, 304. 334—343, 368. 444.

448, 462. 489. 496. 502, 564, 704. 749,

751,

— von Pergaes kleinere Schriften 343

—349. 369. 360. 364, 380, 445. 448.

462. 453. 464, 465, .586. 790.
— von Tyana Ibi.

Apophis 68.

Aporie 256.

a-nothiivoiiivai 337.

Apotome (Bedeutung als Irrationalzahl)
270. 348.

a-rcoTO^-q (geometrische Strecke) 389. 555.
Apipuleius von Madaura 428. 429. 563

—564. 667. 570. 824. 907.

Arcd}er 173. 296. 307. 360. 377, 386.

387. 414. 415. 433. 464, 503—504, 516.

592. 597. 602, 607, 666. 668, 684. 686.

693—817. 821. 822. 848. 849. 851.

866, 857. 878, 885. 887, 888, 889. 893.

895. 904. 906. 906. 907. 908. 909. 910.

Arediische IJbersetzungen griechischer
Werke 287. 294. 298. 341. 344. 366.
412. 414, 696, 702— 706. 761. 780

787,

Aratus 362, 409,

Arbas 893 flgg
iigprilog 298,

Arcerius 651,

ciQiai 320.
Archimedes ron Syrakus 195. 211. 260

261. 266. 295—326. 334. 341. 346.

349. 350. 356. 364, 367, 378. 379. 380.

381. 387. 405. 413. 426. 465. 493, 496,

502. 521 545. 570. 675. 667. 704. 705,

764, 862

— Kreisrechnung 297, 300— 303. 316

—318, 350, 358. 372—374, 474. 646

648. 654, 659, 767. 790. 799. 876,

886.

— Kronenrechnung 310—312. 325—326

345. 462. 544.

— Kugel und Zylinder 226. 241, 261.

266. 297, 308— 309, 314, 330. 354.

412. 703. 749. 774,

— Quadratur der Parabd 241. 297. 304
—305, 323—324. 379,

— B-inderproblem 312—313, 462,

— Sandeszahl 321—323. 612—613. 758.

— Schneckenlinien 195. 297. 306—307

313—314. 558, 768.
— Sieheneck 307. 377.
— Wahlsdtze 297. 298—300. 353. 414.

Archimenides = Archimed 706, 706,

Architas Latinus 224, 586. 689, 690,

Archytas von Tarent 165. 166. 212. 215,

226, 227—229, 230, 233, 235—236,

239, 243. 254. 294. 330. 451. 589. 590.

Arcuficatioii 658.

Arcus 898. 900.

Ardhajid 668, 737,

Arenarius 321.

Argyrus s, Isaak Argyrus.
Arier 596,

Aristaeus der Altere 245, 249. 335, 448.
— der Jiingere 245.

Aristarchus von Samos 321. 419. 447.

704.

Aristonophos Vase 178,

Aristophanes 130. 178. 514.

Aristotdes 38. 117, 118. 138. 183. 193.

203. 219, 251—257. 259. 331. 345.

381. 422. 428, 455. 497. 501. 545. 574.

575. 701. 797, 832, 888. 889. 903. 904,
— Analyt. post. 252. 271. 272.

— Analyt. prot. 182.
— Ethic. 201.

— Kategor. 162. 575. 862. 873. 875. 877.
— Mech-an. Quaest. 254—256.
—

Metaphys. 86. 102. 154. 158. 160.

168. 169. 174. 215. 253.
—

Physica 161. 162. 203. 204. 253. 409.

455. 604,

— Problem. 247, 253.
—

Sophist. 198.

Aristoxenus von Tarent 153. 157. 257.

544.

Arithmetica (Gottin) 527. 567.

Arithmetik= Zahlentheorie 156. 225. 252.
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Arithmetik des Boethius 670, 575, 576.
577, 678. 579. 680. 683. 687. 724 799
842, 860, 855, 856. .S62.

uQid-firjTi-xd des Diophant 466,
Arithmetica speciosa = Buchstabenrcch-

itung 473,

Arithmetik (praktische der Araber) 704.

716. 729—730.

—

(spekulative der Araber) 704, 716,

766.

Arithmetisches Dreieck 687,

agiatjiol 6%rmaToyQa(pi)ivxsg 431, 579.

UQi&jiog = unbekannte Zahl 470, 620

723,

Arjuna 612,

Arkadius 495.

Arneth 263, 291, 660, 667.

aQTtiSiov 385,

Arsamites = Archimed 705.

Arsanides = Archimed 705.

Arsinoe 327.

Artabasdes 613. 514,

Artes liberales 543. 569, 578, 823. 841,

Articuli 583 802. 804, 840, 841, 846.

852, 853, 881, 900. 909.

a-pTtoi 169.

Aryabhatta 598. 600, 601, 602, 606. 606.

616. 617. 618—621, 623—624, 626.

628, 630, 636, 646. 646, 649. 664.

657. 786.

Aryabhdtfiyain 698, 606.

As, eine Gewichtseinheit 626. w.'iO

Aschbach 792,

Asklepius von Trcdlcs 215, 503,

Asl 753,

Ass = Stellenzeiger 812, 816.

As Sd-gdni 742. '760.
.Issassini lib.

Asses bl.

As Sidschzi 733, 736, 760—761 7.s7,

.Is .sj/r 711, 897,

Assurbanipal 122,

Assyrer, Erjinder des Abacus 892, 893,

894,

Ast 429. 459.

Astrolabien 750, 785, 862, 88fi

Astrologische A-phorismcn Almansiirs 907.

Astronomie, E-rfindunq dcrselbi ii 32—33.

38. 86. 103.

— des Boethius 575—576. 577. 682 5S7.

860. 854.

Astronomische Biiiche 366,

Asura Maya 599. 600,

Asychis bl.

&6vfi,ii£tQ0v 269,

Asymptoten 192. 230. 292, 310, 337. 338.

361.

Atabeddin = Gijdt eddin Alkuschi 782,

Atelhart von Bath 713, 891. 906,

— ron Bayeux 906

Athbaseh 122.

Athen 119, 178—179. 188—189,201,213.

23S, 2,-;9, 366, 496, 567. 697, 702.

Athenaeus von Kyzikus 247.

Athenaeus 326,

Atilius Fodunatianus 297.

Atomistiker 174. 175. 198,

Attains 340, 341, 427,

Attdii H22,

Aufgabe des Pappus 452,

Auftcigende Kdtenbriiehc 71, 478. 813.

Augur 635. 63K,

Aiigudinus 741. 831, 832,

Augustus ibi. 541, 643, 663. 696,

Aurillac 843, 847, 856, 857,

Ausmessung der Jucharte 591,

Autolyl.us 293. 360, 447. 704.

avrog ^cpa 162.

Avieen-na 730. IbG—lbl. 908.

Auivali 753.

J.a;iome 222,

Ayrnrd-us 870.

Azteken 9.

Aqupter 20, 32. 33. 47. .'^,5— 113. 120.

121. 135. 139—140. 146, 159, 163,

166 170 178. 184. 186, 206, 215 216.

259 271, 276. 310. 319. 328, 329, 381.

394, 404, 407. 426, 456, 464, 504. 522.

604. 615. 620. 635, 637, 643. 647. 661.

717, 718. 723. 727, 728, 765, 7.SS—792.

813. 876, «93,

Agyptischer Aufenthalt des Anaxagoras
189. 190, des Demokritus 160, 191,

192, des Eudoxus 160. 215, 238, des

Platon 160, 216, des Pythagoras 148

—151. 189. 644, des Thales 136. 138

— 141. 189.

Ahnliche Winkd 138. 140.

— Zahlen 1.S5, 224, 267, 270,

Ahnlidikeit 97, 99—101. 113. 214.

Ahiilichkeitspu-nkte 462,

Arztesehulcn der Nestorianer 696. 701.

Athiopen 12. 66.

B.

Baln/loiiicr 10, 11. 19—61, 120. 132. 133.

145. 161, 169. 167. 178. isl. 186. 238.

361. 404, 416. 432. 469. 626. 600. 603.

608. 609. 613. 616. 634. 643. 646. 665.

668. 676. 6S9. 697.

Bahijlonischer A-iifenthalt des Pythagoras
151—152. 186. 238.

Bachet de Meziriac 466. 472.

Badie ^= Kubikirurzcl (sumerisch) 27.

Biichr 640,

Bai/dud 697. 77S,

Bii'illd. 504.

TUidlq 60.

Baktrien 20.

Balbus (Feldmesser) 563. 565, 563. 8G4.

— (Oliorwegemeister) 641. 563.

Bcddrieh .s51.

Bedsam 333,
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Baluze 841. 842.

Bangor 826.

Barhebraeus = Abulpharagius 504.

Barlaam 509—510.

Barocius 498. 506.

Basylides von Tyrus 359.

Baucllidyana 636. 638. 639. 640. 642. 643.

Baume 843.

Bayley (E. Clive) 131. 603.

Beda Venerabilis b21. 825—830. 831.

832. 834. 839. 841. 842. 846. 899.

Beer (E. E. F.) 123.

Befreundete Zahlen 167. 225. 627. 736.

739. 793. 805.

Beha Eddin 718. 784—786. 812,

Bdger 502,

Belisar 568.

Belos 33.

Belzoni 108.

Benary 9.

Benecke 217.

Benedict von Nursia 568, 569, 826.

Benfey 695.

Berenike 336.

jBer<;er 328. 362.

Berjf/j 437.
Bernard 344.

Bernelinus 867. 871, 880—885. 887, 890,

894. 898. 902.

Bernhardy (G.) 327.
Bemo 843.

Bermvard von Hildesheim 855,

Berosus 42. 50. 145.

Serii'n 21, 40.

Bertrand (Jos.) 669.

Beriihrungen des Apollonius 343, 345.

448. 452. 453.

Beschrankung des Zahlenbeqriffes 23, 126,

133. 672.

Besthorn 736.

Beta aZs Beiname 329.

Bethmann 879.

Bewegungsgeometrie 209. 227. 300, 330.

345, 353, 370. 734. 761.

Beweisfiihrung durch Anschauung 113,

140. 143. 666. 680, 744, 745. 754. 763.

Bezold (C.) 12. 19. 27. 28, 47.

Bhaskara Acarya 598, 599, 600, 608,

616—619. 623, 625. 626, 627. 628, 630.

631, 632. 633. 639. 653—655, 659—660.

680. 725. 744, 745,

Bhatta Utpala 600.

Bhau Daji 699.

Biancani = Blancanus 252. 253.

Bianchini 467.

Biblische Schriften 16. 23. 24, 34. 35.

44, 48. 49. 50. 56. 122, 126. 824, 835,

Bienayme 169.

Bienenzellen 740,

Biering 211,

Biernatzki 181. 664. 670. 671. 674. 679
683 684. 685. 687, 688.

Bikelas 505.

Billeter (Gustav) 561.

Binarsystem 10. 675.

Binomialkoeffizienten 687. 777.

Binomiale 270, 348,

Bjornbo (Axd Anthon) 411. 412. 803,

908. 909.

Biot (Ed.) 664. 665. 666. 673. 674. 677

688.

— (J.) 39

Birs Nimrud 38.

Biscop 827.

Bissextiles Jahr 540.

Blass (F.) 194. 211. 215, 219. 295. 408.

Blume 532. 564.

Bobbio bib. 826, 853. 854. 861. 866,

Boeckh (A.) 128. 161. 166. 175. 184.

248. 336. 408. 409.

— (L.) 236.

Boethius 165. 429. 526, 563. 564. 570.

573—590, 592. 724. 823. 824. 825. 832.

842. 846. 849, 852. 863. 858. 862. 873,

875, 877, 886, 896, 899. 900. 903.

Boethus 409.

Bogenabschluji von Kolumnen 806. 880.

892. 898. 900.

Bogenlinien 212. 231. 243.

Boissier 542,

Boissonade (J. F.) 500.

Bolaner 10.

Boll (Franz) ilb.

Bombelli (Bocco) 522. 523. 527, 529,

Bonafdius 856.

Boncompagni (Prinz Baldas) ilb. 588,

711 und haufiger. 794. 803. 804. 879.

891. 898, 907. 908.

Bongo (Pietro) 4,

Bonjour 408,

Bopp (Karl) 576,

Borchardt (Ludwig) 99. 101, 109,

Borel ron- Barcelona 847, 849.

Borghorst (Gerhard) 458.

Bosmans (Henri) 682. 797.

Brdhmanas 595. 797.

Brahmanismus 596.

Brdhma-sphuta-siddhdnta 598, 699.

Brahmagupta 598. 600. 608. 616. 619.

623. 625. 628. 630, 646—653. 699,

Brandes 408.

Brandts (Ch. A.) 254.
—

(J.) 36, 42.

Brandt (Samuel) 573. 575. 576. 579,

Braunmiihl (Adalbert von) 302. 412, 419.

423. 657. 713. 736. 738. 746. 751. 779.

783. 795.

Brennpunkte 339. 344. 452.

Brennspiegel 326. 344. 354. 502,

Bretschneider 135, 136, 145. 146. 174.

178. 179, 185, 191. 194. 196. 197, 201.

202. 203. 210. 227. 230. 231, 237. 240,

246, 248. 360. 410.

Brockhaus 603. 638.

Brockmann 573.
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Bruchrechmmgstrdiel-lc 586, 589,

Bruchzerlegu-ngd-abelle 62—70. 76,
—

, Entstehung derselben 65—67. 70,

Bruchbriidie 813,

Britche 12. 23. 31. 43. 61. 68. 70 84

86, 128, 165, 187, 395. 467. 525, 526

531, 686, 587, 613, 614, 718, 762. 813

830. 874, 912,

—

, ausspreehbare 68, 718. 764.

Brugsch 73, 74, 82, 98. 100. 104,

Brunck 461,

Brunnenaufgaben 391, 462, 619, 837,

Bryson von Hcraklaea 203, 204, 271,

Bubnov (Nicolecus) 846, 847, 859. 862, 869,
Buchbinder (Fr.) 282.

Buchstaben zur Bezeich-nu-ng unbekannter
Grdfien 205, 253. 347. 455. 470. 620,

804, 815.

Buddha 612.

Buddhismus 696. 603. 666. 668,

Biidid (C.) ill. 478.

Bikhnger 848. 860,

Biirk (Albert) 636—639, 641,

Bugia 807—808.

Bujiden 741, 774,

Bullialdus 434,

Biengus 4.

B-u-nte 295. 326.

Buramaner 10,

Burgess 699.

Burja 264. 255.

Burnell 604.

Busiris 149, 150,

Busse (A.) 601.

Buzengeiger 308.

Byzanz 119, 201, 392.

C.

Cabasilas 509.

Caecilius Afriea-nus 662,

Caesnr 426. 539—641. 542. 561.

Ccdeuli 529. 825,

Calculus des Victorius 531, 566. 845.

Caltis 893 flgg,
Camcrer 1 86,

Canacci (Bufaele) 722,

Canarisehe Inseln 422.

Cappelle (J. P. -van) 264. 256,

Caraibische Sprachen 9.

C'ardo 534, 538,

Carra de Vaux 365.

Casiri 713.

Cassiodorius 366. 428. 643, 563. 664.

068—572, 573, 575. 576, 678, 579,

823, 826. 831, 896,

Castelli (Benedetto) 269.

Caturveda s, Prithudaka.

Caussin 514. 701. 789,

Cavedoni 537,

Cean = zehn 846,

Cedrenus 32.

Celentis 893 flgg.

Celsus, Ingenieur bbS. 665. 563. 564.
— Jurist a. .Juventius Celsus.

Census 731. 768. 804.

Ceylon. 603, 604. 606.

xa
= (Sirici- (agyptisch) 104.

Chafra 56,

Chaignet 148. 160, 159, 161. 162, 166,

174, 175, 184. 235.

Chcdeis 51,

Chaldaea 20, 21, 33, 39, 56. 86,

Chaldaer = Sterndeuter ib. 632,

Chalif= Nachfolger 694.

Chalkidius 846, 861.

Challcus 132, 133, 896.

Chambers (J.) 609,

Ch-'imvniragas 31.

ChampoUion 82. 83,

Chang-Dynastie 664,

Charistion 424, 704.

C7(.asZes (Michel) 278. 284. 288. 335. 348,

420, 449. 450, 462. 490. .588. 590. 650,

713, 789. 790, 891, 894, 909,

C/!ey« Z;^ 669,

Cheo-u sin 664,

Cherbonneau 807,

Cheroboskos 122,

Chinesen 10. 16, 24, 41. 43, 88, 181, 456,

634, 663—690, 693, 744. 783

Chin tsong 666.

Chioniades von- Konstantinopel 609,

Choiseul-Daillecourt (de) 905,

Chosrau I Anoscha-rwd-n 503. 697. 702.

CTimt 531, 846, 846.

Christensen 285,

Christoph Columbus 794,

Chronik von Verdun 863.

Chrysippus 256. 362.

Chrysoeocees 509.

C7!m/« 56.

Ocgi-o 120. 192, 216. 295. 308. 409. 455.

639, 642, 561, 564, 578,

Cissoide 360. 354—855.

Claudius ibi. 696,

Clausen 208,

Clavius 181.

Clemens Alexandrinus 104. 191.

C/erra/ 872,

Codex Arcerianus 561—560, 561, 564,

861. 865. 866.

Colebrooke 467, 599. 608. 611. 616—619.

621—633, 636, 646—649, 651, 663—657,

659, 698,

Columban 826, 853.

Columella 547—649,

Commandinus 183, 287, 423, 444, 498.

Computus = Bedtnen 824. 834, 867,

— paschalis s. Osterrechnung.
Conchoide 196. 196. 350. 446. 638.

Concilium von Nicaea 572.

Confucius 663. 664. 665.

Constantinus von Fleury (oder von Mici)
849. 851. 858, 859, 868, 869—870. 871.

880.
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Conze 176,

Coraspraclie 9.

Coraustus bbb. 864,

Cordova 793. 848.

Corssen 524, 526.

Cosinus 658. 796,

Cossali 463, 722.

Crassitudo 865.

Cribru-m 332,

(Jridhara 600, 618. 624. 625,

Cristini 535.

CroMfi)-* fTT.) 333, 358,

Crunia 537.

Qudras 596.

f'?<?ra.s/Ura 635—645, 755,

(7«t)-fee ('ilfaxj 372. 386 und haufiger.
468. 676, 648. 734. 736. 780. 798. 799.

839. 857. 859. 860. 862.

Cyrillus 495,

D.

Daedala, die grofien 35,

Daedalus 151, 163, 362.

Danen 9, 12.

Dajacken 12.

Damascius von Damaskus 501. 502, 702.

Damasias 137,

Damaskus 464, 696. 697. 701,

Daraga 131,

Daten des Archimed 307,

— des .Bit/cJid 282—285, 448, 489. 500.

790. 908.

Decantare 531.

Dechales (Milliet) 146,

Decimana quintaria 534.

Decimanus 534, 535. 638.

J)ec7i-er 136.

Decussatio 524,

jEd'o'fiEi'a 282,

Dee (lohn) 287,

DeecA-e (TF",; 524,

Definitionen 219, 222. 277 298. 307.

361. 365, 367, 382. 387. 388, 393. 554.

566, 570, 650. 651. 727. 764, 766, 860.

861. 864.

De Gelder 434,

Degree 131,

Delambre 789. 794,

Delisches Problem 212, 232. 233.

Delisle 869.

Delitzsch 26. 31, 36.

Demaratus von Korinth 523.

Demetrius von Alexandria 414.

Demme 222.

Demokritus von Abdera 104, 136. 150.

151. 190. 191—193. 198. 244. 264.

381. 385.

Demotische Schrift 81.
Dendera 104.

Descartes 452.

Determination s. Diorismus.

Detlefsen 173,

Dezimalsystem, Ursprung desselben 7. 8.

253.

SiaiQiaig 287.

Diameter = Diagonale 208. 218. 376,

Diametralzahlen 436—437. 460. 475. 755.

Diels 136. 202,

Dieterici 173 616, 738, 740.

Differentia 885, 716, 802.

Diqiti 9. 583, 802, 804 842, 862, 853.

881. 900. 909.

Digits 583.

Dikaearchus 267, 293. 381

Dinostratus 196. 197. 243. 246— 247.

301, 306,

Diodor, Geschichtsschreiber 33, 38, 45.

55, 57. 103. 151. 190. 191. 295, 326,

Diodorus, Ma,thematiker 443,

Diogenes Laertius 86. 118. 132. 136.

137. 138, 141. 145. 151. 152. 163, 154,

179, 180, 190, 191. 192. 193. 198. 213,

214, 216, 220. 229. 238. 249. 320.

Diokles 309. 350. 354—356, 356. 363.

407. 425.

Diokletian 441,

Dionysius von Syrakus 215,

—

,
bei Heron vorkommeud 388.

—

,
Freund des Diophant 469. 471.

Dionysodorus 380. 411—412.

Diophantus von Alexandria 361. 463—

488, 492. 493, 496, 507. 510. 557, 564.

601, 620, 621, 622, 624. 625. 628. 696.

704, 705. 723, 726, 726, 742, 752. 756,

768. 770. 772, 773. 813. 815.

Dioptra 257. 293. 366. 381. 382—388,

637. 542, 544. 760.

Diorismus 208. 209, 219. 237. 250. 266.

309. 341, 402, 403, 749. 772— 773.

776.

Dirham, 720. 804,

Dirichlet 687,

Divisio aurea = gewcihnliche Division

891. 902,

— ferrea = komplementare Division 891.

902.

Division zur Bildung von Zahlwortern

benutzt 12.

— 72, 289, 493—494. 612. 671, 717. 761

—762, 812-813. 846. 868. 874. 879.

881—883. 887, 899, 901, 902, 912,

Diwaniziffern 709.

Dodekaeder 174, 176. 176, 177. 237.

Ddllinger 849.

Dominicus Gondisalvi 797.

Domitian-us 550. 551.

Domninos von Larissa 500.

Doppelmayr 468.
Dover 119.

Dorischer Dialekt 296, 309.

Dositheus 297.

Dragma 804, 901.

Drei BriMer 733—734. 799. 908.

Dreieck 46. 93. 111. 138. 141—144. 145.

262. 307. 413.



Register. 921

Dreieck, gleichschenldicies 93 97 ui—

112. 138. 143, 176. '371,
—

, gleichseitiges 143, 177, 549. 556 686
865—866.

■

Dreiecke, ancinaitderhiiiuicnde 390 399
652. 653.

■

Dreieckszahl 159. 168. 169. 248 249 25-
312. 432. 460. 485. 628, 688

'

810'
866—866.

Dreiteilung eines Winkels il 196—197
300.316.353.446. 735—736 749—75l'
759. 773.

Dreiteilungen 429—430.

Dreder 211.

Dridha 628.

Droysen 663.

Dschabir ibn Aflah, 722, 794 796.

Dschadwal 812,

Dscha'far as Sudik 722.

Dschahala 81b.

Dschaib 737.

Dschamschid s. Gijat eddin AUi'ischi.
Dschibrd ibn BrachtiscluV 695.

Dschidr 723. 724. 804—816.

Dschingizchan 778. 821. 822.

Dschundaisabur 695. 701.

Diiker 865.

Duella 530.

Diimichen 104. 106. 110.

Diimmler 831. 832. 837. 841. 887.

Diirer (Albrecht) 641.

Duhalde 88. 670.

Duhamel 220.

Duhem (P.) 254. 294. 424. 704. 909.

Duodcziiiialhriiche 525—626. 530. 651.

566. 830. 868. 869. 874. 877. 881. 8

884. 887. 891. 899. 901. 909. 910.

Duodezimalsystem 10. 11. 881.

Dupuis 222.

Dupuy 502.

Durchschnittspunkte von Kurven 840.

Duris 136.

divaiiis 207. 470. 723. 767.

E.

Ebene Orter 248.

Eberhard bib.

Ebers 58.

Edfu 110—112. 386. 394. 396. 646.

Egbert von Tork 831. 840.

^■yyieta 310.

Eglaos 327.

slSog = GUed 473.

Ejedura bbb.

Einheit keine Zahl 158. 166. 435. 607.

587. 715—716. 784.

Einmaleinstabelle 29. 86. 431. 531. 579.

755, 846. 847. 881.

Eiseidohr (August) 28. 69. 82 s. Papy
rus Eisenlohr.

Ekbatana 38.

iii§lr]%-slaa 389. 555.

t-Atlvog Icpa 162.

Ehim 31.

Elementardreicck 176, 177. 184. 226,

Elemente der Arithmetik 429.

Elementenschreiber uitficr Euklid 201.

202. 210. 211. 237. 247. 260. 261. 274
381. 414.

Elfeck 378.

Elferprohe 766.

Elieser 44.

, ai| 326.
Ellatbau 31.

ilXiTtstg 168.

ElliqKc 98. 171. 244. 283. 288, 290, 291.

^

306. 309. 310. 336. 490. 500. 733. 862.

^(efSaSov bbb.

Embadum bbb.

Emir Abu'l Wafd ilb.

Emjicdokb-s -con Agrigent 174.
Endb fToshisada) 689.

Enc.di-ii-m (Gii.d.) 716. 737. 766, 891. 912.,

Engelbert von Liittich .s«9,

Eiigldiidcr lb.
Ennodius 573.

Enzi/klopridien 543. 566. 569. 676. 823.

Epakte 572.

Epanthem des Tln/mandas 168. 286. 455.

462. 624.

Epapihroditus 662. 563. 666—660. 586.

619. 768. 863. 864. 866. 866.

itfoSi-nov 379.

iifoSog 168.

Epigoncnzcit 349. 363.

Epigramme alqebraischen Inhaltes 285.

286. 312. 462. 463. 466. 610.

i-iti^OQLov 165.

Episemen 127.

Eratosthenes von Ki/rcnc 211—212, 213

226. 231. 232. i283. 234. 243. 245

257. 260. 293. 327 — 333. 349. 350

353. 360. 381. 409. 446. 448. 861. 886,

Erbteilungen 662—563. 72s— 729 799

838.

Erde. eirund 543.

Etrusker 522. 523. 624. 532, 637, 643.

Etymologien lateinischer Zaldinirter 824.

Eudemus von Pergamum 334. 340.
— von Bhodos 118, 136, 138. 144. 152.

171. 193. 203. 204, 206. 226. 227. 229.

257. 331. 348.

Eudoxus ron Knidos 161. 196. 212. 231.

232. 233. 234. 238—243. 248. 260. 269.

272. 276. 276. 277. 293. 330. 366. 362.

407.

Euklid von Megara 261, 590.

— 110. 138. 144. 165. 180. 206. 246.

260—294. 297. 301. 304, 305. 315, 316.

330. 332. 333. 334. 336. 339, 341. 348.

349. 368. 360. 380. 381. 382. 387. 405.

407. 411. 413. 420. 429. 447. 448. 462.

466, 462, 465. 489, 564. 667. 671. 681.

586. 590. 597. 657. 696. 702. 704. 726.

749. 770. 780. 790. 908,
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Euklidische Form 275—276, 396. 487.

— Irrationalitdten 270. 348.

Euklids Elemente 141, 142. 161. 164.

166, 168, 180. 181. 182. 183. 190. 192.

220. 237. 241, 261— 278. 305. 348.

358, 359. 386. 387. 413, 438. 445. 446.

447. 448, 452. 461. 486. 487, 491. 565.

667, 671, 675, 577. 580. 581. 588. 628.

639. 661. 665, 667. 702, 705. 727, 735.

745. 753. 764. 766, 770. 777, 780, 793.

798. 861. 906. 908. 911,

Euphranor 239.

Euripides 188, 212. 638.

Eustathius 131.

Euting 126.

Eutokius von Askalon 118. 143. 211,

226, 227. 229. 231. 232. 234. 244. 293.

295. 301. 309, 318, 330, 334. 346. 360.

354, 868, 371. 372. 407, 412, 424, 443.'

493, 502. 764. 912.

Evolute 342,

Ewald 9.

Examios 136

E|7]5to6tra 420,

Exhaustion 204, 221, 242, 247, 269. 272.

306. 307. 310. 321.

Experiment, mathematisches Ibi. 170 177.

181. 187. 240.

ivQ-v/QayniiKog 158.

Eaber Stupulensis 576,

Fabricius 260. 327, 332, 333. 360, 411.

491. 492,

Fader cd midk 762,

Faehri 762, 767—773.

Falschung der Geometrie des Boethius

224. 587, 688, 590. 766. 802. 823. 837,

839, 851. 864, 867. 868. 874. 878 900.

Falschungen im II. S. v. Chr. 427,

Faktorenzalil 225.

Falscher Ansatz, doppelter 372—374. 398,

732—733. 808—810.
— Ansatz, einfacher 76. 78—79. 95— 96.

480—481. 616. 618,

P\dsche Siitze schcrzweise aufgesteUt 310.
—

Umkehrung eines Satzes 483,

Far' 763.

Favaro (Antonio) 269. 636. 667,

Favorinus lib.

P'ehlen aUgemeiner Methoden 349,

Feldereinteilung 28. 68. 92, 328. 538.

550,

Feldmesser 144—145, 383,
— rem- Byzanz 144, 364. 606, 510,

Feldmefikunst 294, 381—385, 406. 438

—440. 506. 510, 532. 535— 5.38, 542,

551. 564—555. 667. 676. 677. 688, 786,
799, 860. 862. 863. 864.

Feldmefiwisse-nschaft 381, 406, 474, 510.
542. 686, 687. 860,

Fenchu 121,

Ferdinand der Katholische 794.

Fermat (Peter von) 466.

F'erramentum bZl.

Ferrieres 842.

Festa 155. 459.

Feuertelegraphie 440.

Ficjar 698. 699,

Fiqur der Braut 786,

— der Gesundheit 178, 206.

Figura alkata 736,

Figurenbezeichnung 93. 163. 205. 206,

647. 670, 721, 724—725. 727. 734.

Figuren der geometrischen Kunst 576,

581. 582.

Figurierte Zahlen 431, 579.

Fihrist 693, 701, 703. 704, 718, 736.

748. 796.

Finalbuchstaben 126. 470.

Fingerredinen 6—7. 41, 86—87. 130.

514—516. 627—528. 529, 667, 609,

710. 824. 825. 829. 830.

Fingerspirache 830.

Fingerzahlen a. Digiti.
Firmicus Slaternus 527. 825,

Fischer ib.

Fldchenanlegunq 171. 174. 176. 262.

266- 267. 283. 289—291. 333,

Flachenberechnung 28. 92—98. 110—112,

163. 271. 799.

— falsche 172—173. 549—550. 740.

Flachenzahl 158, 163, 267, 270, 432, 8-24.

Plaschenzug 326.

Flauti 230.

Fliigd 738. 739. 761,

Flurkarten 542,

Fliifibreite zu messen 383, 439—440. 538.

785, 863,

Fong siang schi 676.

Formaleoni 40.

Fragmente von Kahun 59. 65. 79—80.

94—96, 99,

Franco von Liittich 876—878, 897,

Franzosische Bauernregel 528.
Franzosen 9. 15, 528,

Friedlein (Gottfried) 41. 107. 120. 135

und hiiufiger. 146. 194. 217. 219. 248.

366. 358. 387, 440. 458. 498. 510. 522.

523. 525, 531. 563. 677 und haufiger.
579. 686. 823, 855. 879, 901.

Friedrich IL 778.

Frobenius Forster 836.

Frontinus 550. 551, 552. 555. 586. 590.

864.

Fiinfeck 49. 109. 177—179. 265. 273,

376. 393.

Fii-nfechszahl, falsch berechnet bbl—558.

586.

Fii Iii 43. 663. 664. 675. 677.

Fujisawa (R.) 689.

Fulbert von Cliartres 846. 873. 889.

Fulco 843.

Fulda 841. 842.
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G.

Gartnerkonstruktion der Ellipse 733.

Galen, der Arzt 214.
Galenus = Pediasimus 610,

Gidilei 269,

(lallier 176,

Gtdliis 826,

Ginieca 600. 618, 635. 654, 878,

(jangddhara 600,

Gartz 260, 702. 780,

Gaubil 88, 668, 675, 680,

Gaufi 156, 317, 687,

Guzzcra 637,

Creicr 722. 794,

Gcbcrscher Lehrsatz 796,

Gecb'iehlnisverse 803, 804.

Getjeiibciucr (Leopold) 893,

-/t'-/o!;E = fr bli'ihte 261.

Geiger iLazarus) 6,

Gelenkzahlen s. articuli.

Gellius Aldus 642,

r,V'/())i 297, 822, 326,

r;e7a<-j- 137,

Gematria 43—44. 125. 126, 462, 567.

Geminus con Bhodos 118. 142. 144, 166,

244, 245, 334, 386. 360. 366. 367, 406

—411, 416, 425. 499,

Gen-ocelli (Angela) 786.

Gcocbisie unterschieden von Geometric

252, 271, 293, 360. 381.

Giographic 328. 422,

Geographische Ld-nqe und Breite 362.

383, 422,

Geometric, Erfindunq derselben 55, 67,

69, 86, 102, 108, 136. 389, 853,

— des Boethius bll. 676—690, 860, 854.

S73. 874. 876,

Geoiiidrische Algebra 286,

Gcomdriseher Ort 144, 221, 229, 248

249. 280. 281. 282, 331. 340,

Geometrische VersinnUchung con Zahli-n

163,

Gcriitle Zahlen con ungeraden ■iiiiter-

sehi-cdcn 64, 169, 160, 161, 224, 430,

607, 824,

Gerad und unqerad, ein Spiel 159,

Gerald 847, 856,

Gerbert. Abt von St. Blasien 844. 899,

— (Pupd Sylvester ID bib. bll. 682,

,S47—878, 879, 880, 885, 886. 887.

889, 891, 894. 897. 908. 904.

Gerbertista 897.

Gcdidloii 667,

Gediard von Cremona ilb. 736, 737. 794.

796. 800. 803. 805. 907— 908.

Gerhardt (Carl Immanuel) 218. 444, 445.

460, 611. 514.

Gerland 894. 898. 899, 902. 910,

Gerliiig 198.

Gernardus 909,

Geschichte der Mathematik bl. 118. 135.

249, 267, 389. 407, 890—891. 899—900,

Gesellschaftsreehnuiiqe-n 11. 310— 312

619, 688. 684,

Gesenius 707,

Gesetz der GriifienfoUjc 14, 21. 25. 36

44 83, 84, 120, 123, 124. 126, 127,

672.

Gewichtezieher 369. 460,

Ghana 616,

Gijdt eddin Alkcisdii 781—788, 788,

Gilbert Maminot von Lisieux 889,

Giles 826, 834.

Ginzd (F.) 37.

Giordano I'Aiinibiile) 419.

Gizeh 82,

Glaisher 453,

Glnulcos 211. 212, 638,

Gleiehgeicicht der Et/enen 323.

GleiehJicits-ce-ichen lb. 472. 816.

Gleiehunqcii ersten Grades mit einer Un

bekannten li. 396. 618, 623, 838.

— ersten Grades mit mehreren Unbe

kannten 158 285—286, 624, 773.

— zweiten Grades mit einer Unhelcannten

263. 266, 285, 363, 405, 460, 473—477,

617. 622. 624—626, 719— 721, 753,

— zweiten Grades -mit zwei Unbekannten

95—96, 284.

— Iwherer Grade, die iiiif den ziveiten

zuriickfiihrhar sind 111. 773.

— dritten und h-ciheren Grades 309. 814

—316 354. 477—478, 627. 686. 687.

749. 760, 773. 776 781—783. 787, 788.

— -unbestimmte ersten Grades 312, 478,

628—630. 685— 687, 689. 837. 838.

— unbestimmte zweiten Grades 436. 478,

479, 480, 615. 630—633, 724, 772

—773.

— unbestimmte hoheren Grades 478. 752.

785.

— -unlieslimm-te mit mehr als zwei Un-

Ijckanntcn 630. 685—687. 689. 76'2,

Gnomon 60. 145. 161-163, 190, 192. 252.

432. 494. 536. 544. 631. 639. 644. 721.

754, 769,

Gorland 203, 262,

Gdthe 183.

Goldner Schnitt 178—179,240—241, 263,

265, 292,

Goldne Zahl 572,

Golenischeff 59,

l.ioodicin 89.

Gordianus ibi.

Got-en 11.

Gow 126. 222, 229, 448,

Grade der Krcistcdmuj 37. 47. 50. 131.

360. 361, 366. 416. 681. 682.

Gradmessunq 328. 360. 713. 886.

Graeko-Italer 521—623.

Gram 676.

Graphische Methoden 362.
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Greqor der Grofie 565, 826.

— r 848. 868.

Gregoras (Nikephoros) 508.

Gregory 260, 262. 276. 287. 293.

Griechtn 11. 12. 15, 16. 33. 42. 44. 51.

86. 89. 117—517, 521, 523. 528. 536.

541—543, 544, 545, 664. 559. 670. 601.

619, 620. 621. 622. 624, 627, 676. 690,

701—706. 722—727. 729, 735. 749.

754, 763, 770. 773, 776, 784, 821, 822,

827. 850. 856, 886. 890, 891, 895. 896.

Griffith (F. Ll.) 59,

Grdfienverhaltnisse menschlicher Kiirper-
teile 214, 544, 740,

Groma 636—637, 542,

Gromatiei 537,

Grundzilge des Archimed 320. 321,

Gruppe i66, 235.

Grup)pierung von Zahlzeichen 21. 83.

Grynaeus 498.

Guarnerius 856.

Gubarziffern- 712, 811. 816.

Giinther (Siegmund) 40. 179, 316. 397.

453. 515. 588, 635, 669. 768, 866. 872,

Guido von Arezzo 886.

Guichart 131.

Guignes (de) 88. 675,

Guldinsche Begel 450.
G-undi-rmann (Gotthold) 111.

Gundobad 573.

Gurke 786,

H.

Haas 597.

Hahahik 44.

Hadrian 461. 489, 562.

Hadschi Chalfa 729, 776. 810,

Hddschddsch ibn Itisuf ibn Matar 702,

Haebler 38. 50.

Hafs ibn 'Abdalldh 701,

Hagen 835, 839,

Hak = Abschnitt (agyptisch) 97. 111.

Hakimitische Tafeln 788—789,

Halbiiren 85. 319. 717, 761. 764.

Halhidada 862,

Halley 843, 344, 412, 490,

Halma 277. 395. 406. 414. 491 und

hiiufiger.

Hammer-Purgstall 741.

Handasa = Geometrie 809,

Han-Dynastie 665, 685,

Hankel (Herrmann) 4. 7. 10. 18. 128.

126. 148. 188. 185. 194. 203. 208. 219.
220, 234. 260. 277. 420. 468. 467. 479.

684. 647. 650. 693 701, 722. 723, 732,
736, 742. 748. 760. 769. 782, 786. 789.

794. 836.

Hansjakob 888.

Hariiioniknlen 490,

Harmonische Proportion 166, 338.
—

Tedung 838. 490. 491.

Harpedonapten , aQTinSova-rttaL = Seil

spanner 104. 192. 381, 385. 637.

Hdrim ar-Basehid 695. 696. 700, 702,

Hatto, Bischof von Vich 847. 848, 849.

Hau = Haufen (agyptisch) 74, 395. 456.

466. 620. 723,

Haivd'i 816,

Hayashi (Tsuruichi) 689,

Heath 192. 299. 463. 470, 471,

Hebelgesetz 2bb.

Hebraer 20. 44. 122. 125—127. 145, 173.

412. 427. 665. 668. 709, 728, 823.

Heiberg (J. L.) 202, 248. 252. 254. 260

und hiiufiger. 278, 288, 292. 293. 296,

296 und hiiufiger, 299, 304, 307. 313.

317. 331. 333 und hiiufiger. 345. 354.

355. 392, 411. 414. 443. 458. 489. 490.

499. 502. 576, 579. 588. 736, 912,

Heiric von Auccerres 842,

Helbed von St. Hubert in den Ardennen

889.

Helceph 906.

Hdikon 232.

Helmund 19.

Heng ho cha = Sand des Ganges 669.

Henry (C.) 492, 906,

Heraklides 296. 334.

Heriger von Lobbes 869. 889.

Hermeias 500,

Hermann (Gottfried) bbb.

.

— //,, Erzbischof vcjii Koln 877.

Hermannus Alemannus 888.

— Contractus 859, 885—889. 891. 894.

900. 904.

Hermotimus von Kolophon 248,

Herodianische Zeichen 120— 121, 126,

129. 133. 191.

Herodianus 120,

Herodorus 203,

Herodot 35. 38, 39, 50, 55. 67, 88, 89.

92. 102, 104. 130, 182, 136. 187. 145.

150. 319. 853.

Heronische Frage 363—368.

Heronas 368. 503.

Heron der Altere = Heron von Alexan

dria 868.

— der Jiingere = Feldmesser von By
zanz 367, 506.

—

,
Lehrer des Proklus 368. 497,

— -metricus 366. 541.
— von Alexandria 102. 119. 162. 177,

224 227. 231, 256. 297. 318, 362. 363

— 406, 408, 409. 411. 412. 423, 426.

429. 440, 443. 450. 454. 455. 462 465.

466. 474, 480, 495. 499. 510. 541, 545

—647, 554—666, 561. 564. 567. 586.

624, 637. 648, 646, 647. 648, 649. 652,

653. 654, 657, 705, 725, 727, 734, 760.

764. 785, 837. 863, 893,

Herons anderes Buch 392—394, 404,

— Aldrica 318, 862. 364. 370—382. 385.

392. 393—394. 399. 548. 647, 733,
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Herons Sammlungen 111. 224, 242, 297,

356, 388—392 393—394. 395—405,

484, 488. 489. 513, 548. 647, 727, 837.
— Dreiecksformel 371. 874—375, 382.

385. 389. 390. 397, 402, 555, 590. 646.

649. 728. 734. 764. 799.

Herschel (Clemens) bbl.

Hertzberg 496, 497. 502.

llcrzog 122,

Hesychius 36,

Heteromeke Zahl 160, 163, 183. 184.

Hiao wen ti 665.

Hidschra 695.

Hieratische Schrift 81. 83-85. 121.

Hieroglyphen 81—83, 121.

Hieron 295, 311. 326,

Jficroniiiiius von Bhodos 138.

— 880'
Hiksos bl. 68,

Hilfswinkd 789.

Hilgard (Alfred) 122,

Hiller (Ed-nard) 160 und hiiufiger. 267.

327. 830, 434.

Hilprecht (H. V.) 28—29.

Himly 34,

Himmelsglobus 326,

Hincks 24, 26,

Hindi = indisch 809.

Hindukusch 20.

Hin-Dynastie 664,

Hinzuzufiigende Zahlen ill.

Hipparchus 39, 256, 361—863, 364. 365.

867, 377, 378. 383. 399. 407. 408. 411.

412. 413. 414. 416. 422, 496. 743.

Hippasus 176, 236, 239.

Hippias ron Elis 146, 193—197, 198.

246, 306.

Hi-pprjki-ates, der Ard 194, 597. 701,

— von Chios 194. 200—213 214. 219.

226. 242, 247. 269, 271, 272, 300. 662.

790.

Hippolytos 461,

Hippopede 196, 242. 248, 353. 356,

Hi'ichdm 794,

Hitzig 44,

Hoche (Biehard) 158 und hiiufiger, 496.

496, 508, 686.

Hochheim (Adolf) 708 und hii.ufiger. 762,

Hdhenmessung 257, 362. 383. 440. 556

—667, 648. 863. 864, s, Schatten-

messunq.

Hoeiti 666.

Hoernle (Rudolf) 598. 614. 615,

Hofmann (G.) 137,

Hohlfeld (P.) 183,

Homer 121. 130, 131, 151,

Hoppe (Edmund) 363, 366, 545—547.

Horapollon 84. 110.

Horatiuc 10. 235, 299, 561. 590.

Horn (W.) 238,

Horner 685,

Horus 110, 167,

Hii tu 674 675.

Hou.'^el 336,

Hrabanus IMaurns 841—842.

Hrotsivitha vou dandcrsheim 856.

Hiiacltjcrd 828,

Huinig ti 664, 669, 671. 674, 677,

Huay iiiiii tse 664.

Hugo, bekannt mit Gerbert 870,
— (Graf Jjeopold) 175,

—

Capiet 848, 854.

Hiiluqii 778,

Hiiltsdi iFr ) 128, 129, 133, 164. 192.

222. 223, 246, 293 317. 326, 368 und

hiiufiger. 411. 441. 442. 448. 444. 447,

450, 400, 492 498, 602, 605, 536, 545,

663 661, 724, 731, 767, 823, 912.

Humboldt (Alexander von) 45. 328.

Hunain itjn I.didk ilb. 702.

Hunrath 317. 648.

Hunu = Feldmesser (iigyptisch) 104.

Hiiriif aldschummal 709. 767.

Hydroslatischcs Prinzip) 826.

Byqiiiiis, Astronom 653.

— ,' Fddiiicsser 536, 636, 663, 699. 601.

—

, MiUtiirsdiri-ftsteller 563.

Hi/qiatia 491, 496—496,

Hyperbd 111. 230—231, 244, 283. 288

290, 305, 309. :;36, 751, 759. 777.

Hypotenuse, das Wort 184.

Hypsikles von Alexandria 245. 260. 344.

358—361. 363. 416, 432, 464, 487, 501.

557. 565, 704, 761,

I.

1 bei Eiiiuren vermieden 206. 228, 330.

331, 439, 724— 726, 726. 771,

Ibdi = Qiiadratirurzel (sumerisch) 26

—28

Ibn Aladami 698, 701,

Ibn Albanmi 805—810, 913.

Ibn .llhaitam 789—792.

Ibn Alhusain 763—765.

Ibn Almun'iiii 806.

Ibn Alsirdiheh 772,

lin as-Saffdr 793,

Ibn as-Samh 793

Ibn Bauwdb 708,

Ibn Chaldun 729. 735. 805. 806. 913.

Ibn Challikan 742,

lliii Esra 780.

Ibn Jiinus 788—789, 795.

Ibn Mukla 708.

Ibn Sind = Avicenna 730.

Ibrahim ISO.

— -iliii Siiidn 749.

Id-der 238, 308. 416. 420. 539, 572,

Iqin 893 flgg.
lldidnische Tafeln 779.

Ilia = aufier 816. 816.

Imaginii-re Zahlen 402—403. 473—474.

626.

Imbarur 778,

Inkommensii rabies 268, 277.
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Inder lb. 39—40. 346. 427. 456. 457.

510, 592. 595—660, 669, 677. 680.

684. 687. 689. 693. 697—699. 710

—712, 722—728. 782. 739—740, 744.

745, 764, 757. 762. 763. 773, 784. 801.

804. 877, 878. 893. 909.

Indisch-Alexandriii ischeBeziehungen i21 .

ibi. 466. 596, 599. 600. 605. 609, 621.

622, 624, 638, 643, 646, 648. 649. 653.

724 740,

Indus 19,

Ine Sin 28,

In-nenkreis des rechtwinkliqeii Dreiecks

556, 586, 589, 590.

Interusurium 561.

In-volut-ion 452,

Iran 19.

Iran = Heron 705,

Irenaeus 127

Iron 366.

Irrationales 29, 94, 147, 158. 164. 181.

182, 183, 188, 192, 193. 198. 201. 213.

223, 236—237. 247. 252, 269—270,

285. 326, 348—349, 474—475, 502.

544, 570, 621, 626—627, 768. 875.

Isaak Argyrus 609.

Ishta karman 618. 732.

Isidorus, fidschUeh angenommener Gatte

der Hypatia 495.
— von Ale.randria 500. 501. 912,
— von Mdd 231, 244, 501,
— von Sevilla 429. 663. 822— 825. 828.

831, 836. 837. 842, 846, 901,

Isis 157.

Isisfest 407, 408.

teoi 472. 622. 815,

Isokrates 102, 104. 149-150.

Isoperimetrie 179. 367. 868. 446—447.

549, 706. 740.

Isopsephie 461—462,

larogia jrpos nvd-ayogov 155,

Italien 119, 147,

Ivrea, Handschrift von 879—880,

J.

Jacobs (Friedrich) 461. 462.
— (Hermann von) 32.

Jahja ibn- ChuUd 702.

Jaiir 87, 77—78, 328—329. 508. 527,

539—540. 670. 677, 681. 775,

Ja'kub ibn Tdrik 700,

.Tdlut 708,

Jamblichus, Phdosoph 51. 118. 181. 155.

158, 166. 167, 175, 188. 202. 213. 238.

382, 432, 456. 458—461, 464, 475. 485.
496, 624. 706, 735. 739.

—

Bomansehriftsteller 51.

Jan (C. von) 165. 459, 509. 566.

Janus 527. 540.

.Taqxiner 689—690,

Java 607,

■lehova 126, 665,

Jid 658. 737.

Jidrdha 668.

Jiva 658. 737,

.lohaiin XIII 849.

— XIV. 854.

— XV. 849, 858,

Johannes von Damaskus 464, 696, 702.

726.

— Hispalensis = Johcennes von Luna.

— Hispanenis = Johannes vvn Luna.
— von Jerusalem 463. 464. 487.

— von Luna 800—803. 804. 838, 903.

909, 913.

— Palaeologus 609.

— Philopjoniis s. Philoponus.
— von Sevilla = Johannes von Luna.

Jomard 82,

Jonier 119,

Jonisehes Alphabet 121, 127.

Jordanus Nemorarius 911,

Josephus, Geschichtsschreiber 32, 86,

—

, der Spanier 866, 870.

—

,
der Weise 856.

Jourdain 797, 888, 889, 890. 906.

Jugerum 649.

Julianus s. Salvianus .lulianus.
— Apostata ibi. 464, 495, 696.

Julien (Stanislasi 668. 671,

Julius Paulus 562,

Junge 308 311. 912.

.lunier 558.

Justinian 502. 603, 605.

.Jusuf ibn Hdriin al Kindi 856.

■Tuvenalis 627,

■Juventius Celsus 662, 563.

.luxtaposition 22, 83, 123, 129.

Jyotisham 39.

K.

K, Zeichen fiir Cardo 534.

Ka'b 767, 768 815. 816.

Kabbala 43,

Kadizadeh ar-Bumi 780. 781.

Kaempf 34, 36.

Kaestner 4. 507. 780,

Kahun s Fragmente von Kahun.

■nalajLog 385,

Kalender der BiJmer 13, 525, 539—540.

Kallimachus 327, 329.

Kallisthenes 38.

Kalpasutra 636.

KdjixvXciL yQayujiai s. Bogenlinien.
Kanejhi 668. 688.

Kanishka 596.

Kanon 214,

Kanopus, Edikt von 78, 259. 328—329.

409.

Karaiia 621. 639.

Karatheodory 779.

Kardaga 698. 699, 737.

Karl der Grofie 832. 833. 879.

Karl Martel 822.
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Kam Ilk 82,

Ka.-<si 31,

Kassiti-rdynastic 31 ,

Kasteiieiiiteilung 595.

Kategorientafel 160. 188, 236,

Kdtydyana 636, 643,

Kegelschnitt 198.196 244—245. 288—292,

850. 490. 638, 751, 776. 777,

Kegelschnittzirkel 231, 244, 353. 761,

Keil 664,

Keilschrift 21, 24,

Kelten 9.

Kemal Eddin 778,

Kendra = i] i-x ksvzqov 599.

Keou 679.

Kepler 308.

Kerbholz 83.

KSOTtt 438—440.

Ketteubruchalgorithmus 267. 317, 318,

437, 628. 630.

Kewitsch (G.) 32. 37,

Khe = ungefahr eine Viertclstiindc (chi
nesisch) 89.

Kid tse 670.

Kieou tsehan = die neun Abschnitte 670,

674, 682, 690,

Kiefiling 156. 459.

Kieu long 669.

Kikuchi {DJ 689.

Kimon 215.

yv7/i(/ i/if 679.

Kirchhoff (A.) 127.

A'«( /co«(/ j/e>i 666.

Klammerauflosung 387,

Klamroth 702,

Kleiner Astronom iii. 705.

— S««e? 805.

Kleobuline 136.

Klcopntra 427.

Klosterbibliotheken 569. 677. 680 881.

832. 886. 871—872.

Klosterschulen 826, 831. 832, 838, 834,

840, 841. 843. 847. 849. 860, 851.

Kliiqd (Simon) 256. 451,

Kluge 601,

Kueucker 34.

A«oc7ie 183. 237, 241, 242. 346. 498. 499.

v.ox^ia 326.

Kodrus 214,

Koehler 120.

Koeppcn, 895,

Korperliche Orter 248—249. 448.

Korperzahl 168. 267, 432. 824,

/I'oTf^ 10.

xot^oytoviov 357,

Koiiibinatorik 249—260. 256—267. 270.

345 :i62. 464, 501. 575, 619. 620.

Kommenture zu Euklid 237, 241. 275,

.S48. 381. 386, 387. 388. 424, 425, 443.

497—499. 602. 509. 736. 780. 793.

— zu Nikomaclms 368. 429, 459—460.

503.

Kommentare zu Ptolemaeus -111. 357.

416, 442, 448. 491, 492, 512,

Komp)lanatioii eines Pedes der Kugel
oberfiache ibi.

KompYrmeiitiire Division 628, 686. 612.

718, 762, 765. 786. 812, 868, 869, 882,

886, 902. 910.
—

ALiiltiplikcUiioi 433, 628-529, 586,

612, 762, 765. 784, 785. 812, 907, 910,

Konen (H.J 632,

Konoide und Sjihdrnidc des Archimed

297, 304, 306, 309—310, 835,

Konon von Samos 297, 306, 807, 336.

Konservative Kraft der Unicissenheit

173. 560.

Konstantin der Grofie ibi 468, 462, 463.

596.

—

Kephalas 461

Konstantinopel, Eroberung durch das

Kreuzheer b08, durch die Osmanen 616.

783

Koordinaten 108, 837, 383—384 422.

633—634, 872,

Kopfrechnen 41, 681, 609, 610. 793, 816.

829,

Kopp 666,

Koqipe ISl.

Korea 690.

KOQVGrbg yQccy,g,ri bbb.

KOQVipt] 394. 666.

Kos 60,

Ko schan king 684,

■noG-HLVov 332.

Kosiiiiselie Korper 163, 174, 175,

Kotangententafel 738.

Kotijid 668.

Kridieniiidianer 13.

Kramcijid 659, 699. 737.

Kranzrcehn-u-ng 310,

Krates von Mallus 409,

Kreis 40. 47, 48, 97, 98. 138. 140, 141.

142. 178, 179, 202—204, 210, 265, 389.

566.

Kreisabschnitt 206—207. 378—879. 389.

.649.

Kreisheriihrung 307.

Kreisbogen 196, 396—396

Krei.dedunii 37. 47. 50,

Kremer (A. com 464. 667, 693—697.

708, 713, 729,

Kreuzziiqc 608. 777—778, 785, 817, 822,

878. 904. 905,

Kroll 392,

Kronenrechnung 310—312. 325. 462. 544,

Krumbacher (Karl) 608, 510, 516, 897,

Krummbiegel 312,

Krummlinige Winkel 192, 264, 443—444.

Krii-mm-ungsm ittelp ii-nkt 342,

Kschattriyas 695,

Ktesibius 364. 367,

Kuas 88. 676.

Kithcdur der Konoide und Sphdroide
309—310.
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Kubikwiirzd 30. 236. 316. 348. 374, 380.

406. 453, 480. 606. 616, 638, 684. 733.

755. 762. 777. 913.

Kubikzahl 26, 27. 45. 164. 167. 267. 432.

470. 483. 559. 660. 580, 619. 756. 865.

Kubische Beste 632. 756,

Kubitschek 133.

Kufi-sehe Schrift 708.

Kugd lib. 176, 179, 237, 425, 646. 786.

865.

— und Zylinder des Archimed 226. 241.

261. 266. 297. 308—309. 314. 330.

412, 703, 749, 774,

Kugeloherflache 308, 590.

Kugelschnitt 308. 309, 314. 354. 381. 412.
749, 774.

Kugler (Franz Xaver) 31.

Kujundschik 27.

Kiinfiberg 238.

Kurieraufgabe 623.

Kurven doppelter Kiiimmung 229, 411.

450. 461. 780.

Kusch 20.

Kusch-iten 20.

Kuschjar 761.

Kusta ibn Liikd 365, 704. 761.

Ktittaka 628—630. 687.

Kuu 679, 680,

Kv^og 470, 767,

Kyros, Freund des Serenus 489.

Kyrus, Perserkcinig 35. 136,

Kyzikenus von Athen 247,

Kyzikus 238,

L.

Lachmann 532. 553,

Lacroix 260.

Laertius s, Diogenes.
Lakedaemon lib.

Lalitavistara 612. 613.

Xa Loubere 635,

Landkarten 423,

Lanfrank 903.

Ldngster Tag 39, 41.

Lad tse 666.

Larfeld (Wilhelm) 126.

Larsam 25,

Lassen 89. 605, 635,

Latitudines 872.

Latus rectum 337.

Laufer (Berth-old) 34,

Lautere Bruder 516. 738—741. 793,

Lauth bl. 59,

Layard il

Legendre 156.

Lehmann (C.) 37,

Leibniz 10. 218.

Xefipis 471.

Ifnijia 241.

Lemmen des Pappus 279.

Lenormant 37. 48. 122. 894.

Leodamas von Thasos 194. 220. 235. 237.

ieow 237,

Leonardo con Pisa bbl. 911,

Leonas 497.

Leonidas -ooii Alexandria 462.

ie PfM'i/e rC; 889.

£ei:>s-Mts 25. 37. 39, 87, 78. 84. 87. 89.

92. 110. 112. 328,

Letronne 133.

Levi ben Gerson 780,

Levigild 822,

ievj/ (M. A.) 123.

iex Falcidia 561. 862,

— Genucia 561.

ie j/aj/ ./m* ^«'n^ 684,

Liang jin 676.

Liber aiigme-nti et diminutionis 730
—732,

Liber Charastonis 704.

iiSn (Guillaume) lib. 719. 721. 730.

732. 768. 802. 803.

Lieou Inn 665. 666. 678.

Lihn 687.

Lilavati 698. 617. 623. 654, 659,

Limes 361, 764,

Lindemann (Ferdinand) lib. 176. 178.

Lineae 880, 886.

Lineae ordinatae 554.

ij'raea? 92. 94,

Lineare Orter 248.

Liptd = IsTttov 599.

int hivui/ 684.

i«r;'«s 296. 299. 822. 865.

Loculus Archimedius 297.

io/'t».s 25,

Logistik = Bechenkunst 156. 252. 320.

704.

Lombarden 905.

ior/a (•G^moj 67, 119.

io sc7)M 674. 675.

Lubnd 792.

Lucian 169. 178. 214. 428. 429. 564.

Luftrechnen = Kopfrechnen 793. 816.

Lunula Hippocratis 206.

Lupitus von Barcelona 857, 889, 904,

in ^M oei 678.

Luxeuil 826.

Lykurg 151.

Lysanias 327.

M.

Machinula 537.

Macrobius 87. 527. 539. 866. 825. 828.

846. 886.

Madhyama haranam 628.

Madschd Addaulah 761.

Madsehhul 815.

Maerker 242. 346.

Mafru,' 753.

Magdeburger Sonnenuhr 858.

Magie ib. ibi.

Magisches Quadrcrt 438. 518—516. 635.

675. 688. 740—741, 786. 801.

Magnus 320.
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Miiiji-ib 708,

Miihlci (Ed.) 137,

Mohiiiud ibr Gaznaicidc IC)!.

Moi (Aug.) 876,

Majer 219, 256, 292, 388, 424, 498 499,

Mill 723, 767, 768 816,

Alidaicn 12.

Malchus ibi.

Mamerkus 146. 193,

Muiiiertinus 146,

Mandsdiu 667,

Mnii'iclhafte Zahlen 168, 4:-i0, 607, 8.i6.

Muiiitiiis (Cad) 360. 302 406. 410,

Muniid Mio.-ichopnlos bib—616,

Munija 779,

Mirrcelliis 296,

Mureo Polo 667

Mitrictti 122,

Miiriiius von Neapolis 28-J, 489, 497.

600,

— con Tyrus 422,

'Marquart 629,

— f./,; 12,

Marre (Aristide) 710, 726.''806,

Marryat 538,

Miirtiimus Capella 627, 566—568, 669,

670. 823, 825 846,

ALu-rtin- t Tliomas Henri) 131, 164, 168,

174, 222, 225, 358, 363. 866. 433, 488.

491, 500. 506, 625, 578, 682, 844. 912,

Mudg 842,

Miisluiiiii ed Madjriti 909,

Masoreten 126,

Maspero 19, 20. 31. 46, 55, 66, 57, 77, 82,

.Massivcr rechter Winkel 105 440, 666,

863.

Mas' -ii-di 602. 603. 701,

Mafivergleichu-ngen 26, 68. 90—91, 389,

391, Yb. 654, 012, S2.3, 860,

fiKitz/JJC^TK 216,

Miitlicmidikerverzeicliilis 136. 146. 147.

174, 188. 193. 201. 213, 284, 235, 237

238, 240, 241. 243. 246 247, 248, 267.

260. 356. 407.

Mutlieiiiatische Zeichen 14. 74— 75. 2U6.

471. 472, 620, 684, 685, 804, 813, 814,

815, 816,

Malthic.sscn 266, 284, 685, 686, 687. 810,

Mii.diiium und Aliiniicicm 266, 809, 341

—342, 367, 358, 446—447, 449. 452

—453. 490, 649,

Maximus Planudes 461. 467. 610—513.

614, 516, 60:; 610. 717, 766, 762.

Ma qas 9.

Mechanik 229. 233. 236, 254—266, 294.

296. 297. 323— 326, 369, 423, 424,

449—4.50, 646—647, 704, 780.

— d-cs Boethius bib.

Mediallinie 270, 348,

Medien 19, 46,

^Idirfadic Losunii einer quadratischen
Gh-idiiiniliie. 626

— 626, 720 726. 770,

Jl-icr (Budolf) 363, 367.

Cantok, Geschiclite der ]Matheni;itik I, 3, Au

Meinzo vou Konstanz 887,

.\lci 11 uli ijaii 688,

Hq-KOg 396, 422,

Jlelampiis 161.

Mdiksdiiih 774. 776,

Memphis 107.

Jkcna 66. 77.

Ml naeelcmiis 196, 212, 226, 229-231.

233. 243-246. 292, 330, 353

Menant 22,

.Ucinliiiis con Alcxa-nddii 365, :J67, 412

-414, 420, 426. 447. 448, 191, 539,

647, 549, 662. 705. 779, 908, 911

M-ncplduli 1x9.
Menes 56,

Menijc (Heinrich ) 260 und hiiutiger.
H-r]viey.og 206,

Jlcnliiiit 56,

UI-QIOiujl; 28 '.I,

Mciil = Hafen (iigyptisch) 93, 97, 2(16.

391,

Mci-x l.iilal-l,.) 49. 123, 124

Misolnbiiim 330.

.Mc.-ioHitcn. 165, 238—239, 446. 454, 852.

853, 912,

Messer Millione 667,

Mcfislaiigc 638

Mcssunq mittels der festen Stange 863.

Metrodorus 462. 463,

Mexiko 9,

Michael L'ulueologos 608

fiiv.Qijg tiBTQOvo\LOV^ievog 447, 705.

Mild 60, 125, 137,

Militiirisclie Hiihciimcssunq 86:j.

.\lilldus = Mendaus 10b.

Mdlion 22. 23. 124 126,

Miiiiiriijii 638,

Minq-itqiiastic 666. 684. 688,

Minos 211, 638,

Minuten 416. 682.

Minutien = Duodezimalbriiehe.

Miram Tschelebi 781,

Misdhat 726-728,

Mischungsrechnung von Efiwaren 619.

Missioiiiii-e 667—668 688.

jnttlcve Biidicr 706,

Mizraiiii 66.

Mnesarchus 147.

3Iodc in iter ]]'isscnsdiaft 269. 428, 505,
516, 872,

Mode.stus 868,

Mimehsleben 568—569, 571, 871—872.

Molnniimcd Bagdadinus 287,

Mohiikornb'inge 321,

JloUiiet (Claude du) 87. 529

Mollweide {Karl Brandau) 266. 317.

Molsem 909,

Alommscii 523. 625. 626. 653. 664. 573.

826,

(lovag 461, 470, 723.

Moiiildicn 207—210. 790,

Mongolen 666, 674, 684, 778. 822.

Mbiig tien 664.

i, 59
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Monochord 153. 167. 860.

Montchal (Charles de) 857.

Monte Casino 568, 843.

Montfauoon (Bern, de) 320. 857.

Montferrier (A. S. de) 756.

Montucla (Jean Etienne) 43. 255, 326.

333, 360, 407, 509.

Moraspiel 90.

Morqen als Feldiiiafi 92.

Mort-d (Victor) 652. 568, 570,

Moses Mai-monides 794,

Miiller (Ottfried) 528,

Muhammed, der Prophet 693, 695,
— ibn Kasim 701,

— ibn I\lu-sd Alchwarizmi 698. 700. 711,

712—733, 741. 742. 753. 761. 763. 769.

787. 800, 801. 802. 803, 849. 903, 906.

908,

— ibn Musa -ibn Schakir 733.

Midmrta = —

Tag (indisch) 39.

Mu'izz Eddaula 741.

Mukarrar 806. 807.

Mukha 647,

MUla = Wurzd (indisch) 616, 723—724.

Multiplikation, Alter derselben 8.

Mtdtiplikationsverfahreu 85, 318—319.

346. 431. 433. 445. 454, 493. 684, 585,

586, 610—611, 671. 688. 717. 761—762.

764. 784, 785, 812, 846. 867—868. 881,

884, 896, 900.

Mu,nk 737,

3Iui-r (Christian von) 468.

Musa, Feldherr 706.'
— ibn Schakir 733.

Musaeus 161.

Museum in Alexandria 259.

Musik des Boethius 165. 575. 577. 878.

583,

— der Weiten 155. 156. 435.

Musikalische Proportion 166. 432.
— Schriften- aus dem Mittelalter 844.
— Zahlenlehre 183. 156. 184. 294 423.
544,

— Zeichen 823,

N.

Nadika= —

Tag (indisch) 39.

Ndherungsioerte von |/2 181. 223 317
377. 378. 398, 400, 436—437. 475 64o'
641. 642, 643, 646.

— s. 1/2 ^Quadrat-wurzel aus 2).
—

von ys 223. 316. 318. 372—374. 877
378. 393. 397. 398, 399. 548. 586. 643.
728. 799.

— s, ys (Quadratwurzel aus 3).
NagI 133. 868. 890.

Namen bei den Arabern 699—700.
— bei den Romern 863,

Name-nverunstaltIingen 705,

Naramsin 31.

Ndrdi/ana 636.

Narducci (Enrico) 789. 900.

Nasir Eddin 779—780. 787. 795. 796.

Navarro 235.

Naxatra 39.

Nebi = Holzpflock (agyptisch) 104.

Nebka 56.

Nebukadnezar Sb. 38,

Nectanabis II. 238,

Negative Glcichungsiou/rzeln 622. 626. 772.
— Zcdilcn ill. 620. 621. 622. 626. 685.

803.

Nen = nicht (agyptisch) 112.

Neokleides 237.

Neptun 32.

Ner = 600 (sumerisch) 36. 37. 40, 42,

133. 532.

Nero 127. 462.

Nerva 542, 550.

Nes-chi Schrift 708.

Nesselmann bl. 127. 131. 156. 238, 269,

288. 312. 360. 407. 428. 430. 432. 433.

436. 460. 461, 463. 466. 467. 470, 472,

479, 483, 484 485, 493. 496, 719. 786.

Nestorius 701.

Netzmultipldccd-ion 611. 785. 812,

Neue Akademie 428.

Neuneck im Kreise Zll. 759.

Neunerprobe 461. 611. 717, 756, 763.

766, 808.

Neuplatoniker 456—461. 496, 507, 569,

574, 584. 890.

Neupythagoraer 428. 465. 507. 884. 712,

716, 739. 895,

Neuseeldnder 10.

Newbold (Wm. Romaine) 161, 266.

Nicelieda 628,

Niebuhr 864,

Niederbrdagner 10.

Nietzsche 111.

Nikephoros Gregoras 508.

Nikolaus Rhabda von Smyrna 513—515.

527. 710. 829. 830.

Nikomnchus von Gerasa 188. 165. 166.

169. 170. 225. 382, 363, 368, 428—433,

434, 438, 455, 456, 459, 460. 464. 475, 516.

528—529. 559. 563. 564. 567. 870. 876.

679. 680, 581. 586. 686. 706. 716. 724.

735. 755. 824, 881, 906. 910.

Nikomedes 195. 196. 350—352. 356. 407.

426. 446.

Nikon- 308.

Nikoteles von Kyrene 336.

Nil, Austreten desselben 86. 102—103.

136. 389. 791—792. 852, 853.

Niloxe-nus 138.

Ninian 826.

Ninive 20. 122.

Nippur (Tafeln, von) 29.

Nipsus 552. 553. 556, 654. 861. 863,

Nirapavarta 628.
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Nissen 522. 532. 533. 534, 636,

Nix (L) 256 und hiiufiger. 363. 683.

Nizam Almulk 774.

Nizze (Ernst) 296 und haufiger, 306,

336. 411, 490,

Noah 'ib. 56.

Nokk (A.) 293, 366, 411,

Nordamerika-nische Naturvolker 538.

Null 30, 31, 112. 128. 170. 511. 692,

603. 607, 608, 609, 016, 617. 673, 711

—712. 762. 851. 886, 897, 899. 900,

901. 904. 909.

— als Gle-iehn-ngswurzel vermieden- 772,

Numa 626. 627. 639,

Numeri fig-urati 579,

O.

Obeliik 390. 402.

Ocreatus 483. 906, 910,

Odalric 843.

Oddos Begeln des Abacus 844. 899—902.

Odo von Cluny 843, 844, 847. 899.

— von Tournay 889.

Ofterdinger (L-ud-wig Fel-i.v) 220, 287,

Oinopides, der Philosoph 35,

— von Chios 161. 188. 190. 191, 194,

Oktaden des Archimed 320—321, 346,

Olctodezimcdsystem 10.

di-nvto^oov 346.

Okytokion 845, 346,

Olleris 847. 854 und h'aufiger. 871. 898,

Omaijaden 696, 697, 701, 707. 741.

'Omar 603, 504, 696.

'Omar Alchaijami Hi—111. 787. 788.

Oinar-Gheian = 'Omar Alchaijami lib.

O'pipermann 317. 346.

Oppert (Jules) 19. 23, 28,, 31, 35. 87, 41,

48. 60,

Oppositio 719.

Optik 293, 423, 447, 789,

Opuntius s. Philippus Opuntius.
Ordi-n-atc-n 554,

Orestes 495.

Orientierunq 15, 67. 104—106. 636 -537,

599. 601.' 635, 636, 637, 676, 677.

DjQie^svov 168.

Ormis 893 flgg,
Orontes il.

OQog 361, 764,

Orpheus 161.

Ort zu 3 oder 4 Geraden 389—340.

ogd-ia SSI.

Ortstheorem 280. 281, 282, 790.

Osiris 157,

Osseten 10,

Osterrechnung 531, 572—573. 826, 827,

828. 831, 834. 841. 867, 898. 899.

Ostein 827.

Ottajano 449.

Otto I. 849,

— II. 854.

— Ill bll. 854, 855, 866, 868.

OH- wd-ng 43, 662, 676.

Ovidi-iis 362.

Occiis 19,

Orter auf der Oberfl,fj,ch-e 288. 448, 451,

Ostlieh-e Hau-Dynastie 678.

P.

nt = 2,25 396.

7t = ]/8 607.

3 /11\'
. = -(-J 786.

^=3 48. 109. 379, 403. 404, 507, 541.

643. 647, 681, 683.

"©■ 642, 877,

31= 3-- 544, 642, 876,

7C = 3,1416 346. 646. 654. 668. 728,

3t= 8 422, 799.
120

a =
— 303, 378, 893. 408. 404.422. 551.
7

690. 648. 664, 667, 684, 688, 728. 799.

875. 877. 878, 887.

(1
fi\ ^

—

I 98, 99. 109, 404. 042. 876,

n = yid 647, 648, 649, 728

31 = 3,2 48. 99.

877.

,1= 4 691. 837. 877.

Pachiimercs (Georgios) 608,

Pada 616.

Padmaiidbha 600, 626,

Pedaeologen 608—510,

Palimpsest von Verona 564—566, 581,

908.

Palmyra 128.

Pamir 19.

Pamphile 136.

Pao tschang schi 676.

Pappus von- Alexandria 118. 119. 196.

197, 220, 225. 227. 245. 246. 248, 261,

276, 278, 279, 281, 283, 288, 291. 298.

307, 318, 330. 881. 334. 335. 340, 343.

344. 345, 346. 847. 361. 353. 366, 357.

364. 367, 370, 386. 410. 414. 423, 428.

441—465. 465. 484. 491. 492, 499, 550,

601, 706, 735, 740. 746. 764, 790, 791,

Papyrus Eisenlohr 57—81, 85. 91—94.

96—100, 186.

— Scdl-ier 89,

Parabd 111. 229—231, 244, 288, 289,

291, 304—306, 309, 323—324, 335, 344.

602. 745-740, 769.

Parabehirkd 231, 244.

Paraboloid 98.

69-'
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naQciSo^os yQCCiip,!] 414,

Parallellinien 46, 50, 171—172. 262, 277,

307, 388, 409, 424—425, 499, 554, 780.

Parallelogramm der Krafte 255,

Paralleltriipez , qleidischenkliges 96, 97,

108, 376. 389.' 394,
— mit :i gleichen Seiten 208. 651. 652.

777,

Faramdd'icrnrii 600,

Para req 24,

Parilienfest 536,

Pariser Geniine 529,

Piinnen-ides 600,

Partsch bll.

Pascal (Blaise) 559,

Passahfest 672.

PdtaUputra 698.

Patricius 678. 679. 581,

Patrikios 368, 389. 488—489, 557,

PauU (C.) 524,

Pausanias Sb.

Pediasimus 510.

Pdper 680. 899,

Peithon 489,

Peyia 411,

Pendlehury 453.

Pentagramm 178, 206,

Periqencs 61,

Perikles 120, 178. 188, 213, 214. 269, 867.

Peripatetiker 111. 153. 216, 251. 257.

259, 640, 702.

■jtsQiaooi 159.

Pti-wy 663. 664. 665. 669. 670. 671. 674.

Perseus 196. 356. 363. 407,

Persius 853.

Perspektive 108, 190, 310, 423,

Pert.'- 876, 879,

Pel iianer 88,

Pesc/i // G. ran) 497. 499.

Petau 408,

Petesuchet bl.

Petesuchis bl.

I'drie 59,

Pea 861,

Pfahlbauten- am Pfuffikon-See lb.

Pheidias, Kiiii.stler 214.

— Fetter des Archimed 295.

Philipp von Mazedonien 169, 213.

Philippus ron Mende 248,

—

Opniit-iiis 169. 248. 312, 487,

Philo von Alexandria. 125,

— ron By:anz 364,

— von, Tuaiia 414,

Philolrius 161, 166. 175, 184. 266.

Ph-dopjoiiiis 201. 203, 232. 600, 503, 504.

Philoso-jihic der Mathrmotik in der Aka

demie 219.

Phrjniker 20. 32. 33, 121— 123. 135.

Phonix 32,

Photius 330.

Phi/lai 121.

Pi'c/.- 528.

Pietschmann 19. 20, 31, 45. 58. 86. 67.

77. 82,

Pihan 608.

Pipin 846.

Pipping 408.

Piremus (agyptisch) 99—100.

Pirmin 826, 836.

P/,s/(-/// 188 und haufiger, 459.

Planisphaerium 423,

P^ato v-oi/ Tu-oU I'Sl. 798, 800. 907,

Pla-tmi 42. 151. 1.64, 155. 172. 184. 193.

194. 212, 213—234, 235. 238. 240. 243.

248. 249 250. 251, 259, 260, 270, 316.

329. 353. 361. 380, 389, 390. 428. 430.

434. 576, 689. 890. 900.

—

. Bncfe 215,

—

,
Charmides 819.

—

, Euth-ydemus 157,

—

,
Gesetze 102, 217. 225. 248,

—

, Gorgias 167.

—

, Hiq>pias maior 198.

—

, Hi'pypias minor 196.

—

, Lysis 169,

—

,
Menon 171. 185. 217. 218. 219. 726.

—

, Nebenbuhler 188. 189. 190.

—

. Parmenides 219.

—

. Phaedon 158. 175. 225.

—

,
Phaedriis 86. 102.

—

, Philebus 184.

—

, Protagoras 195.

—

, B-cpiihlik 157. 168. 180. 216. 222.

223. 347.

—

, Sophist 500.
—

, Thcaetd 182. 207. 218. 215. 236. 237.

—

,
Timaeus 154. 164—165. 176. 225.

236. 861.

TTldrog 395. 422.

Plautus 527. 532.

Plectoidisehc Oberfliiche 451.

itXivQc: 724.

Plinias 38. 50. 57, 138. 146. 163. 173.

366. 412. 527. 539. 540. 541. 548, 828.

872,

Plotinus ibi. 539, 667.

Plulardi 42, 43. 139. 162, 167, 168, 171.

177, 180, 184. 193. 232. 233. 234. 249,

256. 295. 460. 485.

7to6i6g,6g bbb.

'Podismus bbb. 556. 861. 864. 874.

Pogejendorff 2b'.',. 667,

Pol eines sqjhiirischen Bogens 420,

— der Konchoide 361.

Polardreieck 780.

Politisdic Aridiindik 514.

Polos 50.

Pdijbius 132. 173. 319. 362. 409. 864.

Polyub-r s. Vielflachner.
PolyqonalzcddcH 169. 248. 249. 312. 361.

432. 464. 485—487. 567. 579. 580. 586.

590. 627—628. 840. 864. 866.
—

, Schrift des Diophant liher 361. 466.

467. 485—487. 567. 668. 660.

Polyklet 214.
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Polykrates, Bedner 149.

Pompein-s 409.

I'lirismii 278—281.

Porismen des Diopihant 467. 483.
— des Euklid 278. 281—282, 420. 448.

452. 790.

Porphi/rius 33. 38, 118. 151. 154, 166.

188, 456, 457. 458. 501. 676, 706.

Pejselqer 254, 255.

Posidoniiisvo-n Alexandria 198. 365. 409.
— von Bhodos 365. 388. 409.

Potentia 207,

Potenzen- der unbeka imten Zahl 470. 607,

621, 767—768,

Potemcp-cifien 207,

Potone 249.

Pott 4. 6, 7. 8. 9. 10. 11. 12, 13. 34. 41.

83, 88, 92,

Poudra 423,

Priiei 636.

Braeeisiira bbb.

Prii-ntl 876,

Premare 668,

Primzahlen 160. 267. 268, 332—333, 430,

461, 607, 679.

Prinzi-p der virtuellen Gesch wi--ii-dirjlcc it
263,

Priscianus 311,

Prisse d.'Avcnnes 107,

Prittiidaka 619. 651,

Problem 276,

Proil-ukI der Suminen zweier Quadrat
zahlen 482,

Projektioiismethodeii 423, 443.

Proklus Diadochus 107. 118. 135. 138.

141. 144. 146. 152. 156. 161. 171. 172,

173. 177. 180. 183. 185. 190. 193. 194.

196, 196, 213, 219, 220. 223, 224. 237.

241. 242, 246, 255, 260. 261. 264. 274,

276. 278. 279. 280. 287. 292. 326, 344.

348. 350. 351. 362, 356. 357, 367, 368,

381, 386, 388. 407. 410. 414. 424. 443.

467. 458. 489. 497—500. 567.

Proportionenlehre IS. 108. 156. 165—166.

225. 236, 238—240. 265. 272. 277, 331.

431. 432. 434. 446, 464. 680, 738, 763.

Proqm-Uonnlt-eile 419—420.

Propositiones ad acuendos juvcnes 834

-839.

Protaqoras 195. 199.

Protarch 369.

ipafniirrig 321.

P.sell-u-s (Michael) 464. 606—508.

Tf)7jqD0ff 897.

if) rj(jpo9opt'a Kar "IrSo-vg 510.

ipsv^dgici 278.

P.seiidolioethiiis 681.

Ptolemaeus Euergetes 211. 243. 259. 327.

;!28. 338. 336. 640.

— Liiqi Soter 269.

— Philaddphns 126. 269.

— Philopator 330. 883.

— XI. no.

Ptolemiieits XIII. 366.

— Hephaestio 380,

— (Klaudius) 39. 119. 128. 318. 333,

394, 412, 414—425, 433, 434, 447, 457,

491. 496. 499. 609, 571, 576, 697. 600,

602. 6.59. 698, 702, 703. 704. 712. 737,

764, 796. 796. 799. 907. 908. 911.

Ptolemaeiseller Lehrsatr. 416. 764.

Puini (Cado) 680.

Punktierkunst ib. 779.

Py-ramidcdznlden 249.487. 558— 559. 628.

"688. 866.

Pyramidenuinkel, Konstanz dcsselbeii bl.

TtvQslov 344. 354.

Pythayorns Sb. 148—188. 189. 223. 224.

'238! 247. 270. 389. .-;90. 428. 429. 432.

467. 459. 464. 621. 667. 570. 576, 583,

639. 644. 645. 696, 725. 726, 735. 824.

861. 899. 900.

Pythayoriier 42, 107. 131, 147, 162—188,

193.' 196. 198. 200. 201. 202, 213. 215.

216. 220. 236. 238. 262, 291. 335. 348.

428. 460. 669. 624. 736,

Pythayodiisdier Lelusatz 152, 179. 180,

181,' 184, 186, 218. 263, 274, 371. 386,

636. 638. 639. 640. 647. 656, 666. 679.

680, 684, 726. 744. 877.

Pylliaijoriiisches Dreieck 49, 51. 96. 106,

106. 170, 180. 187. 326. 371. 481. .644.

644. 679. 680. 786. 863.

Pythmen 347. 348. 461. 686,

(ja = lliihe (agyptischj 98. :194,

()-t = Ahnlichkeit (iigyptisch) 99,

QiiadrrU 92. 177, 183.

Qiiadrntisclie Beste 435. 632. 762. 756.

763.

Quadratrix 195—197. 246—247. 806. 853.

364. 446. 460—451.

Ijuadrcdur tier Elliqise 306. 379. 799.

— des Kreises 97. 189. 196, 197. 201.

210. 247, 271. 346—846. ;!7S—379.

602, 507, 691. 641, 642, 643, 790, 837,

876. 876, 877. 878,

— der Paridid 241. 297. 304—306. 323

—324, 379.

Quadratwurzel 28—30. 94—96, 112, 182.

223. 236. 3(12—303. 316—318, 371—374,

393. 397. 406. 436—438. 458. 475. 480.

492. 494—495. 502. 511—513. 614. 606.

616, 621. 638. 640. 647. 648. 684, 733.

755. 764. 766—767. 777. 785, 801. 814

-816. 913.

1/2 = - 223. 398. 400. 436. 437. 640.
'

5

873.

-1/2=
''

377. 378. 486. 437. 640. 867.
^

12

873. 874, 876. 877.
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ys= - 318. 377. 378. 397.

— 9fi

•)/3 = -- 818. 373. 393. 397. 398. 399.

848. 549. 586. 643. 728. 799. 866.

ys = — 223. 867.

Quadratzahl 26. 27. 46, 160. 161. 162, 163.
164. 167. 168. 169. 170. 202, 236. 267.

312. 313—314. 432, 435. 460. 470, 479

—480. 481. 485. 502, 529. 559. 619.

756, 840.

—

,
welche um eine gegebene Zahl -ver-

grofiert oder verkleinert ivieder Qua
dratzahl ist 482, 488, 782—755,

Quadruvium 578. 828.

Quatuordecimani 572.

Quimas 893 flgg.
Quinarsystem 8. 9. 10. 32.

Quincke (Georg) lb.

Quintilian 173, 357. 527. 549—550. 566.

Quipu 88.

K,.

Ra-d-us 58.

Raab 198.

Bacechin 877.

Bad des Aristoteles 286—286.

Radix 724. 804.

Radulf von Laon 886. 890—897. 898.

899. 900 902,

— von Liittich 872. 873. S74. 878, 876.

890.

Ra-en-mat 58.

Ratselfragen 833. 834. 839.

Raimund, Stiftslehrer von Aurillac 847.
— Erzbischof von Toledo 796.

Rama Krishipa 601. 616.

Rami = Punktierkunst 45.

Ramses II. 92. 102. 108.

Randbemerkungen dringen -in einen Text
ein 276. 368. 862.

Ranganatha 601.

Rask 603.

Ratgar 841.

Rationale Gleichu-ngswurzeln allein qe-
stattet 478—475.

—

rechtwinklige Dreiecke 96—96. 184,

185—186, 187. 224. 270. 389. 390. 481.
484. 486. 555. 589. 628. 638. 645. 653

752—756.

Bationa-lmachen von Briichen 626—627

814.

Baumkoordinaten 422.

Baumsclinitt des Apollonius 343. 345.
364. 380.

Bawlinson 26. 27,

Razi 695, 908.

Rechenbrett s. Abacus.

Beche-nbuch- von Achmim 59. 67. 504—505.

Bechenbucli i-on Bakhstdli 598. 613—616.

618. 620. 621.

Rechenknecht 291.531.

Rechnen mit Marken 6. 41—42. 88—89.,

810. 826.

Rechnende Geometrie = Feldmefiwissen-
schaft 381.

Rechnung auf der Linie 563.

Rechteck 49. 92—93.

Rechter Winlcd il. 49. 61. 94. 106—106.

138. 142, 161. 163. 190. 192. 371. 384.

388. 636. 637.

Redewendungen, mathematische, derAgyp
ter 66. 67. 72. 75. 98—100, 276. 394, der
Araber 123. 818. 816, der Griechen n%.
168. 159. 190. 275. 393. 394. 470. 487.

555, der Inder 611. 614. 616. 617. 620.
621. 622, der Rbmer 631. 555.

Regeldetri 505. 514. 618. 633. 726. 763.

786. 818.

Regimbertus von Reichenau bll.

Regimbold -von Koln 872. 873. 874. 878.

876. 877. 889.

Regiomontanus 467. 468. 780.

Regida elchatayii 732.

— Nie-o-machi 433. 628—529. 586. 881.

906. 910.

—

quatuor quantitatum 795.
— sermonis 732.
— sex equantitatum 418. 420. 736. 779.

795.

Reichenau bll. 580. 836. 842. 888.

Reifferscheid 664. 879.

Reihen 169.

Reihe, arithmetische 25. 78—80. 113.

159. 167. 187. 813. 314. 361. 390. 460.

480, 507. 558, 559. 615. 619. 625.
—

, geometrische 25. 80—81. 159. 167.

268. 305. 607. 619. 881.
— der Biquadratzahlen 781.
— der Kubikzcdilen 432. 559. 619. 768.

769. 781. 784. 808. 865.
— der Qundredzedden 313—314. 868. 619.

768. 784, 808.

Reimer 211. 212. 467.

Reinaud ibi. 596. 597. 602. 603. 714.

716.

Reisen griechischer Philosoqihen: des Ana
xagoras 189, des Demokritos 191, des
Eudoxus 238, des Oinopides 190, des

Platon 215, des Pythagoras 148—152.

176, 644, des Thales 136.

Reisner (G.) 11.

Rektifikation des Kreises 48. 247, 300-

—303. 354.

Rdiq-ibse Gegensatze bei den Arabern

766. 775. 788,

Remigius von Auxerre 842. 843. 871.
— von Trier 864. 870.

Remusat (Abel) 672.

Rejirdsentat-ion 561.

JBes 802. 804.

Restauratio 719. 803.
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eJ]-ror 182, 269. 764,

B.eiiter (Hermann) 908.

Revillout (Eugene) 60. 94. 96. 101.

Rhabda a. Nikolaus Rhabda.
Bheims 843. 848. 849. 853. 856. 866

858. 867. 868. 869. 870. 871.

Bliind bl.

Rhodos 362. 383. 409. 422, 426.

Ricci 667.

Richardson ib.

Richerus 847. 848. 849. 850. 867. 8(18,

Bidder (Adolf) 128.

— (August) 344.

Biese (Alecea-nder) 623,

Rinderproblem des Arehi-med 312—313.

462.

Qi^n '724.

Bobert von Lineoln 889.

Bodet (Leon) 68. 78. 76. 81. 472. 476.

598. 606. 606. 616—626. 628. 630.

646. 646. 648. 657. 677. 718. 822. 906.

Boediger 514.

Bdmer 11. 12, 16, 46. 366. 409. 410.

426. 426. 457. 504. 521— 592. 596.

619. 636. 671. 676. 728. 786. 837. 838,

849. 850. 853. 854. 866, 868. 869. 872,

877. 900. 902. 909. 910.

Romische Reidisveriiiessuny 366. 640—

541.

Rbth 146. 148. 185.

Rohde (Eru-i-n) bl. 261.

Bomed-a Pu-ra 600.

liomid-us 526. 639.

Rose (Valentin I 544.

Rosen 716 und haufiger. 727. 802.

Rossi (de) 622.

— (Giovanni) 637.

Rothlauf 215. 216. 217. 218. 219. 222.

236.

Eoiige tdc) 89,

Rudio (Ferdfliand) 202. 205. 206.

Budolf von Briiyye 909.

Budo-rff 532.

B-iidpert 888.

Riipa 614. 620. 684, 723.

Rusla (Julius) 737,

S.

Saba 464. 696.

Sachau (Eduard) Ibl.

Siicy (Sylvestre de) 707. 709.

Sa-t'ech 104.

Scdiib al Sehorta 798.

Sa'id 804.

Salaminische Tafd 13:3—134. 819. 440,

Salemer Algorithmus 910—911.

eaXLvov 299.

Sallier 89.

Scdmdn 702.

Salriaiius Julianus 662.

Sdma ^.-bdhanam
= (iito biioiav o^oui 622.

Samarkand 781.

Saiiimeliciirter verschieden n-aeli der Art

des Gezcihlten 5.

Zia^xij UTtov^uQ-rig 508.

Sandliedrcute Tafel 131. 134. 566. 610.

611. 712. 762. 882. 885.

Saiidreehieu-nq des Archimed 321—823.

612, 758,

Sanskid 695. 696. 605.

.-^aph 897,

Sar = 3600 (sumerisch) 36. 42.

Sargon I. Sl. 38. 46.

Saryukin, 31.
Sasuchet bl .

Sasyches bl.
Satz ron den sedis Griificn 161, 266, 412.

420—421, 73C., 779, 796,

Satze des Menelaus 413- 414. 420—421.

Savilius 276. 277. 609.

Sayce 30. 31. 38. 45. 46.

Sehachl/ri ttadige Miilti-p>l-ikation s. Netz-

multipjlilciitinii.
Schachspiet 636. 768.

.ScJiaek-Sehaekeiiburg 94. 95.

Sehaeicen (Paul von) 480.

SchdJirueh 781,

Schai 723.

SdudI 667.

Schaltjahr 78. 328—329. 409. 540. 573.

776.

i^-lehaiiis Addin al Mausili 710.

Schamsaldin von Ji-ukhara 508.

— von Samarland 508.

Schams ed Daula Ibtj.

Schang kao 677. 679. 680.
*

Sehapira (Herrmann) 24,

Scharaf ed Daula 742.

iSchasii bl.

Sdiidteii = Taiiiiente 738. 748. 789

Schattenmessunge II zu Hiilu bestimmungen
138. 139. 144, 294, 390. 557. 648. 785.

862.

Schattenzeiger 60, 145. 536. 536. 676.

677. 738. 748 868.

Schaubach- 188,

Scheffel als Feldmafi 92.

Scheil (F V.) 28.

Schcddlinie 93. 394. 647.

Schcitchcinkel 138.

Schenkel (Daniel) 34.

Sehenkl (H.) 203.

Scheqiss 576. 577.

Sclnaparelli 238. 242.

Schiefe Ebene 449.

Schlaqintweit 39.

Schlegel 669.
Schmidt (JJ 536.

(2Iax C. P.) 184. 244.

— (DI.) 346.

— (W.) 146. 166. 363. 364. 365. 366.

412. 637. 683.

Schnitt des rcehttcinkliiien Kegels 244.

334.

— des spii:icinklige>i Kegels 244, 334.
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Schnitt des stumpfwinkligen Kegels 244.

:!34,

Schnitzler 780.

Schdll-Piiider 504. 813.

Scheine (H) 363. 364. 537.

e^oiviov 385.

e^olvo^ 385.

Schraiibe 326.

Sehraubenjldche ibl.

Sehraubenlin-ie 411. 450. 451.

Schreibfehler -im Codex Arcerianus 656.

860.

Schrift, Erfindung derselben 13.

Sch-rekler (L. von) 686. 644.

Schrumpf 6.
Schulz CO.) 463. 466. 478. 482.

Schun tchi 667.

Sch-Kerpunkt 323. 824, 449. 460.

Schivimmen.de Kiirper des Archimed 326.

Sciotherum 535.

Scriverius 652.

Scyll-acium 668,

Scythianus ibl.

Sechseck 47—48, 50, 109. 376. 393. 548.

740.

Sechseckszahl falsch berechnet bbl—568.

586. 864—865.

Sechs Gleichuiigsfdlle 719. 769.

Sechsersystem 10, 32.

Sechzig als -uidiestimmte Vielheit 34—85.

Scdizigstd 31. 420.

Secundus -non Athen 834.

Sedillot 781. 789. 790.

Sehtt! 666. 744. 878.

Sehne-ntafd 362. 367. 399. 412. 416. 419

—420. 799.

Sddel 327.

Seilspannung 46. 48. 104—106. 113. 384

—886. 637. 680.

Sekunden 416.

Seldschuk 774.

Seldschuken- 741.

e-ri^sia i-K rfjg naQa^ol.iig 339.

Semes = Schlugel (agyptisch) 104.

Semiten 20. 66,

Semuncia 530,

Senkereh, Tafeln von 26—30. 36. 755.

Sepher Yezirah 43. 603.

Seqem ^A'ollendung (agyptisch) 71—73.

Seqt = Ahnlichmaeliuiiq (,i'i.gyptisch) 99.

139. 145. 425,

Serenus ron Antinoeia 489—491.

Sergius 464. 696.

Servatus Lupus 842.

Sesostris 92. 102.

Set-i I. 108, 214. 384.

Se.i-agesimalbriiche 23. 31, 32, 366. 416.

492—496. 610. 612. 526. 613. 684.

718. 764. 801. 886. 909. 913.

Sexagesvmalsystem 10. 24. 27. 40. 41. 42.

43. 361. 670. 677. 681, 787. 762.

Sexcenti = -unendlich viele 532.

Sextus Em-pirieus 146.

Sextus Julius Africanus 438—440. 863.

Shadvidham.= 6 Rechnungsverfahren 616.

Sicd 823. 901.

Sicilien 119. 128. 147.

Siciliquus 830.

Sickel 831.

Sidus 828.

Siddhanta 599. 602. 699.

Siddh-a ii-tai;iromani 598.

Sieb des Eratosthenes 332—333. 507.

Sieben als unbestimmte Vielheit Si.

— freie Kiinste s. artes liberales.

Siebeneek im Kreise 307. 376—877. 745.

Siebenerprobe 461. 611. 808.

Sigebert 876.

Signal 882.

Silius Italicus 295.

Simon (Max) 60. 94. 96.

Simplicius 202. 204. 208. 209. 409. 422.

500. 602, 640, 736.

Siniin ibn Alfath ISO.

— ibn Tabit 749.

Sind ibn 'AH ISO.

Sindhind 602. 697. 698. 699. 712,

,SV/i!(S 423. 668. 737. 789. 796. 907.

— von ,?,'2.r 669.

Sinussatz der ebenen Trigonometrie 779.

— der spharischen Trigonometrie 748.

Sin iidafehl 423. 659. 746—747. 789.

Sinus versus 608.

Sipos 892 flgg.
Sitd 824.

Skandinaven 10.

Smith il.

Smot = Ausreehn-ii-ng (agyptisch) 68.

Smyrna 119.

Sodscha ibn Aslam 731.

Sokrates 202. 214. 215. 216. 217. 218.

219.

Solon 120. 134. 151. 214.

Sopater 458.
*

Sophienkirche in Konstantinopel 501.

Sophisten 193. 194—195. 203. 218. 256.

Soranzo 320.

Sosiycncs 640,

Sosikrcdes 136.

Soss = 60 (sumerisch) 36. 42.

Spanische Omaijaden 707. 792--793.

Species 473.

Spengel (L.) 118. 204.

Sqjciisiqjpus'iKi. 249. 487.

Sjiho'dk 156. 293. 411. 412. 447. 746.

Sqdiiirisehe Spirale 461.
— Trigonometric 412— 414. 420— 421.

658. '384. 738. 780. 789. 794—796.

Spirale (31aschine) 326.

Spi-ra,Uinien 195. 297. 306— :-!07. 313.

358. 446. 451.

Spiren 196. 242. 366. 380. 412.

Spirische Schnitte 242—243. 366.

Spitzenfigur 786.

Sprenger 788. 739.

S Q. bbb.
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St. Emmeran in Regensburg 836,

St. Gallen, 851. 886,

St.Martin bei Tours 833. 840. 841, 842, 843.
St. Peter -in hialzburg 859. 866. 886.

Stadtmiiller (Hugo) 462,

Stammbriiche 61, (-.2, 83. 84. 85. 126,

128, 166. 319. 896, 504—506, 626, 646,
718, 765. 764. 887.

—

, algebraische 470. 768.

Stein (Lorenz von) 834.

Steindorff (G.) 56, 67. 89, 109,

Steinhart (Karl) 196.

Steinsdineider iMordz) ib. IOS. 704, 706.
731, 735. 738. 718, 761. 793, 794. 797.

805. 907. 909,

Stella 637,

Stelluiiysived der Zahlzeichen 27, 30—31.

126. 127, 128. 606. 607. 608, 609. 616,

710, 785,

Stcrciup-npjhischc Projektion 423.

Stereometrie 98—loi, 155. 225. 229. 241,

271. 308, ;!50. 368, 890, 391. 401—403,

535. 666. 645. 646. 649. 728. 786. 799,

Stern (Ludwig) 68,

Stern- --.= Winkelkreuz 881, 382, 6;'.7, 676.

Stcricvicleek 177—178, 588—589. 786.

Stesichorus 146. 147,

Stetigkeitsbegriff 200, 203—204.

Stobaeus Sb. 163, 169,

Stoeber 662,

Stoiker 198. ::65.

aroixdci 201. 261,

—

noJi'iKcc -.>0S.

Slo-y 87 129. 130, 134, 614, 829,

Sirabon 32. 36, 103, 160, -151, 215, 238,

411,

Stuileiiiiiiid- 206. 666,

Sturm (Amhrosi 220, 231, 844,

iS'h scliii kieou tschung 671.

Subtruktio-n zur Bitdiiny von Zahlwiirtern
11. 626,

Suht-raklionsverfahren 610. 671, 716. 811,

816,

Suchet bl.

Suetonius 627,

Suidas :',(-,. 11. 60. llC, 237, 827, 441.

142, 491, 495. 496.

Sumerier 19, 20. 24, 30, 32,

,S'v/// tse 685,

Sung-Dyiiastie 660, 074, 678, (!80,

S-uiiyo (;14, 712.

Siiryii 599. 712,

Suryiiddsa 600.

Sitryii Siddhanta 599—600, 609, 636,

6.57, 658,

Susemihl 236. 238, 268.

Sutek = Leiter (iigvptisch) 80.

Suter (Heinrich) 363. 660, 693, 697, 701,

703. 705. 710. 713. 718, 730, 731, 783,

786, 738. 739. 712, 748, 749, 760, 762,

753, 769, 761—7(;3. 774, 775. 778—781.

784. 789. 790. 79-2—794, 80.'), 810, 842

866, 912, 913.

Siciln f(i tong tsiing 670.

Siedn pan 669. 670, 671, 675,

Sylccslcr II. = Gertjcrt 868,

hymmaeliiis 673. 674, 678

Symbolische Posi-tioicsnrdh-melil. I'i07 —
'

608.

Ovvayo:iyri 444,

Synesius 496,

Syniellos 36,

Synode ron Moussun 858,

Synthesis 220—221, 230,

Syrakus 215. 296, 296, 308.

Syrer 124— 125.

Syrianus 497.

T.

Tiiiji 763.

Tiihd ibn Kurrah 167. 703—704. 734
—736. 741, 749, 760. 787, 908,

-Tacitus 623,

Tadmor 123,

Tai: 684-685.

Tiii/cseiiilciliuig 39.

Takarrur 806, 807.

Tiilchis = .liiszug farabisch') 806.

Tub-lit 132. 133.

'

Talmud 48. 173.

Talus 163. 362,

Tiiiiierlan 780, 821,

Tangente (Irigoiiometrisclie) 7:!8, 748. 789.

Tiin'gcldeiiproldem 266, 307. 749.

Tun'nery (Piiiili 166, 168. 166. 198. ,200.
202. '222. 249, 257. 293. 299. 319. 846.

372, 411, 414, 458, 461, 46,;. 404. 466

und hiluliger, 490. 496. 604. 607. 510.

614. 552. 565, 569. 681. 857. 862, 872

uud hii,uti<j-er, 87:1, 875, 876. 912,

Tiki 665,

To-ra 812,

Taraha 812,

Tarh 812,

Tiirik 70(i,

Targuinius Priseus 626,

Ta schi 666,

Tulfo 842,

Tu yen 686, 689,

Taylor 524,

Tdzy 666,

Tchao kun hiang 678.

Tehebu-Dynadie 664. 678. 682.

Tcheou- = Kreis (chinesisch) 677, 679.

Tcheou kony 664. 670. 677» 678, 681,

—

ly 664. 666. 666. 676. 677, 678,

Tcheou qn-i 677—679. 681, 682,

Tdiin khang telling 666,

Tdiin tong 666,

Tchintsoe 678,

Tchu hi 666,

Teilerfremde Zahlen 267, 430. 628, 629.

Teilun-y der Fiquren Euklids 287—288.

380.'
rslsioi 168.
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lemenias 893 flgg.
Temnonides 239.

Templum 582. 633. 534. 540.

Teniculius 158 und hiiufiger. 459.

Tepro ^ Mund (iigyptisch) 98.

lerentia-iiiis Maurus 542.

Tei-minits 861. 764.

Terepuem (dry) 'ASS.

Tessareskoidekasiten 572.

Teta 56.

maygivoig '/.uzriyjiivai 331. 554.

TiXQayiavL'CovOa 195.

TErpayoros 207.

Tetraden des Apollonius 346—347. 690.

766.

Tetraktys 42.

Teuffd 643.

TteZes viou Milet 136—147. 160. 171.

189. 390. 557.

Thang-Dynastie 678. 686.

Theaetet von Athen 194. 236. 236—237.

245. 248. 260. 275. 276. 348.

Themistios 137. 141. 203.

Then ledng 664.

Theodolit 382. 750. 862.

Theodor, Bischof von Canterbury 827.
— Tschabuchen von Klazomenae 514,

Theodorich, Konig der Ostgote-n 568.

569. 573. 674. 575.

— -von Chartres 898.

Theodorus von Kyrene 182. 201. 213.

215. 226.

— Mddeniota 416. 609.
— -oon- Samos 163.

Theodosius I. 441. 491. 495. 821.
— vejn Tripolis 293. 411. 412. 447. 448.
704. 908. 911.

Theodulf von Mainz 834.

Theon von Alecandria 128. 277—278.

318. 357. 362. 416. 421. 433. 441. 442.

468. 464. 487. 491—495. 499. 612. 682

689, 764.

— von Smyrna 32. 33. 118. 154. 156. 166.

159. 160. 164. 168. 169. 185. 232. 233.

267. 317. 331, 428, 433—438. 454. 456.
460. 476. 491. 687. 640. 716. 755. 877

896.

Theophanes 709.

Theophania, 854.

Tlieojhrustus -von Lesbos 118. 193. 267,
269.

Theorem 275.

Tlie-vcnoi :i69. 370.

Theydius von- Jlagnesia 247. 248.

Thiliaid 39. 600. 636—641. 643.

Thietmar, Bischof von Merseburg 858.

Thorbecke (August) 668, 569.
— (Heinrich) 693,

Thot 11. 86.

Thrasyllus von Mende 428. 433.

Thukydides 172. 214.

Thurot 325.

Thymaridas 158—159. 286. 458. 462.

470. 624.

&vQiog= Sehild (als Namen der Ellipse)
292.

Tiberius 261. 428. 433. 590.

Tibet 607.

Tille (Armin) 714.

Tim = Seil (sumerisch) 46. 645.

Timaeus -von Lokri Ibi. 174. 179. 215.

Tim-ur = Tamerian 780.

Tittel (Karl) 368. 406.

Titulus 881.

Tit-iirel 714.

Titus bbl.

Tma = 10000 (altslaviach) 24.

xfirniara 416.

Togrulbeq 774,

Toledo 796.

roTCog 229.

Torelli 296. 346.

Tosorthros 66.

Trajan ibl. 461. 542. 551. 552. 853. 561.
564. 596.

Treutlein (Peter) 886. 902.

tgixoToiiia yoiviag = Dreiteilung des

Winkels 197.

Trigonoindrie 99. 362. 399. 416—421.
6'02. 657—660. 684. 738. 746—748.

779—780. 794—796.

Trinitcdsliegriff 430.
Tri.sektion =^ JDreiteilung des Winkels 197.

rQie-jiderog 326.

Trivium 678. 823.

Trugschliisse Euklids 278.

Tsang kit- 664.

Tschang tsang 682.

Tsc7m( .schi kih 687.

Tsin-Dynastie 678.

Tsin kill tschau 674. 682. 684, 687.

Tstn sche huang ty, der Biieherverbrenner
666. 678,

Tsiiig-Dynastie 667.

Tsu tschung tsche 688.

Till ken 12.

Tu I'aiig schi 676.

Tu kiici 676.

Tul-yau 622.

Tunnu = Erhebung (agyptisch) 80.

Turamaya 599.

Turanier 19. 20.

Tzdzes 216. 295. 296. 326.

Tzij)hra 511.

TJ.

Uchatebt = Suchen der Fufisohle (agyp
tisch) 99. 205.

Ulpian 561.

Uliuj Beg 781. 788,
—

Begs Tafelwerk 781.

Umtirii 748.

Umkehrungsrechnung 617. 732.

Unbestimmte Vielheit 38—35.
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Undes imalsy.stem 1 1 .

UnendUch grofi 23—24. 199. 204 262

321. 322. 532. 617.
— klein 199. 204. 262. 321.

Unger 436.

Universitat zu Athen 496. 497. 600. 503.
— von Paris 843.

Unmiiglichkeit rationaler Losung -run

a-" 4- 2/S= z= 752, 785.

Unreine quadratische Gleichungen in 3

Fallen behandeU 285. 473. 626. 719.

723. 803,

Unze 530. 830. 884. 896.

Ursprung einzelner Wissenszweige zu er

mitteln gesucht 111.
U schi 688.

Usener 202. 442. 508. 568. 573. 574.

577. 582.

Usertesen II. 59. 74.

Usex 99.

Utkramajid 657. 668.

Uberragung 389.

tjpersehiefiende Zahlen 168. 430. 607. 824.

'Ubersetzungen aus dem Arabischen 797.

Ubersichten: Babylonische Mathematik

45. 50—61, Agt/ptische Mathematik

112—113, Entwiekliiiig der grieehischen
Mathematik 117—119, Thales 147,

Pythagoriiische Mathematik 186—188,
Miithematik der Akademie 260—261,
Mathematik der E-pigonenzeit 363. 425

—

426, Heron 406, Pappus und Dio

phant 487—488, Rbmische Bliitezeit

560—561, Verhaltnis der griechischen
zur indischen Mcdhematik 601—602,
Ostarabische Mathematik 786— 787,
Wcdaraliische Mathemat k 816—817,
Unterscheiclungsmc rl:male zw isdien Aba

cisten nnd Algorithmikern 909—910,
Zustand derWissen,schaft um 1300 911.

V,

Vacca (Giovanni) 680,

Vadana 647.

Vaici/as 596.

Vajrid/hyiisa 611.

Valeiiiis Maximus ib. 261. 295.

Valkenarius 212.

T'oif Pe.seh- a. Pe^eh.

Variiliamihira 600.

Varga=Beihe, ()i«a(,^ra{(indisch) 016.723.
Variation 742.

Varro 526. 632. 542—543. 549. 666. 570.

Vasengemalde 41. 132. 178.

Vcidiiri 363. 382,

Vcriiiidcdiche 281. 282, 284. 289. 290.

Verbied 667. 682,

Veribqypeln 85, 319. 717. 761. 764.

Vergilius 565.

Verglichen abgenommene Mafic 28. 111.

396. 397, 404. 489. 586. 591. 646. 728.

837.

}'erlii.dtui.s.'ichnitt des Apollonius 344. 448.
462,

Vermeidung von Zahlzeichen 708. 743.

763. 765.

Versf-iifie 257. 619.

Vertex bbb.

Vcrtriinius Maurus 643.

I'csjjasian bbl.

Vestahciliytiim kein, Tempilum 533.

Vettius Valens 348. 425.

Via giiintaiiii 534.

Victorinus 631, 832.

Victorius von- Af/uifanien- 531. 566, 572.

823, 831. 832, 845. 883. 884.

Vielecke. ciidicsdiriehene 202. 203. 273.

358. 37(3—378. 387. 889. 391. 44i;. 449.
—

,
■umschri-clwne 203. 858.

— lint einsprinycnden Winkeln 357.

Vielcelcs:<ihleii 'a. Pohigon-dzahlen.
Vicllliichner, hrdlin yclmr/fiiye 308.
—

, -regcliiuifiiyc 163. 174—176. 226. 237.

2-ib'. 260. 274, 307. 844. 858. 359. 380.

446. 447. 746.

Viereck dem Dri-ieelc rorausgehend 111.

389. :!91. 396. 606, 646, 680.

Vierecke von 5 Aden 651. 727.

Vierecksformel des Brahmagupta 646.

649—652.

Vierziij als tmbestimiiite Vielheit 84. 43.

Vigesiiiiedsystem 8. 9. 123.

Vijaganita 698. 684.

\'inecnt 89. 131. 312. 368. 382. 438. 440.

606. 894.

I'ljjsauius a. Agrippa.
Virgilius von Toulouse 845.

Vishnu 619.

Vdaliaii 827.

Vitruvius Pollio 50. 152. 174. 180. 190.

811. 326. 330. 366. 367. 636. 543—647.

699. 601. 637. 740. 893.

— Rufus 552. 553. 656—560.

Vogt (Heiiiriehi 636.

Vokale durch Konsonanten- ersetzt 802

—803. 838.

Volkmann 268.

VoUkommene Zahlen 87. 167—168. 226.

268. 430. 434. 460. 607. 627. 735. 739.

784. 798. 824. 836.

Volusius Maeeianus 626,

Vodiedeut-iingswissensehaft 38. 45. 46.

457. 634. '735. 741. 786.

Vorderasiatische Entwicklung der Arith

metik 456.

Voss us 184. 360. 463. 643.

Vgdijliramuka 699.

W.

Wachsmuth 498. 502.

Wiicsehke 611,

Wafk 741,

)Vagiicr 506.

Wiuischcdeiimi-thoitc 732. 809—810.



940 Register.

M'ahlsidze des Archimed 297. 298—300.

Wahrseheinllche Lebensdauer 561.

Walufrieil Strabo 842.

Walachisdie Bauernregel 528.

Wallis (John) 780,

Walt'iier oon Speier 851—863. 886.

Wan ly 688.

Wang myaii chi 666.
— tchao gu 666.

Wappler '886.

Wasserivagc 382. 676.

Wattenbach 832. 840^851, 888, 906, 909.
Wcao, Bischof von Jditt-ich 873. 877.

Weber (Albrecht) 39. 595, 600. 609. 619.

637.

— (Heinrich I 465.

Wegmesser 544.

Wegschaffnng des mittleren Gliedes 625.

Weigand 862,

TFe/Z (Gustav) 693. 695. 696. 701. 704.

706. 707. 741. 766. 774. 778. 780. 794.

Weifienborn (Herrmann) 298. 576. 579.

582. 587. 590. 650. 857, 906.

Welder (F. G.) 132.

Welid I. 701. 706. 709.

Wdschen 10.

Wenrich 354. 697. 702. 703. 704.

Werner 825, 828, 831, 834, 836, 841,

843, 847. 868. 855. 858. 859. 873. 889,

— von Strafiburg 889.

Wertheim (G.) 372, 466 und hiiufiger,
Westaraber 604, 706—707, 711. 792—

817, 822,

Westerman II 169. 502.

Wezir = Trager (arabisch) 696,

Whitney 39, 599,

Wiedemann (Eilhard) 704,

Wi-lhdm von- Malmesiiury 848—849, 851.
— ■)•())( Strafiburg 889,

Wilkins ib.

Wdkinson 90, 105, 108.

Wilson ibl.

Windiseh 696,

Winkel, dessen Name in- verschiedenen

(••prache-n lb. 16,

—

,
liliidieher 138, 140,

—

, iiufierer und innerer 861. 874—875.

876. 878.

—

, einspriIIgender 46.

—

, hornfijriiiigcr 192. 264,

Winkelsumme des Dreiecks 141— 144,

171-172, 252, 262, 506. 873. 876.

Wiidedicrg 876,

TT'7.'.'())(-f« 609,

Wissensehaftlidie Mode a. Mode in der

W-issensehaft .

Woche 34. 38.

Woepcke 167. 209. 287, 348, 363. 446

457. 604, 608, 613. 667, 698, 701, 709

—712, 780, 733, 786, 737, 742—746,

749—763, 766, 761, 762, 775. 781, 789,

809, 810. 811. 816, 891. 893. 894. 896.

Woisin 128, 134.

Wolf (Christian von) 509.

— (Rudolf) 137. 321. 360, 361. 362,

407, 409, 421. 447. 742. 775.

IVolverad 888.

W-iirfel, etruskische 524,

Wii-rfelverdo-ppelung 202, 211— 213. 226

—234. 293, 309. 340. 449, 453. 810. 638.

— des Archytas von Tarent 228—229,

330, des Diokles 384, des Eratosthenes

330—331. 353. 446, des Eudoxus 231.

243, 330, des Heron 369—370, 386,

445, des Hippiokrates von- Chios 212

—213, des 3Ienaechm-us 229 -2S1. 330,
des Nikomedes 361— 352. 445, des

Pappus 446, des Platon 227. 353,

Wiistenfeld i',91. 699. 703. 704. 713. 715.

722. 730. 789. 761, 789 793, 907,

Wurm 181. 282. 779.

Wurzelzeichen 814—815.

Wyttenbach lib.

X.

Xenokrates 118, 216. 249—250. 256, 320.

Xenopjhoii 216 242.

Xe)-xes 35,

Xylander 510.

Y.

f hy wy 666.

Yavana 600.

— Pura 600.

Yavaneccardedri/a 600. 638.

Ydvattuvcd 620,' 684. 723,

Yaxartes 19.

Yih hing 685.

York 831. 832—838, 840.

vauQ^ig ill.
vnTeravtici 239,

vthqtHhoi, 168,

i-jTfjT-67Co:)ai,g 146,

Yrinius = Heron 706.

}^ron- 366.

Yu 678. 679,

Yuen 684— 686,

Yiie-n-Dynastic 666.

Yukedan 9.

Yun lo td tien 669.

Yung /ang 678,

Z.

Zidilen dejin-iert 4,

Zahienbegriff der Griechen 170. 187—188.
Hi—ilb. 628.

Zahlenkampf 680. 862. 886,
Zahlensymbolik 44, 157, 167. 433, 489.

567, 569, 674, 675, 680. 885. 840. 845.
895- 896.

Zahleiisydeiiie 7—11. 22. 32, 460. 675.



iiegister. 941

Zaldentheoretisehc Aufgaticn in geometri
scher Einkleidung :^'91, 454. 484, 485,

613. 631, 724.
— s, Batioiiiile rechtwinklige Dreiecke.
Zaldirortcr 4— 13, 21, 82, 120, 123 626

584, 604, 607, 608. 612, 672, 673, 674,

708, 739. 766. 824, 892—897, 898 900,

Zahlzeidien 12. 14 21—22. 44. 82 -85.

120—129. 191, 611, 622—525, 528, 630,

584, 592. 602 603. 604 606, 607, 672

674, 709, 710, 711— 712,

Zaid dm Rifd'a 738, 739,

Zicngcmcistcr 524, 529.

Zeichnungen mit geometrischen Ankbengcii
46, 47,' 108, 109, 401. 682.

Zeisiiig 179.

Zeller' (Ediiardi bl. 130, 148 149, 163.

167, 169. 160. 167, 174, 176, 188, l;)l,

194, 198 251. 466. 468 469, 496, 497,

Zenis 893 flgg.
Zenodorus 866—368, 363, 446—447. 650,

706, 740,

Zenodotus 866,

—

,
Bibliotheksvorstehcr in- Alexandria

329.

Zenon coil Elea 198—200. 2.54. 409, 410.

— von Sidon 194,

Zcrlegunq von Flachen durch Hilfslinien,
97, 110, 383, 389. 395. 646,

Zerstaubung = Kuttaka.

Zeuthen 185, 285, 291, 340. 345, 423 636.

675.

Zeuxipij/iis 297. 320.

Zimmern (Ilei-nrich I 'il .

Zins 561 619.

Zirkel (geometrisches Hilfsmitteh 92, 362

- 461,'
— und Lineal, Konstrukl innen mittels

derselben 197. 234. 270, 316. 474,

Zirk-ulediir des Quudrates 641, 642

Ziiyprlti 862,

Zonariis 29(),

Zuckermann 173,

Zulukaffern 7

Zusaminengesdzfes Verhiiltiiis 161. 266.

413,

Zusammengesdzte Zahlen 267, 430, 580,

583. 76(5.

Zyklen 672

ZykUsche Anordnung bib. 616,

— Methode 682—633,

—

Quiidriilzidd 202,

ZyliiiderschnM 263, 489. 490—491,
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig.

Enoyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, mit EinschluB ihrer
An-wendungen, Herausgegeben im Auftrage der Akademien der Wissenschaften
zu Crottmgen, Leipzig, Miinchen und Wien, sotvie unter Mit-wirkung zahlreicher
i achgenossen. In 7 Banden zu je 6—8 Heften. gr. 8. geh.

Biaher ersohien: | IT. Mn-hauik, 2 Teile, red, v,P, Klein u. ('. II. JIuller.
I. Aiithmetik und Algebra, 2 TeUe, red. von I I, Teil, I.Abt, Heft: 1. [121S,] 1901, Jl S iO

\V'. Frz. Meyer. l Heft: 2, L166S,] 1902, ,/«, 4,60

1. Teil [XXXVIII a, r,r.4 S,] geh. J,; 17 —
Heft: 3, [156 S ] ]:iO:;, J(.i.60,

in Halbfranz geb, J^, 20,— I 11,Abt, Heft:l, [152 S,] 1904, Jl. i.-iO.

n, TeU, [X u, S, 565—1197.] geh. Jl li) —

' " 1'"" Heft: 1, [U7 S,] 1901, Jl 8.80;
in Halbfranz geb, ./^ 22,— Heft: 2, [1;)1S,] 1903, MH.SO;

Heft: 3, [192 S,] 1906, Ji. 5,80,
n. Analysis, 2 ToUe, red, tod II. Burkli:u-dt und

\V. IVirtinfi'ei-,
1, Ton. Heft; 1. [160 S.] 1899. Jl. 4,80;

Heft: 2,,:i [240 S,] 1900, .It 7,60;
Heft: 4, [160 S,] Ji 4,80;
Heft: 5. [199 S,] 1904, Jl. 6 —

;
Heft: 6, [87 S,] 1906, J-C. 1.60,

U, TeiL Heft:!, [175 S,] 1901, Jli.20.

Ill, Ocometrio, 8 Teile, red, von W. Fi'z. Jleyei-.
II, Toil Heft: 1, [160 S,] 1903, Jii.SO;

Heft: 2, [96 8,] 1904. Ji. 2.80;
Heft: 3, [109 S ] 1906, Jli.eO

in. Teil Heft: 1, [183 S,] 1902, Ji 5. iO;
Heft: 2/3, [250 8,] 19():i. Ji. 6.SU.

V, Pliysik, 2 Teile, red, von A. Sninmerfeld,
I. TeU. Heft: 1, [160 S,] 1903, Ji i 80;

Heft: 2, [159 S,] 1905, Jt. 4,80;
Heft: 3, [170 S,] 1906, Jt 6,20,

II, Teil, Heft: 1, [280 S,] 1904, Jl. K,_

VI, 1: tJeodasie und (jeophysik,
red, von I'll. Piu'twiiDgler und E. ^Viecbe^t.
Heft: 1. [116 S,] 1906, Ji 8,40,

VI 2 : AHlroiioniie, red, von K. Sclju arzschlld.

Heft: 1. [193 S,] 1905, Ji. 6,80,

In Vorbereitung:
VII, HistorlHcIto, philosopliiNchG und (lidaktische

Fragen behandelnd, Gowie {leDcralregister,

Enoyelopedie des sciences mathematiques pures et appliquees. Publide

sous les auspices des Academies des sciences de Gottiiigue, de Leipzig, de

Munich et deVienne avec la collaboration de nombreux savants. Edition frangaise,
redigee et publiee d'apres I'tidition allemande sous la direction de Jules Molk,
professeur a I'universite de Nancy. En sept tomes, gr, 8, Tome I: vol, I,
fasc, 1. [lOOpag,] 1904, n. J(, i .

—

. \o\. JR. fasc, 1, |9'6 p,] 1906, n, .«, 2,40,
vol. IY. fasc. 1. [160 p.] 1906, u, Jl. 4.—

Ahrens, Dr. W,, in Magdeburg, mathematische Unterhaltun gen und Spiele.
[X u. 428 S,] gr. 8. 1901, In Original -Leinwandband mit Zeichnung von

P. Biirck iu Darmstadt, geb. n, JC 10,— ^Auch in Hiilften brosch,, jede n. ^It. 5.—)

Scherz und Ernst in der Mathematik, &efliigelte und ungefliigelte
Worte, [X u. 522 S.] gr. 8. 1904, In Leinwand geb. n. Ji 8,—

0. G, J, .Jacobi als Politiker, Ein Beitrag zu seiner Biographie, (Er
■weiterter Sonderabdruck aus „Bibliotheca Mathematica-' 3, Folge, VH, Band,)
[45 S,] gr. 8, 1907. geh, n, Jl. 1,20,

Bopp, Dr. Karl, Privatdozent an der Universitiit Heidelberg, die Kegelschnitte
des (iregorius a St,Vincentib in vergleichender Bearbeitung. A,u,d,T..

Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften mit Ein

schluB ihrer Anwendungen, Begriindet von Moritz Cantor. XX, Heft. 2 Stiick.

[ca. 300 S.J Erscheint Aufang 1907,

Braunm-iihl, Dr, A. von, Professor der Mathematik an d, Kgl, Technischen Hoch

schule zu Miinchen, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie.
2 Teile. gr. 8. 1903, geh, n. Ji. 19.—

,
in Lein-wand geb. n, ^l(. 21.—

I. Teil : Von den altesten Zeiten bis zur Erfindung der Logarithmen, Mit 62 Figuren
imText, [VIIu. 260 S.J gr. 8. 1900. geh, n, J(. 9 .

—

,
in Lein-wandgeb, n, Jt. 10 ,

—

II, Teil: Von der Erfindung der Logarithmen bis auf die Gegen-wart. Mit 89 Figuren
imText. [XI u, 264 S.J gr, 8, 1903, geh, n, /<- 10,—

, inLein-wandgeb,n,./(;,ll ,

—

Curtze, M., Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter und

der Renaissance, A, u, d. Titel: Abhandlungen zur Geschichte der

mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer Anwendungen. Begrundet
TOn Moritz Cantor, XH. u, XIH, Heft,

I. Teil. [X u, 336 S,J gr, 8, 1902. geh. n. Jt. 16.—

II, Teil. [IV u. 291 S,J gr, 8, 1902. geh. n. JC. 14,—



Diophantus, des, von Alexandria Arithmetik und die Schrift ubei Poly

gonalzahlen. Ubersetzt und mit Anmerkungen begleitet von &. Wertheim

[X u, 346 S.J gr. 8, 1890. geh. n, ,«. 8.—

Eneel, Friedrich, und Paul Staokel, Urkunden
zur Geschichte der nioht-

euklidischen Geometrie, Mit vielen Figuren im Text. In2Banden, gr, 8. geh.

I Band: Nikolaj Iwanowitscli Lobatschefsky, zwei geometrische Ab

handlungen, aus dem Russischen iibersetzt, mit Anmerkungen und

mit einer Biographie des Verfassers von Friedr. Engel. I. Teil:

Die Ubersetzung, Mit einem Bildnisse Lobatschefskijs und mit

194 Picuren im Text. IL Teil: Anmerkungen, Lobatschefskijs Leben

und Schriften, Register, Mit 67 Figuren im Text, [XVI, IV u, 476 S,J

1899, geh, n. JC. 14.— ,
in Halbfranz geb, n. Jl 15.40.

II Band: 'Wolfgang- mid Johann Bolyai, geometrische Untersuchungen,

herausgegeben von Paul Stackel. Mit einem Bildnisse Wolfgang

Bolyais, [In Vorbereitung,]

EukUd und die sechs planimetrischen Biicher. Mit Benutzung der Textausgabe

von Heiberg. Von Dr, Max Simon, Professor an der Universitat StraBburg i, E.

A. u. d, T,: Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften

mit EinschluB ihrer Anwendungen, Begrfindet von Moritz Cantor, XI, Heft.

Mit 192 Figuren im Text. [VII u, 141 S.J gi-. 8, 1901, geh, n. JC 5.—

riorini, Matteo, Erd- und Himmelsgloben, ihre Geschichte
und Konstruk

tion. Nach dem Italienischen frei bearb. von Dr, Sigmund Gunther,

Professor an der Kgl. Technischen Hochschule zu Miinchen. Mit 9 Textfiguren.

[VI u. 138 S.J gr. 8, 1896. geh. n, Jl. 4,—

Galilei, GaUleo, Dialog fiber die beiden hauptsachlichsten Weltsysteme,
das Ptolemilische und das Kopernikanische, Aus dem Italienischen iibersetzt

und erlautert von Emil StrauB, [LXXXIV u. 586 S.J gr. 8. 1891. geh. n. Ji 16.—

GauB, Carl Friedrich, Werke, Herausgegeben von der Kgl, GeseUschaft der

"Wissenschaften in Gottingen, 10 B'ande, gr, 4. kart.

Band I: Disquisitiones arithmeticae. 2, Abdr. [478 S.J 1870. n.Ji.20.—

— II: Hohere Arithmetik. 2, Abdr. [528 S,] 1876, n. ./^, 20,— Nach-

trag z, ersten Abdr, des 2, Bandes, [33 S,] 1876, n. Jl. 2,—

— Ill: Analysis, 2 Abdr. [499 S.J 1876. n, JC 20,—

— IV: Wahrscheinlichkeitsrechnung u, Geometrie. 2, Abdr. [492 S.]
1880. n. JC "lb.-

— V: Mathematische Physik, 2, Abdr, [642 S.] 1877. n. JC 25.—

— VI: AstronomischeAbhandlungen. 2.Abdr. [664S.J 1874. n. J/ 33,—

— VII: Theoria motus und Theoretisoh-Astronomischer NachlaB.

[660 S.J 1906. n. JC 30.—

-VHI: Fundamente derGeometrieusw. [IIIu.458S,J 1900. u. JC2i.—

— IX: Geodatische JSIachtrage zu Band IV; insbesondere Hannoversche

Gradmessung. [IV u. 528 S.J 1903, n. JC. 26.—

Band X wird biographische Angaben und interessante Stucke des Briefwechsels bieten,

• und Wolfg. Bolyai, Briefwechsel. Mit Unterstfitzung der Kgl.
Ungarischen Akademie derWissenschaften herausgeg. von Franz Schmidt und
Paul SfackeL [XVI u, 208 S.J 4, 1899, In Halbkalblederband n. JC 16.—

Hering, K., Ingenieur in Darmstadt, das 200jahrige Jubiliium der Dampf-
maschine 1706—1906, Eine historisch-technisch-wirtschaftliche Betrachtung
A. u. d, T,; Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften

mit EinschluB ihrer Anwendungen. Begrundet von Moritz Cantor, XXIH. Heft.

Mit 13 Figuren im Text, gr. 8. [Erscheint Ende .Tanuar 1907,J

Jacobi,CG. J., undM.H. Jaoobi, Briefwechsel. Herausgegeben von Dr.W.Ahrens

in Magdeburg, A, u. d. T, : Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen

Wissenschaften mit EinschluB ihrer Anwendungen, Begriindet von Moritz

Cantor XXH, Heft. Mit 2 Bildnissen, [XX u, 282 S.J gr. 8. 1907. geh.
n. JC 6.90, in Leinwand geb, n, JC 7.60,

Koenigsberger, Dr. Leo, Professor au der Universitat Heidelberg, Carl

Gustav Jacob Jaco"bi. Festschrift zur Feier der hundertsten Wiederkehr

seines Geburtstages. Mit einem Bildnis und dem Faksimile eines Briefes.

[XVIII u. 554 S,] gr. 8. 1904. In Leinwand geb. n. JC 16,—



Koenigsberger, Dr, Leo, Professor an der Univoraitiit Heidelberg, Carl Gustav J aoob
Jacobi, Rede zu der von dem internationalen ]\Iathematiker-KongreB in Heidel

berg veranstalteten Feier der hundertstenWiederkehr seines Geburtstages, gehalten
am 9, August 1904, Mit einem Bildnis Jacobis, fI[u,40S.l 4, 1904, geb. -a. JC 1 .20.

Leibniz, G.W., nachgelassene Schriften physikalischen, mechanischen
und technischen Inhalts. Herausgegeben und mit ei-lauterinleuAnmerkungeu
versehen von Dr, E. Gerland, Professor an der Kgl, Bergakademie zu Klausthal.
Mit 200 Figuren im Text, A. u, d. T,: .Abhandlungen zur Geschichte der

mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer Anwendungen. Begrundet
von Moritz Cantor, XXI, Heft, [\T u, 266 S.J gr, 8, 1906, geh, n, JC 10,—

Lobatschefskij, N. I., imaginiire Geometrie und Anwemlung der imagi-
n'aren Geometrie auf einige Integrale, Aus deui Russischen ubersetzt

und mit Anmerkungen herausgegeben vou Dr, Heinrich L.iebmann, Professor
an der Universitat Leipzig. A, u, d. T,; .Abhandlungen zur Geschichte

der mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrerAnwendungen, Begriindet
von Moritz Cantor. Heft XIX, Mit 39 Figuren im Text uud aui einer Tafel,

[XI u. 187 S,] gr, 8, 191)4, geh. n. JC 8,—

Loria, Dr. Gino, Professor der hoheren Geometrie an der Universitiit Genua, die

hauptsiichlichsten Theorien der Geometrie, in ihrer frfiheren und

jetzigen Entwickelung, Historische Monographie, Unter Benutzung zahl

reicher Zusatze und Verbesserungen seitens des Verfassers ins Deutsche uber

tragen von Fritz Schiittc, Obcrlehrer am Gymnasium zu Diiren, Mit einem

Vorworte von Professor R, Sturm. [VI u. 132 S,] gr, 8, 1888. geh. n, JC 3,—

Macfarlane, Dr, Alexander, Professor in Chatham (Ontario Canada), Vorlesungen
iiber britische Mathematiker des 19, Jahrhunderts, A u, d. T.: Ab

handlungen zur Geschichte der math. Wissenschaften mit EinschluB ihrer An

wendungen, Begrundet von Moritz (.'antor, gr, 8, [In Vorbereitung,J

Marinellij Dr, G., Professor an der Universitiit Padua, die Erdkunde bei den

Kirchenviitern. Vortrag, gehalten iu der italienischen geographischen Giesell-

schaft zu Rom am 12, Miirz 1882, Deutsch von Dr, Ludwig Neumann,
Professor am Gymnasium zu Heidelberg, Mit einem Vorwort von S, Giinther.

Mit Holzschnitten im Text und 2 lithographierten Karten, [VIII u, 87 S,J gr. 8,

1884, geh, n, JC 3.60.

MiiUer, Dr. Conrad H., in Gottingen, Studien zur Geschichte der Mathematik,
insbesondere des mathematischen Unterricbts an der Universitat Gottingen im

18. Jahrhundert, Mit einer Einleitung : IJber Charakter und Umfang historischer

Forschung in der Mathematik, (Sonderabdruck aus dem XVIII, Heft der Ab

handlungen zur Geschichte der mathematischenWissenschaften mit EinschluB ihi-er

Anwendungen. Begrundet vonMoritz C'antor.) [92 S J gr.8, 1904, geh,n,,/^2,—

M-iiller, Dr. FeUx, Professor in Friedenau, Zeittafeln zur Geschichte der Mathe

matik, Physik und Astronomie bis zum Jahre 1500, mit Hiuweis auf die

Quellen -Literatur, [IV u. 104 S,J gr. 8. 1892, In Leinwand geb, n. JC 2,40.

Vocabulaire Mathematique, fran9ais-allemand et allemand-fran9ais.
MathematischesVokabularium, franzosisch-deutsch und deutsch-franzosisch.

Enthaltend die Kunstausdrucke aus der reinen und angewandten Jlathematik.

[XV u, 316 S,] Lex,-8, 1900/1901, In Leinwand geb, n, JC 20,—

Wurde in 2 Lieferungen ausgegeben:
I, Lieferung: [IK u. 132 S.] 1900. geh. n. M. 8,—

H, — [IX—XV u. 133—316,J 1901, geh, n. JC 11,—

Karl Schellbach, Rirckblick auf sein wissenschaftliches Leben. Nebst

zwei Schriften aus seinem NachlaB und Briefen von Jacobi, Joachimsthal und

WeierstraB. Mit einem Bildnis Karl Schellbaohs. A. u. d, T, : Abhandlungen
zur Geschichte der mathem, Wissenschaften mit EinschluB ihrer Anwendungen,

Begrundet von Moritz Cantor. XX, Heft, [86 S,J gr.8, 1906, geh, n,^ 2.80.

Neumann, Franz, gesammelte Werke, In 3 Banden, H, Band, Bei der

Herausgabe dieses Bandes sind ta,tig gewesen die Herren: E, Dorn (Halle),
O.E. Meyer (Breslau), C. Neumann (Leipzig), C. Pape (fruher in Konigsberg),
L. Saalschfitz (Konigsberg), K. Von der Muhll (Basel), A. Wangerin (Halle),
H Weber (StraBburg), Mit einem Bildnis Franz Neumanns aus dem 86. Lebens

jahre in Heliogravure, [XVI u. 620 S.] gr. 4, 1906, geh, n. JC 36.—



Poincare, Henri, Membre de ITnstitut, Wissenschaft und Hypothese. Autori-

sierte deutsche Ausgabe mit erlauternden Anmerkungen von F.und L.Lindemann.

2., verbesserte Auflage, [XVI u. 346 S.J 8, 1906, In Leinwand geb. n, JC 4.80.

der Wert der AVissenschaft, Mit Genehmigung des Verfassers ins

Deutsche iibertragen von E. Weber. Mit Anmerkungen und Zusatzen von

H. Weber, Professor in StraBburg i, E,, und einem Bildnis des Verfassers.

[V u. 252 S.J 8. 1906, In Leinwand geb. n. JC 3.60.

Rudio, Dr, F., Professor am Polytechnikum zu Zurich, Geschichte des Problems

von der Quadratur des Zirkels von den iiltesten Zeiten bis auf unsere

Tage, Mit vier Abhandlungen (in deutscher Ubersetzung) fiber die Kreismessung
von Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre. Mit Figuren im Text,

[VIII u, 166 S.J gr, 8, 1892, geh, n. M. 4,—. in Leinwand geb. n. M. 4.80.

Simon, Dr. Max, Professor an der Universitiit StraBburg i. E., fiber die Entwick

lung der Elementar-Geometrie im XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet

der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. A. u. d. T, : Jahresbericht der

Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Ergiinzungsband I. Mit 28 Figuren
im Text. [VIII u. 278 S.J gr. 8, 1906. geh. n. JC 8.— . in Leinwand

geb. n. JC 9.—

Suter, Dr. Heinrich, Professor am Gyiunasium zu Ziirich, die Mathematiker
und Astronomen der Araber und ihre Werke. A. u, d. T,: Abhand

lungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer

Anwendungen. Begrfindet von Moritz Cantor, X. Heft, [IX u, 278 SJ or 8

1900, geh. n. JC 14,—

Verhandlungen des III, internationalen Mathematiker-Kongresses in

Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904. Herausgegeben von dem Schrift-
fflhrer des Kongresses Dr, A, Krazer, Professor an der Technischen Hochschule
Karlsruhe i, B, Mit einer Ansicht von Heidelberg in Heliogravure [Xu, 756 S.J
gr, 8, 1905, In Leinwand geb, n, JC 18,—

Verneri, Johannis, de triangulis sphaerici,s liber. A'on Dr A, A, Bjornbo
in Kopenhagen, A,u,d,T.: Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen
AVissenschaften mit EinschluB ihrer Anwenduugen. Begrundet von Moritz
Cantor. XXIV. Heft. [ca. 160 S.J [Erscheint Anfang 1907.J

Weber, Dr. H., Professor in StraBburg, und Dr. J.Wellstein, Professor in Strafiburo-
Encyklopadie der Blementar-Mathematik. Ein Handbuch fiir Lehrer und
Studierende. In 3 Bilnden, gr. 8. I. Band. Elementare Algebra und Analysis.
Bearbeitet von H.Weber, 2. Auflage. Jlit 88 Textfiguren. [XATH u 539 S I

^^^'>'^YnljQirrN&nAg<ih.n. JC9.%0. IL Band. Elemente der Geometrie Bearbeitet
von H.Weber, J.Wellstein und AV.Jacobsthal. Mit 280 Textficruren [XH u
604 S.J 1905. In Lemwand geb. n, JC 12,- (Bd. IH. Anwendungen der Ele-
mentar-Mathematik, Unter der Presse,)

Weinstein, Dr, B,, Professor an der Universitiit Berlin, die philosophischen
Grundlagen der Wissenschaften, Vorlesungen gehalten an der Universitiit
Berlin, [XIV u. 543 S,] 8. 1906, In Leinwand geb, u, .It 9,-

Wolffing Dr. Ernst, Professor an der Kgl. Technischen Hochschule zu Stuttgart,
mathematischer Bficherschatz. Systematisehes Verzeichnis der wichtigsten
deutschen und aus andischen Lehrbficher und Monographien des 19, Jahrhunderts
aut dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften. In zwei Teilen I Teil-
Reine Mathematik. Mit einer Einleitung: Kritische Ubersicht fiber die
bibliographischen Hilfsmittel der Mathematik. A, u. d, T,: Abhandlungen
zur Geschichte der mathematischen AVissenschaften mit EinschluB ihrer An
wendungen. Begrundet von Moritz Cantor. Heft XVI 1 [XXXVI u 416 S "I
gr. 8. 1903. geh. n. JC 14,—, in Leinwand geb. n. JC lb.—

'

Zeuthen, Dr. H. G., Professor an der Universitat Kopenhagen, Geschichte der
Ma hematik im 16. und 17. Jahrhundert, Deutsch%on Raphael Meyer.
t'l,^ff h ^■l^^}'^.?^''^ ^"^ Geschichte der mathematischen Wissen-

Hpft TVn rvmf^'''^ Ihrer Anwendungen. Begrfindet von Moritz Cantor.

^SUli^
"■ ^- ^'' '• ''*^^' ""^' "' ^'^' 1*^'-- i" Leinwand



Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin

WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE.
Sammlung von Einzeldarstellungen

aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer

Berucksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden,
ihrer Endziele und An-wendungen.

Die Sammlung will die in den verschiedenenWissensgebieten durch rastlose Arbeit ge
wonnenenErkenntnisse von umfassendenGesichtspunktcn aus im Zusammenhang mitein-
iinder betrachten. DieWissenschaften warden in demBewuBtsein ihres festenBesitzes, in

ihrenVoraussetzungen dargestellt, ihr pulsierendesLeben, ihrHaben,K6nnenundWollcn

aufgedeckt. Andererseits aber wird in erster Linie auch auf die durch die Schranken der

Sinneswahrnehmung und der Erfahrung uberhaupt bedingten Hypothesen hingewiesen.

I. Band: Wissenschaft uncj Hypothese. Von A- Poincari, membre de

1'Academic, in Paris, Autorisierte deutsche Ausgabe mjt erlauternden Anmerkungen
von L. und F. Lindemann in Munchen. 2. verb. Aufl. 8. 1906. Geb. n. JC 4,8tf.
II. Band: Der Wert derWissenschaft. Vou H. Poincare, membre de I'Acad^mie,

in Paris. Mit Genehmigung des Verfassers ins Deutsche iibertragen von E, AVeber.

Mit Anmerkungen uud Zusatzen von H. Weber, Professor in StralSburg i. E.

Mit einem Bildnis des Verfassers. 8. 1906. Geb. u. „i(, 3.60.
in. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine Abhandlung iiber die Grund

lagen der Philosophie. Von G. F. Lipps. 8. 1907. Geb. n. JC 5.
—

IV. Band: Die pichteuklidische Geometrie. Historisch-kridsche DarsteUung ihrer

Entwicklung. Von R. Bonola in Pavia. Autorisierte deutsche Ausgabe besorgt von

Professor Dr. H.Liebmann in Leipzig, Mit 76 Figuren. 8. 1908. Geb. n. »<<; 5 .

—

y. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem, Von

G. H. Darwin in Cambridge. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der zweiten eng

lischen Auflage von A. Pockels in Braunschweig. Mit einem Einflihrungswort von

G. V. Neumayer in Hamburg. Mit 43 lUustratiouen. 8. 1902. Geb. n. JC 6.80.

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von M. Planck in Berlin.

Von der philosoph. Fakultat Gottingen preisgekr. 2. Aufl. 8. 1908. Geb. n.J^. 6.—

Vn. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D. Hilbert in Gotdrigen. 3. durch

2usatze und titeraturhinweise von neuem vermehrte und mit sieben Anhangen ver

sehene Auflage. 8. 1909. Geb. n. JC 6.—

Unter der Presse :

Erkenntnistheoretische Grundztige der Na-
turwissensohaften und ihre Beziehungen
zum Geistesleben der Gegenwart. Allge
meinwissenschaftliche "Vortrage. VonP.-Volk-
m a nn - Konigsberg i. Pr.

Probleme d.Wissenschaft, "VonF.Enriques-
Bologna. DeutschvonK.G rolling-Gottingen.

Demufichst erscheint:

Wissenschaft und Religion. Von i,. Bont-
roux, membre de I'inatitut. Paris. Deutsch

voa E. "Weber- StraBburg i. E.

Das Wissen unserer Zeit in Mathematilc

und NaturvAissenschaft. Von £. Picard,
membre de I'lnstitut, Paris. Deutsch von L. u.

F. Lindemann in Munchen.

In Vorbereitung (genaue Fassung der Titel vorbehalten]

Anthrapologie und Rasseqjiunde. Van £.

V. Baelz-Stuttg^rt.
Frinzipien 4er vergleichenden Anatomie.

VbnH.Braus-Heidelberg,
Die Erde als Wohnsitz des Menschen.

Von K. Dove- Berlin.

Das Gesellschafts- und Staatenleben im
'

Tierreich. Von K. Esoherich-Tharandt.

Piinzipien tier Sprachwissenschaft. Von

F. H. Finck-Berlin-Siiijende,
Erdbeben und Gebirgsbau. Von F r. F r ech -

Breslau.

Grundlagen der Natur- und Geisteswissen-

BChafton.VonDr.M.Fris cheisen-Kohl er-

B^rlin.
DiQ pflanzengeographischen Wandlungen

der deutschen Landschaft. Von H. Haus-

ratU-Karlsruhe.
Reizerscheinungen der Pilanzen. von

L. Jost-Boon-Poppelsdorf.
Geschichte derPsychologic,VonO.Kl

emm-

DieA(aterie imKolloidzustand. VonV.K oh 1-

schutter-StraBburg i. E.

Die.Vorfahren und dieVererbung. Von F. Le

Dantec-Paris.,Dtsch. v.H.Kniep-Freiburgi.B,
Die wichtigsten Probleme derMineralogie
und Petrographie. Von G. Linck-Jeua.

- Die logischen Grundlagen der exakten

Wissenschaften. Von P. Nator p -Marburg.
Wissenschafl und Methode. Von H. Poin

care -Paris. Deutsch von L. und F. Linde

mann - Miincl^en.

Bot^niscfafe Beweismittel fUr die Abstam-

mungslehre. Von H. Potonie-Berlin.

Mensch undMikroorganismen unter besonde
rer Berucksichtigung des Immuuit-atsproblems.
Von H. S a ch s-Frankfurt a. M.

Grundfragen derAstronomie, derMechanik

und Physik der Himmelskorper. Von H.

V. Seeliger--Wien.

Meteorologische Zeit- und Streitfragen.
Von R. Sur ing -Berlin.

Die Sammlung wird fortgesetzt.



VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN.

Taschenbuch fiir Matiiematilter und Physiker. unter Mitwirkung von

Fr. Aucrbach, O.Knopf, 0. Liebmann, E.Wolffingu a.,, herausgegeben von

Felix Auerbach. I. Jahrgang 1909/10. Mit einem Bildnis Lord Kelvins, [XLIV u.'450 S.J

8. 1909. In Leinwand geb. n. JC 6.—

-wahrend es Taschenbltclier uud Kalender fttr Ohcmiker, Geographen, Techniker, Elektroteohniker,

Astronomen nsw. giht, entbehren die Mathematiker und Physiker bis heute dieses bequemen und, wenn

einmal Yorhanden, unentbfihilichen HilfsmlUels, Es -n'lrd hiermit dem Kreise der InteresBenten zum ersten

Male vorgeleBt, und /.war mit Kilcksioht auf die nahtu B. ziehimg^u zwischen Mathematik und Physik in

einer beide WlBsenschaften umfassenden Form. Ea LuthhU Angaben ttber Personalien, Literatur, Praktisohes

ii8w„ lianpts&chlieh aber clu Geiippe des TatBachenmatcriuU der genannten Diszipbnen, zn denen noch

Astronomie Geodasie und physikalische Chemie als Annexe hinzugefagt -wurden, um allseitigen Bedtlrf-

nissen entgegenzukommen, liei dem gewaltigen Umfange der in Bode stehenden -Wissenschaften muBte

man sich fiir diesen ersten Jahrgang auf eine Auswahl des znnftclist WiohtigstOM und Dnngendrten be-

6Clir:inken- es ist aber in Ausiiclit genommen, in den folgenden Jahrgangen immer wieder neues hinzn-

znfUgen, so dali die Abnelimer nach und nach ein, dem Charakter eines Tasehenbuches entsprechend,

Itlckenloscs Material in dio Hand bL'kommen.

Encyl<lopadie der Elementar-Mathematiic. Ein Handbuch far Lehrer und

studierende v^n Dr. H. Weber und IJr. J. Wellstein, Professoren an der Universitiit

StraBburg i. E. In 3 Banden, gr. 8. In Leinwand geb.
I. Band: Elementare Aljebra und Analysis. Bearbeitet von H.Weber. 2. Auflage. Mit 38 Textfiguren.

[XVIII u, 639 S.] 1906, TL.Ji9.W.

II. _ Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobsthal. 2. Auflage-
Mit 251 Textfiguren. [XII u, 596 S,l 1907, n, .i^, 12.—

Ill, — Anjewandte Elementar-IVIathematik. Bearbeitet von H.Weber, J. Wellstein und R. H.Weber (RoBtock).
Mit 358 Textfiguren. [XIII u. 666 S.J 1907. n M. 14..—

Has "Werk verfolgt da! Ziel, don kflnltigen Lehrer auf emen wissenschaftUchen Standpunkt zn

stellen, von dem au3 er imstande ist, das, was er spkter zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und

damit den -Wert dieser Lehren fur die allgemeine Geistesbildung zu erhOhen. — Das Ziel dieser Arbeit iflt

nicht in der VergrOJBening des Umfanges der Elemeutar-Mathematik zn ersehen oder in der Einkleidung
hGherer Probleme in ein elementares Gewand, sondem in einer strengenBegrandung und leicht faBlichen Dar

legung der Klemente. Das -W^erk ist nicht sowohl ftir die Schaler selbst als fur die Lehrer und Studierenden

bcitimmt, die neben jenen fundamentalen Betrachtungen auch eine ftir den praktischen Gebrauch ntttz- -

liche, wohlgeordnete Zusammenstellung der wichtigsten Algorithmen nnd Probleme darin finden werden.

Grundlehren der Mathematik. Fur studierende und Lehrer. in 2 Xellen. Mit

vielen Textfiguren. gr. 8. In Leinwand geb.
I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet von E, Netto und C. Fiirber. 2 Bands.

[Ill Vorbereitung.]
II. — Die Grundlehren der Geometrie. Bearbeitet von W. Frz. Meyer und H. Thieme. 2 Bande.

I. Band: Die Elemente der Geometrie. Bearbeitet von Professor Dr. H. Thieme, Direktor des Real

gymnasiums zu Bi'omberg. Mit 323 Textfiguren. [XII u. 391 S.] 1909. n. Ji. 9.—

II. Band: [In Vorbereitung.]
Die „Grundlehren der Mathematik" sind als ein dem heutigen Stande der Wissenschaft ent

sprechendes Gegensttlck zu B. Baltzers „Elementen der Mathematik" gedacht, Sie bilden kein Hand

buch, in dem aller irgendwie wissenswerte Stoff aufgespeichert wurde, sondern sie sind in erster Linie

dem Unterricht, uud zwar auch dem Selbstunterricht gewidmet. Tiefercn Fragen suchen sie durch ge

legentlicheAusblicke gerecht zuwerden. Nicht minder soil auch den historischen InteressenRechnung getragen
werden durch die Angabe der wichtigsten Momente in der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Theorien.

Speziell i-it der zweite Teil in freier Darstellung den Grundlagen, Gmndziigen und Grundmethoden
der Geometrie gewidmet. Im eraten Bande (Verfasser H.Thieme) erhaltou die „Eleniente", einschlieBlich
der analytischen Geometrie der Ebene, gerade durch das sorgf&ltige« Eingehen auf daa Axiomatische

ihre charakteristische Fftrbung, ohne daB die praktischen Forderungen des Lehratoffes vernachlassigt
wUrden. Der zweite Band (Verfasser W. Fr. Meyer) wird unter Heranziehung der Hilfsmittel der modernen

Algebra (und auch Fuuktionentheorie) die Geometria dor „Transformationen" behandeln, wobeimitBiicksicht
auf den zur Verfttgung stehenden Baum eine beschr&nkto Auswahl von selbst geboten ist.

Elemente der Mathematik. Von Dr. E. Borel, Professor an der Sorbonne zu

Paris. Deutsche Ausgabe von Dr. P. Stackel, Professor an der Technischen Hoch

schule zu Karlsruhe. In 2 Banden. gr. 8. In Leinwand geb.
I. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Textfiguren und 3 Tafeln. [XVI u. 431 S.] 1908. n. Ji 8.60-

II. ~ Geometrie. Mit 403 Figuren. [XII u. 324 S.] 1909. n JC. 6.40.

„... Da J Erscheinen dieses Buches ist ein Ereignis fUr den mathematischen Unterricht unserer
haheren Schulen. Die Namen des franzdsischen Verfassers und des deutschen Bearbeiters sind bereits von

prograramatischer Bedeutung. Einer derwichtigsten Programmpunkto in der Bewegnng fttr die Umgefftaltung
und Erweiterung desMathematikunterrichtes der hOheren Schulen lautet : Pflege des auf zahlreichen Gehieten
derWissenschaft ao wichtigen funktionalen Denkens schon auf der Schule. Emile Borel ist einer der hervor

ragendsten Funktionentheoretiker der Gegenwart und hat, so hoch die von ihm sonst bearbeiteten Teile der

Analysis ttber den hier in Frage kommenden einfachsten Elementen auch stehen, es nicht fttr zu gering
erachtet, Schulbttehor zu verfassen und in diese die von der modernenReformbewegung geforderten Elemente
(Koordinatenbegriff und graphische Darstellung, Begriff der veranderlichen GrOfie und der Funktion) auf
zunehmen. Seine Bttcher sind fttr den Mathematikunterricht der franzasischen Schulen von grdfiter Be
deutung geworden." (Frankfurter Zeitung.)
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