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Vorwort.

. Die in folgendem Verzeichnis aufgefiihrten, von Professor Dr. H.\WVIENER
in Darmstadt herriibrenden Modelle sind unmittelbar aus den Bediirfnissen
des mathematischen Hochschulunterrichts hervorgegangen. Sie bilden eine
Auswahl aus der Sammlung, die auf dem III Internationalen Mathematiker-
KongreB zu Heidelberg vom mathematischen Institut der Technischen Hoch-
schule zu Darmstadt und dem genannt'én Leiter dieses Institutes ausgestellt
war, und es besteht die Absicht, durch jihrlich wiederkehrende Ausgaben
neuer Reihen alle wichtigeren der in der genannten Sammiung enthaltenen
Modelle auch weiteren Kreisen zuginglich zu machen.

Um diese ,,Sammlung mathematischer Modelle** noch vielseitiger aus-
zubauen und um die Geistesarbeit allgemeiner auszuwerten, die in den
Modellschrinken mancher hdheren Schulen und Hochschulen. aufgespeichert
liegt, ist die Verlagsbuchhandlung bereit, in den spiter folgenden Aus-
gaben auch die Modelle anderer Urheber der Sammlung einzuverleiben,
Die- Gesichtspunkte, nach denen solche Modelle aufgenommen werden,
sind dieselben, die bei der vorliegenden Ausgabe Geltung haben:

Die Modelle sollen mehr dem Unterricht an hoheren Schulen
und Hochschulen dienen, als der Sonderforschung;
sie sollen in geschlossenen Reihen ganze Gruppen geo-
metrischer Gebilde und mathematischer Sitze umfassen und sich
nicht in vereinzelten Stiicken auf getrennte Gebiete verlieren;
sie sollen endlich nach GroBe und Ausstattung die Einheit
der Sammlung wahren,

Die Verlagsbuchhandlung hat die wissenschaftliche Durchfithrung dieses
Planes Herrn Professor Dr. H.WIENER tibertragen, der Antrige zur Aufhahme
bereits gefertigter Modelle in die Sammlung begutachten und Anregungen zum
Anfertigen neuer oder zum Uberarbeiten vorhandener Modelle weiter verfolgen
wird; das ihm unterstellte mathematische Institut, das den Zweck hat, die
mathematische Sammlung der Darmstddter Technischen Hochschule durch
neue Modelle zu vervollstindigen, kann sich,in Verfolgung dieses Zweckes
an der Bearbeitung solcher von auflen herantretenden Aufgaben beteiligen.

Leipzig, Poststrafie 3. B. G. Teubner
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Einrichtung des Verzeichnisses. — Bezugsbedinguhgen.

4
Einrichtung des Verzeichnisses.
Die bis jetzt erschienenen Modelle betreffen folgende Gebiete der
Geometrie:
Ebene Gebilde. — Ebenflichige Raumgebilde. — Flachen
2. Ordnung. — Dreh- und Schraubenflichen. — Raum-
kurven.

, . AuBer diesen durch Uberschriften hervorgehobenen Gebieten gibt das
Verzeichnis eine Einteilung in Reihen, die Verwandtes in sich vereinigen
und nach der Zeit des Erscheinens geordnet sind. ]edes Modell erhilt
eine Nummer, und diese ist so gewshlt, daB an ihr auch bei spidterer
Erweiterung der Sammlung Zusammengehoriges zu erkennen ist, indem
alle Modelle einer Hauptgruppe (z. B. der Raumkurven) Nummern aus
demselben Hundert, die einer Untergruppe (z. B. der Singularititen der
Raumkurven) solche aus denselben und aus benachbarten Zehnern er-
halten. Dagegen soll zwischen diesen Nummern und der Zahl der ge-
planten Modelle kein Zusammenhang bestehen.

Das Verzeichnis enthilt auBer den Angaben iiber Herstellung und
ungefihre Grofe Bemerkungen iiber Handhabung der Modelle und Hin-
weise auf jhre wissenschaftliche Bedeutung. Ausfiihrlicheres hieriiber geben
Abhandlungen, die fiir sich in einzelnen Heften erscheinen und allméhlich
das ganze in den Modellen dargestellte Gebiet umfassen sollen.

Bezugsbedingungen.

Die Modelle konnen in Reihen oder einzeln zu den im Verzeichnis
vermerkten Preisen bezogen werden, zu denen noch Verpackungs- und
Versandkosten hinzukommen, Bei der Bestellung ist die Nummer jedes
gewunschten Modells anzugeben. Die Versendung der Modelle geschieht
auf Gefahr des Empfingers.

Sonderwiinsche, die Herstellung betreffend, werden von der Verlags-
buchhandlung nach Moglichkeit beriicksichtigt.

Den einzelnen Modellen werden wissenschaftliche Abhandlungen bei-
gefiigt, soweit solche erschienen sind. Spiter erscheinende Abhandlungen
werden kostenfrei nachgeliefert.

Der Gesamtpreis der ganzen bisher erschienenen Sammlung,
enthaltend 59 Modelle mit allem Zubehor, betrigt 4 1800.—




Ebene Gebilde. 5
Ebene Gebilde.
O O T T T T T T T T T T T T T T L T T T T I 1 I 1 L A —
Nr. 2 und 21.

I. Reihe. Sieben Drahtmodelle zum Projizieren.
Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 7 Modelle mit
Drehachse und 2 Drehkopfen  65.—

1. Quadrat . . .. M6 —
2. Regelmifiiges Flinfeck (s. die Flgur) . »w 9.—
3. Regelmifliges Sechseck . » 7o—

Die Griéfle der drei Vielecke ist so bemessen, daB sie einem
Kreis von 40 cm Durchmesser umschrieben sind. Dem Quadrat und
Sechseck sind die Diagonalen, dem Fiinfeck das Sternfiinfeck mit
gleichen Ecken hinzugefiigt.
1. Kreis mit Quadrat, Durchmesser des Kreises 40 cm . . ., ,, 10.—
Hierzu eine a) Drehachse mit aufsetzbarem b) Drehkopf . . w 3.50
12. Rechtwinkelige Hyperbel, Linge der ZuBersten Sehnenetwa60cm  ,, 16.—
Hierzu ein Drehkopf, auf die Drehachse passend . 2.40
13. Parabel. Linge der duBlersten Sehne 56 cm, . v 7.50
21. Sinuslinie (s. die Figur), Linge der mittleren Linie 95 cm » 7.50
Die Modelle sind in - ihren Hauptteilen aus starkem blanken
Messingdraht hergestellt, die Diagonalen und anderen Hilfslinien
aus schwicheren, teils schwarz, teils rot lackierten Drihten.
Das Quadrat (Nr. 1) liBt sich mittels angebrachter Stifichen
auf den Kreis Nr. 11 aufsetzen, so da beide vereinigt einen Kreis.
mit umschriebenem regelmiiligen Achteck bilden.
Hierzu die Abhandlung Nr. 2: ,,Zur Projektion einiger

ebenen Figuren*.



6 Ebene Gebilde.

Die Gesetze der Perspektive, einschlieBlich der Parallelprojektion,’ be-
diirfen im Unterricht auBer der mathematischen Begriindung auch einer
anschaulichen Erlduterung, und hierzu ist am zweckmiBigsten das Projizieren
solcher einfachen Formen, wie sie in diesen Modellen gegeben sind.
Andrerseits dient das Projizieren als Beweisverfahren, da es ermoglicht,
Eigenschaften, die bei Projektion invariant bleiben, von einem Gebilde
auf das andere, etwa vom Kreis auf andere Kegelschnitte, zu {ibertragen.’
Sehr anschaulich 148t sich z. B. eine Anzahl solcher Ubertragungen machen,-
indem man das Modell des Kreises mit umschricbenem Quadrat (Nr. 11)
auf die Achse aufsteckt, in Drehung versetzt und die so entstehenden
Figuren etwa parallel projiziert.

ﬁ@\)

Nr. 1. Nr. 2. Nr. 3. Nr. 11,
Nr. 12, Nr. 13. Nr. 21,

Schema der Modelle, MafBstab 1:30.




Ebenflichige Raumgebilde. 7

Ebenflichige Raumgebilde.

IL. Rejhe. Fiinf Drahtmodelle der regelmiBigen
(Platonischen) Vielflache.

Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 5 Modelle £ 60.—

101, Tetraeder . . . . . . e e 7 —
102. Wurfel. . . . P
103. Oktaeder . . . e .. .. . gy 11, —
104. Dodekaeder . . . . . . 16. —

- . . . . . 9

105. Ikosaeder (s. die Figur), .

Bei simtlichen Modellen betrigt die Entfernung' von einer
Kante zur Gegenkante 32 cm, so daB in alle eine und dieselbe Kugel
die Kanten berithrend hineingelegt werden kann.

Die Vielflache sind mittels ihrer Kanten dargestellt, die aus
4 mm starkem blankem Messingdraht bestehen.

Hierzu die Abhandlung Nr. 3: , Die finf regelmifigen Viel-
flache PLaTons. RegelmédBigkeit in einer Gruppe“

Die verschiedenartigen Projektionen der regelmifigen Vielflache lassen
sich am deutlichsten an diesen Modellen erkennen, die auch die hinteren,
bei korperlichen Modellen verdeckten Teile sichtbar machen. Aber auch fiir
die Verdeutlichung der Sitze der Gruppentheorie, in der bekanntlich die
regelmiBigen Korper eine wichtige Rolle spielen, sind keine anderen so
wirksam, wie solche durchsichtigen Modelle.

s 16, —

Nr. 105.

MaBstab 1:8.




8 Ebenflichige Raumgebilde.

Nr. 112. Nr. Li4.
MaBstab 1:8.

IIL Reihe. Sechs Drahtmodelle mit Faden: Hohere regel-
mabige Vielflache. Regelmafige raumliche Vielstrahlen.

Gesamtpreis bei gleichzeitigém Bezug aller 6 Modelle / 115.—

111. Wiirfel mit zwei eingeschriebenen Tetraedern und dem
diese als Halbflichner enthaltenden Oktaeder (s. die Figur) Mo16.—
112. Dodekaeder mit funf eingeschriebenen Wirfeln

(s. die Figur) R sy 20.—
113. Dodekaeder mit eingeschriebenem Ikosaeder . y 24.—
114. Ikosaeder mit eingeschriebenem Dodekaeder (s. die Figur) ,, 24.—
115. Regelméfiger rdumlicher Sechsstrahl . L.y I2.—
116. RegelmiBiger rdumlicher Fiinfzehnstrahl . . . . , 20.—

Die Grofe der Modelle hetrigt bei Nr. 111 bis
114, wie bei der vorigen Reihe, von einer Kante
zur Gegenkante gemessen, 32 cm, dieselbe Linge
haben die Diagonalen in Nr. 115 und 116,

Die Modelle bestehen aus schwarz gehaltenen
Drahtgestellen, in die starke Seidenfiden ein-
gespannt sind, und zwar bei Nr. 113 und 114 in
weiler Farbe, bei den ibrigen verschiedenfarbig;
bei Nr. 115 und 116 sind die aufeinander senk-
rechten Geraden mit gleicher Farbe dargestellt,
wihrend bei Nr. 111 jedes der beiden Tetraeder,
Nr. 111. bei Nr. 112 jeder der fiinf Wiirfel seine besondere
MaBstab 1:8. Farbe hat, so da sich jeder dieser Korper sehr

deutlich heraushebt. Das in die Fadentetraeder
von Nr. 111 eingesetzte Oktaeder ist aus Neusilberdraht.

Die Gestelle von Nr. 115 und 116 bilden halbregelmiBige Viel-
flache, die man erhilt, wenn man beim Wirfel oder Oktaeder (fiir
Nr. 115) und beim Dodekaeder oder Ikosaeder (fir Nr. 116) die
Kantenmitten als Ecken eines neuen gewdhnlichen Vielflachs wéhlt.

‘Hierzu die Abhandlungen Nr. 4 ,,Die regelméaBigen Vielflache:
(PraTtons, KEpLERsS und PoINSoTs), abgeleitet aus ihrer Gruppe*

und Nr. 5 ,RegelmiBige Vielstrahlen und geschlossene Spiegel-
systeme*‘.




Ebenflichige Raumgebilde. o]

Die Modelle Nr. 113 und 114 stcllen in erster Linie die zwei
KEPLERschen Vielflache dar, indem in das Dodekaeder und in das
Tkosaeder solche Nebenkanten eingeschrieben sind, daB sie sich im Innern
wieder in Ecken eines Ikosaeders und eines Dodekaeders treffen. Werden
dann diese Linien als Kanten eines neuen Vielflachs betrachtet, und solche
Flichen durch sie gelegt, daB sie an jeder Ecke ein gewdhnliches Viel-
kant bilden, seo sind die so entstehenden Vielflache die beiden K EpLERschen.
Es konnen diese noch auf eine zweite Art entstanden gedacht werden, nimlich
durch Erweiterung der im Innern schwebenden PraToNischen
Vielflache, die so als Kerne der KrprLERschen zu betrachten sind.

Diese beiden Modelle zeigen aber auch, wie die PoiNsoTschen
Vielflache durch Einschreiben oder Umschreiben (Erweitern der Seiten-
flichen) aus den PraronNischen entstehen, und in gleicher Weise be-
handeln die Modelle Nr. 111 und 112 die in mehrere gewohnliche zer-
fallenden Vielflache; das erstere zeigt in iibersichtlicher Anordnung
die beiden Tetraeder als Halbfiichner (Hemiédrien) des Oktaeders und
ist deshalb im Unterricht der Kristallkunde vorteilhaft zu verwenden.

Die Modelle Nr. 115 und 116 bieten, wie die regelmidBigen Korper,
eine Darstellung der Gruppen von Drehungen um einen festen Punkt und
verdienen vor den regelmiBigen Kérpern den Vorzug, da sie einmal auf
die Gruppen eindeutig bezogen sind und auBerdem fiir sie eine Erzeugung
aus involutorischen Drehungen (Umwendungen oder Spiegelungen an Achser)
liefern. Die in den Modellen dargestellten Geraden bilden ein ge-
schlossenes System von Spiegelachsen. Als Erginzung der beiden
ist das Modell Nr. 401 zu betrachten, an dem (als Durchmesser einer
Kugel) drei zueinander senkrechte Geraden angebracht sind, die ein
weiteres geschlossenes System ausmachen.

Dér regelmiBige Fiinfzehnstrahl Nr. 116 enthilt fiinf (durch Farben
unterschiedene) Achsenkreuze, die so liegen, daB mit den Achsen (Strahlen)
eines Kreuzes irgend eine weitere Achse die Winkel Y, Y und ¥ eines
Gestreckten einschlieBt. Dieser stereometrische Satz liefert den gruppen-
theoretischen: Wenn man die Spiegeluné an jeder der drei Achsen eines
Kreuzes mit der Spiegelung an irgend einer anderen der 15 Achsen zusammen-
setzt, so erhilt man gerade die dreierlei in der Gruppe vorkommenden,
einander nicht kongruenten, nicht involutorischen Drehungen. Aus diesem
Satze folgt dann gruppentheoretisch, daf in der lkosaedergruppe sechs
einander nicht kongruente regelmiBige Vielflache auftreten: das Ikosaeder und
-das Dodekaeder und die vier KEpLERschen und PoinsoTschen Vielflache,

" Die 6 Modelle sind vom Herausgeber zuerst fiir das mathematische
Institut der Universitit Halle angefertigt worden und waren auf den Aus-
stellungen mathematischer Modelle in Minchen und Chicago im Jahre
1892 ausgestellt, Nur das Oktaeder in Nr. 111 ist nachtréglich eingefiigt.
Man vergleiche den Katalog von W. Dvck (Nachtrag 1893, S. 54).




10 Flichen zweiter Ordnung.

Fliachen zweiter Ordnung.

IV. Reihe. Sechs Drahtmodelle der Flichen 2. O,
dargestellt durch Hauptschnitte.

Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 6 Modelle £ 9o0.—

401. Kugel, Durchmesser 32 cm . M 10.—
Hierzu vergleiche man die Kugel Nl 407 in der VII Reihe.'

402. Ellipsoid, Achsenlingen 40, 32 und 24ecm . . . . . , 10.—

403. Zweischaliges Hyperboloid, Hébe 34 em. . . . . ,, 20.—

404. Einschaliges Hyperboloid, Héhe 34 em . . . . . , 20.—

405. Elliptisches Paraboloid, Héhe 28 ¢cm . ..., 8.—

406. Hyperbolisches Paraboloid, Héhe 32 cm (s. die Figur) . ,, 28.,—

Die Modelle bestehen im wesentlichen aus blanken Messing-
drihten, in allen -Fillen sind die Hauptschnitte durch 4-mm Draht
angegeben, die Kugel ist durch drei aufeinander senkrechte Kreise
dargestellt, und diesen sind (in
Fiden) drei auf einander senkrechte
Durchmesser eingespannt. Den
Hyperboloiden sind die 4
Asymptoten der Hauptschnitte hin-
zugefiigt, die Hyperboloide und
das elliptische Paraboloid
sind durch elliptische Schnitte be-
grenzt, desgleichen das hyper-
bolische Paraboloid (s. die
Figur) durch 2 Hyperbeln und
4 Erzeugende, wihrend auBerdem
die beiden Scheitelerzeugenden
beigefiigt sind.

Den Modellen wird Nr. 6 der

Abhandlungen beigegeben: ,Wie

MaBstab 1:6. sollen Flichen, insbesondere die

der 2. 0., gezeichnet.werden?* und

von der Abhandlung Nr, 7 der Abschnitt I.: ,,Reelle und ideelle

Achsen und Scheitel der Flichen 2. O. Imaginire Flichen“.

Bei Bezug der ganzen Reihe erhilt der Kiufer die Abhandlung
Nr. 7: ,,Uber Flichen 2. Ordnung*.

Die IV. Reihe soll die Flichen 2. O. in der Form wiedergeben,
wie sie bei der ersten Behandlung im Unterricht auftreten, ndmlich be-
stimmt durch ihre Hauptschnitte. Mittels der durchsichtigen Gestalt, in
der sich die Modelle als Drahtgestelle darbieten, soll glelchzemrr die Wieder-
gabe dieser Flichen in der Zeichnung dem Lehrer wie dem Schiler er-
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leichtert werden. Auch hier wird, wie bei den regelmiBigen Vielachen,
das Projizieren der Modelle eine zwar nicht unbedingt erforderliche,
aber erwiinschte Unterstiitzung gewikren.

Beim Ellipsoid und den beiden Hyperboloiden ist ein gemein-
sames Achsenverhilinis 5:4:3 und bei den Hyperboloiden auch gleiche
Lange der Achsen gewihlt. Denkt man sich das Ellipsoid durch dhnliche
Verkleinerung auf dieselben Achsen gebracht und dann alle drei Flichen
so in einander gesetzt, daB die gleichen Achsen sich decken, so sind die
Flichen in einer besonderen Lage, in der man sie als harmonisch zu-
geordnete Flichen bezeichnet. Auch die Modelle der beiden Para-
boloide weisen die gleiche Beziehung avf, indem die Parabeln der
Hauptschnitte der einen Fliche mit denen der anderen Fliche kongruent
sind.. Diese Beziehung ist deswegen von grofler Wichtigkeit, weil sich aus
ihr ganz elementare Konstruktionen fiir beliebige Punkte oder Tangenten
der Flichen gewinnen lassen, falls diese durch ihre Hauptschnitte gegeben
sind. In Nr. 7 der Abhandlungen wird eine rein geometrische und
elementare Theorie der Flichen 2. O. mitgeteilt, die ihre Einfachheit der
elementar-geometrischen Einfihrung des Begriffs der harmonischen Zu-
ordnung verdankt. Diese Betrachtungen lehren beliebige Punkte oder
‘Beriihrebenen aus den Hauptschnitten der Fliche zu kon-
struieren, ohne Anwendung von Sitzen der projektiven Geometrie. Jedoch
lassen diese Konstruktionen sehr wohl eine projektive Verallgemeinerung zu.
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V. Reihe. Sechs bewegliche Modelle der
Regelflachen 2. Ordnung.

Flichen zweiter Ordnung.

Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 6 Modelle J 210.—
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Nr. 411.

a) Fadenmodelle:

Nr. 412.

Mallstab 1:10.

411. Bewegliches einschaliges Dreh-Hyperboloid mit Stinder

(s. die Figur¥).

Hohe (mit Stiinder) 44 cm. .

412. Bewegliches hyperbolisches Paraboloid mit Stinder (s. die

Figur). - Hohe (mit Stinder) 40 cm
Die beiden Modelle sind dem Wun

D.R.G. M.

207707.

M 35.—

» 45—

sche entsprungen, bewegliche

Fadenmodelle der Regelfiichen 2. O. herzustellen, bei denen die Spannung
der Fiden nicht durch angehingte Gewichte, sondern durch Unveranderlich-

keit der Fadenlingen bewirkt wird.

Scharen von Erzeugenden durch Fiden dargestellt.

Beim Gebrauche der Modelle ist folgendes zu beacliten:

Bei 411: Der obere Teil des Modells besteht aus zwei aufeinanderliegenden gegen
einander drehbaren Ringen, deren jeder mit dem unteren Ringe des Modells durch Fiden
verbunden ist. Bei der Drehung eines der oberen Ringe gegen den anderen wird die
Einschnirung des Hyperboloids verdndert, von der Grenzlage des Zylinders bis zu der
des Kegels. Man beginne beim Aufstellen des Modells stets beim Zylinder und lasse
die Fiaden erst gut aushingen; dann drehe man beide Ringe gegen einander und achte
darauf, daff alle Fiden dauernd straff sind. Beim Niederlegen drehe man das Modell
wicder zum Zylinder auf und drille dann, indem man die oberen Ringe gegem einander
fest 14Bt, die beiden Scharen von Fiden gleichzeitig im selben Sinn méglichst weit

zusammen.

In beiden Modellen sind die beiden

_ Von dem Stinder kann der Ring abgehoben und die beiden Hiilsen nach der
Mitte zu verschoben werden, und hierauf lassen sich die drei Fiile zusammenklappen.

*) In der Figur 411 sind von der Anzahl der Fiden nur zwei Drittel eingezeichnet.
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Bei 412: Die Bewegung wird durch vier Scharniere mit parallel (vertikal) gestellten
Achsen ermdglicht; die Grenzlagen sind zwei Parabeln, in einer mittleren Lage bilden
die 4 Stibe, zwischen denen die Fiden gezogen sind, Kanten eines regelmiBigen
Tetraeders. Beim Offnen des Modells aus einer der ebenen Grenzlagen fasse man es
an den beiden aufeinander liegenden Scharnieren und &ffne es durch Zijehen in kurzen,
ja nicht heftigen Rucken; dabei achte man darauf, daB sich beide Scharniere gleichzeitig
6ffnen. Allgemein beachte man bei allen Bewegungen die Regel, stets die beiden
Scharniere anzufassen, die einander am nichsten sind, und beim Offnen
(bis zur Mittellage) an den beiden sich von einander entfernenden Scharnieren zu ziehen,
beim Schlieflen (von der Mittellage an) an den beiden sich nihernden Scharnieren zu driicken.

Den Modellen wird die Abhandlung Nr. 8 beigegeben:
»Bewegliche Fadenmodelle der Regelflichen 2. Ordnung mit
gleichbleibenden Fadenlingen®.

b) Stabmodelle:

Gesamtpreis der 4 Stabmodelle mit 4 Stindern J 130.—

, A
D. R.G. M.
208811, %_

3

MaBstab 1:8.

421. Bewegliches einschaliges Hyperboloid (mit Grenzellipse
und -Hyperbel) mit Stinder (s. die Figur). Hohe (zusammen-

geklappt) 36 cm . . . . . . . . . . M 35.—
422. Dasselbe, halb, zum Umstiilpen mit Stinder (s. die Figur).
Héhe (zusammengeklappt) 19 cm . . . »w 25.—

423. Bewegliches einschaliges Dreh-Hyperboloid (mit Grenz-
kreis und -Geraden) mit Stinder. Hohe (zusammengeklappt)
goem . . . . e e e
424. Bewegliches hyperbolisches Paraboloid mit Stinder (s. die
Figur). Hohe (zusammengeklappt) 31 cm .. .e. .. 35.—



14 ; Flichen zweiter Ordnung.

Die Modelle bestehen aus diinnen versilberten Metallstiben, die
durch eigenartige Scharniere miteinander verbunden sind. Sie
konnen in jeder belicbigen Lage auf dem Stinder festgehalten
werden. Der gewellte Stab, der dies ermdglicht, kann beim Stinder
des Paraboloids aus .dem federnden Bogen herausgenommen, durch
das Modell hindurchgesteckt und hierauf wieder in den Bogen ein-
gefiigt werden.

‘Will man das Modell Nr. 422 umstiilpen, so lege man es erst
mit der einen Schar véllig in die Ebene des Tisches und achte
darauf, daB an der Kehlellipse die Stabenden mit ihren Schar-
nieren richtig iibereinander liegen. :

Den Modellen wird die Abhandlung Nr. 9 beigegeben: ,,Be-
wegliche Stabmodelle zur Uberfiihrung einer Fliche 2. Ordnung
in konfokale Flichen®“, und auBerdem bei Bezug der ganzen
Reihe V b) die Abhandlung Nr. 7: ,Uber Flachen 2. Ordnung*.

Die Beweglichkeit dieser Stabmodelle beruht auf einem von O. HENRICI
im Jahre 1873 aufgestellten Satze. Jedes Modell 1aBt sich durch die
gegenseitige Drehung der Stibe in alle geradlinigen Flichen einer Schar
von konfokalen Flichen 2. O. iiberfihren. Die Schwierigkeit einer dauer-
haften Herstellung dieser Modelle beruhte darin, daB die Verbindung der
Stibe, die ja keine mathematischen Linien sind, aufler der gegenseitigen
Drehung um einen festen Punkt (in dem sich beide beriihren) auch noch
ein Herumwandern des Drehpunktes um den Umfang des Stabes gestatten
muB, Dies geschieht durch ,,H. WIENERs geschrianktes Verbindungsgelenk
(D. R. G, M. 208811), das aus zwei seitlich mittels Zapfens verbundenen
Hiilsen besteht; in diesen Hiilsen sind die eingefristen Stibe drehbar.

Nr. 422,

MaBstab 1:8.




4235.
426.
427.

428,

329.

Flichen zweiter Ordnung.

V1. Reihe. Sechs bewegliche Drahtmodelle

der Flachen 2. O. in Kreisschnitten.

Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 6 Modelle
mit zwei Scheren und allem anderen Zubehdr [ 255.—

D.R. G.M. /
208811,

Nr. 425. Nr. 426.

Bewegliches Ellipsoid mit Stinder. Linge der unverinder-
lichen Achse 30 cm (s. die Figur) . .. .
Bewegliches elliptisches Paraboloid mit Stinder. Linge der
unveridnderlichen Achse der Begrenzungsellipse 44 cm (s. die Figur)
Bewegliches einschaliges Hyperboloid mit 2 Stindern.
Linge der unverinderlichen Achse der Begrenzungsellipse 43 cm
Bewegliches zweischaliges Hyperboloid in 2 Schalen,
mit Schere. Linge der unveridnderlichen Achse der Begrenzungs-
ellipse 38 cm e
Beweglicher Kegel (Doppelkegel) mit Schere. Linge der
unverinderlichen Achse der Begrenmzungsellipse 41 cm

430. Beweglicher elliptischer Zylinder mit Stinder. Linge der

unveridnderlichen Achse 26 cm

Nr. 427, 428 und 429 werden auch memander steckbar und

gemeinsam beweglich geliefert, so daB der Kegel stets
Asymptotenkegel der beiden Hyperboloide bleibt; die drei Modelle
zusammen, mit 2 Stindern ohne Scheren

Bei Bezug aller 6 Modelle werden die drei genannten Nummern
gemeinsam beweglich gellefelt und zum Einzelgebrauch zwei Scheren
beigegeben.

4292. Beweglicher Kegel, emfach mit Stinder

M4z,

”

42.

42.

42.

48.

40,

125.

24.

15
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Die Modelle stellen die mit zwei Scharen von Kreisschnitten
behafteten Flichen 2. O. durch ihre Kreisschnitte dar; die Kreise
sind aus 2 mm starkem Draht gefertigt und an jhren Kreuzungen
durch ,,H, WIiENERs geschrinktes Verbindungsgelenk¢ bewéglich
miteinander verbunden. Die Drihte sind versilbert, mit Ausnahme
von Nr. 429 bei den drei ineinander steckbaren Modellen, wo der
Asymptotenkegel durch Anwendung blanken Messingdrahtes hervor-
gehoben ist. .

Das Ellipsoid, das Paraboloid.und der Zylinder werden auf die
Stange eines Stiinders aufgehingt und kénnen so in ibre verschieden-
artigen Gestalten {ibergefiihrt’ werden. Beim einschaligen Hyper-
boloid werden zwei Stinder verwendet, beim zweischaligen Hyper-
boloid und dem zweiteiligen Kegel wird jeder Teil auf 2 Stangen
aufgesetzt, wihrend alle 4 Stangen durch eine Niirnberger Schere
gemeinsame Fiihrung erhalten. Bei den drei ineinander gesteckten
Modellen ibernimmt das einschalige Hyperboloid die Fiihrung, so
dall hier die Scheren wegfallen.

Die Aufhingung auf den Stangen hat stets so zu geschehen,
daf die horizontale Achse der Fliche 30 cm iiber die Tischffiche
zu liegen kommt,

Ar. BrirL hat von den Flichen 2. O. Kreisschnittmodelle ver~
offentlicht, bei denen die beiden Kreisscharen in prismatischer Fiihrung
gegeneinander beweglich gemacht sind, indem die aus Pappe gefertigten
Kreisscheiben in ihren parallelen Schnitigeraden durcheinander gesteckt
sind.¥) In den vorliegenden Modellen werden die Pappkreise durch solche
aus Draht ersetzt, und um dies ohne Beeintrichtigung der Herstellbarkeit
und der Beweglichkeit tun zu konnen, wird an Stelle der i.)arallelen
Drehachsen die Verbindung durch das ,geschrinkte Verbindungsgelenk
(vgl. die Stabmodelle in der V. Reihe) gesetzt. Es 138t sich beweisen,
daB bei Annahme unendlich diinnen Drahtes (wie er auch bei der V. Reihe
vorausgesetzt werden muf) fiir jede Stelle und in allen Lagen die
Drehung um jene parallelen Achsen durch das Gelenk geleistet
wird; und bei der gewihlten geringen Dicke der Drihte weicht die tat-
sichliche Bewegungsfihiglkeit des Modells von der mathematisch geforderten
nur unbedeutend ab, wie aus der zwangsfreien Beweglichkeit und der nur
ganz geringen Deformation der Drahtkreise ersichtlich ist.

Ersetzt man die Kreisschnitte einer Fliche 2. O. durch das den
ganzen Raum erfilllende System der beiden Parallelebenenbiischel,
in denen die Kreise enthalten sind, und denkt man die Ebenen des
einen Biischels gegen die des anderen um ihre parallelen Schnittgeraden
drehbar gemacht, so erhilt man ein riumliches Systein, das bei einer
jeden durch diese prismatische Fihrung ermoglichten Verinderung zur
urspriinglichen Lage affin bleibt*#); daraus folgt, daf die Modelle in allen
Lagen Flichen 2. Ordnung mit Kreisschnitten darstellen, wenn dies in
einer einzigen Lage der Fall ist. FEine den Raum erfillende Schar

*) Die erste Anregung zu solchen Modellen ist, wie bei den Stabmodellen der

V. Reibe, auf O. HENRICI zuriickzufihren, Vgl. den DycKschen ,,Katalog mathe-
matischer Instrumente (Miinchen 1892) 8. 258. '

*) L. BURMESTER. Zeitschr. fir Math. u. Physik. 47. Band (1902) S. 156.
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dhnlicher und 4dhnlich liegender Flichen 2. O. behilt bei der Ver-
dnderung des Systems diese Eigenschaft, insbesondere geht ein Kegel mit
der Gesamtheit aller Flichen, die ihn zum.Asymptotenkegel haben, in
ein ebensolches Flichensystem iiber. Diese Eigenschaft geben die drei
vereinigten Modelle wieder. Fir alle #hnliche -und Zhnlich liegende
Flichen (bezw. fiir solche mit gemeinsamem Asymptotenkegel) liegen die
Mitten der Kreisschnitte in zwei Geraden, und diese treffen eine jede
Flache inl ihren ,,Kreispunkten* (Nabelpunkten). Diese sind beim
Ellipsoid - und beim zweischaligen Hyperboloid in der Zahl vier, beim
Paraboloid in der Zahl zwei reell, beim einschaligen Hyperboloid aber
imagindr, wihrend sie beim Kegel und Zylinder in den Doppelpunkt
zusammenfallen.

Das ganze riumliche System, das in der angegebenen Weise beweglich
ist, und in ihm auch die dargestellten Flichen, lassen zwei Grenzlagen
zu, in denen die Ebenen beider Scharen nach der einen oder anderen
Seite hin in eine einzige Ebene zusammenklappen. Die Kreise sind so
gewihlt, daB dabei (abgesehen von der einen Grenzlage des elliptischen
Paraboloids) stets zwei Kreise von beiderlei Scharen zur Deckung kommen,
Die Fliche 2. O. entartet dabei in einen reellen oder imaginiren Grenz-
kegelschnitt, der von zwei ineinander geklappten Kreisen an den beiden
Stellen berithrt wird, an denen sie sich vorher kreuzten. Die Kreispunkte
gelangen mit den Brennpunkten des Grenzkegelschnittes zur Deckung.
Aus dem Ellipsoid (Nr. 425) entsteht so als Grenzfliche beide Male
der von den Kreisen doppelt iberdeckte Innenraum einer Ellipse; beim
Kegel (Nr. 429) ist es das eine Mal ein durch ein reelles Geradenpaar
begrenzter Winkel mit seinem Scheitelwinkel, das andere Mal iiberdecken
die Kreise, zwei imaginire Geraden berithrend, die ganze Ebene doppelt;
bei den drei vereinigt beweglichen Flichen (Nr. 427, 428, 429)
wird das Geradenpaar des zusammengeklappten Kegels zum Asymptoten-
paar der Grenzkegelschnitte, und man erhilt somit in der ersten Grenzlage
Hyperbeln, in der zweiten (wegen des imaginiren Asymptotenpaares)
Ellipsen. Dabei fiillen im ersten Falle die doppelt beriihrenden Kreise
des einschaligen Hyperboloids das AuBere, die des zweischaligen
Hyperboloids das Innere der Hyperbeln aus, wie dies dem Imaginir-
und Reellsein des Brennpunktepaares auf der einen und anderen Hyperbel-
achse entspricht, in die sich die Kreismitten hinein klappen. Im zweiten
Fall ist die Grenzfliche des einschaligen Hyperboloids das AuBere einer
reellen Ellipse, die des zweischaligen Hyperboloids die ganze doppelt
tiberdeckte Ebene mit imaginirer Grenzellipse, Beim elliptischen Para-
boloid erhilt man als die eine Grenzfliche das von doppelt zihlenden
Kreisen iiberdeckte Innere einer Parabel, als zweite zwei konzentrische
Kreisbiischel, deren jedes die ganze Ebene iiberdeckt, und deren Grenz-
kurve in die beiden unendlich fernen imaginiren Kreispunkte zerfillt.
Beim hyperbolischen Paraboloid sind als Kreisschnittebenen diejenigen

2
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anzusehen, die durch Erzeugende und die Achsenrichtung gelegt sind.
Es tritt hier also das Modell Nr. 424 erginzend ein; jede der beiden
‘Grenzflichien bildet den von den Tangenten der Grenzparabel iiberdeckten
Teil der Ebeine.

In diesen Betrachtungen sind von den drei Paaren von Kreisschnitt-
scharen der Mittelpunktsflichen (oder von den zwei Paaren beim elliptischen
Paraboloid) nur die reellen erwdhnt, und damit hingt es zusammen,
daB fiir jeden Grenzkegelschnitt einer Fliche nur ein System doppelt
beriihrender Kreise auftritt, deren Beriihrsehnen den Drehachsen der
prismatischen Fiihrung parallel sind. Das andere System doppelt be-
riihrender Kreise, dessen Berithrsehnen auf den vorigen senkrecht stehen,
‘gehort zu den imagindren Kreisschnitten, von denen in der Grenzlage je
zwei beim Zusammenfallen reell werden.

Die geometrischen Eigenschaften der hier auftretenden imaginiren
Gebilde verdienten besondere Beachtung. ‘
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Dreh- und Schraubenflichen.

ViI. Reihe. Sechs Drahtmodelle von Dreh- und
Schraubenflachen.

Gesamtpreis bei gleichzeitigem Bezug aller 6 Modelle mit allem
Zubehor 4 525.—. (Mit EinschluB von Nr. 5123 £ 535.—.)

t

Nr. so0I1.

407. Kugel mit Parallelkreisen, nebst Holzful, Durchmesser 32 ecm  f 18. —
501. Kreisring mit Meridiankreisen (s. die Figur), nebst = Achsen,
Holzfufl und Handgriff, drehbar auf dem Fufl und der kleineren Achse
stehend, sowie freibdndig an der groBeren Achse und dem Handgriff.

Durchmesser der Meridiankreise 13 cm, grofter Durchmesser 39 cm  ,, 50.—
503. Urne, Drehfliche einer zur Sinuslinie dffinen Meridian-
kurve, nebst Achse, FuB und Handgriff. Auf der Achse stehend

. und freihlindig drehbar. Hohe 52 c¢m, grofter Durchmesser 27cm  ,, 6 5.—

512. Wendelfliche (gerade geschlossene Schraubenfliche) mit
Haupttangentenkurven (Schraubenlinien) (s. die Figur), 2 Um-
ginge beiderseits der Achse, nebst FuBl und Handgriff, drehbar,
Abstand der Huflersten Erzeugenden 60 cm. Durchmesser 36 em ,, 100.—

512a. Ausschnitt aus der vorigen Fliche, ein viertel Umgang, ein-
seitig der Achse nebst Fufl. Abstand der &ulersten Erzeugenden 15cm

v

2%
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514. Schiefe geschlossene Regelschraubenfliche mit Haupt-
tangentenkurven, nebst FuB und Handgriff, drehbar; zwei Um-
ginge, Hohe (zwischen den beiden Grenzebenen gemessen) 60 cm,
Durchmesser 40 em . . . . . « .+ o+ .« o« « nl75.—
515. Schrauben-Rohrenfliche mit Kreischnitten, nebst Fufi und
Handgriff, drehbar; zwei Umginge, Hohe (zwischen den Zufersten

Punkten der Kreise gemessen) 6§ cm, Durchmesser der Kreise 13 cm, ,
120, —

Durchmesser 39 em . . . . . . . .
Galgen zum drehbaren Aufhiingén der Schraubenmodelle Nr. 512, 514
und §15 an der Tafel oder dem Projektionsschirm w I1.50

In diesen Modellen sollen die MiBstinde vermieden werden, die bei
Darstellung von Flichenformen durch Gipsmodelle deshalb auftreten, weil
in erster Linie der Korper dargestellt wird und nur in zweiter Linie seine
Oberfliche, und weil bei der Undurchsichtigkeit des Materials nur ein
beschrinkter, dem Auge jeweils zugewandter Teil aufgefat werden kann.
Die Vorziige, die bei Fadenmodellen zu Tage treten, legen es nahe,
ganz allgemein Flichen durch Scharen von Linien darzustellen,.
die die Fliche iiberdecken und durch Drihte veranschaulicht werden.
Eine Kugel (Nr. 407), die in dieser Weise durch Parallelkreise hergestellt
war, ein Kreisring, sowie die aus Schraubenlinien gebildete zu beiden
Seiten der Achse verlaufende Wendelfliche (Nr. 512) wurde von H. WIENER
im Jahre 1896 anliBlich der Frankfurter Naturforscherversammlung der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung vorgezeigt. Die hier vorliegenden
Modelle sind im Vergleich zu den damals vorgezeigten noch insofern ver-
bessert, als sie drehbar gemacht sind. Versetzt man nun ein solches Modell
in eine (nicht zu rasche) Drehung, so bringen die blanken Messingdrihte,
aus denen die Meridiankurven bestehen, einen hellen Schimmer hervof,
der an den Rindern besonders glinzend und dabei vollig durchsichtig ist,
und damit ist eine auch die verdeckten Teile sichtbar machende
und durchaus stetige Darstellung der Flichen gewonnen.

Die Methode des Drehens 14Bt sich auch auf Schraubenflichen an-

wenden; nur scheinen sich diese in der Richtung der Achse zu verschieben.

Um die Erscheinung mbglichst deutlich zu machen, wihle man die schwarze
Wandtafel als Hintergrund und beniitze hierzu bei den Schraubenflichen den an der
Tafel aufschraubbaren ,,Galgen*, in den ein am oberen Ende der Achse drehbarer Ring
eingehiingt wird, wihrend ein Handgriff das untere Ende drehbar aufnimmt,

Besonders schén treten die Flichenformen hervor, wenn man sie im Drehen aus
einer Lichtquelle auf einen weiBen Schirm Schatten werfen 13Bt, ein Verfahren, das sich
bei verdunkelbaren Horsilen ohne Mihe anwenden 14Bt, und das bei den meisten
Modellen gegeniiber dem bloBen Vorzeigen erhebliche Vorteile bietet.*)

Eine iiberraschende Erscheinung zeigt sich beim Drehen der Dreh-
flichen, indem eine Anzahl feststehender Linien entstehen, und zwar
im Schatten helle Linien, den dem Schirm zugewandten Flichenteilen

*) Man vgl. hierzu"die Nr. 1 der ,,Abhandlungen zur Sammlung mathematischer
Modelle, B. G. Teubner in Leipzig, sowie H. WIENERs Vortrige und Bericht iiber die
Modellausstellung in den ,,Verhandlungen des 3. Intern. Math.-Kongresses® Leipzig 1905.
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angehorend, im Modell selbst dunkle Linien auf seinen hinteren Teilen.
Beide bilden zusammen ein System von ,,Verdeckungslinien.*) 'Bei den
Schraubenflichen bleiben sie zwar sich selbst kongruent, verschieben sich
aber in der Richtung der Achse,

Die Wahl des Liniensystems fiir die Darstellung der Fliche hingt
von den Eigenschaften der Fliche ab, die man hervorheben will. Parallel-
kreise sind nur bei der Kugel (Nr. 407) angewandt, da hier auf das Drehen
verzichtet werden kann; es ist eine solche Schar von Parallelkreisen ge-
wiahlt, deren Ebenen in gleichen Abstinden aufeinanderfolgen, wie sie
in den Helligkeitsstufen bei Parallelbeleuchtung auftreten. Beim senk-
rechten Projizieren liefern diese Kreise #hnliche und paarweise ahnlich
liegende Ellipsen, die vom UmnriBkreis in zwei reellen oder imaginiren
Punkten von auBen beriihrt werden; den Ubergang zwischen beiderlei
Beriihrung bildet eine Ellipse, fir die der UmriB ein umfassender Scheitel-
Krimmungskreis ist. Bei schiefer Parallelprojektion auf eine zu den Kreisen
parallele Tafel erscheinen diese als eine Schar von Kreisen, die die
UmriBellipse reell oder imagindr von innen doppelt beriihren; den Uber-
gang bildet der von innen berithrende Scheitel-Krimmungskreis; von Grenz-
gebilden treten die Brennpunkte als Nullkreise auf.

Beim Kreisring (Nr. 501) lassen die Meridiankreise die Linie des,
scheinbaren Umrisses als ihre Hillkurve erscheinen (s. die Figur). Der
innere UmriB ist ein viergespitzter Linienzug, der in allen Lehrbiichern
der darstellenden Geometrie abgebildet ist, aber an den bisherigen Modellen
nur’ in seinem kleinsten Teil sichtbar war. Durch Lageninderung der
Achse gegen das Auge kommen die verschiedenen Formen dieser Kurve.
'zur Anschauung. Die Fliche ist wegen ihrer technischen Anwendungen
und wegen der Fiilie schoner geometrischer Eigenschalten ein beliebter
Gegenstand des Unterrichts, es gewihren z. B. die obenerwihnte Umrif-
linie als Schattengrenze, ihr Schlagschatten, und die Hellegleichen der.
Fliche sehr einfache Konstruktionen. y

Um ahnliche Aufgaben fiir beliebige Drehfiichen zu l6sen, ist das
Beispiel des Kreisrings gerade wegen der Menge besonderer Eigenschaften
wenig geeignet. Diesem Zwecke dienlicher ist die Urne (Nr. 503), eine
Drehfliche, fiir deren Meridian eine zur Sinuslinie affine Kurve gewahlt
ist. Da an der Sinuslinie, und damit auch an ihrem affinen Bilde die
Tangente und die Schmiegungsellipse (die die Krimmung bestimmt) fiir
einen beliebigen Punkt leicht zu finden ist, bietet die strenge konstruktive
Durchfiihrung der obigen Aufgaben keine Schwierigkeit.

Unter den Schraubenflichen nimmt die Rohrenfliche (Nr. 515) eine
entsprechende Stellung ein, wie der Kreisring unter den Drehflichen.
Auch hier sind die Umrisse mit ihren an der Grenze zwischen vorderen

*) H.WIENER, ,,Entwicklung geometrischer Formen*, Verhandlungen des 3. Intern.
Math.-Kongresses, Leipzig 1905.
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und verdeckten (im Modelle sichtbaren) Teilen auftretenden scheinbaren
Spitzen zu beachten.

Eine andere Klasse von Erscheinungen sollen die beiden Regel-
schraubenflichen veranschaulichen. Fir das Erfassen negativ ge-
kriimmter Flichen im Bilde ist das System der Haupttangentenkurven
(Asymptotenkurven) wichtig, die durch Aneinanderreihen aufeinanderfolgen-
der Haupttangenten entstehen, d. h, der an einer négativ gekriimmten.
Stelle der Fliche konstruierten Asymptoten der DupINschen Indicatrix
(oder anders ausgedriickt der Flichentangenten, die wenigstens drei anf-
einanderfolgende Punkte mit der Fliche gemein haben). Die obener-
wihnten scheinbaren Spitzen treten an solchen Stellen auf, wo eine
Haupttangente durch das Auge geht; ist dies aber an einer Stelle, wo
die Asymptotenkurve um den wahren Umrif herumgeht, nicht der Fall,
so hat diese einen scheinbaren Wendepunkt. Der scheinbare UmriB ist
also der Ort der scheinbaren Wendepunkte der Asymptotenkurven, gleich-
zeitig ist' er aber auch Hillkurve der Wendepunktetangenten.

Auf Regelflichen (die nicht von der 2, Ordnung oder abwickelbar
sind) zerfallen die Asymptotenkurven in zwei getrennte Scharen, nidmlich in
die Regelschar und in eine krummlinige Schar. Da die beiden Asymptoten-
richtungen eines Flichenpunktes zu allen konjugierten Richtungen des
Punktes harmonisch sind, kann man bei Regelflichen aus der bekannten
Richtung der geraden Erzeugenden und einem (giinstig gewdhlten) Paare
konjugierter Richtungen die Richtung der krummen Asymptotenlinie . und
damit die Richtungen aller konjugierten Paare finden; daraus ergeben
sich mancherlei Anwendungen auf die Konstruktion von Schattengrenzen,
Hellegleichen und auf #hnliche Aufgaben.

Auf der Wendelfliche (Nr. 512) treten als Haupttangentenlinien
neben der (zur Achse senkrechten) Regelschar die Schraubenlinien auf,
die zugleich Bahnlinien bei der Erzeugung der Fliche durch Schraubung
sind. Im Modell erscheinen diese Kurven fiir ein unendlich fernes Auge
als eine Schar von Zykloiden, und zwar scheidet eine Schraubenlinie,
die als gespitzte Zykloide erscheint, zweierlei Gebiete, deren eines ver-
schlungene, das andere geschweifte Zykloiden zum Bilde hat; die Wende-
punkte selbst sind die obenerwihnten Punkte des scheinbaren Unarisses,
der seinerseits eine gespitzte Zykloide von halber Hohe und halber Gang-
lange ist. Sein Urbild auf der Fliche, d. h. der wahre UmriB, ist eine
Schraubenlinie ganz anderer Art als die genannten; sie gehdrt der Schar
von Schraubenlinien an, die durch Drehzylinder mit einer in die Achse
fallenden Erzeugenden ausgeschnitten werden, und die zur Ganghdhe die
halbei Gang'hbhe de; Schraubenfliche haben. Eine solche Kurve in zwei
Umgéngen ist dem Modell beigegeben und kann durch die Achse durch-
gesteckt werden.

Bahnf:;;:;:zﬁ:fntt- de‘r Wende{ﬂéi?he .(Nr. 5122) soll die Steigung der
ie in ihrer Abhéngigkeit vom Radius veranschaulichen.
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Die schrige geschlossene Schraubenfliche (Nr. 514) besitzt als
krumme Haupttangentenlinien eine Schar kongruenter Kurven, deren senk-
rechte Projektion auf die zur Achse senkrechten Ebenen hyperbolische
Spiralen sind, wie sich geometrisch unmittelbar aus der vorhin erwihnten
Konstruktion der zweiten Haupttangentenrichtung eines Punktes ergibt, Die
Haupttangentenkurve selbst liegt auf einer Drehfliche, die die Schrauben-
achse zur Drehachse und eine Hyperbel zur Meridianlinie hat, wobei die
eine Hyperbelasymptote mit der Drehachse, die andere mit der Erzeugenden
der Schraubenfliche zusammenfillt. Die Haupttangentenkurve windet sich
aus der Richtung jener Erzeugenden kommend und immer steiler werdend
unendlich oft um die Schraubenachse, der sie sich asymptotisch n#hert.

Im Modell sind die geraden Erzeugenden, in ein Achtel Umdrehung
aufeinander folgend, durch die Achse durchgefiihrt, so daB ein oberer
~Mantel der Fliche mit einem unteren an der Achse stetig zusammenhingt.
Als #uBere .Begrenzung ist eine Schraubenlinie gewihlt, in der sich beide
Mintel durchsetzen, wihrend eine zweite solche Schraubenlinie, durch einen
aufgelegten Draht bezeichnet, im Innern verliuft; beide zusammen be-
grenzen ein Stiick des Modells, das eine scharfgingige Schraube dar-
stellen kann. .

Die Haupttangentenkurven sind gleichfalls in Abstinden von ein Achtel
Umdrehung auf beiden Méinteln angebracht, zum Teil an der Randschrauben-
linie beginnend, zum Teil aus den Archimedischen Spiralen herauswachsend,
durch die die Schraubenfliche noch unten und oben begrenzt wird. In
der Nihe der Achse verdichten sich die Kurven, so daB sie in einem
gewissen Abstand von der Achse abgebrochen werden mubBten.

Um beiderlei Linien deutlich zu unterscheiden sind die Erzeugenden
durch rote Farbe hervorgehoben, wihrend die Haupttangentenkurven aus
blankem Messingdraht gefertigt sind.
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Raumkurven.

VIIL Reihe. Sechzehn Fadenmodelle der Singularititen
von Raumkurven.

Sl

S
=

Nr. 32I. Nr. 329.

Diese Modelle sind auf Anregung von Prof. Dr. H. WIENER berechnet
und konstruiert vom Stud. der Mathematik J. HORLEIN.

Die Reihe stellt Raumkurven durch die abwickelbaren Flichen
ihrer Tangenten dar, und zwar. in 16 Modellen die acht Fille von
Singularititen, die an an einer Stelle einer Raumkurve auftreten koénuen,
je nachdem der Punkt, die Tangente und die Schmiegungsebene ein forti
schreitendes oder ein riickkehrendes Element ist, und ferner fiir die viererle-
Lagen dieser Stelle gegen das unendlich Ferne, je nachdem

1) der Punkt (it seiner Tangente und Schmiegungsébene) endlich ist;

2) der Punkt unendlich fern ist, wihrend seine Tangente (und damit
auch seine Schmiegungsebene) ins Endliche reicht;

3) die Tangente (und damit auch der Punkt) unendlich fern ist,
wihrend seine Schmiegungsebene ins Endliche reicht;

4) die Schmiegungsebene (und damit auch der Punkt und die
Tangente) unendlich fern ist.

In jedem Modell sind an zwei Stellen I und II je einer der 8 Fille
veranschaulicht, wobei die beiden Stellen duale Singularititen besitzen.
Die ersten acht Modelle (Gruppe A, Nr. 321 bis 328) geben die Lage 1)
und 4) an der Stelle I und II wieder, die weiteren acht die Lage 2) und
3) an der Stelle I und IL

Der Preis betrigt

fir jedes Modell der Gruppe A . . . . . . J 40.—
”» . ” » » » B » 45—
» Je 4 Modelle 1 L) A »I155.—
» o n 4 ) ” ”» B . . . . . »175.—
» alle 16 Modelle .« .+ .« . ,660.—

Die Grofle jedes Modells ist 24 cm im Wurfel
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Bezeichnet man*) das Fortschreiten eines Elementes mit —, das Riickkehren mit -,
so sind die 8 Fille in der folgenden Tabelle enthalten, von der jedes Feld das Zeichen
des Punktes, der Tangente und der Schmiegungsebene (in dieser Reihenfolge) enthilt:

Gruppe A, Nr.| 321 322 323 324 325 326 327 328
Gruppe B, Nr.| 329 330 331 332 333 334 335 336

Stelle T | ———|——+|—+—|+——|—++[+—+|++—|+++
Stelle TI | ——~—[+——|—+—|——=+|++—|+—+|=++|+++]

Das erste Modell jeder Gruppe (321 und 329) stellt eine singularititen-
freie Raumkurve dar, die drei folgenden zeigen an jeder der beiden
Stellen eine Riickkehrschmiegungsebene oder eine Riickkehrtangente oder
einen Riuckkehrpunkt. Diese 4 Modelle jeder Gruppe geben also die
wichtigsten Vorkommnisse an. In den folgenden drei Modellen sind zwei

und im letzten drei Rickkehrelemente gehéuft.

Die Raumkurve ist durch eine Folge von Tangenten, also durch ihre abwickelbare
Fliche dargestellt, bei der zweiten Gruppe ist die geradlinige Asymptote der Stelle I
und eine asymptotische ebene Parabel (zweiter oder hoherer Ordnung) der Stelle II
hinzugefiigt; fir letztere ist der Schnitt der Schmiegungsebene des unendlich fernen
Punktes II mit dem Zylinder gewihlt, durch den die Kurve in der Richtung des un-
endlich fernen Punktes I projiziert wird.

Als Begrenzung ist ein Wiirfel gewihlt, in dessen Mitte bei der ersten Gruppe
der Punkt I gesetzt ist, wihrend seine Tangente und Schmiegungsebene parallel einer
Seite und Kante des Wiirfels gestellt ist. Bei der zweiten Gruppe ist die Asymptote
der Stelle I und die dazu senkrecht gestellte asymptotische Schmiegungsebene der
Stelle II parallel einer Kante und einer Seite des Wiirfels gestellt, ihr' Schnittpunkt ist
in die Mitte des Wiirfels gesetzt.

Der Grenzwiirfel ist durch seine Kanten in schwarzem Draht angegeben, seine
Schnittlinien mit der abwickelbaren Fliche in blanken Messingdrihten, die durchbohrt
sind und die Fiden zur Darstelluing der Tangenten tragen. Die Doppelkurven der
abwickelbaren Fliche sind in diinnem blanken Messingdraht, und die geradlinigen und
parabolischen Asymptoten der zweiten Gruppe in roten Drihten eingefiigt.

Um den Verlauf einer Raumkurve zu verdeutlichen, ist keine Dar-
stellung so geeignet, wie ein Fadenmodell ihrer abwickelbaren Tangenten-
fliche.*¥) Denn an einem solchen Modell tritt auler den Tangenten
gelbst in der scharfen Schneide der Fliche die Punktkurve deutlich
hervor, wihrend die durch je zwei aufeinanderfolgende (unendlich nahe
gedachte) Tangenten gelegten Ebenen, die Schmie - ungsebenen angeben

und so die Raumkurve als Hiillkurve ihrer Schmiegungsebenen
erscheinen lassen.

*)-Nz\xch v. STAaUDT, Geometrie der Lage S. 110. Die umgekehrte Bezeichnung
hat CHR. W1ENER, Lehrbuch der darst. Geom. I. Band S. 214 gewihlt, jedoch spricht
fir die erstere, daB — 1 die Charakteristik der Spiegelung ist, auf die es, wie im
folgenden gezeigt wird, hier ankommt. '

#) In der Sammlung des Lehrstuhles der darstellenden Geometrie zu Karlsruhe
finden sich auBer den bekannten Drahtmodellen der Singularititen von Raumkurven
eine zugehorige Reihe von Fadenmodellen, die CHR. WIENER durch seine Schiiler
hat herstellen lassen. Ferner hat BjORLING in Lund eine Reihe splcher Modelle ver-
Sffentlicht. Beide Reihen beschrinken sich auf Darstellung einer endlich gelegenen
Stelle und weichen auch in der Ausfilbrung wesentlich von den hier gegebenen ab.
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Dieser Vorteil aber tritt weit mehr als bei den im Endlichen ver-
Jlaufenden Kurventeilen bei solchen hervor, die sich ins Unen‘dljche er-
strecken. Denn riickt (Gruppe B) der Punkt ohne seine Tangente und
Schmiegungsebene ins Unendliche, so ist seine Tangente (Asymptote) eine
Erzeugende der im Endlichen zu verfolgenden abwickelbaren Fliche und
nur die Schneide der Fliche geht, jener Erzeugenden sich asymptotisch
nihernd, ins Unendliche. Riickt aber auch die Tangente ins Unendliche,
wihrend die Schmiegungsebene im Endlichen bleibt, so kann an dieser
der Verlauf der Fliche ohne weiteres verfolgt werden und der der Kurve
insofern, als jene Schmiegungsebene aus der abwickelbaren Fliche eine
Parabel (zweiter oder hoherer Ordnung) ausschneidet, der sich die Kurve
asymptotisch nihert¥), wihrend sich die Schmiegungsebene des hinaus-
rickenden Punktes in die des unendlich fernen Punktes hineindreht.

Am schwierigsten ist es (Gruppe A, Stelle II), sich von dem Verlauf
einer Raumkurve Rechenschaft zu geben, wenn an der betrachteten Stelle
auBer dem Punkte und der Tangente auch die Schmiegungsebene ins
Unendliche riickt. Da die in dieser Ebene sich anschmiegende Kurve
selbst ins Unendliche fillt, muff man zur Untersuchung des Verlaufes
durch weitere der unendlich fernen Stelle benachbarte Elemente eine
anschmiegende Kurve legen; dies wird dann eine Raumkurve sein,
Die Modelle der Gruppe A enthalten Kurven, die als solche anschmiegende
Raumkurven einfachster Art aufzufassen sind, und es ist zu zeigen, wie
an ihnen der Verlauf ins Unendliche verfolgt werden kann: Man bringe
zuerst die Richtung des unendlich fernen Punktes und die Stellung seiner
‘unendlich fernen Tangente in eine bequem zu verfolgende Lage, erstere
etwa vertikal aufsteigend, letztere sich vertikal von vorn nach hinten
erstreckend (vgl.- die Figur Nr. 321). Hierauf denke man sich durch die
Raumkurve einen Zylinder (zweiter oder héherer Ordnung) gelegt, dessen Fr-
zeugende nach dem unendlich fernen Punkte der Raumkurve, also vertikal ge-
richtet sind. Diesen Erzeugenden nihern sich die nach beiden Seiten hinaus-
wandernden Tangenten asymptotisch, wie man im Modell an den beiden
duBersten Teilen der abwickelbaren Fliche leicht verfolgen kann, und
vereinigen sich im Unendlichen in der durch jene vertikale Ebene ange-
gebenen Stellung, als~ in der unendlich fernen Erzeugenden des Zylinders.

Die in den Modellen wiedergegebenen Raumkurven kénnen als ein-
fachste ihrer Art bezeichnet werden, weil sie rationale Kurven niedrigster
Ordnung sind, die an einer Stelle eine vorgeschriebene Singularitit und
an eine.r zweiten die dazu duale enthalten, zwischen beiden aber vollig
singularititenfrei verlaufen, und weil sie ferner ein grobtes MaB von
Symmetrie besitzen, '

Durch die Art der Symmetrie erhilt man aber ein einfaches, und
wie es scheint, bisher nicht beachtetes Merkmal zur Unterscheidung der

* .
} In den Modellen ist als parabolische Asymptote eine andere p)
] ; ! 3 d gewihlt (vgl. oben
die bei der Besonderheit der gewihlten Raumkurven dasselbe leistet, wie die hiei grwﬁhntg:
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acht Fille. Man gehe zunichst, wie dies auch sonst geschieht, von drei
Ebenen aus, von denen die eine die Schmiegungsebene der betrachteten
Stelle ist, wihrend die zweite durch die Tangente und die dritte durch
den Punkt hindurchgeht. Diese drei Ebenen, die man, um nicht auf
schiefe Symmetrien gefiihrt zu werden, paarweise zueinander senkrecht
annehme, teilen den Raum in Oktanten, aus deren einem kommend
die Kurve in die Stelle einliuft, wihrend ihr Fortschreiten aus der Stelle
heraus gleichfalls in irgendeinem der Oktanten erfolgen kann. Dieser
letztere Oktant' kann achterlei Lagen gegen den ersteren haben, und
damit erhilt man die 8 Fille. Nun geht aber der erste Oktant, wenn
er nicht gerade mit dem zweiten identisch ist, in ihn dber durch eine
Spiegelung entweder an einer der drei Ebenen, oder an einer der drei
Schnittgeraden, oder an ihrem Schnittpunkt. Von diesen sieben Spiegeluhgen
sind die an Punkt, Tangente und Schmiegungsebene ausgezeichnet, und die
anderen vier lassen sich als Folge von je zwei dieser drei Spiegelungen oder
von allen dreien darstellen. Indem man z. B. an Punkt, Tangente und
Schmiegungsebene spiegelt (gleichviel in welcher Reihenfolge) erhdlt man die
Lage des zweiten Oktanten zum ersten, die einer singularititenfreien: (ge-
wohnlichen) Stelle entspricht. Allgemein gilt der 'Satz, daB an der be-
trachteten Stelle dasjenige der drei Elemente Punkt, Tangente,
Schmiegungsebene eine Riickkehr hat, das in dieser Spiegelfolge
nichtbeniitztist, und dasjenige ein Fortschreiten, dasbenttzt ist.¥)

In den Modellen sind die Raumkurven so gewihlt, da8 nicht nur
die Oktanten, sondern auch die beiden Teile der Raumkurve selbst in
der verlangten Weise ineinander gespiegelt werden, beim achten Fall
(Nr. 328), in dem die Kurve an der betrachteten Stelle eine Riickkehr
des Punktes, der Tangente und der Schmiegungsebene vereinigt zeigt,
liuft die Kurve in denselben Oktanten zuriick, aus dem sie kommt.

Da im projektiven Sinne die Spiegelung an einem Punkt oder an
einer Ebene oder an einer Geraden eine harmonische Spiegelung an
diesem Liement und an der unendlich fernen Ebene oder an dem zur
Ebene in senkrechter Richtung unendlich fern gelegenen Punkte oder an’
der zur Geraden in senkrechter Stellung unendlich fern gelegenen Geraden
bedeutet, so folgt aus der gewihlten Lage der dreierlei Elemente beider
Stellen, daB an II die duale Singularitit herrschen muf zu der an I

In der Gruppe A bilden die Punkte der Stellen 1 und II Ecken,
die Tangenten Gegenkanten, die Schmiegungsebenen Seiten eines Tetraeders,
von dem eine Seite unendlich fern liegt. Bildet man dieses Tetraeder
kollinear in sich ab, so daB die Punkte der Stellen I und II ins Unendliche
fallen, so erhilt man aus den 8 Fillen der Gruppe A die der Gruppe B.
Auch diese zeigt, abgesehen vom letzten Fall, die Kurven in symme-
trischen Gestalten.

* Vgl. H. WIENER in den Verh. des III Int. Math. Kongr. a. a. O. Zusatz IL
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Die Kurvengleichungen fiir die Gruppe A, bezogen auf ein recht-
winkeliges Koordinatensystem, das den Punkt I zum Nullpunkt, _seine
Tangente zur .x-Achse, seine Schmiegungsebene zur Ebene z'=— 0 und
Icm als Lﬁngeneinheit auf jeder Achse hat, wobei t — 0 die Stelle 1
bedeutet, lauten:

Nr. 321: x =12t, y=—121% z=12t8
»w 322! x=12t, y=—121% z =12t
» 3231 x=12t, y=1215 z =12t
» 3241 x=121% y=121% z =12t
» 325 x=12t y=1213, z=12t}
n 3260 x =121% y=—=r12t} z =125
o 327 x=12t% y=—12t4 z ==1215
»n 328: x=12t% y =8t | 25 - 26, z=9gté 4 $t7{ 218,

Durch eine riumliche Kollineation gehen diese Kurven, wie oben
erwihnt, in die der Gruppe B iiber.
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Einzeln:

I. Band 2. Auflage, bearbeitet von H. Wiener, in zwei Teilen: Erster Teil: Die
Lehre vom Projizieren: Projektion ebener Gebilde auf eine Tafel, und zwar
L Parallelprojektion. IL Zentralprojektion. Darin enthalten: Ebene Schaitte von Prismen,
Pyramiden, Zylindern, Kugeln und Kegeln; di¢ Darstellung dieser Gebilde in schiefer
Projektion, in Grund- und AufriB und in Perspektive. Schattenkonstruktionen. Ab-
wngkelungen.. Aanwendung auf Bauteile u,a. Die Lehre von den Kegelschnitten, be-
griindet auf ihre Spiegeleigenschaften. Mit Textfiguren. (In Vorbereitung.)

II. Band. Krumme Linien (II. Teil) und krumme Flichen. Beleuchtungslehre, Perspektive. Mit
Textfig. XXX, 646 S. 1887, wu. Jf 18.—
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